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a. Soit B tel que 1 < B < &, posons v, = nPuy, >0, alors In(vyy1) —In(vy) = In (M) +B1In (l +l) donc
n

Un
M (vag1)=tn(vn) = In (1 f%ﬂ(%)) 4B +0(T11) = %Jro(]{) car In(1+x) =x+o(x). Comme p—a <0,
la suite (In(vi41) — In(vn))nen devient négative a partir d’un certain rang et In(vin41) — In(vn) o B-a
o M

Par comparaison & la série harmonique, > (In(vpi1) — In(vn)) diverge et on a méme plus précisément

n=0
n—1
lim Y (In(vig1) — In(vk)) = —oo donc  lim  In(vy) = —oo par télescopage. On en déduit en passant a
n—+00 1 n—-+00

I'exponentielle que 1lim v, = 0 donc que u, = o(iﬁ) ce qui garantit la convergence de la série Y u,
n—-+oo +oo0 \n n=0
par comparaison aux séries de RIEMANN.

l) donc

b. Dans la méme idée, posons v, = nu,, > 0, alors In(vny1) — In(vn) = In (M> + In (1 +

Un n

n(vni1) — n(vp) = In (1 - & 4 0(l>) +14 o(l) =1l=a o(l). Comme 1 — « > 0, la suite
+o0 n n n n 40 n n

(In(vnt1) — In(vn))nen devient positive & partir d’un certain rang no donc ¥Vn > ng, va41 = vn. On en
nouno

et > un diverge par comparaison & la série harmonique.
n>0

déduit que Vn > ng, vn = v, dott un >

c. Posons cette fois-ci v = n®u, > 0, alors In(vpt1) — In(vy) = In (M> + xln (1 + ) donc il
Un

vient In(vny1) — In(vn) = In (1 7+O( )) + & +O( 1 )Jrooo(#) car In(1 —l—x)?x—i—o(x ). Comme

o0
n(vnt1)—In(vn) = 0 (%) , on en déduit la convergence absolue de Y (In(vn41)—1n(vy)). Par le théoréme
o) n n=>0
de dualité suite/série, on a donc la convergence de la suite (In(vn))nen vers un réel ¢ d’on, par continuité de
A

la fonction exp, la convergence de (vn)nen vers A = et > 0. Ceci nous permet de conclure que un, fodior-2
com

+2)2n+1) _ 41 1
d. On calcule 2t — ( = £n =1- =1—-—— O( ) donc diverge
Un 4(n+1)2 n+2 n+2 +oo 2n+ n&“ﬂ vers
avec la question b. et il existe méme une constante A > 0 telle que u, e T d’apres la question c..

oo /M

/ 2n
Plus simplement, on utilise I’équivalent de STIRLING pour avoir u,, ~ 2n47m(2n/ ¢) 57 d'olt up ~
+o0 2™ (21t ) (n/e) 400

avec une conclusion plus précise. Toujours est-il que > u, diverge par RIEMANN.
n>0

3
=

a. Sif > 1, comme hm Vg, — € > 11l existe un rang ng € N tel que Vn > np, W, > 1 ce qui donne

aussi un, > 1. A1n81, (un)neN ne tend pas vers 0 et > uy, divergente grossiérement.
n=0

b. Si€<1,enposantk:%,(’,<k<1etilexistenoe N tel que Vn > np, Yu, < k= 0< u, <k™

Et comme > k™ converge, on a bien > u, convergente par comparaison aux séries géométriques.
n=0 n=0

. 1 i®. . y .
c. Si R et = our 1,ona Yu, =n7 donc 1 WA, = £ =1 alors qu’on ne peut rien
P S Un = e p nz Un =n " _1)1100 Un q P

dire de la convergence de > u,. En effet, par RIEMANN, Y uy converge si o > 1 et diverge si a < 1.
n>1 n>l1



n —
e A T (o)
a. Si Y an ™ converge, on sait que lim an " =0. Comme a, = (an =en—1 , 0N a

n>1 n—+oo
n -4 t
lim a, =0car Um =1, lim In (an “) =-—oc0et lim e =0.
n—+oo n—+oon — 1 n—+4oo t——o0

.. 11
Ainsidng € N, Vn > ng, an <letan <an “carl— 1 < 1 donc (1 — l) In(an) = In(an) car In(an) <0
n n

et que la fonction exp est croissante. On conclut & la convergence de Y a,, par comparaison.
n>1

b. D’abord, les conditions définissant ’appartenance & I et J sont la négation I'une de I'autre donc INJ =

et ITUJ = N*. Les ensembles I et J constituent donc une partition de N*. Traitons les deux cas :

. -1 o s
Sinel, onaan ™ < Aan par définition.

. -1 1 -1 n—1
Slne,onaan“>?\an<:>a€<%<:)an“<<%) car an > 0.

_1 n—1 n—1
Ainsi, pour tout n € N*, 0 < a:l ™ < Max (Aan, (%) ) < Aan + (%) . La série Y Aa, converge
n>1

n—1
par hypothese et la série géométrique (%) converge car 0 < % < 1 donc, par somme et comparaison,
n>l
-1 . e R P pucd A
> an ™ converge aussi. En sommant 1'inégalité obtenue pour n € N*; >~ an ™ < 7\( > an) + o
n>1 n=1 n=1 -

1
s T—5 A N .
c. Les deux séries > an ™ et Y. an sont donc de méme nature d’apres les questions a. et b.. On suppose
n>1 n>l

+oo
que Y. an converge et on note S = Y an > 0. Soit ¢ :]1;+00[— R définie par @(A) = AS + ﬁ @ est

n>l n=1
dérivable sur |1;+00[, lim @A) = lim ¢@(A) = +o00. Or ¢’(A) =S — 1 ~. En étudiant les variations
A1+ A—+o0 ()\ — 1)
. 1 gy
de @, on se rend compte que @ est minimale en Ag = 1 + 7 et comme ' = > an ™ < ¢(Ao), on a
n=1

+oo 17l +oo
S' < (VS 1)?%, ce qui se traduit par I'inégalité attendue, & savoir {2 an T <14+ ’/ > an.
n=1 n=1

Pour tout n € N*, la fonction polynomiale Py, est strictement croissante sur R, car elle y est dérivable et

n

que Vx € Ry, Pl(x) = Y kx*~! > 0. Comme P,(0) = —1 et liT Pn(x) = 400, Py induit une bijection
k=1 X—+00

entre Ry et [—1;4o00[ d’apres le théoréme du méme nom donc il existe bien un unique x,, € R4 tel que

Pr(xn) =0 et on a méme x,, > 0 car Py (xn) =0 > —1 = P, (0). Comme Py(x) =x—1 et Py = x?

2

—x—1,0n

ax; =1etx2 car le discriminant de P, vaut A =5 et que x2 > 0.

On constate que Vx > 0, Pr(x) < Pry1(x) = Pr(x) + x™ 1. Ainsi Pr(xng1) < Prg1(xng1) = 0 = Pr(xn).

Comme Py, est strictement croissante sur R4, on en déduit que xn4+1 < xq et la suite (xn)n>1 est décroissante.

Puisque (xn)nen+ est décroissante minorée par 0, elle converge vers un réel ¢ € [0; 1] d’apres le théoréme de

la limite monotone. Sin > 2, P,(1) > 0 = Pn(xn) donc x,, €]0; 1] par stricte croissance de P,,. On a alors
1 —x2> = 2xn — 1 —x:-H

car xn # 1 donc 2x, — 1 —x0+1 =0 (1).
T—xn

Pn(xn) = xn(

1 —xn
Or Vn > 2, xn < x2 donc 0 < XRH < x;H — O car 0 < x3 < 1 et on en déduit par encadrement que
n—-+oo

lim x™*! = 0. En passant & la limite (elles existent) dans (1), on a 2 —1 =0 donc lim x, = 1
n—+o0 n—+o0 2



a. Soit f: R — R définie par f(x) = e* — 1. Il est clair que f est croissante. On montre par une petite
étude de fonction, ou par convexité de la fonction exp, que Vx € R, e* > 1+ x, c’est-a-dire f(x) > x et que

f(x) = x <= x = 0. Pour toute valeur de up € R, la suite (un)nen est donc bien définie et croissante car
elle vérifie Yn € N, uny1 = f(un) 2 un. Il y a alors deux cas :
e Siup < 0. Sl existe n € N tel que uy <0, alors un 1 = f(un) = e —1 < 0. Ainsi, la suite (un)nen
est croissante et majorée par 0 donc elle converge vers £ < 0. En passant a la limite dans un 41 = f(un),

par continuité de f, on a £ = f({) donc £ = 0 d’apres ce qui précede. Ainsi, u:l_l un =0.
n——+oo
e Siup > 0. La suite (un)nen est encore croissante. Supposons qu’elle converge vers un réel ¢, alors

forcément € > ug > 0. A nouveau, on aurait ¢ = f(¢) donc ¢ = 0 : impossible. Donc liTJrrx Up = +o0.
n——+oo

b. Comme Vx € R, ¥ > x+1 > x, (vn)n>0 est bien définie par vo =1 et ¥Yn € N, vy = In(e¥™ —vy). De

plus, si vy > 0, "™ — vy > 1 donc vny1 > In(1) = 0. La suite (vn)n>o0 est donc strictement positive. Ainsi,
Vn € N, vpp1 = In(e¥™ —vy) < In(e¥™) = vy donc la suite (vn)nen est aussi strictement décroissante.

Comme elle est décroissante et minorée par 0, la suite (vn)nen converge vers un réel € > 0. En passant

4 la limite dans la relation v 11 = In(e¥™ — vy,,), on obtient ¢ = n(e® — ¢) d’on e* = e* — ¢ donc ¢ = 0.

Enfin, v, = eV — ¥+, or (e¥™)n >0 converge vers 1 donc, par dualité suite/série, > vy converge. Or, par
n>0
n n “+o0
télescopage, Y vik = Y. (eVk —eVi+1) =¢V0 — eVn+1 en passant a la limite, on obtient Y vy =e—1.
k=0 = n=0

a. Pourn > 1, f, : Ry — R est continue et strictement croissante car Vx > 0, 1 (x) = (1 +x)e* > 0. De

plus, par croissances comparées, f(0) = —n < 0 et 1111 fn(x) = +00. Par le théoreme de la bijection, f,
X—+00

réalise une bijection de Ry dans [-n;+oo[ donc Fluy > 0, fn(un) =0 car 0 € [-n;+oo] et 1 (0) # 0.
b. Soitn>3,onafy(l)=e—n<O0care~272¢t fy(ln(n)) =nin(n) —n=n(ln(n) —1) >0carn > e
donc (1) < fn(un) < fa(ln(n)) et on conclut par stricte croissance de f, que 1 < uy < In(n).

Comme une'™ = n, on obtient In(un) + un = In(n) donc 0 < In(n) — un = In(un) < In(In(n)). Or, par

croissances comparées, ln(ln(n)) (ln(n)) donc, par encadrement, In(n) — un = o(ln(n)) ce qui est la
o0
définition de I'équivalence Un ( ).
c. Comme u, —Inn = — ln(un) on peut espérer montrer que u, — ln(n) fodty In(ln(n)). On étudie donc
o0
un —In(n) +In(ln(n)) = ( ) qui tend vers 0 car lim n(n) _ 1 par la question précédente. Ainsi,
n—+o0o0 Up

up—In(n)+in(In(n)) = o(1) = o(ln(ln(n))) ce qui, encore une fois, se traduit par up—In(n) ~ —In(ln(n)).
+00 +o0 +oo
a. Par construction, on a u, > 0 pour tout entier n € N* donc In (M> est bien défini. De plus,
Un

In (M) =n(unt1) — In(uy) = (n + %) In(n+4+1)— (n + l) In(n) —In(n+41) — 1 apres simplifications.
Un

Alors,ln(M):(n+l)ln(1+l)—1 = (n—i—l)(l———i—O( ))—1 —O( ) Ainsi, par
Un 2 n +o00 2/\n  m? +oo n?

. - u
comparaison aux séries de RIEMANN, > In (“7“) converge absolument donc converge.
nxl Un

b. Comme Y (In(uni1)— In(un)) converge, par dualité suite-série, la suite (In(un))
n>1

une réel k. Par continuité de ’exponentielle, comme u,, = exp (1n(un)), la suite (wn)nen+ converge vers

ne N converge vers



n+l

, 2 S . n
c=¢e*>0. Par conséquent, n'in ~ ¢, ce qui équivaut a n! ~ C\/ﬂ(n) avec C = 1 > 0.
ne  +oo +o0 e c

c. On sait d’apres la formule de STIRLING que C = +/2m. Pour le montrer, on définit, pour un entier
/2
n € N, l'intégrale de WALLIS W,, = fo sin™(t)dt, qui est bien définie car f,, : [ = {0; %} — R telle que

fn(t) = sin™(t) est continue sur le segment I. De plus, Vt € I, 0 < sin(t) < 1 donc 0 < fr41(t) < fo(t) ce qui,

par croissance de l'intégrale, donne 0 < Wy 11 < Wy La suite (Wy )nen est donc positive et décroissante.

/2
Pour n € N, en posant u : t + sin™'(t) et v : t = (—cos(t)) dans Wy, = foﬂ u(t)v/(t)dt, comme
1 soon+1 /2 /2 2 N
u et v sont de classe C' sur I, on a Wy = [—cos(t) sin™' (1)]y" " + fo (n + 1) cos=(t) sin™(t)dt donc
/2 .2 . . n -+ 1
Wni2=(Mn+1) fo (1 —sin“(t)) sin™(t)dt = (n + 1)(Wn, — Wy 42) ce qui montre que Wy 42 = ?Wn.
n
Ainsi, (n 4+ 2)Wn1Whi1 = (n + 1)WuWiy i donc la suite (n + 1)WnWhi1)nen est constante et, comme
/2

Wo =T et Wy = fo sin(t)dt = [~ cos(t)]3/> =1, onaVn e N, (n+ 1)WnWp 1 = x

Pour n > 1, comme Wy 11 < Wy < W;_1, en multipliant par Wy, on a W W41 < WrzL < Wh_1W,, donc
— L WTZ1 < K car Wy, > 0. Par encadrement, on a donc W;, ~ ISy

2(n+1) 2n +o0 1/ 2n

. n— 1 (2n—1)x - x 1 ) s

Pour tout entier n € N, Wy, = %Wanz == ) >)< %2 Wy = ZZT(IHW D’apres la

2n\ 2n
Cv2n (—) s
question b., on a Wy, ~ €

Tt
+00 H2nt1 (C\/R(E)“)Z o0 Cv/2n
e

onaWi, ~ [ ~ L L. Par conséquent, on a [T = T ce qui donne C = 1/27 et on retrouve la
n +oo 4in +oo\/; vV2n 4 ’ 2 C 4 T v

n
formule de STIRLING bien connue : n! ~ \/27m(3> )
e

—+oo

apres simplifications. Mais d’apres ce qui précede,

La suite (un)n>1 est bien définie car Vk € N* 1+ ax > 0 par hypothese.
1

a. Initialisation : D’abord, uj = —4— =1— . De plus, comme (1+a1)(T4+az2) = a1 +ajaz+az+T,
1+ aq 1+ a;
: 11 1
on a la relation u; +uy = —4— + a2 —ataatast =1- )
TR TG T 0+ a0+ a0) (0+a)(+a2) 0+a)(+a2)
n n 1 n+1 n
Hérédité : soit n > 1, supposons que >, wx = 1— [] . Alors > u = ( > uk) + Uny1 donc
k=1 k=1 1+ ax k=1 K=T1
n+1 n 1 n+1 1
Sue=1-1]] +ant1 1 par hypothese de récurrence et définition de w, 1. Ainsi, en
k=1 k=1 1+ ax k=1 1+ ax
n+1

regroupant les deux derniers termes, > ux =1—

n+1 = H

1
1+ant1 —angd 1 M 1
=1

k=1 X 14 Ak
[[0+a0
k=1
n n .I
Par principe de récurrence, on a Yn € N*, >~ w. =1— [] .
K=1 k=1 1+ ax
n
b. Comme (an)nen+ une suite de réels positifs, la suite ( II ] _: ) est décroissante donc convergente
k=1 ax/nz

par le théoreme de la limite monotone car elle est minorée par 0. Ainsi, d’apres a., la suite de ses sommes

partielles étant convergente, la série Y uy, converge.
n>1



n n n
c. Posons, vy, = ] 1 — > 0. Daprées b., > ux =1—vn. Oronaln(va) =— > In (1 + 1—) et
k=11+ — k=1 k=1 vk
Vi
1 1 1 . . PPN .
In (1 + —) ~ —=. Comme ) —= diverge par RIEMANN, par comparaison des séries & termes positifs,
Vi/ +o00 VK Kk>1 Vk
>ln (1 + i) diverge, ses sommes partielles tendent donc vers 400 d’ot lim In(vy) = —oco. Ainsi,
k> \/]z n—+4oo
puisque vy, = e puisque lim X = 0, par composition des limites, lim v, = 0. Par conséquent, si
X——00 n—-+oo
1 =
on suppose que Vn > 1 =—>0,0na =1.
ppose que ¥n > 1, an = = >0, n;un
a. x7 > 0 par hypotheése. Soit n > 1 tel que xn > 0 est bien défini, alors xn47 = xn + = > 0 est aussi
Xn
bien défini. Par principe de récurrence, la suite (xn)n>1 est bien définie et strictement positive. De plus,
Vn =1, xnp1 — xXn = 2+ > 0 donc (xn)n>1 est strictement croissante. D’apres le théoreme de la limite
Xn

monotone, soit Um x, = +00, soit lim x, = ¢ € R. Sion avait lim x, ={¢ € R, comme ¢ > x7 >0
—+o00 —+00 —+o0

n n n
car (xn)n>1 est croissante, on aurait lim -+ = 400 alors que lim (xn41 —xn) =0 —{ = 0, ce qui est
n—+400 Xn n—-4oo

absurde. On en déduit donc que (xn)nen+ tend vers +oo.

b. Soit f, : R} — R définie par f(x) = x + It de sorte Vn € N*, xp41 = fn(xn). Les fonctions f,, sont
X
dérivables par théoremes généraux sur R et fj (x) =1— 1L done, en tragant le tableau de variations de fy,
X

cette fonction est décroissante sur |0;/n] et croissante sur [/n;+oco[. Ainsi, Min fr, = fr(y/n) = 2¢/n.
+

Initialisation : comme x> = x7 + 1 _ f1(x1) et que T\%in f1=2,onaxy="f1(x;)>2/1=2.
X1 *

L
Hérédité : soit un entier n > 2 tel que x,, = n, comme n > /n et que la fonction f, est croissante sur

[\/n; +00[, on obtient xp 41 = f(xn) = f(n) =n + 1.
Par principe de récurrence, on peut conclure que Vn > 2, x,, > n.

De plus, comme on vient de montrer que Vk > 2, K < 1, pour tout entier n > 2, on obtient la majoration
Xk

n—1 n—1 n—1
xn —%x2 = > (X1 —xk) = 1.3 < Y. 1 =n—2 par télescopage de sorte que xn, < x2 +n — 2.
k=2 k=2 Xk k=2

Comme Vn > 2, n <xn <x2+n—2et que xy +n— ZQ.JO n, On a Xn J;;On par encadrement.

c. Posons un, = xn — n pour tout entier n > 2. D’apreés la question précédente, la suite (un)nen+ est
positive. Comme un1 —Up = Xni] —xp— 1=+ —1="0"Xn
Xn Xn

décroissante. Comme (un )nen+ est décroissante et minorée par 0, par le théoréme de la limite monotone,

< 0 d’apres b. donc la suite (un )nen+ est

elle converge. Notonsc = lim un € Ry, onadoncu, = c+o(1) donc xn = n+c+o(1) comme attendu.
n—+oo —+oo +oo

d. Onaunt) —up =Xng1 —xn — 1= D= Xn Sion avait ¢ # 0, alors on aurait un41 —un, ~ —< donc,
Xn +oo N
par comparaison & la série harmonique, la série Y (un41 — un) divergerait et, par dualité suite-série, la
n>l
suite (un)nen+ divergerait aussi, contredisant le résultat de la question précédente. On peut donc conclure

que ¢ =0, ce qui s’écrit xn, = n+o(1).
+oo



a. Soit fn, : Ry — R définie par f,(x) = x™ +xy/n — 1. La fonction polynomiale f,, est dérivable sur Ry et

onaVx >0, fi(x) =nx""1 +/mn > y/n > 0. Ainsi, la fonction f,, est strictement croissante sur l'intervalle

R4, f(0) = =1 < 0 et xEToo fn(x) = 400 donc, par le théoreme de la bijection continue, f,, réalise une

bijection de R, dans [—1;+0o[ donc il existe un unique x,, €]0; +00[ tel que fn(xn) = 0.

b. Comme fi(x) =2x—1,onax; = % Puisque f(x) = x2+xv2—1,onax; = _ﬁ2+ V6 = \/3:\/51 ~ 0,52.

La monotonie de la suite (xn )n>1 ne peut donc pas servir ici, ou alors & partir d’un certain rang. Par contre,
comme fy (L) =

Vvn

croissance de f sur Ry. Comme lim —= =0, on abien lim x, =0 par encadrement.
n—-+4oo \/TT n—-+4o0o

n
(\/]H) >0 = fr(xn) > —1 = f(0), on en déduit que 0 < x,, < ﬁ par stricte

n
c. Par construction, f (xn) =0 donc /nxn =1 —xh. Mais xn < ﬁ donc 0 < xt < (ﬁ) ce qui prouve

1 ; 1 Xn 1 1 1 1 :
ue x' = o(—). Par conséquent, x, = —(— — L = —Jro(f) = —Jro(—) ce quil montre que
duexn = o\ n Y Y sy A ) By A VY d
Xn ~ 1 Par comparaison aux séries de RIEMANN, la série & termes positifs > xy, diverge car - < 1.

N [—



