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CHAPITRE 1
SERIES NUMERIQUES

(© La considération de véritables sommes infinies est une question étroitement liée & celle du pas-
sage a la limite. L’absence persistante de concepts satisfaisants engendra de nombreuses interrogations et
spéculations, & ’exemple des paradoxes de ZENON. On trouve néanmoins déja chez ARCHIMEDE (quadrature
de la parabole) les premieéres sommations explicites, avec les progressions géométriques.

En Angleterre, Richard SUISETH (XIVe siécle) calcule la somme de la série de terme général 2% et son

contemporain francais Nicolas ORESME établit la divergence de la série harmonique. A la méme époque, le
mathématicien et astronome indien MADHAVA est le premier a considérer des développements de fonctions
trigonométriques, sous forme de séries de TAYLOR, séries trigonométriques pour 'approximation de 7.

Au XVlIle siecle, James GREGORY redécouvre plusieurs de ces résultats, notamment le développement
des fonctions trigonométriques en séries de TAYLOR et celui de la fonction arc-tangente permettant le calcul
de 7. En 1715, Brook TAYLOR, en donnant la construction générale des séries qui portent son nom, établit un

lien fructueux avec le calcul différentiel. Au XVIIle siecle également, Leonhard EULER établit de nombreuses
+o0 2

relations remarquables portant sur des séries, notamment la tres célebre iz = T En 1821, CAUCHY
n=1m

établit le premier une théorie rigoureuse, il énonce avant RIEMANN la régle de convergence des séries qui

portent son nom.
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8 SERIES NUMERIQUES

(PROGRAMME]

Cette section a pour objectif de consolider et d’élargir les acquis de premiére année sur les séries,
notamment la convergence absolue, en vue de I'étude des probabilités discrétes et des séries de fonctions.

L’étude de la semi-convergence n’est pas un objectif du programme.

1 : Compléments sur les séries numériques

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Technique de comparaison série-intégrale. Les étudiants doivent savoir utiliser la comparaison
série-intégrale pour établir des convergences et des
divergences de séries, estimer des sommes partielles de
séries divergentes ou des restes de séries convergentes
dans le cas d’une fonction monotone.

Formule de STIRLING : équivalent de n!. La démonstration n’est pas exigible.

Regle de D’ ALEMBERT.

Théoreme spécial des séries alternées, majoration et La transformation d’ABEL est hors programme.

signe du reste.

Produit de Cauchy de deux séries absolument La démonstration n’est pas exigible.

convergentes.

D’abord un bref rappel de résultats sur les suites réelles et complexes :

EN PRATIQUE :

Soit (un)nen une suite réelle. Pour montrer que (un )nen admet une limite :
e On trouve (vn)nen bornée et (wy)nen tendant vers 0 telles que uy, = vywy, alors nliTm un = 0.
e On trouve (vn)nen €t (Wn)nen tendant vers € € R telles que vy, < un < wy, alors Um u, =L

n—-+oo

e On trouve L € R et (vn)nen tendant vers 0 tels que |un — {| < vn, alors HT u, = L.
n——+oo

e On montre que (un)nen est croissante et majorée ou décroissante et minorée.
e On trouve (vn)nen telle que (un)nen €t (vn)nen sont adjacentes.
e On trouve (vn)nen qui tend vers +oo telle que un > v, alors lm u, = 4o0.

n——+oo
e On trouve (vn)nen qui tend vers —oo telle que un < vn, alors nl_ii\oo Up = —00.
Soit (wn)nen une suite réelle. Pour montrer que (un )nen diverge :
e On trouve une suite extraite (Wy(n))nen de (un)nen qui diverge.
e On trouve deux suites extraites de (un)nen qui convergent vers des limites différentes.
Soit (un)nen une suite complexe. Pour montrer que (un)nen converge vers un complexe { :

e On trouve L € R et (v )nen tendant vers 0 tels que |uy, — | < vy, alors 1111 Uy = L
n——+oo

e On montre que (Re (un))nen et (Im(un))nen converge vers Re (£) et Im(£) respectivement.
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(PARTIE 1.1 : COMPARAISON DES SUITES)

DEFINITION 1.1 :
Soit deux suites réelles ou complezes w = (un)nen €t v = (vn)nen avec la suite v qui ne s’annule pas :

e On dit que u est négligeable devant v, noté u=o(v), ou un=o(vn) si l'on a lim & =0, on
o0 [e'e) n——+4oo Vn

dit que u est un “petit O” de v (au voisinage de +00).
. . » - o _ - U , w -
e On dit que u est dominée par v, noté u= O(v), ou un = O(vn) si > bornée ((ﬁ)neN bornée), on
dit que u est un “grand O” dev.

e On dit que u est équivalente & v, noté u ~ v, ou un, ~ vn sil'ona lim (un/vy)=1.
+o0 +o00 n—+oo

THEOREME 1.1 :

On se donne des suites u, v, w, z, t (certaines ne doivent pas s’annuler) et des scalaires A et p
(i) un=0(un) €t up ~ un.
] +oo

(ii) un:o(vn) :>unf0(vn) Un ~ Vn :>unf0(vn) et up ~ v <= vn ~ Un.
+o00 +00 +o0
(iii)
(iv)
(v)

9
unf (vn) et vn = O(w )) :>unf O(wy) et (un ~ vp et vy, ~ wn) = U, ~ Wn.
+oo —+oo —+o0
Un =0 (vn) et vn = O(wn ) :>unfo (wn) et (un:O(Vn) et vn:o(wn)) = un =0o(wn).
oo oo

un—O wy) et vn—O(wn ) — ?\un + uvn—O(wn) et

(vi)
(vii)

( )

(unfo wy ) et vnfo(wn ) :>)\un+uvnfo(wn)

(un—O zn) et vn—O(tn ) :>unvn—0(zntn) et ( Up ~ zZn €t vy ~ tn) = UpVn ~ Zntn.-
0 +oo +oo 400

(un—o Zn) n—O tn)) = upvn =0(znty) et
o0

( O(zn) et vy = o(tn)) = upvn =0(zntn).

oo o0

(viii) upn +f\<;o Vp = u]in ol i et (un ot et v, ol tn) —
(ix)

()

(
(un
(xi) ( ~ Vn et ¢ : N — N strictement croissante ) = Ug(n) 2 Ven
(
(un

Un , Zn

Vp too th

Un =0 (vn) et @ : N — N strictement croissante ) = Upn) = o(v(p(n)).
o0

O(vn) et ¢ : N — N strictement croissante ) = 1y (n) ;O(v(p(n)).

n)-
Wi ).

(xii)

)
un =o (vn) €t vy ~ wn) = un =o(wn) et (un:O(vn) et vy, ~ wn) = u, =0(w
+o0 oo &S] +oo oo
(xiii) )

(
~ Vn et v, :o(wn)) = un =o(wn) et (U.TL ~ vy et vy =0(wp)) = un =0(
o) o] +o0 00 e}
(xiv) un ~ vn < up —vn=0(Un) < vn — Un =0(vn)-
“+o0 o0 o0

(xv) lim(up —vn) =0 <= e%n ~ e¥n

o0 —+oo

Si u et v sont des suites strictement positives et « € R :
(xvi) Sioa>0, un v = u +~oov$1‘, un;O(vn) — uf{o:oO(vT"l‘) et up =o o(vn)

—u
(xvii) Si <0, un ~ vp <= u¥ ~ v, up =0(vn) <= v¥=0(uf) et un =o(vn) <=v
—+o0 —+oo (') o0 o0

o«
11
x
TL

(xviii) (un vn et limuy, =t € Ry \ {1}) = n(un) ~ In(vn).
oo oo +oo

REMARQUE 1.1 :
e La propriété (v) du théoréme suivant nous dit que I’ensemble des suites dominées par une suite fixe v

est un espace vectoriel ; méme chose pour les fonctions négligeables devant v.
e La propriété (xviii) ne doit pas étre utilisée telle quelle car hors programme, on peut souvent s’en passer

comme pour montrer que In(n + 1) o In(n).
o0



10 SERIES NUMERIQUES

EXEMPLE 1.1 : en'% = o(2™) et (In(n > o(4/n) d’apres les croissances comparées.
; ; p p

e Si on note pn le n-iéme nombre premier et m(n) le nombre de nombres premiers inférieurs ou

égaux a n, alors il a été prouvé en 1896 qu’on avait pn, ~ nin(n) et n(n) ~ —+—.
+oo +oo In(n)

REMARQUE 1.2 : Quelques implications :

e u, =O(1) est équivalent a u est bornée.
o0

e u, =o(1) est équivalent & lim u, = 0.
[e’e] n—-+4oo

eu, ~ vy et WUm vy ={impliquent lim u, =4
—+o00 n—-4oo n—-4oo

REMARQUE 1.3 : Avec la notation < de HARDY qui est équivalente & 0 : un < vy <= un =o(vy) et
o0

en prenant douze réels : 0 <b’' <ad' <1<a<b, 8/ <y <0<y<d,p <o <0<a<p,ona:

Pr<am<n? <n <P nech®n<cli<chn®n<inPngn’ <n® <a®<b™ < nl < n.

REMARQUE HP 1.4 : Soit deux suites (un)nen €t (vn)nen de réels strictement positifs telles que

Ing € N, Vn = ng, 2l < Yntl - Op peut alors conclure que : up = O(vn) (comparaison logarithmique).
Un Vi oo

[PARTIE 1.2 : REVISIONS SUR LES SERIES)

La notation K désigne soit le corps des nombres réels, soit le corps des nombres complexes.

’1.2.1 : Définitions et exemples‘

DEFINITION 1.2 :

Si (un)nen est une suite d’éléments de K, on dit que la série de terme général u,,, notée . un, ou

n=0
n
> un ou méme Y un, est une série convergente si la suite (Sy)nen, définie par Sn = > uy, est
neN k=0
elle-méme convergente. Dans le cas contraire, on dit que la série Y, un est une série divergente.
n=0
Sn est appelé somme partielle d’ordre n de la série Y un.
n>0
+oo
Si > un converge, on appelle somme de la série Y un, notée > un, la limite S = lim S,. Dans ce
n>0 n>0 n=0 n—+oo
—+o0 —+o0
cas, on définit, pour n € N, [e reste d’ordre n de la série par R, = ( > up) —Sh=S-Sh= > u.
p=0 k=n-+1

—+oo
EXEMPLE 1.2 : o La série Y, i‘ converge et Y. i' =e.
n

n>0 '+ n=o0 -
s ¥
e La série ———— est convergente et — =1
n>l TL(TL+1) n=1 n(n+1)

e La série harmonique ) 1 diverge.
n>l n
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1.2.2 : Conditions de convergence

PROPOSITION SUR LES RESTES DE SERIES CONVERGENTES 1.2 :
On a une “réciproque” : V/n € N, u,, =S,, —S_1 avec la convention S_; = 0.

Si la série ) u, converge, alors lim R, =0. De plus, Vn > —1, S=S,, + R,, avec R_; =S.
n=0 n—-4oo

REMARQUE 1.5 : Si (un)n>n, n'est définie qu’a partir de no € N*, on considére la série > un ; si

n>ng

+oo
elle converge, sa somme est notée >, wu,. Par exemple les séries de RIEMANN 5 % o« € R.

n=ng n>1

PROPOSITION SUR LA “LINEARITE” DE LA CONVERGENCE DE SERIES 1.3 :

Soit A € K, (un)nens (vn)nen deux suites d’éléments de K :

—+oo —+oo +oo
(i) Si > up et > v, convergent : Y (un+vn) converge et > (un+vn)= >, un+ Y. vn.
n>0 n>0 n>0 n=0 n=0 n=0
+oo +oo
(ii) Si > un est convergente : ) (Au,) converge et Y (Aun)=2A Y un.
n>0 n=0 n=0 n=0
(iii) Si >  un, converge et Y. v, diverge : > (un +vn) diverge.
n>0 n=0 n>0

REMARQUE 1.6 : o On ne peut rien dire de la somme de deux séries divergentes.
+o00

e L’application “somme” S : (un)nen > Y. un est une forme linéaire sur le sous-espace vectoriel de
n=0
KN constitué par les suites (un)nen telles que > u, converge.

n>0

PROPOSITION SUR UNE CONDITION NECESSAIRE DE CONVERGENCE 1.4 :

Si la série ) u, converge alors la suite (un)nen tend vers 0.
n>0

REMARQUE 1.7 : e La réciproque est fausse comme en témoigne la série harmonique.

e Une série Y uy telle que (un)nen ne tend méme pas vers 0 est dite grossiéerement divergente.
n>0

THEOREME SUR LA DUALITE SUITE/SERIE (ENORME) 1.5 :

Soit (un)nen € KY, on a ’équivalence : ((un)nen converge) <= (> (uni1 —un) converge).
n>0

+oo
REMARQUE 1.8 : En cas de convergence ci-dessus, Y (Unt1 —Un) = ( lim un) —ug.

n— +oo

n=0

EXFERCICE 1.3 : Calculer la somme de la série > Arctan (%) Indication : on pourra
n>0 n“+3in+3

montrer que pour deux réels a et b tels que a > b > 0, on a Arctan(a)—Arctan(b) = Arctan (1a—i-— i)
a
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( ’
PROPOSITION SUR LES SERIES COMPLEXES 1.6 :

Soit (un)nen une suite de nombres complexes :
(i) < > un converge) = ( > Re(un) et > Im(uy) convergent).

n=0 n>0 n>0
+oo +oo 400
(ii) Dans ce cas,ona Y un = > Re(un)+i > Im(un).
n=0 n=0 n=0

REMARQUE 1.9 : Cela ne doit pas nous faire perdre de vue qu’on peut montrer la convergence d’une

série a terme général complexe sans passer par les parties réelle et imaginaire.

EN PRATIQUE : Soit (un)nen une suite réelle ou complexe, pour montrer que » ., u, converge :
i
e On trouve (vn)nen convergente vers { telle que un = vy — vni1, alors Y un =vo — L.
e On exprime Y un comme la somme de deux séries convergentes. "
e Si (Un)nen ;;ocomplexe, on montre que Y, Re(un) et >, Im(uy) convergent.
Soit (un)nen une suite réelle ou complexe, pour 11}1i(1)1trer que 21521(;1 diverge :
e On justifie que (un )nen ne tend pas vers 0. e

e On trouve (vn)nen divergente telle que un = vy, — vn41.

e On exprime Y. un comme la somme d’une série convergente et d’une série divergente.
n>0
e Si (un)nen est complexe, on montre que Y Re(un) ou Y. Im(uy) diverge.
n=0 n>0

EXERCICE 1.4 : Convergence et valeur de la somme de > In <1 — 1—2)

n>2

( v ra ra
PROPOSITION SUR LES SERIES GEOMETRIQUES 1.7 :

Soit a € C, a propos des séries géométriques :

(i) La série ). a™ converge si et seulement si |a| < 1.

n=0
+o0 1 +o0 n+1
(ii) Silal <1 alors ) a™ = et Rp= > af=%—.
L n=0 l—a k=n+1 T—a )

]1.2.3 : Comparaison de deux séries positives

REMARQUE 1.10 : On convient, dans [0;+00], de prolonger les lois + et x de Ry en ajoutant :

e a+ (+00) = (+00) + a = (+00) + (+0) = +00 si a € Ry pour I'addition
® 0 x (+00) =0, a x (+00) = (+00) X a = (+00) X (+00) = 400 si a € RY pour la multiplication.

La relation d’ordre < est aussi prolongée sur [0; +00] en convenant que a < 400 si a € Ry.

DEFINITION 1.3 :

—+o0
Soit (un)nso € (Ry)N telle que Y un diverge, on note alors Y. un = +00.
n>0 n=0




REVISIONS SUR LES SERIES

13

~

CONVERGENCE DES SERIES A TERMES POSITIFS 1.8 :

Soit (un)nen une suite de réels positifs :

(i) La série > u, converge si et seulement si la suite (Sy)nen est majorée.

n=0
+oo +oo
(ii) Sicest lecas: ) u, =SupS, ;sinon lim S, = > u, = +oo.
n=0 nenN n—+00 n=0

( ’
PROPOSITION SUR UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE

REMARQUE 1.11 : e On a un résultat analogue pour les suites réelles a valeurs négatives.

e Cette équivalence est valable méme si le terme général u,, n’est positif qu’a partir d’un certain rang

+o0 —+o0
No : mais si la série converge on a seulement », un = Sup S, et pas forcément Y un = Sup Sn.
n=0 nzno n=0 nenN
n “+oo 1 2
EXERCICE 1.5 : Rappeler sans preuve ce que vaut Y k3. On admet que >, —5 = %

k=1 n=1"n

Montrer la convergence et calculer la somme de Y %
S1T4+84 - +n

THEOREME DE COMPARAISON 1.9 :
Soit (un)nen et (vn)nen deux suites réelles a termes positifs :
(i) Sidnp e N, Vn > np, un <vp et si > u, diverge alors > v, diverge.
n=0 n>0
(ii) Sidnp € N, Vn > np, up <vn et si >, v, converge alors ) u, converge.
n>0 n>0
(iii) Siu, = O(vn) et si > v, converge alors ) u, converge.
+oo n>0 n>0
(iv) Siun ~ vy alors > u, et Y v, sont de méme nature.
+oo n>0 n>0

REMARQUE 1.12 : Soit (un)nen € (R1)YN telle que > u, converge ; alors Y. u? converge aussi.

n>0 n=0
+oo 1
EXERCICE 1.6 : Apres en avoir justifié 'existence, calculer ) ———.
n=0 (ZTL + 1)

REMARQUE 1.13 :

e La plupart du temps, on a méme u, = o(vn) ce qui implique un, = O(vn).
oo o0

e On peut comme avant ne supposer la positivité de ces deux suites qu’a partir d’un certain rang :

on a un +~ vn alors que vy, > 0, on a bien sir un > 0 a partir d’un certain rang.
o0
e Ce qui compte est la constance des signes donc cela marche aussi si les suites sont négatives.

ORAL BLANC 1.7 : Mines PSI 2014

a. Etudier la convergence de la suite (an)nen définie par ag > 0 et any; =1 —e 4,

b. Nature des séries de terme général (—1)"a, et aZ.

c. Nature de Y an (on pourra étudier ) In (M>)
n>=o0 n>o0 an

d. Trouver un équivalent de a,, avec le théoreme de CESARO (voir ci-dessous).

si

REMARQUE HP 1.1} : On se rappelle du théoréme de CESARO : si une suite (1n )nen converge vers ¢,

uo+...+un_]

) converge aussi vers (.
n ne N*

alors la suite des moyennes arithmétiques (mn =
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REMARQUE HP 1.15 : Soit deux suites strictement positives (un)n>o0 €t (vn)nso telles que upn +~ Vn.

Alors si )" uy converge, on a Z ug ~ Z vk. De plus, si Y uy diverge, on a Z ug ~ Z Vk.
n>0 k=n+1  TOk=n+1 n>0 +oo =0

DEMONSTRATION : ® Soit un réel € > 0, alors Ing € N, Vn > no, |uk — vk| £Vk et, pour tout entier
—+o0 —+oo

n = ng, on a donc E u — > v < Y Juk —vi| <e Z V.
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n-+1
n n n
e Soite > 0,Ing € N, ¥n > nop, [ux—vi| < Evi. MaisVn = no, | S uk— > vil| KA+ >0 Jug—vk
2 k=0 k=0 k=mo
no—1 nyg—1 n
en notant A = ‘ E U — E Vi |. Il existe g tel que Vn > ny, A < £ E V car la série diverge (sa somme
k=0 k=0 220
n n n n
partielle tend vers +00). Alors Vn > Max(no,n1), | > uk — 2 vk| KA+ > |Juk —vi| <e D vk
k=0 k=0 k=n, k=0
+oo
EXEMPLE 1.8 : On peut utiliser ce résultat pour montrer par exemple que Y iz 1
k=n-+1 ke +oomn

EXERCICE 1.9 : Soit (un)nen définie par ugp > 0 et ¥n € N, uny1 = un + 1 Déterminer la

Un

limite de (un)n>o0. En considérant un 1 ufw trouver un équivalent de u, quand n tend vers +oo.

]1.2.4 : Convergence absolue‘

DEFINITION 1.4 :

Soit (un)nen € CN, on dit que > u, est une série absolument convergente si > |u,| est convergente.
n=0 n>0

REMARQUE 1.16 : > |un]| est a termes positifs : on peut lui appliquer les techniques précédentes.

n>0

g L, 1
PROPOSITION SUR LA CONVERGENCE ABSOLUE DES SERIES COMPLEXES 1.10 :
Soit (un)nen une suite de nombres complexes, alors on a I’équivalence suivante :

>~ un est absolument convergente si et seulement si > Re(un) et > Im(un) le sont.
k1120 n>0 n>0

THEOREME SUR UNE IMPLICATION ENTRE CONVERGENCE ET ABSOLUE
CONVERGENCE (ENORME) 1.11 :

Toute série absolument convergente est une série convergente.

—+o0 —+o0
Si > u, est absolument convergente alors | > un| < > |unl.
n=0 n=0

n=>0

REMARQUE 1.17 : e La réciproque de ce théoréme est fausse.

e Une série convergente mais non absolument convergente est dite une série semi-convergente.

e Soit a € C, > a™ est absolument convergente si et seulement si |a| < 1.
n>0
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COMPLEMENTS SUR LES SERIES

THEOREME DE COMPARAISON (ENORME) 1.12 :
Soit (un)nen et (vn)nen deux suites réelles ou complexes :
(i) Siun = O(vn)s Y. vn absolument convergente —> > u, absolument convergente.

n>0 n=0
(ii) Siun ~ vn, > u, absolument convergente <= > v, absolument convergente.
+oo
n>0 n>0

[PARTIE 1.3 : COMPLEMENTS SUR LES SERIES)

’1.3.1 : Comparaison série-intégrale‘

THEOREME DE COMPARAISON SERIE / INTEGRALE (ENORME) 1.13 :
Soit f: Ry — R, continue par morceaux sur R, positive et décroissante sur R, :

> f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur R,.
n=0

REMARQUE HP 1.18 : Avec ces hypothéses : si on définit wy, = (fn : f(t)dt) — f(n) pour tout entier

n

n > 1, alors la série > wy converge.
n>l

THEOREME 1.14 :
Soit o € R, a propos des séries de RIEMANN : la série ) L‘X converge si et seulement si « > 1.
n>l n

REMARQUE 1.19 : Avec f : x — —— continue et décroissante sur [1; +o0l, la série > 1 diverge mais
\/’z nzl \/H

X o4 1 L
> (fn—]ﬁ_ﬁ) = S donc , en posant S“:k§1ﬁ’ona5“+:oozﬁ+c+o(]) avecc=—1—38.

+oo
REMARQUE FONDAMENTALE 1.20 : Fonction zéta de RIEMANN C :|1;+o00[— R, {(x) = > %
n=1T

n=2

e Quelques valeurs classiques sont & connaitre : {(2) = %, 4) = g—o, ((6) = ‘;TS

e [’encadrement établi lors de la démonstration de la proposition précédente montre la double inégalité :
1 et la limite lim ¢(a) =1.
—1 x—-+00

Voo > 1, 1 < (o) € 14 ; donc I’équivalent (o) ~
o —1 o —1 1T«
e La fonction { de RIEMANN se prolonge a C et la position de ses zéros a un rapport étroit avec la

répartition des nombres premiers via la relation (o) = [] 1% qui utilise les séries ci-dessus.
pe?r ! —P

ORAL BLANC 1.10 : Montrer que ln(n!)+~ nin(n).

REMARQUE 1.21 : On peut se servir de cette comparaison série-intégrale pour les équivalents des

sommes partielles des séries de RIEMANN divergentes et des restes des séries de RIEMANN convergentes :

mn

Si o e [0;1] alors Sp = 3 A~ B
. € |0; 1| alors = ~ .
te " n k=1 k(x +oo 1 —
“+o00 1 1
e Sia>1 alors Ry, = — ~
" kf%:H k* oo (o — )&
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(PROPOSITION 1.15 :
Soit (un)nen une suite de réels positifs et k > 0 :

(i) S’il existe o > 1 tel que u, ~ % alors ). u, converge.

(ii) S’ existe « < 1 tel que u, ~ % alors Y u, diverge.
+ocomn n>0

(iii) S’ existe o > 1 tel que u, = O(%) alors ). u, converge.
+oo n n>0

(iv) S’il existe a <1 et np € N tel que Vn > ng, un > L‘X alors Y u, diverge.

n n>0

REMARQUE 1.22 : En pratique, on montre souvent, pour une série de terme général u, > 0 :

e qu’elle converge en établissant que lim n%u, =0 avec & > 1,
n—+oo

e qu’elle diverge en montrant que UT_E. n*u, = 400 avec a < 1.
n——+4oo

REMARQUE FONDAMENTALE 1.23 : 1l existe une constante y € R (appelée constante d’EULER)

n
telle que I'on ait le développement asymptotique suivant : » 1 _ In(n)+v+o0(1). Et y ~0,577.

k=1 k. +oo

EXERCICE CONCOURS 1.11 : CCP PSI 2014 Aymeline et Centrale PSI 2013

+oo
Calculer les sommes de ké:] (Zik — 2k1+ ] ) et ké:] (Zik - Zk]— ; ) En déduire la valeur de kZ::Z 44k3]_7k.

REMARQUE HP 1.2} : Nature des séries de BERTRAND Y % avec (o, p) € R? :

ns2 n*(lnn)

> T converge si et seulement si o« > 1 ou (=1 et f > 1).
2 n*(lnn

Les séries de BERTRAND, comme les intégrales du méme nom, sont extrémement classiques, doivent étre

connues mais on doit connaitre la preuve de la divergence ou de la convergence.

[1.3.2 : Formule de STiRLING]

2
EXEMPLE FONDAMENTAL 1.12 : Soit I, = foﬁ/ sin™(t)dt (intégrales de WALLIS).

a. Montrer que (In)nen est décroissante. Trouver une relation entre I, et Iyyo.

b. En déduire que Vn € N, (n+ Iyl = Z. Puis que I,, ~ /2.
2 +oo\/ 2n

c. Donner une expression avec des factorielles de Iyp, de Ipp41.

THEOREME SUR L’EQUIVALENT DE STIRLING (ENORME) 1.16 :

n
Formule de STIRLING : n! - (n) V2mn.
e

o0

1.3.3 : Regle de D’ALEMBERT‘

REMARQUE 1.25 : Si (un)nen € (R%)YN est telle que Vn > no, Intl < a < 1 alors la série Y un
Un n>o0
converge. C’est un résultat du a D’ ALEMBERT mais en pratique on utilise plutét :
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THEOREME SUR LA REGLE DE D’ALEMBERT (ENORME) 1.17 :

Soit (un)nen € (C)N, lim

M‘ =€ Ry = Ry U{+o0}, alors :

n—-+oo Un
e Si ¢ >1 alors la série ) u, diverge grossiérement.
n>0
e Si ¢ <1 alors la série ) u, converge absolument.
n=0
EXEMPLE 1.13 : Nature de la série 3 n!

nSo 1 X3 X x(2n—1)

REMARQUE 1.26 : Avec les mémes hypothéses que dans le théoréme ci-dessus :

. . u
eSi lim |-—ntl

‘ =1, on ne peut a priori rien dire de la convergence de la série car c’est le cas pour
n—+0o0 | Up

toutes les séries de RIEMANN pour lesquelles on a u,, = %
n

= 1%, alors > uy diverge (grossiérement) car (|un|)nen est croissante a partir
n>0
d’un certain rang et strictement positive donc ne tend pas vers 0.

. u
e Si lim |-—tl ‘
n——+4oo Un

EN PRATIQUE : Soit (un)nen une suite positive, pour montrer que Y, 1wy, converge, on trouve :

n=>0
o (Vvn)nen telle que Yn € un < vy et telle que Y vy converge.
n=0
e (vn)nen telle que uny = O(vn) (ouun = o(vn)) et telle que Y vy converge.
+oo +oo n>0

e (vn)nen telle que uy, ~ vy et telle que > vy, converge.
oo n>0
ea>1etk>0 tels queun ~ - ouu, = o(%)
+oom +oo n
e o >1tel que lim n%u, =0.
n—+oo

el <1telque lim il —y
n—+4+o00 Up
Soit (un)nen une suite positive, pour montrer que » . un diverge, on trouve :
n>0
e (vn)nen positive telle que Yn € vy < un et telle que Y vy diverge.
n>0
o (vn)nen positive telle que vy, = O(uy) (ouvn = o(un)) et telle que > vy diverge.
+oo +oo n20
e (vn)nen telle que un ~ vy et telle que > vy diverge.
+oo n>0

o0 <« 1etk>0te]squeun+~ %ou% = O(un).

<
oo n n- +oo
e 0 < <1 tel que lim n%u, = +oo.
n—-4oo

o (>1tel que lim Untl — o,
n—+oo Up

+oo
ORAL BLANC 1.14 : Calculer > (ln(n) +aln(n+1)+bln(n+ 2)) quand elle converge.

n=1

EXERCICE CONCOURS 1.15 : Mines PSI 2017/2018 Nature de 3 alV™ pour a € R%.

n>0
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|1.3.4 : Séries alternées

DEFINITION 1.5 :

On dit que > uy est une série alternée s’il existe (v )nen réelle de signe fize et Vn € N, uy = (—1)"vy.
n=0

REMARQUE 1.27 : On peut ne commencer qu’a un rang ng : I'important est I’alternance des signes.

(7])n+1 +oo (71)n+1
EXEMPLE FONDAMENTAL 1.16 : ) converge ety ~———— =1n(2).
n>l n n=1 n

REMARQUE HP 1.28 : Que se passe-t-il si on permute les termes d’une série réelle convergente ? En

d’autres termes, si ) un converge et si 0 : N — N est une bijection, que peut-on dire de ) ug(m) ?

n>o0 nz=0
e Si ) un est absolument convergente, alors toute série ) uqm) converge (et vers la méme somme).
n=0 n=0
e Si ) un est semi-convergente, alors on peut faire converger ) uq ) vers n’importe quoi !!!!!I!I!!!
n>0 n>0

THEOREME SPECIAL DES SERIES ALTERNEES (ENORME) 1.18 :

Soit (un)nen une suite réelle telle que
(H1) (un)nen est alternée : I(vi)nen € (RN telle que ¥n € N, u,, = e(—1)"v, avec ¢ = £1.
(Hz) (|un|)neN est décroissante, c’est-a-dire (v, )nen est décroissante.
(H3) (un)nen tend vers 0.

alors le critére spécial des séries alternées (en abrégé TSSA ou CSSA) permet d’affirmer, en

+oo
notant R, = ) uy pour n > —1, que
k=n+1
(R1) > un converge.
n=0

(R2) Vn > —1, R, est du signe de u, 1 (méme si uy1 =0).

(R3) Vn = —1, [Rn| < Juniql.

REMARQUE 1.29 : Le critére spécial des séries alternées est une condition suffisante mais pas nécessaire

de convergence pour les séries qui sont alternées.

EXEMPLFE 1.17 : Donner un exemple de suite (un)nen positive qui tend vers 0 telle que :

e la série > (—1)"uy converge et telle que (un)nen n’est pas décroissante.
n>0

e la série > (—1)"uy diverge et telle que (un)nen n'est pas décroissante.
n>0
REMARQUE FONDAMENTALE 1.30 :
e Avec les hypothéses du CSSA, la série > (uan + uany1) converge absolument. Réciproquement,
n>0
c’est une alternative possible au CSSA pour une série alternée de montrer que (Syn)n>0 €t (San+1)n>0

convergent vers la méme limite par absolue convergence.

—+o0 400
e Si > un vérifie le CSSA alors > u, est du signe de up et | Y un
n>0 n=0 n=0
® Si Y un est alternée, (un)nen tend vers 0 et (Junl) < ost décroissante & partir du rang no alors
n>0
>~ un converge. Par contre les propriétés sur le reste Ry, ne sont a priori valables que pour n = nyg.
n>0

< Juol-



COMPLEMENTS SUR LES SERIES 19

_ n
EXERCICE 1.18 : Montrer que »_ (;)n converge.
n>2 n+ (71)

Vérifie-t-elle les hypotheses du TSSA 7 Calculer sa somme.

EXEMPLE 1.19 : Soit o un réel :
(_] )n+1
e Sio>1alors Y, ~—“— est absolument convergente.
n>l n

_1\n+1
eSi0<a<Talors ) % est semi-convergente.
n>1 n
(_])n—H
e Si o< 0alors Y ~—— est grossierement divergente.
n>1 n

REMARQUE FONDAMENTALE 1.31 : Ne pas utiliser la régle des équivalents pour des séries non

_ n _ _ n
positives : Si uy = (=1) + 1 alors > uy diverge alors que uyn ~ (=1 et > (=1 converge.
n n n>1 +oo n n>1 n

, _ n
EXEMPLE 1.20 : Etudier la nature de ) < 1+ % - 1).
n

n>l1

_1\n
ORAL BLANC 1.21 : Déterminer en fonction de « € R*, la nature de ) %
nx2 M + <_])

REMARQUE HP 1.32 : Sommation par paquets : soit (1n )ne N une suite réelle ou complexe, si on trouve
Vn

une suite strictement croissante d’entiers (vn)nen qui tend vers +o0o et telle que ( > uk) converge
k=0 neN

Vn41
(vers €) et qu’en plus ( > |uk\) tend vers 0, alors la série ) u, converge et sa somme vaut (.
k=vn+1 nenN n>0

Vn
DEMONSTRATION : Soit ¢ > 0, par la premire hypothese, Ing € N, Vn > no, S uk — Z‘ < %
k=0

Vn+41
Or, la seconde condition montre qu’il existe aussi N1 € N tel que Vn > 1y, Z |uk| < £
k=vn+1

N

Avec ny; = Max(no, ni ) pour tout entier p Vn,, il existe un unique entier n > Ny tel que vy, < p < V41,

Vn+]
Zuk—(’,—i— Z uk‘\ Zuk—f‘ [wi| < e
k=0 k=vn+1

kv+1

et on a la majoration : ’ Z Ug — e’ =

ORAL BLANC 1.22 : Centrale PSI 2012 On pose, pour n € N*, le réel : up = %cos (2“?“).

a. Justifier que les deux séries Y. un et Y. (ugn,z +uzn_1+ u3n> ont méme nature.

n>1 n>1
3n
b. Exprimer, pour n € N* la quantité > uy en fonction de H3n et Hy.
k=1
+oo

c. En déduire l'existence et la valeur de > u,.
n=1
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EN PRATIQUE : Soit (un)nen une suite complexe, pour montrer que » . u, converge :

n=0
e On justifie que Y |un| converge.
n>0
e On trouve (vn)nen positive telle que Y vy converge et un = O(vn) ou un = o(vn).
oo o0

n=0
Soit (un)nen une suite réelle alternée, pour montrer que Y, un converge :
n=0
e On établit que (Jun|)nen décroit et tend vers 0.
e On décompose un, = vy +wn par DL avec > vy qui vérifie le CSSA et > wy ACV.
n>0 n=0

e On décompose . un par paquets (petit en valeur absolue) dont la série converge.
n>0

1.3.5 : Transformation d’Abel (HP)‘

REMARQUE HP 1.33 : L’idée est de faire une analogie avec l'intégration par parties des intégrales. Au

niveau des suites, ce qui fait office de dérivée est la différence un1 —un de termes consécutifs et ce qui

ressemble a une primitive est une somme partielle.

n
Quand on a une somme partielle faisant intervenir un produit Y upvk avec (un)nen €t (vn)nen des

k=0
suites réelles ou complexes, on exprime I'un des termes, disons vy, sous la forme v, = V,, — Vu_1 avec
n
Vi = > vk et V_j = 0 par convention. Ainsi, I'analogie donne :
k=0
n n n n—1 n—1
=1, 3 wevie = 0 wie(Vie— Vim1) = 20 weVie— 0 w1 Ve = un Vi — D0 (W1 — i) V.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

PROPOSITION SUR LA TRANSFORMATION D’ABEL 1.19 :

n
(HP) Soit (an)nen € CN, (bn)nen € (R)N et Vn € N, up = anby, on pose A, = > ay.
k=0
Si (An)nen est bornée et (by)nen décroissante avec lim b, =0 alors > u, converge.
n—-4oo n=0

REMARQUE 1.34 : Sian = (—1)™, on retrouve le critére spécial des séries alternées (critére de LEIBNIZ).

EXEMPLE 1.23 : Soit o ¢ 2nZ et a > 0, montrer que la série > eu;“ converge.
n>1 n

’1.3.6 : Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes‘

DEFINITION 1.6 :

S0it (Un)nen €t (vn)nen deuz suites complexes, on appelle produit de CAUCHY des séries Y un et > vn
n>0 n>0

n n
la série )" wn telle queVn € N, wn = ) Upvn_k = D Un_kVk = . UpVq-
n=0 k=0 k=0 p+q=n

n

onawnzz—.

EXEMPLE 1.2} : Avec ces notations, siVn € N, uy = v, = ] '
n!

Ha
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THEOREME SUR LE PRODUIT DE CAUCHY (ENORME) 1.20 :

Si les séries Y u, et Y v, sont absolument convergentes, alors leur produit de CAUCHY ) wy

n=0 n=0 n>0
+o0 —+o0 +oo
Pest aussietona > wn=1{ > un | x| > va].
n=0 n=0 n=0

DEMONSTRATION : Cette preuve n’est pas exigible en PSI.

n n n n n n
Posons W, = Z Wi, W% = Z |Wk|, u, = Z U, U/n = Z |uk|, Vh = Z Vi, V:l = Z \vk| mais
k=0 k=0 k=0 k=0

n n +oo +oo +oo
aussi zn = . |uk|[vn—x| et Zn = D zk et enfin les sommes U= > uyn, V.= > vp, W' = > |un|,
k=0 k=0 n=0 n=0 n=0
—+oo
V' = Z |Vn‘ qui existent par hypothese de convergence absolue (donc convergence) des séries E Un et Z Vn.
n=0 n>0 n=0
e > |ui|\v]~| =Z, <uvi= > |uiHv]~\ <Zm= > |uiHVj‘ donc (Zn)neN est croissante
iHj<n o<i,j<n i+j<2n

—+o00 —+oo
(car c’est la suite des sommes partielles d’une série & termes positifs) et majorée par ( E ‘un ‘) ( E |Vn|) donc
n=0 n=0

“+o00
elle est convergente par théoreme de la limite monotone. On pose Z = UWm Z, = Z Zn.-
n—-+oo n—0
’ ’ / w =
p . _ . . ot s i _ -
ar encadrement, nl_l}g_loo VAN (nl—1>Too un) X (ngg}oo Vn>, C’est-a-dire Z (ni_:o |Un|) X (n¥O an)
n n
eVn € N, ‘Wn| = Z ukvn,k‘ < Z \uk|\vn,k| = zn par inégalité triangulaire et Z Zn, converge donc,
k=0 k=0 n>0
+oo —+o0
par comparaison, Z Wy, converge absolument donc converge. On pose W = Z Wn et w' = Z ‘Wn|
n=>0 n=0 n=0
Pour n € N, posons Er, = {(p,q) € N2 |p+qg<ntetFn ={(pq) € [[O;Tl]]z | p+ q > n} alors, on
obtient |Un Vi — Wy | = ] > upvq] <Y g T fupllvgl= X fuplivgl.
(P,9)€EFn (p,q)€Fn (p,a)€[0;n]? (pP,q)€EEn

Ainsi |UnVn — Wn‘ < U/TLV£l — Zn or 1111 (U./nV4L — W:l) = 0 d’aprés ce qui préceéde. Ainsi, il vient
n——+oo

—+oo —+oo —+o0
lim (UnVn — Wy ) = 0 donc la relation Z Wn = ( Z un) X ( Z vn).

n—+oo

n=0 n=0 n=0
“+oo
REMARQUE FONDAMENTALE 1.35 : Avec I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE, Vz € C, e* = )_ %
n=0 '+

. . P / /
On confirme avec le produit de CAUCHY ce que l'on sait déja, ¥(z,z') € C?, e*t? = e? x €% .

’1.3.7 : Espaces de suites

REMARQUE HP 1.36 : Soit x € R, on peut I'écrirex =n+aoun=|x| € Zeta=x—|x] €[0;1]. II

suffit donc parler du développement décimal des réels entre 0 et 1 pour les avoir tous.

On définit, pour a € [0; 1] et tout entier n € N*, les entiers ¢, = [10™a] — 10 [10™"a| € [0;9]. La série

“+ o0
S S converge et a = > S ce qulon écrit a = 0,c1cp - Cp -
n>1 10 n=110
>

e Les réels pour lesquels Ang € N*| Yn > ng, ¢ = 0 sont les décimaux.
e Les réels pour lesquels Ing € N*, dm > 1, Vn > ng, cnim = cn sont les rationnels.

% = 0,4999999 - - - est un développement décimal impropre. L’algorithme donne % =0,5000---!
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DEMONSTRATION : 10™a—1 < [10™a] < 10™a et 10"a—10 < 10 [ 10" 'a| < 10™a et en “soustrayant”

ces inégalités, on obtient —1 < ¢y < 10, mais comme Cy, est un entier, cela revient & ¢, € [[0;9]).

n
Posons S, = Z . Comme S, < Z ik = i( — Ln) < 1, la suite (Sn)neN converge car elle est
K= O k=110 10 10
n no 105 105 'a n
croissante et majorée. On a S;; = Z Ckk = Z <L X J — L e J) = |‘10 naj par télescopage car
—1 10 k=1 10 10 10
la] = 0. Ainsi, a — Ln < Su < a d’ou, par encadrement, Uim S, = a.
10 n—-+oo

REMARQUE 1.37 : Les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de KN :

e (*°(K) : suites bornées (norme ||(un)||cc = Sup |unl)).
neN

o ('(K) = {(un)neN e KN ‘ >~ |un]| converge } (suites sommables).

n>0
o (2(K) = {(un)neN e KN ‘ > \un|2 converge } (suites de carré sommables).
n>0
e ('(K) C ?(K) C t=(K). ( ) € L(K)? = (unvn) € t1(K) car 2[unvn| < [un|? + [vn|?

n n
e Comme ’ > wevk Z [uk||vi| < \/Z |l |? Z lvk|? (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ), si

o] —+o0 —+o0
(Un)nen et (vn)nen sont de carré sommable, on a l'inégalité | unvn’ <o Y unl?y X vnl?
=0 n=0 n=0

’1.3.8 : Produits infinis (HP)‘

REMARQUE HP 1.38 : Si (un)nen € RY, on dit que le produit infini [] (1+w,) converge si la suite
n=0

n +oo
(Pn =10+ uk)) converge vers P # 0 et on note alors P = [] (1 +un) € R*.
k=0 neN n=0
e il n’existe donc pas de ng € N tel que un, = —1 sinon on aurait Vn > ng, P = 0.
e comme Vn > 0, P11 = (14+un11)Pn, une condition nécessaire de convergence est que liT u, = 0.
n—+oo

esi Um un=0"ou0", [] (1+un) converge si et seulement si > u, converge.
n—+oo n=0 n=0

+oo
EXERCICE 1.25 : Caleul du produit de Warss [] (1-+15).

n=1 In

(COMPETENCES|

e déterminer si une série est a termes positifs, alternés... a partir d’un certain rang.

e établir la convergence absolue d’une série par comparaison aux séries géométriques ou de RIEMANN.
e montrer la convergence absolue d’une série par application de la regle de D’ ALEMBERT.

e prouver la convergence d’une suite par dualité suite-série.

e appliquer sans oublier d’hypotheses le critere spécial des séries alternées.

e trouver des équivalents des sommes partielles des séries divergentes par comparaison série-intégrale.
e trouver des équivalents des restes des séries convergentes par comparaison série-intégrale.

e reconnaitre un produit de CAUCHY (avec la convergence absolue) et le calculer.



