DM 02 : ENDOMORPHISMES CYCLIQUES

PSI 1 2025/2026 pour le mardi 23 septembre 2025

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et w € L(E), on dit que u est un endomorphisme
cyclique si et seulement s’il existe un vecteur xo € E tel que (xo,u(xo), -+, u™ "' (x0)) est une base de E.

[PARTIE 1 : EXEMPLES ET PREMIERE PROPRIETE

Analyse : soit F = F(R, R) et E = Vect(sin,cos,1) C F, u: E — E définie par : Vf € F, u(f) = f'. On pose
aussi la famille B = (1, sin, cos) (1 est compris ici comme la fonction constante égale a 1).

Montrer que la famille B est une base de E. Justifier que u est un endomorphisme de E. u est-il cyclique ?
Géométrie : soit u: R® — R3 définie par : V(x,y,2) € R3, u(x,y,2) = (y,x,2).
Caractériser géométriquement u. u est-il cyclique 7
On revient dans les deux questions qui suivent a un espace E quelconque.
Nilpotence : soit u € £(E) nilpotent d’indice p > 1, c-a-d que uP = 0 (endomorphisme nul) et uP~" # 0
Montrer I'existence d’un vecteur xo € E tel que la famille (xo,- -+, uP~"(x0)) soit libre.
En déduire que : (u est cyclique) = (p = n).
Minoration du rang d’un cyclique : soit donc u cyclique et (xo,u(xo), ceun! (xo)) une base de E

Comparer rang (u) et le rang de la famille de vecteurs (u(xo),u?(xo), -+, u™ ' (x0), u™(x0)).

Quelles sont donc les deux seules valeurs possibles de rang (u) ?

(PARTIE 2 : C'EST DU PROPRE)

Soit encore E un R-espace vectoriel de dimension n et u € L(E) ; on suppose qu’il existe (A1, --,An) € R™

deuz a deuz distincts tels que : Vi € [1;n], Jei € E, e; #0 et u(ei) = Aiei.

On dit que Ay est une valeur propre de u et e; est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A;.

On suppose que la famille (e1,---,en) est liée ; soit alors v le plus petit entier tel que (eq,---,e,) est liée et
(a1, -+, a0) € R" non tous nuls telle que ojeq + -+ + orer = 0.

Prouver que v > 2 et que o7 (A1 —Ar)er + -+ ar_1(Ar_1 — Ar)er_1 = 0.
Que peut-on donc dire de la famille (e, -, en) ?
On pose dorénavant xo =e1 + -+ - + en.

Pour tout entier k € N, exprimer u*(x¢) en fonction de ey,---,en.

Montrer que u est cyclique.



[PARTIE 3 : POLYNOMES ANNULATEURS |

Polyn()me minimal d’un endomorphisme cyclique : soit E un R-espace vectoriel de dimension n,
u € £(E) un endomorphisme cyclique et xo € E tel que (xo,- -+, u™ ' (x0)) soit une base de E.
On note Ann(u) Uensemble des polynomes annulateurs de w : c¢’est-a-dire Ann(u) = {P € R[X] | P(u) = 0}.
Rappeler la structure de Ann(u) dans Panneau R[X].
Justifier I'existence d’un unique polynéme 7, unitaire tel que Ann(u) soit 'ensemble des multiples de m,, ;
ce qu'on écrit Ann(u) = m, R[X] = {P € R[X] | IR € R[X], P = m, R}.
Justifier I'existence de réels g, -+, xn_1 tels que u™(xg) + &n_qu™" ' (x0) + - -+ + agu(xo) + xoxo = 0.

n—1
En déduire que m, = X™ + Y o X* (7, est le polynome minimal de u).
k=0

En déduire que R[u] = Ry_;[u]. Justifier que (idg,u, -+, u™"") est une base de R[u].

.
Réunion de sous-espaces : pour m € N* soit P, = “si un R-espace F vérifie dim(F) = m et F = U Gx
k=1
avec T € N* et Gy, -, Gy des sous-espaces de F, alors Jk € [[1;7], F = Gy”

Montrer que Py est vraie. Justifier que tout espace de dimension > 2 possede une infinité d’hyperplans.
Etablir que P, est vraie pour tout entier m > 1.

Réciproque : soit maintenant u € £(E) tel que son polynoéme minimal 7, soit de degré n = dim(E). On
pose, pour x € E non nul, Ay = {P € R[X] | P(u)(x) =0}
Montrer que Ay est un idéal de R[X], et qu’il existe un unique polynéme unitaire 7, de R[X] tel que
Ay = iy R[X] et tel que 7y divise my,.

T S

On écrit la décomposition en polynomes irréductibles de my : my = [] (X — aae)™* [T (X% + BrX + yi)"*
k=1 k=1

avec v = 0, s > 0, des réels «y,---,0, distincts deux o deux avec (ml,---,my) € (N*)" des couples

(B1,Y1)y"+ (Bs,vs) de réels distincts deur a deuz tels que Vk € [[1;s]], bx —4yx < 0 et (ny,---,ng) € (N*)S.

Combien y-a-t-il de polynémes unitaires réels qui divisent 7, ? En déduire qu’il existe un nombre fini de
vecteurs non nuls de E, notons les vq,- -, vp, tels que pour tout x € E non nul, on ait ny € {n,,,---, Tly,, +.

Montrer qu'il existe un entier k € [1;p] tel que E = Ker (my, (u)).
En déduire enfin que u est cyclique.

(PARTIE 4 : COMMUTANT DES CYCLIQUES]

Soit w € £L(E) un endomorphisme cyclique de E et xo € E tel que (xo,u(x0), -+, u™ "(x0)) est une base de E.

Soit C(u) le commutant dew : C(u) ={v e L(E) |vou=uov} (lesv € L(E) qui commutent avec ).

Montrer que €(u) est une sous-algebre £(E) (sous-espace vectoriel et sous-anneau) et n < dim (€(u)) < n?.

Base et dimension de €(u) : soit v € C(u)
Prouver qu’il existe (g, -+, axn_1) € R™ tel que v(xo) = xoxo + aru(xo) + - -+ + an_1u™" T (x0).
Montrer que : Vk € [[0;n — 1], vouk =uFow.
Etablir enfin que v =ooidg + xqu 4+ - an_ju™ .
En déduire la valeur de dim(€(u)).



