SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 1
SERIES NUMERIQUES

[1.1 Séries a termes positifs]

a. Sif(x) = /1% alors [0; 1] est stable par f et f(x) > x si 0 < x < 1 donc la suite (un)nen est strictement

croissante, majorée par 1 donc elle converge et comme le seul point fixe de f est 1, ona lim u, =1".
n—-+oo

b. Pourn € Nyona: xnp1 = f(1)—f(un) = f'(vin) (1 —uyn ) d’apres le théoréme des accroissements finis donc

V2 V2

comme [f'(x)| < Y= < 1. La série ) xn converge car majorée par
n=0

une sérié géométrique de raison k < 1. On a méme mieux en utilisant la quantité conjuguée dans I’expression

our n > 0) de Xntl — 1 < V2 .
(pour > 0) de = 20+VT+un2) ~ 201+V2)

apres calculs, on peut prendre k =

Si by ne tend pas vers 0, la divergence de > by, est grossiére. Sinon, comme b, = 5714_13775117 on a
n>0 n
bn ~ In(1+bn) ~ n(Snt1)—In(Sn) >00r > In(Sn41)—1n(Sn) diverge par télescopage et par hypothese.
+oo +oo n>0

Rn—1
Par décroissance de t — 17 on a f dt < Rno1 =Rn _ up d’olt In(Rp_1) — In(Ry) < ¥, Or la série
t K t Rn Rn Rn

> In(Ry) diverge grossiérement car liT Rn = 0. Ainsi, par comparaison : Y. %2 diverge.
n—+oo

n>l n>1 ™n
. s .. W u u ..
Ensuite, on écrit -2 = n = —1 X 1u“ et on distingue les deux cas :
n Rn—1 —un Rn—1 1—
Rn—1
s u, U Un ;. P Up .
e si tend vers 0, alors = ~ —1— donc la série de terme général —— diverge.
n-l n 1t Kn_1 Rn—1
. ;o 12 U . E3N
o si R““] ne tend pas vers 0, alors la série de terme général R n— diverge grossierement.
n,

n—

a. Pour n € N*| T,, = S;;, — nupq1. D’abord, si ) u, converge alors > n(un — un41) converge aussi

n>l n>l
2n
car Tn €< Sn. Son —Sn = Y, uk > nuzn donc 2nuzn, — 0+ ; de méme (2n + 1)uzn41 — 0+ et on a
k=n+1
bien nuy — 0 dot lim T, = Um S,. Ensuite, comme lim u, =0,si Y, n(un —uny1) converge :
n—-+4oo n—-4oo n—-+4oo n>1
—+o00 —+o0 “+o0
nu, =n Y (ug —ug4+1) < D n(k(uk —Uk+1)) < Y k(ug —ug41) — 0 donc nuy, — 0, Y. un converge.
k=n k=n k k=n n>l
2 (k+1)2 =% 2k 41
b. Elle vaut ™ en prenant wu, = - car ux — u -1 1 = = + .
6 NP - FTMAET T T )2 T k1) Kk 1)2

o . .
a. lim -l = q donc convergence quand a < 1 et divergence si a > 1.

n—+0oo0 Unp

b. C’est une simple étude de fonction.

c. Dans ce cas, on a donc Untl — (n4+1)1n (1 L) >1—-—1_— M donc la suite (nu est,
Un ( + ) +n—|—1 = n+1 n+1 ( n)n21
croissante et on a donc Vn > 1, nu, > u) < uy > W et > u, divergence car Y 1 diverge.
n n>1 n>1 n



Par une récurrence simple, on montre que, pour tout entier n € N, by, est bien défini et strictement positif.

Ainsi, la suite (bn)nen est bien définie. Comme by47 — by = 8—“ > 0, la suite (bn)nen est strictement
n

croissante. D’apres le théoréeme de la limite monotone, soit (bn)nen converge, soit (bn)nen tend vers 4oo.

a. Si lim b, =¢€ R, comme Vn € N, ap = by (bnt1 — by), la suite (an)nen converge par opérations.

n—-+oo
En passant & la limite dans la relation a, = by (bny1 — bn), on obtient liT an =1L0(t—10) =0.
n——+oo
b. (=) Si (bn)nen converge, comme (bn)n>o est croissante et bp =1, on a { = 1111 bn > 1> 0. Par
n—+oo

dualité suite-série, > (bny1 — byn) converge. De plus, by 1 — by = 2 ~ &0 done, par comparaison (les

n>0 bn +oo e
termes sont positifs), la série Y dn converge et la série Y a, converge aussi.

n>0 ¢ n>0
(<) Si >  an converge, comme Vn € N, b, > 1, on obtient Vn € N, 0 < b1 —bn < an. Puisque > an
n>0 n>0
converge, par comparaison, Y. (bn41 — by ) converge donc, par dualité suite-série, (bn)nen converge.
n=0

Par double implication, on a bien établi ’équivalence : (bn)nen converge <= > a, converge.

n>0
a. Soit B tel que 1 < B < &, posons v, = nPuy >0, alors In(vy 1) —In(vy) = In (M) +BIn (1 +l) donc
Un n
_ o 1 B 1y _ B—« 1 _
(vns1)—tn(vn) = In (1*;+0<;)>+;+0(7) B=%to(1) car in(14%) =x-+o(x). Comme p—a <0,

0 n/ 400 n
la suite (In(vi41) — In(vn))nen devient négative a partir d’un certain rang et In(vn41) — In(vn) o B-a
o] n
Par comparaison a la série harmonique, > (In(vny1) — In(vy)) diverge et on a méme plus précisément
n>0
n—1
lim Y (In(vig1) — In(vk)) = —oo donc  lim  In(vy) = —oo par télescopage. On en déduit en passant a
n—+00 11 n—-+oo
I'exponentielle que 1lim v, = 0 donc que u,, = o (iﬁ) ce qui garantit la convergence de la série > un
n—-+oo +oo0 \n n=0
par comparaison aux séries de RIEMANN.

b. Dans la méme idée, posons v, = nu,, > 0, alors In(vny1) — In(vy) = In (M> + In (1 + l) donc
Un n

In(vng1) — In(vn) +:Ooln (1 - % + o(%)) + % + o(%) +:OO1_T°‘ + o(TlL). Comme 1 — « > 0, la suite

(In(vn+1) — In(vn))nen devient positive & partir d’un certain rang no donc Vn > ng, vny1 = va. On en

P N nouw . . N . .
déduit que Vn > ng, vn = v, dot un = Z0Tmo o > uy diverge par comparaison a la série harmonique.
n
n=0

c. Posons cette fois-ci v, = n®u, > 0, alors In(vpt1) — In(vy) = In (M) + aln (1 + l) donc il
Un n

vient In(vn41) — In(vy) = n <1 - % + O(#)) + % + O(ﬁ) +:OOO(#) car In(1+x) Sxt 0(x?). Comme

In(ving1)—In(vn) = 0 (ﬁ) , on en déduit la convergence absolue de Y (In(vn41)—1n(vy)). Par le théoréme

n=0
de dualité suite/série, on a donc la convergence de la suite (In(vn))nen vers un réel £ d’on, par continuité de
la fonction exp, la convergence de (vn)nen vers A = e > 0. Ceci nous permet de conclure que u, o %
con
d. On calcule =241 — (2n+2)(2n2—|— D_n+1_ [ S R B 0<L2) donc ) uy diverge
Un 4n+1) 2n+2 2n+2 +o0 2n n >0

avec la question b. et il existe méme une constante A > 0 telle que uy e % d’apres la question c..
00 /T
1

/ 2n
Plus simplement, on utilise I’équivalent de STIRLING pour avoir u,, ~ 2n47m(2n/ ¢) 5 doll upy ~ ——
+o0 2™ (27n) (n/e) 400 4/

avec une conclusion plus précise. Toujours est-il que > u, diverge par RIEMANN.
n=0

2



Soit & > 0, il existe ng tel que Vn > ng, |an — bn| < £an car a, o bn < an, — bn = o(an). Alors,
oo oo

2
no—]
pour n > no, ‘ Z ax — Z br| < > |ak — by] + Z ax < Sn, —i— Z ax par inégalité triangulaire.
k=0 k=0
n e S
Comme lim Y ax = 400, on a In; = ng tel que Vn > nq, Z ax = . Ainsi, pour n > ny, ,on a:

n—mek 0

n
‘Zak_zbk‘\ Zakdonc Zakm Zbk
k=0 k=0

toox=o0
. . Vv . . .
a. Ona lim up =0 < lm v, = 0 car u, = —2—. Ainsi, on pourra traiter les deux cas :
n—+oo n—+oo 1T—vn
lim u, =0et on aun an ou (un)neN ne tend pas vers 0 et on a divergence grossiere.
n—-4oo

Ou alors supposer la convergence de 'une des deux séries et montrer 1’équivalence des deux suites.

b. On a bien 0 < vy, < 1 donc In(1 —v;,) est défini. Sila série Y un converge vers S > 0, alors vy, ~ S“. Si
n>0

la série Y uy diverge, alors, comme Z In(1—vx)=1n (¢) tend vers —oo, on distingue selon
n>0 k=0 Up + -+ un
que (vn)nen tend vers 0 ou pas pour montrer que la série > vy est divergente.
n>0

On avny1 —vn =n(un —uny1) = 0 donc la suite (v )nen+ est croissante et majorée donc converge vers (.

Ona0<up—ungp1 = %(VTH_] fvn) < vn41 —vn done, par comparaison, la série > (un —uny1) converge
nxl
—+o0
car Y (vny1 —vn) converge (vers ¢ —vy). Alors, pour un entier n > 1, il vient Rp_1 = > (ux —upy1) <
n>1 k=n
IS 1 t—v IS
> ,(kar] —vk) <= Y (vkp1—vi)=——2: lm nu,=0et Y up =1L
k=n k n k=n+1 n n—-+o0o n—1

Il est clair que la suite (xn)n>0 est strictement croissante et si elle convergeait, ce serait vers { > 0 vérifiant

t =0+ 1 NON. Donc lim xn = +00. Alors on calcule lim (xﬁ_H —x%) = 2 donc la série Y 2 étant
¢ n—+o00 n—+o0o n>0

n n
divergente, d’apres 7777 ou les moyennes de CESARO : Y (x%_i_1 — x%) o >~ 2 donc xn o V2n.
k=0 k=0 o0

a. Siug € [—1;0], la suite tend vers 0. Sinon elle tend vers +oo.

b. lim ( 1 _ L) = —1 donc d’apres l'exercice 8.3 : un ~ -1
N—+00 \Un 41 Un +oco M

c. La suite (un)nen est strictement croissante donc un = ug > 0 et (vn )nen strictement croissante et vérifie

I'inégalité de I’énoncé grace a ’'inégalité rappelée car v 11 — vy, = Z“]ﬁ n (1 + L
Un

En sommant et en télescopant, on arrive & (vn)nen majorée par vp + L done elle converge car elle est
uo

croissante majorée et vers « > 0 car il existe un m tel que u;, > 1.

d. Puisque : Vk > p, ug > up, on a vy —vi < ﬁ et on somme pour avoir : Vn = p, v —vp < 1
2 u 2Pu Up

P

On passe a la limite quand n tend vers +o0o dans l'inégalité précédente et on obtient o — p1 <vp S o
P P s

don e2" %=1/ Up < e2"® et on conclut car Up > +00.

3



a. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 : elle tend vers 0 car sin({) = { = { = 0. Cette série

converge par le critere spécial des séries alternées.
b. La série Y uny1 — un converge et un4q — un ~ —%ui, ona Y. ud converge.
n>=0 n=0

c. Y In(unyt1) — In(uy) diverge comme (ln(un))neN, or In(unt1) — In(un) o~ —%uﬁ : Y uZ diverge.
n>0
n—1

n=0
d. 2] — iz ~1 par développements limités donc par le théoreme de CESARO lim 1 > 2] — iz =1
Un41 n o3 noteo Moo ui w3
(ou avec l'exercice 8.3) donc uy ~ 3 ce qui rend plus facile les questions précédentes.
o \/n

a. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 : elle tend vers 0 car £ = 1 — e ¢ = { = 0. Cette

série converge par le critere spécial des séries alternées.

b. La série Y uny1 — un converge et un4q — un ~ flui, ona Y. uZ converge.
n>0 o 2 n>0
> n(unt1) — In(uy) diverge comme (n(uy)) , or In(upy1) — Inf(uy) ~ “lun > un diverge.
n=0 nel o 2 n=0
1 11 IS TS N
d. —— —— ~ - par développements limités donc par le théoréme de CESARO lim — ), ———— =
Un41 Up o© 2 n—+00 N 1 —o Uk+1 Uk 2

(ou avec l'exercice 8.3) donc uy, ~ 2 ce qui rend plus facile les questions précédentes.
oo

a. Si ¢ > 1, comme 11m Yu, — £ > 1 il existe un rang ng € N tel que Vn > ng, Y/u, = 1 ce qui donne

aussi un > 1. Ainsi, (un)neN ne tend pas vers 0 et Z un divergente grossierement.
n=>0

b. Si€<1,enposantk:1zi€,€<k<1etilexistenoeNtelqueVn}no) Y, <k=—0<u, <k™

Et comme ) k™ converge, on a bien . uy, convergente par comparaison aux séries géométriques.
n=0 n=0
. ] —x . 5 .
c. Siax€ Retu, = ourn>1l,ona Wu, =n7m donc lim Wu, ={=1 alors qu’on ne peut rien
n no( 1% n L n q 1%

dire de la convergence de Y un. En effet, par RIEMANN, > uy converge si o > 1 et diverge si o < 1.
n>l n>l
n n

2
a. Pour n > Z ( 72 k12 < % car les entiers de o([[T;n]) sont dans leur ensemble supérieur aux
=1

entiers de [[1; n]] car o est mJectlve. Comme la série est a termes positifs et que ses sommes partielles sont
majorées, elle converge.

b. Soit n > 1, les valeurs de [[1 nJ sont prises par la fonction o surjective donc il existe p € N* tel que

[1;n] € o([1;p]). Alors Hy, = z % < z ( =S Doit 3 ﬁn) diverge car (Hn)nen- tend vers +oo.
=1 n>1

a. Posons f(t) = Ar%%n(t) pout t > 0, alors f(t) ot

valeur de n) si et seulement si b < 2 par le critere de RIEMANN.

existe (et ceci indépendamment de la

b. e Soit maintenant b < 2, alors comme f(t) e ZT donc f est intégrable sur R% si et seulement si b > 1
oo

+
et nous poserons dans ce cas Iy, = f Ar%an()dt > 0 (si b €]1;2[ donc).

0
 Arctan(t) Arct T
. rctan TC an dt
e Sib < 1, par IPP, = et g:t—
P Of t® T (1—-b)n »Of 1—b)( Z)tb*‘ J (1—b)(1+t%)t>]
—+oo
est intégrable sur R’ ssi b > 0 et dans ce cas, on note J, = f i b)(]di )T >0 (si b €]0; 1] donc).



+°°A t Arctan(t [ Arctan(t
e Sib < 0, comme l'intégrale f e an dt diverge, onaf%n()dt o f%n()dt et on encadre
o0
0
n

0
dt e (lTL E di Arc (J.TL » ) » dt
\!t ‘!- 2 ‘1[ P ‘([ dt est ”de 'ordre de ‘f donc de - 71.

e

+oo n n
— Arctan(t) . . Arctan [ 1 rctan ]/t
e Enfin, sib =1, 6/‘ — dt diverge aussi, et comme 1f b dt =3 ]f n ]f ,

car la fonction t — ATCtii:(]/t) est intégrable sur [1;4o00].

n
on a f Arctan(t) dt ~ nln(n)
5 t +oo

e Sib €]1;2], on a donc u, o I—% et > un converge si et seulement si a > 1.
o0 nxl

* Sib €)0;1[, on a donc upn ~ ——"——p—7 et > u, converge si et seulement si a +b > 2.
+oo (] - b) n>1

e Sib €] — 00;0], on a done (par majoration ou minoration) Y. u, converge si et seulement si a +b > 2.
n>l

eSib=1T,onauy ~ n;n( n) donc > uy converge si et seulement si a > 1 (BERTRAND).
00 n

n>1

(1.2 Séries a termes quelconques}

a. D’apres le critere spécial des séries alternées, la CNS est o > 0. Dans ce cas, comme le premier terme est

400 (_])k 1
strictement positif, on a > > 0.
k=1

b. D’apres le critere de RIEMANN, c’est > 1. C’est une comparaison série-intégrale.
+
ta(p — 1nP!

n—1

n Xz n5k—5k1 -
OnposeSn:szet,onaZ*k*Z *Z*kfz
k=1 k k=1 kK ok
S

c. La CNS est B > 2 d’apres le critere de RIEMANN car Wn

avec So = 0 par une
k =1

=~

-1
n n
transformation d’ABEL. Alors Zk — Sk Sn or Um n_ car (S converge et
1 kz::1 k k§1 k(k+1) +n+1 nortoo n+ 1 (Sn)nen converg

SRS a5 i
—n __ —0O(—5) car (S bornée donc —=n___ est absolument convergente. C’est fini !
nn+1) n? (Sn)nen n; nn+1) g
LA 11— ein 2 o
OnaTy, = Im( > e‘k) = Im (e“]iei) donc |Tn| < TErE En posant Ty = 0, on a ainsi : Sy =
k=1 — € — €
n n n—1 n
Te — T Ti T Al T T : T;
- : 5 Sy = . l n T st
Z Ty 20T 2y Alors i Sn= 00 iy T oG T e (Tneres
z T
bornée et — 81— = O( ) donc est absolument convergente.
w T 20(5z) dome T Ten, :

a. D’apres le CSSA, R, existe. De plus, par un changement d’indice dans la série Ry, 41, on obtient facilement

B (_])n-H (_])n-H +o0 (_])k

la relati ée. Mais R, —R =——d 2Ry = ———— or touj d’apre
a relation proposée. Mais Ry — Rpy41 T onc 2Ry, —— o K T) or toujours d’apres
+oo (_])k 1 (_])n+1
le CSSA, on a donc Ry ~ ~—+—.
k:¥+1 k(k+1)| ~ (n+1)(n+2) "o 2n

(_]>n+1 1
b. Comme on a Ry =~—*+— + O<—2>, on a Y, R, convergente.
oo 2n n n>=0



Si > v, converge, alors hm vn = 0 donc hT (1+n2un) = +o00 donc vy, o 21 et /unvn +~ —. Par
o0 oo

n=0 n "un

2

n

conséquent Y ,/unvy diverge. Mais par I'inégalité classique de CAUCHY-SCHWARZ, on a : ( >y /ukvk> <
n>0 k=0

(i uk> (i Vk> < (i uk> (ka) Donc la série 3" u,, diverge.

k=0 k=0 k=0 k=0 n>0

(1.3 Calcul de somme|

a. C’est la sommation par tranches sachant que le terme général tend vers 0.

3n
b. Pourn e N*, ona 3 ug = —+Hsn + LH,.
k=1 2 2
c. Avec léquivalent rappelé, on a: > u, = f% In(3).

n n
On pose Sy = 3 uy, alors Sz = Han —Hp = In(3n)+v+0(1) —n(n)—y+o(1) =In3+o0(1) ot Hy = 3. %
k=1 o0 o0 k=1

“+oo
Comme on a aussi S3n41 = S3n + 3n1+ ] et S3ny2 = S3ni1 +——— ™ + > d’ou nZ::1 uy = In(3).
n
En posant H, = E% on décompose la fraction rationnelle en éléments simples et on a
n = +oo 1
=2Hyn —2H, =21n(2 2y—-21 —2 1)=21In2 1): —— =21n(2).
= ¥ ey = a2 220 +2y-21n(n)~2y-+o(1) =2t 2+0(): T ol =21n(2)

a. Les nombres a k chiffres sont ceux compris entre (10---0) (un 1 et k — 1 fois 0) et (9---9) (k fois 9).

Ainsi, par définition de d(n), on a ’encadrement 1040V-T < n <1090 — 1 ce qui s’écrit aussi, comme n est

un entier : 1041 <n< 104 En passant cette megahte au ln qui est strictement croissante, on obtient

donc d(n)—1 < ll:((?o)) < d(n)doud(n) = {ll:((] O))J +1 = |log 19(n)] 41 par propriété de la partie entiere.
En posant u,, = % pour n € N* et puisque 'inégalité ll:((ln())) < d(n) < 112(( ] O)) + 1 garantit que
d(n) e 112((;10)), il vient - ((711(:—)1) ot 11:1(2 )) = O(ns] /2) par croissances comparées d’ou la convergence de
_d) par comparaison et critere de RIEMANN.
n>l TI(TL + 1)
n 10P —1 P 10k—1 .
b. En notant S;, = >_ 1wy, on obtient par télescopage S1or 1 = Y. _d() = > ( d—J)—d—]))
K=1 ot (1) S e 30 G+
: P 1 1 s &k
et, sur cet "intervalle”, d(j) = k donc S1or—1 = Y, k(T - —k) = > =52 — > = (en changeant
k=1 \10 10 k=0 10 k=1 10

L . =l
d’indice dans la premiére somme) d’olt Sjop 1 = ( > —k) - % Par conséquent, comme 11+ % =0
o0

+oo
. ) 1 1 10 juse o _dn) 10
ar croissances compareées et que — = ——————— = — (sérle géomeétrique on a —_.
P P d ,;::omk 1—(1/10) 9 (série g que), ;1 nnt1) 9

Pour la convergence, c’est le critere spécial des séries alternées. Ensuite, pour n € N* :

zzn (=1)*1n (1 + %) =1In ((271)(271—1—1)) Donc on a +EO:O(—U“ n (1 + %) =1n (%) avec STIRLING.

k=1 2™ () n=1



A/ 11 —
On pose up, = > L n J L\/ﬂ pour n > 1, la plupart des u,, sont nuls. Précisons : soit p € N*

n>1 n

et p2 < n < (p+1)%2 -2, alors on a l'inégalité p < n < /(p+1)2—-2 < p+ 1 mais aussi
pL<VPPHTI S Vn+T1<V(p+1)2—1<p+1 Ainsi [V/n+1]—[y/n] =p—p =0. Par conséquent,
les seuls termes u,, non nuls sont ceux d’indice p? — 1 pour p > 2. Ainsi, pour m > 2, on calcule la somme
partielle S;2_1 = Z U = Z m i (L — L) Par télescopage : lim S,2_7 = 1
0 252 % 1 ptd Mmoo 2

Comme (Sp)nen est crmsaante et majorée par l, elle converge et lim Sy = Um S, 2_7 = 1

2 n—-+oo n—+oo 2°

(R 1 _ 1 1N 1 1 1Y 1
29) (A DR =y ) e L T S + 2 ar D i In

n+2 .53 n+2  n+2.Z n+3)k +3)"
IT »

p=n+3
converge. On en déduit que nETOO(n—F 1)! <Rn — M) = 0 donc Ry, n—)Nooﬁ.
P 1 L Pop -k
Ona Y Rp=(e—1)+(e—1—-1)+(e—=1—2)+---+(e—=Sp)= > (e—=Sn)=(p+1)e— > .
n=0 2 n=0 K=o K

2 P P
Ainsi Y7 Rp=e+ple—Sp)+ > %— > ]‘ donc Z Rn =e.
n=0 = (k=1 (o n=0

1.30] Si on note u, = 1 alors 0 < up < 1 donc u,, converge par comparaison a la série
mn 12122+ 1 a2 nN 77 né:] n ge p P
de RIEMANN (2 > 1). On sait que = 6 ‘on décompose en éléments simples. On sait
( ). On sait que un AT qu’on mp n éléments simp n sai
qu’il existe trois constantes réelles a, b et ¢ telles que u,, = & —|— % + I + ; et les techniques habituelles
n
permettent le calcul a = 6, b = 6 et ¢ = —24. On calcule malntenant sur leb sommes partielles en notant
n n
Hyp = Z ~ona Hn+— In(n) +v 4+ o(1). Posons S, = kz ug = kZ1 ( + m - Zkzj—1>' On rajoute les
n
termes pairs qui manquent : S, = kZ::] (%—&-ﬁ—%—%—kgi) 24Hn—|—?—6 24H n—i—Zél—znzj_ T
Comme Hp, — Hon = In(n)+v—1n(2n) — vy +o(1) = —1n(2) + o(1), il vient Sy, =18 — 241n(2) 4 o(1).
oo o0
+o0 1
La somme de la série un, est donc =18 —241n(2).
n; " n§112+22+-~-+n2 @)

(1.4 Séries alternées)

_ n
On au, = G ]2 + o( 12 ) donc il y a convergence par critere spécial des séries alternées
o In(n) nin“(n) nin“(n)

et convergence d’'une série de BERTRAND (signe constant et équivalent).

_1\n
On au, = (=1) + 2] + o( 21 ) donc il y a divergence par critere spécial des séries alternées et
o In(n)  In“(n) In“(n)

divergence d’une série de BERTRAND (signe constant et équivalent)

On trouve géométriquement que : u,, = % Xnx2sin (”)

3
(=)™ sin(m —un) o (—1 )“% donc Y msin(un + nm) converge absolument.
oo

+o( 1 ) Par conséquent sin(un+nmn) =
+oo 6n n?

n>1
3
De méme : = (271) = 2 ( 1 ) Ainsi : n* (a—“) ~ —% Tlvy a donc convergence
an 2 sin +Oo¢r 3n2+0 o2 n” cos 2 ) S« y verg

de Y n%cos (a—“) si et seulement si o < 1.
n>l 2



On a clairement : Vn > 1, |un| < 1 donc cos(un) > 0 et la série est donc alternée (& partir du rang

1). Deplus: Vn > 1, |[un| < 1 donc lim Uun = 0 et méme u, = O(l). Par conséquent, on obtient
n n—-+oo +00 n

_1\n 1 n+1 2 _1\n
U, = (=1 + (=1) u Jro(u“’1 ) On peut simplifier : u, = &Jrvn avec v, = O(%) Donc
+oo M 6n 6n n +oo n
>~ un converge comme somme d’une série vérifiant le CSSA et d’une série absolument convergente.
n>0
1.35]In {1+ (=" = (=" 1 +o( ) Or Y (=)™ converge par le CSSA ; de plus par définition
n® ) oo n®  2nZ@ ns1 ’ ’

ona — 12a + o(%) ~ f% est le terme général d’une série convergence si et seulement si 2a > 1.
2n +oo  2n

Finalement, il y a convergence si et seulement si a > 1

un:ln 1+(_£ “lyfrpe) = ﬂ7(17"']+O<L) donc Y u, converge si et seulement
VA{ 2 n,/ +oo \A{ n n%

n>0
sia=—1.
On a (en factorisant par n® et en utilisant le DL (14+x)® =1+ ax + sz +0(x3?)) le développement
up=Mn+2)*—-2n+1)*+n “+: a(az < 1) +O< 317(1). Sia=1,uy =0donc > uy est convergente.
[eS) n>0

ala—1)

Sinon, on a un o= donc Y un converge si et seulement si 2 —a > 1 <= a < 1. Ainsi, il y a
n>0

convergence si et seulement a €]0;1].

Posons v, = Z ] par une comparaison série-intégrale, comme la fonction t — \/{ décroit et admet pour

f

primitive t — 2\/{, on a vy +~ Zf . On effectue ensuite un développement asymptotique :

Uy ~ =" + 12 —|—o( )donc >~ uy diverge car 2 +o< 12> ~ et > — diverge.
V vn

+oo V. oy n>0 +oo 4n n>1 4

_1\n
On constate que uy, est bien défini car ( ](2 est convergente d’apres le CSSA, de plus liT un, =0 car
n—+oo

n>l n
U, est le reste d’ordre n d’une série convergente. On sait d’aprés ce méme théoreme que sign (un) = (—1)™*1.

Méthode 1 : on pense & utiliser & nouveau le CSSA pour établir la convergence de > uy.

n=x1
+oo -1 k +oo -1 k +oo -1 k
it~ = (0r 5 EE e 5 R o e ( ¥ DT 5 CDE) o
k=n+2 k=n+1 k=n+2 k=n+1
—+o00
change d’indice dans la premiére somme pour avoir [uny1| — [un| = (=)™ > (=1)k (]“ - 1‘X>
K=nt1 kS (k+1)
= 1 1 :
On a donc [uni1| = [un| = (=" X (=¥ ollvk = =g — ——x > 0 donc Y (—1)™v, est une série
Kerig1 k (k+1) n>1
alternée avec 1111 vn = 0 (clairement). Il suffit donc de démontrer que (vn)n>1 est décroissante.
n—+oo
1 1 1 1 1 1
Vil TV = T E T (0 ) (er - W) = g(k+1) — g(k) en posant g(x) = N
est positive, dérivable sur R et ¢'(x) = —« OJH — o 1)““ ) < 0. Alors g est strictement décroissante
X X

sur R* donc g(k + 1) — g(k) < 0 et (vi)k>1 est bien décroissante. On pouvait invoquer la convexité de la

fonction x — x~* mais ce n’est plus au programme. On peut aussi effectuer un développement limité de
oo+ 1)

o) < 0 donc vy 41 — vk est négatif a partir d’un certain rang ce qui suffit.

v — Vg ~ —
k+1 k+OC



“+o00
D’apres le CSSA encore, le signe de > (—1)%vy est celui de son premier terme, & savoir (—1)™*! donc

k=n+1
[unt1] — [un| < 0 et, enfin, on peut conclure que la série alternée > u, converge.
nxl
_ n
Méthode 2 : il est clair que, pour n € N, on a up — up41 = ( L) . De plus, comme dans la premiere
n
: =Dk (=" = k(1 1
méthode, on a un +unt1 = Y. T Z e donc un +uny1 = >, (=1) (k—(x - W)
k=41 k=n+2 k=n+1 (k+1)
On pose a nouveau vy = ‘J—“ — (k—|j71)°‘ > 0. Par I’étude de la fonction g ci-dessus, (vx)k>1 est décroissante
— —
ol <o = e e = ()7 (42)7)
donc, par le CSSA, |[un + unt1] < vng1 ST = + - + = et

a1 L 2y (4 1 1 o
on a aussi le developpement 1+ 1+ = —&(1-1+0 L)) = 0 T . Ainsi,

n +oomn

_ _ _ n
comme u, = (Un = uni1) + (un +u“+1) il vient un, = (G + O( o]+1 ) En posant a, = (=1 et
n

2 ’ oo 2n% n®

bn =un—an = 0 (%ﬂ), lasérie > a;, converge par le CSSA et lasérie > b, converge par comparaison
too Am n>1 n>1

aux séries de RIEMANN car o + 1 > 1. Par somme ) uy converge.

n>1

[1.5 Comparaison série-intégrale}

a. On sait d’apres le critere de RIEMANN que lim S, = {(«) > 0 et donc que lim R, =0. Si x =2, on
n—-+4oo n—-4oo

. ﬂz
? B = e
oo
b. On encadre comme t — ti"‘ est décroissante sur R : f % f de donc Ry ~ (a_sﬁ.
n+1 n

c. La série est convergente ssi o« > 2 d’apres le méme critere de RIEMANN car Rn o ] =T
Sn oo (a—1)¢(a)n

Par une comparaison série-intégrale avec x — +/x croissante, on trouve que sin > 1, on a

n+1

n 3
f Vxdx < Y vV < f V/xdx donc Z Vi~ %nf. On a convergence si et seulement si « > % L’inégalité
k=1 k=1

3

n+1

B ) 2(=1)" 1
initiale donne : 0 < Z Vik— f\fdx f Vxdx < v/n+ 1 donc montre : (—1)"uy = 3 +O(7]>.

3072 n*"2
3

Il y a convergence si et seulement si o > 3

Par une comparaison série-intégrale avec x — 1—“ décroissante (et intégrable sur [1;400[) :
X

+m —+o0
dX dx d 1 1 .+ Rp 1
onc —~ . Ainsi 2~ ————— — ¢t on a donc
n[] k= n+1 ka s f k:%:ﬂ k% oo (o — T)n&! Sn oo (o —1)Soen®!
convergence si et beulement si > 2 (avec Soo = lim Sp).
n—-+oo

9



a. Une petite étude de fonctions montre que f est décroissante sur [e; +o0o[ donc sur [3; +00[.

p+1

Ainsi, pour p > 4 : f lntdt< Inp f lntdt et en sommant : Vn > 4, up, = M2
P
P—

n2 + In3

2 3 + vnp Ou

n+1

Int T (Inn)
L[ ! ¢ d’ou Vn ; 3 .

2 n
De plus, en posant w,, = u,, — @ onapourn >4: w, —wnp_1 = Inn _ f lnTtdt donc (wn)n>4 est
n

'_.

(Inn)~ n)?

décroissante et minorée d’apres ce qui précede donc elle converge vers { et on a donc Un = +2+0o(1).

——. Donc
k

2n (_1\n n n o n 2n
b. Pourn > 1. ona & (-1 inn _ > mz(ik) S InQ2k—1) _ 3 In(2k) 3" n(k)
= k=1 k=1

n

N (—)"nn I (—1)™nn 1
Son = ~—— = (In2)H — t Ui —— | = - In(2)(2y — In(2
m= 2 (In2)Hn + 1 —uan et avec a = Um {30 = > n(2)(2y —n(2))

car Hy =1n(n) +v + o(1). Comme Szn 1 = San + 0(1), la série proposée converge vers % n(2)(2y — n(2)).
o0
On pouvait dire que cette série convergeait sans ce calcul car elle vérifie le CSSA.

u —u .
Posons donc v, = 21— =1 Distinguons deux cas :
Un
u —u .
It T M ot comme > (un+1 - un) converge, Y. v, aussi.

Si (un)nen converge vers { > 0, vy, ~
+o0 ¢ n>0 n>0

Si lim un = 400, comme x — 1 st décroissante, on a: In(un41)—1n(un) = f dx < (Unp1—Un)X —.
n—+oo X u

Puisque lim In(un) = +o00, la série > (In(un4+1) — In(un)) diverge aussi donc > vy diverge.
n—+oo n=0 n>0
Finalement : la nature de > vy est celle de la suite (un)nen-
n>0

mn

Posons v, = Y ﬁ, par une comparaison série-intégrale, comme la fonction t — ﬁ décroit et admet pour
k=1

primitive t — 2+/t, on a vn ol 24/n. On effectue ensuite un développement asymptotique :

_1\n
Uy ~ &+ a —|—0( ) donc > uy diverge car ]2 +O<v],21)+woo ™ et Z dlverge

+too Vn Vn Vn n>0 n>1

1.6 Produit de Cauchy|

()

+oo
On sait que e = > l' : cette série étant absolument convergente. On a aussi clairement que > '
n—=1 "N n>1 nn.
400 ( )n71 400 n (_])k 1
converge absolument donc, par produit de CAUCHY, on a : Z ' > PENEEEATE Or
nm  nn! n=1 k=1 kkl(n —%)!
n k=1 n _1)k-1 n 1)k
Z] ﬁ = # Z <n) % donc il reste & montrer que kz::] <E> % = Hp.

Par exemple par récurrence (on peut aussi utiliser des intégrales en constatant que H,, = Z f k=1dx) car
=19

n+1 ] -1 k—1 n+1 1 k—1 n+1 -1 k—1
la relation est vraie pour n =1 etona Y, <n—|— )(])c = > (n)() + > (kn ])()
k=1 \k—

k=1 k k=1 \K k k

H BRI

k k=1 n+1 n+1

10



En notant un, = (n+1)37", lim Entl _ % < 1 donc la série converge par la regle de d’ALEMBERT. On

n—+oo0 Up

+00 M 1 +o00 1 +oo 1 1 2 9
a Z =3 3 E- = > =)= %)= ( 1 ) =, bar produit de CAUCHY.
1

n=0k=03 3 n=03" n=03" -
n—1 n—1 1
Le CSSA puis le produit de CAUCHY est >, wn ol wn = E uvn-x = (-1)" >, ————. Or
n>1 - k=1 Vk(n—k)
. Z(n —1) . s
Vke[l;n—1], ——— < £ (min. en k = &) donc |wn| > =2 wy, diverge grossierement.
[ I8 m sS4 ( 2) lwn| > n né:] n ge g

(1.7 Exercices aux oraux des étudiants de PSI1)

a. Comme lim b, =1, a partir d’un certain rang, a, > 0 donc S, ~ 1 g (Sn)nen convergeait, on
n—-+oo +oo an

aurait (an)nen qui tendrait vers une limite non nulle : c’est contraire a la morale publique !

Ainsi ) an diverge ; et comme an ~ 1 ona lim an =0.
n>0 400 Sn n—+4oo

b. Bien siir que non avec ¢, = e™ par exemple. Sy — S = ani1 = o(1) = o(Sy) donc Sy, ~ Sn+1
oo o0

c. Sn_H — 82 = (Spi1—Sn)(Snt1 +Sn) =2Sni1ans1 — a%H_] qui tend vers 2 en 400 par hypothese.

n
d. Soit ¢ > 0, il existe un rang ng tel que ¥n = ng, |un —vn| < eun. Alors, en notant U, = > uy et
k=0
mn mn
Vih = kaa on a Vn = ny, ‘un_vn| < |un071 n071|+ Z |uk_vk| |un071 _Vnofll"l‘£ Z |uk|-
k=0 —TLO k:no
Comme (Un)nen tend vers +oo, il existe un rang ny > ng tel que Vn > nq, |Uny—1 — Vn,—1] < elyn donc

Vn = ny, |Un — Val| < 2eUy, ce qui prouve que Uy, o Vi
oo

n
Alors, on applique ce résultat avec c. $2 ~ 3 2 donc S, ~ v2n d’olt an ~

1
+00, 2 +o00 +o0 y/2n’

n
e. On suppose donc que lim by =1 avec (an)nen € (Ry)N, by =an Y af et Sy = af.
n—+o0 k=0 k=0

an(an) 4] faut impérativement que an soit strictement positif pour tout entier n > 1.

Comme a% =e
n

On suit le méme cheminement : on montre par ’absurde que lim S,, = +00, on en déduit que lim a, =0
n—-+oo n—+oo

[0 4 X
car an = ‘;—n etonaSnit ~ Sn. Powr p € R, SE L =Sk =(Sn+a)P st :sﬁ(wﬁg—“ﬂ(g—“)) sk,
n n n

On en déduit que Sf’lH —sk ol BSE_1 a%. Sion veut pouvoir utiliser I'hypotheése an S — 1, on doit choisir
B tel que B —1 = «. Par conséquent : lim (S:j_‘f — Sl{“") =1+ «. En utilisant encore le résultat de la
n—-+oo
n
question d., on obtient SI** ~ > (1 + «) donc a,, ~ %
s 1+ @)

D’abord 10" =1 < n < 10" donc ¢,y = 1+ [logo(n)].

) n (_])ck 10€—-1 (_1)ck 10¢-1 1 (10c _ 10(:—1) 9
a. Soit S;, = . Alors |S10c—1—Sq10c-1_ ‘:’ = x> - 7
nT X s =Soe =20 Ty X T 10
o (=)™ . . (=1)n . .
ainsi Y diverge. En effet, si ) convergeait vers S : lim Sjpe_7 =S = UWm Sqyge-1_;
n>1 n n>1 n c——+o00 c——+oo
et on aurait donc lim (Sjpe—1 — Sqpe-1_7) = 0 qui est contredit par |S1oc—1 — S1ge—1_1] = 2
c——+o0o 10

n

n _])ck 10°—-1 (_])c
b. Posons S, = ( et T, = Sion_7. Alors T, = ( ) = —1)%v. avec
m T Xk T T S =2 ) T A0

101
1

>
K=i0e-1 kin(k)

Ve = . Montrons que (v¢)c>1 est décroissante de limite nulle.
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10€ -1 9 10°€—-1
Orsic>1,0< v = ( 1 )g 10 o,
et k:%c,l )EO (10k +§) In(10k +J) k:%H (10K) In(10k) = ¢

10° —10°7"  _ 9
10" tn(10¢~ ") = (c — 1) n(10)

Ainsi, la série alternée Y (—1)v. converge par le CSSA.
c1

De plus, Vp € [10"1510™ — 1], [Sp — Syon-1_1] < [S1on—1 — S1on—1_1] = vn ce qui se traduit aussi par

De plus, v¢ < — 0 et on a bien les deux renseignements attendus.

Vn € N* |Sp —Sqgen—1] < [S10en—1 —S10en-1-1] = v¢, — 0. Ainsi, liT (Sn—S10en-1) = 0 et en écrivant
—+00

n
_1)\¢n
Sn = (Sn —S710en-1) + Sqpen—1, par somme de suites convergentes, > (=1)
n>1nin(n)

converge.

Déja, si o > 0, on a clairement lim un = +oo done la série Y uy diverge grossiérement.
n—+oo
n>1

1
1 K\ P
(+3)
1
t = (14 t%)~P est continue sur [0;1], par les sommes de RIEMANN, en notant I = f(1 +t?)"Pdt >0,0n a
0

un nzﬁ% Ainsi, on sait d’aprés RIEMANN (I’autre) que go U, converge <= 2B — 1> 1 <= a < —1.
nz

Comme

NgE]

n
Siax = —p < 0,ona, pourn > 1 = 1 1 = 1 1
x B ) y P z 1, Un 2 Z TIZB_1 n

Méthode efficace : On sait que Arctan(n) = % — Arctan <l) = % — =+ o(l). Alors, en posant
n n

1
n
n Arctan(n) "

= (- —F—rt onauy = (-1)"—F—"0—0p — (- ! 0 ! .
= ()M o un = ()" e = (0 e o ()

1 1
On a donc un = vn +wn avec vy = (_])HW et Wn _‘:;OO(m) +~000(—5>.

n4
La série > vn converge par le CSSA (méme si a < 0 mais alors la suite (y/nIn(n)®)n>> sera croissante a
n>2
partir d’un certain rang) et Y. wy est absolument convergente par le critére de RIEMANN.
n>2

Par somme, la série Y un est donc convergente et ceci quelle que soit la valeur de a.

n>2
Méthode logique mais moins efficace : la série Y un est alternée, la suite (un )nen tend vers 0 par croissance

n>2
a
comparée et : Arctan(n +1) =1 —l—o(l>7 M =1 +o(l) et v/ =1- i—i—o(l). Par
Arctan(n) +oo n/’ Imn+1) +o00 n n+1+oo 2n n

produit, on a donc [uner] —1- 1 +o0 (l) donc la suite (\un\) -, est décroissante a partir d'un certain

[un| +oo 2n n nx
rang et on peut donc appliquer (et ceci pour tout a € R) le CSSA pour obtenir la convergence de > un.

n>2

Comme la série harmonique diverge d’apres le cours, la suite (Hy )nen tend vers +o0o. Ainsi, pour tout entier
p € N*, la partie {n € N* | Hy > p} est une partie non vide de N et elle admet donc un minimum d’apres
la propriété fondamentale de I'ordre dans N. On peut donc bien définir n, = Min ({n € N* | Hy > p})

k
Par définition de np, il vient Hy > p. Puisque t — % est décroissante sur [1; 400, on a Vk > 2, % < fkq %

P
qu’on somme pour k € [2;n,]] pour avoir ) % = Hp, — 1 < f]np a _ In(ny,) avec CHASLES. Ainsi,

n
k=2 t
In(ny,) < p — 1 et, par croissance de exp, on obtient n, > eP~1. Par encadrement, lim n, = +oo.
p—+o0
Pour p € N*, comme n, est le plus petit entier de {n € N* | H, > p},onan, —1¢ {n € N* | H, > p}

donc Hy —1 < p ce qui donne l'encadrement Vp € N*,Hy, 1 <p < Hp,.
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De plus, 0 < Hn, —p<Hp, —Hp 1= T oor uim L =0 d’apres ce qui précede donc, par encadrement,
P P P np p—r+o0 Ny

lim (Hn, —p) = 0. Mais on sait par ailleurs que an = ln(np)—i—y—i—o(l) donc lim (p—In(np)—v) =0.

p—+oo
Il suffit donc de passer a ’exponentielle et on a lim eln(“P) PHY =1 ce qui equlvaut an, ~ eP7Y,
p—+o00 +oo
Bonus : soit uy = Hp—In(n) pourn > 1. OnaVn > 2, un—un—1 = Hn—Hn_ 1—Hn( l) =1 (1—l)
n n n
donc un —un_1 = O( ) d’ot1, par comparaison aux séries de RIEMANN, > (un —un_1) converge. Ainsi,
3 n n>2
par dualité suite-série, la suite (un )n>1 converge. En notant y = 11111 Un, on a donc Hy = In(n)+vy+o(1).
n—
a. Soit f : [1;+00[— R définie par f(t) = w Comme f/(t) = tlz - l:g) - —tlzn( ), la fonction f est
. . . k+1 In(k) k
décroissante sur [3;+oo[. Ainsi, classiquement, Vk > 4, fk f(t)dt < — <) f(t)dt et en sommant

de 4 a n > 4, on obtient I'encadrement suivant dont on déduit ’équivalent u,, e n 2( ) :
o0

f;“ fat <y —1(2)—13) < [ i(at = “‘2(3+ D_ “122(4) <

Posons wy, = fn : f(t)dt — M Alors : Vk >4, 0 < wyg < f(k—1) — f(k). En sommant et par CHASLES,
- n

n
onald< > wy= f: f(t)dt—un +f(2)+f(3) < f(3)—f(n) < £(3). Alors les sommes partielles sont majorées
k=4

2
‘o . . In“(n N .
donc la série Y wy converge ce qui donne la convergence de la suite (# —Un d’ou I'existence
n>3

n>2
, In? n“(n)
d’une constante C telle que u,, = + C+o(1).
+<>o 2
2
On pouvait aussi dire qu’en posant z,, = un — (lnzn) YN >4, zn 2y = M " 1 Mt 4t done (zn)n>4
n n—
est décroissante et minorée d’apres ce qui précede donc elle converge u,, = (in zn) + C+o(1) avec C € R.
o0

b. La série proposée converge absolument d’apres RIEMANN donc converge. De plus, pour n > 1, on a

( ])kJr] n—1 1 1 n 1 2n 1 1 n 1 Al 400 (_])nJr] 7_[2

Son = = - = — = — — = insi : A =

m Z Z o 2k+1)7 4K kZ::1 K> 2 kz1 n¥1 n* 12

n n _ n 2n

c. Powrn > 1, ona Z( Dlnk _ ZMfzw: Zm(ZK)*ZM- Donc

k k=1 2k k=1 2k—1 k=1 Kk k=1 Kk

2n (_ 2n (_1\k
Son = Py (1)% = (In2)Hn +un —upn et avec a. : TLE;TOO <k21 (Uklnk) = %m(z) (2y —n(2)) car
Hy = In(n)+vy+o(1). Comme Sant1 = San +0(1), la série proposée converge vers 1 ln(Z) (2y —1n(2)). On
oo

pouvait dire que cette série convergeait sans ce calcul car elle vérifie le critére spémal des séries alternées.

a. Sivn e N* o =0, (otn)n>1 tend vers 0 et ¥n > 1, by =1 donc (bn)n>1 converge vers 1.

n
Sivn e N* oy = l, (n)n>1 tend vers 0 mais Vn > 1, = H =n+1 donc (bn)n>1 diverge.
n k=
On ne peut donc rien conclure sur la convergence de (b n)n/ si la sulte (an)n>1 tend vers 0.
k=1 —1 -1
b. Pour tout entier k > 2, 0na‘¢’<1donc1+( ) > 0. Deplus,1+¢=2>0. Par

Vi Vi il

n _1\k—1
conséquent, on peut considérer In(uy ) etonaln(uy) = >, In (1 + %) or on connait le développement



k=1 k=T ke
limitéwk:ln(1+( ) ) = (=1 —]——i-o(l). Posons ak:Let bx = wi — ax de sorte
+o0o 2k k

vk vk vk
1

qu’avec le calcul précédent on a by fodiut < 0. Or la série > a, converge par le critére spécial des séries
o0 n>1

alternées car la suite (L) est décroissante et tend vers 0 et la série Y b, diverge par comparaison
Vi/ k21 ns
n
a la série harmonique. Plus précisément, la suite de ses sommes partielles ( > bk) est décroissante a
n>1
partir d’un certain rang donc elle tend vers —oco. Comme wy = ay + by, par somme, la série Y wy diverge
k>1

n
car Y. ay converge et » by diverge et la suite des sommes partielles ( > wk> tend vers —oo.
k>1 k>1 k=1 nzl

n (—1)k! 1
= 1+ — = i =0.
Comme u, = exp (kz::1 n ( + i )) et que hmoo e* =0, on en déduit que nl_1>1100 un =0

c. Par dualité suite-série, la suite (vn)nen converge si et seulement si la série > (vn41 —vn) converge.
n>0

1 1 1 1 1
Orvapi == g -t (147) = g -1+o(l) = - mw(*ﬁ;o( ;) don laséie

>~ (Vn41—Vn) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN. Ainsi, la série Y (vin41 —vn)
nxl n>1

converge donc la suite (vn)n>1 converge (vers un réel qui est en fait la constante d’EULER y ~ 0,577).

_ (=t

d. On écrit autrement le développement limité de la question b, wy = ~—=—— — — —I— O( ) Alors,
PP q k+oo \fk \[

en posant cx = wx — ax + Zlik’ ce qui précede montre que cy = ] (#) donc la série > cy converge par
o0

k>1
. ) +o0 (_Un—] +o0 n 1
comparaison aux séries de RIEMANN. On note a = ) € R,c= > cnet Hy = > + de sorte

b)
e VA n=1 k=1k

n n
que Hy = In(n) +v + o(1) d’apres la question c.. Comme In(un) = > ax — %Hn + > ck, ce qui précede
oo k=1 k=1

)
permet d’écrire In(un) Zat o(1) — %ln(n) - % +0(1) + ¢ + o(1) donc en notant { = a — % + ¢, il vient
oo

n(n)
In(uy) +:oo—% In(n) + €+ o(1). Puisque u, = e'™n) +:Ooe ko) — = ﬁe°(1) d’olt un fodbym > 0
car e =1+ o(1) et on en déduit que > u, diverge par comparaison aux séries de RIEMANN.
n>1

Définissons la suite (un)n>1 par un = % si I’écriture en base 10 de n ne contient pas le chiffre 5 et u, =0
n

sinon. L’énoncé nous demande d’étudier la nature de > un = > —. Deux cas élémentaires :
n>1 neA

o si o <O, (un)n>1 ne tend pas vers 0 car Vn € A, un > 1 et que A est infini. ) % diverge grossiérement.
neA

esia>1,Vn>1, 0<u, < % donc > i converge par comparaison aux séries de RIEMANN (o > 1).

n neA ™
n

Pour « €]0;1], posons S, = > uy la somme partielle d’ordre n de cette série. Puisque ’énoncé parle
k=1

d’écriture en base 10, on va considérer la suite extraite (Sjon_1)n>1 (cela consiste & prendre dans la somme

partielle tous les entiers dont I’écriture en base 10 contient au plus n chiffres).

Le plus petit nombre & avoir p chiffres en base 10 est 10P~" = (10---00)10 et 10P —1 = (99---99)1 est le

no 10P-1
plus grand. On écrit donc S1on—1 = >, >  ux (on scinde la somme selon le nombre de chiffres en base
p=1k=10r—"

10). Or, dans I'intervalle [10P~';10P — 1] qui contient les entiers avec p chiffres en base 10, il existe 8 x 9P~!

entiers qui ne contiennent pas le chiffre 5. En effet, on a 8 choix pour le premier chiffre (1,2,3,4,6,7,8,9)
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et 9 choix pour les p — 1 chiffres suivants jusqu’au chiffre des unités (0,1,2,3,4,6,7,8,9). Par conséquent,
107 -1

8 x 9P~! 8 x 9P~ - 1. 1 1 o

T L < k:%:p_] ug < Top- T« car si ke AN[1oP~T;10P — 1], on a ToP% <ug < 0T Ainsi, en
n p—1 n p—1 n—1 Kk

sommant ces inégalités, on obtient : % <Ston1 < Y %, Sion note Ty = 3 (%)
p=1 0 p=1 10 k=0 10

la somme partielle de la série géométrique, on a donc ’encadrement 10% X Tn < Sjon_1 < 8T, (D).

On sait que (Tn)n>o0 converge si et seulement si 10% €]0; 1] et qu’elle tend vers +oo dans le cas contraire.

(=) Si L(x > 1, alors lim T, = +oo donc l'inégalité de gauche de (I) montre que lim Sjon_7 = 400
0 n—+oo n—+4oo

par minoration. Ainsi, la suite (Sn)n>1 étant croissante, elle ne peut tendre que vers oo (car si elle tendait

vers un réel £, toutes ses suites extraites tendraient vers cette limite £). Ainsi, la série ) n]—(x diverge.
+o0 k e
(=) Si 10% < 1, alors Tp < kzo (10%) < ]79 L’inégalité de droite de (I) montre alors que la suite
- S 10%
(S1om—1)n>1 est majorée et, a nouveau, comme elle est croissante, elle converge vers un réel £. (Sn)n>1 étant
croissante, elle ne peut pas tendre vers +0o0 comme avant donc elle converge, ainsi ZA # converge.
En général, et on 'utilise assez fréquemment : Quand une suite est monotone, sa C(T)Llfvergence équivaut a la

convergence de I'une quelconque de ses suites extraites !!!!

Or 10% <l<= a> 11;1((]93 ) Ce qui précede montre alors que n%:A ﬁ converge si et seulement si o > 11::((19(3) .

Traitons quelque cas en posant u, = al!mn

Silal=1,¥n € N, |un| = [al™ ™| =1 donc (un)nen- ne tend pas vers 0: 3 al'™ ™ diverge grossierement.

n=1
Sila| > 1, comme lim [In(n)] = 400, la suite (aU“"J)
n—-+4oco

et la divergence de la série 3 al'™™ est encore grossicre.
nzl1

ne tend pas vers 0 car lim ’aU“ nJ | =+
ne N* n—-+4oo

Si a =0, comme ¥n >3, [lnn| >1,onaal'™™ =0, ce qui montre la convergence de > alt™™,

n>1
Si a €]0;1], In(n) — 1 < [In(n)] < In(n) par définition de la partie entiere, a\™™ < al!n ) < (V=1 car
0<a <1 Oratn = etn(minte) = ehn(@ine = nin(®) = e, Ainsi, gy < n < gy

Si —1n(a) > 1 <= a < 1/e, alors I'inégalité 0 < u, < —]Tw) montre par comparaison & une série
an

de RIEMANN que Y al™™ converge.
n>1

) < uy, montre par comparaison que » al'!™nJ diverge.

Si —n(a) <1 4= a > 1/e, Vinégalité — s
n n>1
Sia €]l —1/e:0[, [al'™ ™| = |a|l'™ ™) donc, par un des cas précédents, S al'™™ converge absolument.
n>1

n

Siag]—1;—1/e[, on note S, = 3. al'™kl. 1’idée est de faire des paquets de termes pour lesquels |In(k)|
k=1

est constant. Soit p € N*, alors p = [In(k)| <= p < In(k) < p +1 <= eP < k < ePT!. Ainsi, si on pose

Ip = [up;vp] avec up = [eP| + 1 et vy, = [ePT'| — 1, on a la valeur constante Vk € I, [In(k)| =p. Ainsi,

> aP =8y, —Su,—1 = aP(vp —up +1). Mais, eP < u, <eP +1eteP™ —2 < v, <ePt! —1 donc
kel,

ePt! —2—eP < v, —up, +1 < ePH! —eP ce qui assure par encadrement que v, —u, + 1 ~ eP(e — 1) car
—+o0
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ePTl —2—eP ~ P! —eP =eP(e—1). Ainsi, Sy, — Su,—1 ~ (ae)P(e — 1) qui ne tend pas vers 0 quand p
+o0 +oo

tend vers 4-00. Or si (Sn)nen+ convergeait vers S, les deux suites extraites (Su, )pen+ et (S, )pen- tendrait

vers S donc on aurait Um (Sy, — Sy, 1) = 0. Par Pabsurde, (Sn)n>1 diverge. Ainsi ) almnl diverge.

p——+oo n>1
Au final : Y al'™™ converge si et seulement si —e~! < a <e .
n>1
1
1 1 1\ 1— =
. 1—= . . T—= T—=\ -1 nf(a, ™
a. Si ). an ™ converge, on sait que lim an ™ =0. Comme a, = (an “) = en n—T ( " ), on a
n>1 n—-+oo
Um ap=0car lim —— =1, lim 1n( ”):—ooet Um e''=0.
n—+oo n—+oon — 1 n—+oo t——o0

_1
Ainsi Ing € N, ¥n > no, an <1etan < an ™ car1—1 <1 donc (1 - l) In(an) = In(an) car In(an) <0
n n
et que la fonction exp est croissante. On conclut & la convergence de Y a,, par comparaison.
n>1
b. D’abord, les conditions définissant ’appartenance & I et J sont la négation I'une de I'autre donc INJ =
et IUJ = N*. Les ensembles I et | constituent donc une partition de N*. Traitons les deux cas :

. -1 o
Sin€l, onaan "™ < Aap par définition.

. ],l 1 ]7l n—1
Slne,onaan“>)\an<:>a£‘<%<:>an“<(%) car an > 0.

_1 n—1 n—1
Ainsi, pour tout n € N* 0 < a; ™ < Max (?\an, (%) ) < Aan + (%) . La série ) Aan converge
n=1
1\ 1
par hypothese et la série géométrique (X) converge car 0 < X
n>l

< 1 donc, par somme et comparaison,
-1 . 1 puc ol oo

> an ™ converge aussi. En sommant 1'inégalité obtenue pour n € N*; >~ an ™ < 7\( > a ) + ﬁ

n>1 n=1 n=1 -

, . - . . .
c. Les deux séries > an ™ et Y. an sont donc de méme nature d’apres les questions a. et b.. On suppose
n>1 n>l

“+o00
que Y. an converge et on note S = > a, > 0. Soit @ :]1;+oo[— R définie par @(A) = AS + }\}‘j @ est

n->l n=1
dérivable sur ]1; 400, lim @(A) = lim ¢@(A) = +o0. Or ¢’(A) =S — ]72 En étudiant les variations
A1+ A—+00 A=1)
_1
de @, on se rend compte que ¢ est minimale en A\p = 1 + % et comme S’ = Z an ™ < ¢(Ap), on a

"< (VS +1)2, ce qui se traduit par I'inégalité attendue, & savoir \/ Z an ST+ Z an.
n=1

a. La fonction Py, : t — t™ —nt+ 1 est continue et strictement décroissante de [0;1] dans R car, si t € [0;1],

P/ (t) =n(t™ " —1) < 0. Comme P,(0) =1>0et Py(1) =2—mn <0 carn > 3. Dapres le théoreme de la
bijection continue, il existe un unique xn, €]0; 1] tel que Py (xn) = 0.

b. Comme P, ( ) —_ - = + 1<0,onavn 23, 0<xn < -. Mais x} —nxn + 1 =0 par construction,

Tl
1 PR 1 1 ca 1
+ T“ o +o(n ) d’ou 'on déduit que xn, fodi car 0 < xjy < 7w qui implique x +:ooo(;>.

n
c. On note y, = n ge sorte que yn = o( ) De plus, x = exp(nln(xn)) = exp (n In (l + yn)) d’on
n +oo n +o0 n
xn = exp (—nin(m) +nin(l + nyyn)) = Ln exp (nIn(1 +nyy)) or nin(1 + nyn) o n?y, tend vers 0 en
%) n oo

1 e _ 1 1 1
~+o0 donc x]y ~ —5. On en déduit que x,, +—OOE+ AT +O(W>'

+oomn
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a. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ > 0 par le théoreme

de la limite monotone. Si on avait £ > 0, en prenant v, = , on aurait bien (vn)nen qui tend vers 0

1

n+1

alors que, puisque upvny ~ ﬁ, la série > unvy divergerait par comparaison. Absurde ! Ainsi £ = 0.
+oomn n>0

b. Prenons No = 0 et construisons les termes de (N;)icn par récurrence.

n
Initialisation : comme ) wu, diverge, la suite (Sn)nen tend vers +oo si on pose S, = > uk. Ainsi, il
n=0 k=0
existe ny > 1 tel que Vn > nq, S, = Z ug = Z ui = 1. Prenons par exemple pour Ny le plus petit
k=No
n—1 N]—]
entier n qui vérifie > uy > 1 de sorte qu’on aura donc > wy > 1.
k=0 k=No
Hérédité : soit p > 1, supposons construit (No,---,Np) € NP+ vérifiant 0 = Nog < Ny < --- < N, et
Nk+] —1
Vke[o;p—1], >, wuk>1. Puisque hm (Sn,1 —SN,-1) = +00, on a encore I'existence de ny 1 > Ny,
k=N
tel que Vn = npy1, Sno1 — SN, -1 = Z ui > 1. Prenons & nouveau (par exemple) pour Ny4q le plus
k=N,
Npi1-1
petit entier n tel que Z up > 1 de sorte que Npy1 > Np et que > w > 1.
k=N, k=N,
Conclusion : on conclut par principe de récurrence a l’existence de cette suite strictement croissante d’entiers
Ni+] —1
(Ni)ien telleque Vie N, Y ug > 1.
k=N;

c. On constate d’abord que (Nji)ien étant strictement croissante et entiere, elle tend naturellement vers

400 puisqu’on peut montrer facilement par récurrence que Vk € N, Ny > k. Définissons alors la suite

vn)nen par la relation Vi € N, Vk € [Ni; N1 — 1], v = Alors, pour tout entier p € N*, il vient
€ + p

i+17
Np—1 p=1 ,Nipi1-1 =l 141 LI
> wvk = ( > Uka) = > - ( Z uk) > — = Hp (en posant m = i +1). Alors
-0 i=0 \ k=N; i—o L+ T\ X m=1m

la suite ( > ukvk> tend vers +o0o car on sait que H, o In(p) — 400, cela implique que la série
— peN oo

> uxvk diverge. De plus, (v )nen est clairement décroissante et elle tend vers 0.
k>0

d. On peut affirmer que si (un)nen est une suite positive et décroissante, on a équivalence entre :

(i) pour toute suite (vq)nen € CY qui tend vers 0, la série > unvy, converge.
n=0

(i1) la série > un converge.
n=0

En effet, on a (i) = (ii) avec b. et c. par contraposée. Réciproquement, si on suppose (ii), soit une suite

complexe (v )nen qui tend vers 0, unvy = o(un) donc > unvn converge absolument donc elle converge.

n>0

a. Pourn > 1, Intl — 3(nt1)—2 =12 -2 1 e qui donne par développements limités

Un 3(n+1) 3n+3 3n 1

1T+ -

"3 —3/4
/4
Un+l _ g (H—o( )) - 1—l+o(l). De méme, Yt — 17 (1+l) - 1—i+o(l).
Un oo 3n +o00 3n n Vn (m+1) / n +00 In n
Alinsi, Entl _ Ynil — (é - ;) 1 + 0(] ) ~ L > 0 ce qui prouve, comme deux suites équivalentes sont
Un Vvh +oo\4  3/n +oo 12n

Un+1  Yn+i
Un Vn

de méme signe a partir d’'un certain rang, que > 0 pour n assez grand.
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. u v u .. )
b. On en déduit que Ing € N, Vn > no, L > ndl o Zndl > Un - Ajpgi) la suite (u—“)
Un Vn Vn+1 Vn Vn/nz2ng

. . u u u .
est croissante ce qui montre que Vn > ng, =% > —2 donc u, > —%v, et comme Y, vy diverge avec

Vn Vn, no n>1

RIEMANN, par comparaison, la série > u, diverge aussi.
n-l1

Mieux, on peut poser w, = In (unn2/3) de sorte que wny1 —wn = In (uni"']) — %ln (1 + l) donc,
Un n

s =01 5] < B (142 - g 03k 03k e o i

la série > (wn41 —wn) converge absolument donc converge et, par dualité suite-série, (wn)n>1 converge
n>l

vers K € R) ce qui, par continuité de exp, montre que lim upn?/3 = = A > 0. Ainsi, up, A
273

~
n—-+oo +ocon

k

a. La fonction In? étant continue et croissante sur [1; 4-o0c[, on en déduit que Yk > 2, In?(k) > f

2
- (t)at

5 k+1 2 X .
et Vk > 1, In“(k) < fk In“(t)dt. En sommant ces inégalités pour k € [2;n] ou k € [[1;n], on trouve avec
n n+1
la relation de CHASLES : Vn > f] In2(t)dt <up = > In?(k) < fl In?(t)dt car In?(1) = 0.
Par intégration par parties, comme les fonctions u : t +— In?(t) et v : t — t sont de classe C' sur [1; 400,
il vient Vx > f1 m2(t)dt = [tin?(t)]F — 2 f1 In(t)dt = [tin2(t) — 2tin(t) + 2t]¥ dont on déduit la
X
relation f1 In?(t)dt = xIn?(x) — 2x ln(x) + 2x — 2. Ainsi, comme nln?(n) — 2nin(n) +2n — 2+~ nin?(n)
(oo}
et aussi (n+1)?(n+1) =2+ nn+1)+2(n+1)— N(n—H) 2(n+1) ann (n) car on sait que
In(n+1) = In(n)+In <1+l) o In(n), on obtient par encadrement I’équivalent un, = Z n? (k) o nin?(n).
n —1 e}

oo

% est dérivable et décroissante sur ]1;+o0o[ car Vt > 1, f'(t) = 7%
tin“(t) t“In’(t)
n

K
Pour k > 3, on a donc f(k) < fkq f(t)dt d’ou, en sommant pour k € [3;n], kzs kln172(k) < zn tlr?%

b. La fonction f: t —

"_odt _[_ 1 Q" 1 1 < 1
Or, fz tin?(t) { ln(t)}z @) ) n(Z) donc 23 kln ®) S @) Comme les sommes
1

partielles de la série & termes positifs 5— sont majorées, la série ) ]z
n>3nin®(n) ns2 nin®(n
1

série & termes positifs Y —— converge par comparaison avec la question a..
u
n>1 “n

a. Soit n > 1, soit f,, : R — R définie par f,,(x) = e* + nx — 2. La fonction f,, est dérivable et strictement

converge. Ainsi, la

croissante car f, (x) = e +n > 0 donc, comme on a facilement lim f,(x) = +oo et lim fn(x) = —o0, la
xX——+00 X——00
fonction fy, réalise une bijection de R dans R d’ot ¥n > 1, Jla,, € R, fr(an) =0 <= e +na, = 2.
b. Comme f,(0) = =1 < 0 = fu(an) < fn(l> = ¢!/™ — 1, on en déduit que 0 < an < 1 par stricte
n n
2—en

croissance de fn. Ainsi, par encadrement, lim an, =0. Or an = et lim 2—e% =1doncona
n—-+oo n n—+oo
1

I’équivalent an, ot et on en déduit que ngl an diverge (car a,, > 0).
c. Pourn > 1, fnyi(an) =e*+(n+1)an—2 = e +nan—2+an = fn(an)+an > frn(an) =0 = fari1(ant1)
donc an > an41 par stricte croissance de la fonction fy41. Ainsi, la suite (an )n>1 est strictement décroissante
et tend vers 0 donc la série > (—1)"an, converge par le CSSA.

n>1 1

On aurait aussi pu poser b, = 1 —@n =0 (l) d’apres ce qui précede pour avoir e!/™"~bn —l—n<f —bn) -2=0
n [e e} n n
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donc,parDL:1+l+1—nbn—2+o(l>:Ocequidonnebnf +o( )etenﬁnbn 1—2
n n +oon n?

+oon

_ n _ n
Par conséquent, (—1)"a, = (Gl +(=1)"bn et > (=1) converge par le CSSA et Y (—1)"by, converge
n n>l n n>l
absolument d’apres 1’équivalent trouvé. Par somme de séries convergentes, la série > (—1)™an converge.
n>1

Cherchons d’abord un développement asymptotique de u;,.

1" 1\ 2
Premiére méthode : sin(un) = (l—i—( ) )\/g—]\/l - (l + %) car cos(Arcsin(x)) = v/1 — x? pour

2 2 n
—1

n* 2 2
€] — 1;1[. Ainsi, sin(un) = V3 + (_;2171\/5 — ?\/1 - 74(37102 —
V3

4 x X 2
. THx=1+2%_X
4 gz OrVIEXTTH5 =55 +olx)
- "3 L (=)"W3 3 1 -1N"2V3 | 2
donc sm(un)foo ( 21)1"‘ + ( 61)1"‘ + 67\16"‘ + Tan 2% + O(n2cx> = ( 3)n°‘ 9‘4; (n—)

_ n
Comme u,, = Arcsin(sin(un)) et que Aresin(x) =x+ o(x?), on a u, = ( ]3) o%\/g 2‘[ ﬁ>
00 n

Deuxiéme méthode : soit f: x — Arcsin (% + x) - g dérivable sur } - %; % [ avec f’(x) =

- (1/2+ )
Ainsi, f/(x)= 2 x ——1 2 (1 + 2") +o(x). En primitivant, f(x) = f(0) + 2% + o(x2).
oV3T [ ax a2 0 V3 0 V3 S\f
33
Or f(0) = 0 donc f(x) = 5 27" + 32:[ o(x?). Par conséquent : u, = 2\([;:1)“ + 3\[2 > +o(%).

Troisieme méthode : soit f : x — Arcsin (% + x), alors f est de classe C* sur ] — % X [ donc admet un DL

en 0 & tout ordre. On a f(0) = % et, par calculs, f'(0) = 2 o 7(0) = Ainsi, par TAYLOR-YOUNG,

4
V3 3V3
_ n
f(x)?%—‘,— \2} 3\[ o(x?). Ainsi, comme « > 0, on aun = 2\([]]1) \/gznz(x +o<n}—“).

, . 1 2
e Dans tous les cas, on peut écrire u,, = vy + wyn avec vy = \(fn) t wn ol W > 0. Or 21 Vn
nz

2(=N"

v R - - , o . .
converge par le critere spécial des séries alternées car o« > 0 donc la suite Jan® est décroissante et
n n>l

tend vers 0 et > wy converge si et seulement si 2o > 1 <= « > % par comparaison de séries a termes
n=>0

positifs aux séries de RIEMANN. Par somme, la série . u, converge si et seulement si « > %

nxl
Posons u, = L sin (n”) pour n > 1. Puisque a > 0 et que |un| < 1a, par encadrement, lim u, = 0.
n 5 n n—+o0
Sia>1, comme Y, ia converge par RIEMANN, > u, converge absolument par comparaison.
n>l n n>l
Si a < 1, montrons que Y. u, converge de deux maniéres :
n>1

Méthode 1 : comme la suite (sm (71571)) : est 10-périodique car la fonction sin est 2n-périodique, on voit
n2z

une alternance de termes positifs et négatifs dans cette série, ce qui nous conduit a effectuer une sommation

par paquets de 5 termes consécutifs. Soit v, = Uusn_4 + Usn_3 + Usn_2 + Usn_1 + usy pour tout n > 1.

On constate que vy, est positif si n est impair et que vy, est négatif si n est pair, ainsi la série > vy est
n>l

P P
alternée. Si on définit les deux sommes partielles associées S, = > ux et T, = > v pour p > 1, on a
k=1 k=1

19



P P 5k
la relation > v = > > ui) =T, = Ss5p = »_ un. Avec les propriétés de signe de v, comme
k=1 k=1 \i=5k—4 n=1
sin(nz + 6) = (—1)"sin(8), on a la relation v, = (—1)""'wy, en définissant le réel w, = |v,| = 0 par
1 1

Wn =

e (5) + e o () + gt s (3) + ke s (%)

Or (wn)nen est clairement décroissante et tend vers 0 donc » vy converge d’apres le critere spécial des
n>1
séries alternées. Notons T la limite de la suite des sommes partielles (T )n>1. On a donc liT Ssn = T.
n——+oo

De plus, on a S5n+] = S5, + Uusn41 = Th + 0(]) =T+ 0(1), puis Ssn4+2 = Ssn41 Fusny2 = T+ 0(1),
+oo +oo +o0

Ss5n43 = Ssni2 + Usni3 = T+ o(1) et Ssnta = Ssn4+3 + Usnta = T+ o(1), d’ou 'on déduit (on a les 5
o0 o0

restes possibles) que lim S5, = lim S = lim S = lim S = lim S =T.
1% )q el i 5n oo 5n+1 LA 5n+2 nosiYe 5n+3 oo 5n+4

+oo
Ainsi, la suite (Sn)n>1 converge ce qui signifie que ). un converge. On a méme Y un =T.
n>l n=1
Méthode 2 : la 10-périodicité de <sm (T‘L;‘E)) nous conduit a sommer par paquets de 10 termes. Soit
n>l
Zn = Wlon—9 + Uion—8 + Uion—7 + Uion—6 + UW1on—5 + Uion—4 + Uion-3 +u10n 2+ wion—1 +u10n pour

tout entier n > 1. Alors, si on définit les deux sommes partielles associées Sy, = Z ug et T, = Z Zy pour
k=1 k=1
p=1,onaT, =Sjp comme précédemment.
9
On a donc zp = 5 ————sin (k—”) (sin (k—) =0si k =0 ou k =5 mais on le laisse) et, en écrivant
o (Ton — k) 5 5

1 1 9\ ¢ 1 9a 1 1 1
: = oo ('~ 7on) (7o) = (=)
bab XD on —9)a (mn)“ A (lOn) + (10n)“+‘ ol T) S om0\
on obtient o = (1011)“ Z sin (kn) + O( T ) sm (k;r) est la partie imaginaire de la somme

des 10 racines dixiemes de I'unité et on sait que cette somme est nulle. Ainsi, z,, = (@) (%ﬂ) ce qui garantit
o \n

par comparaison aux séries de RIEMANN la convergence de la série > z,,. Ainsi, si on note T la limite de
n>1
la suite (Th)n>1, on a UWm Sjon = T. De plus, Sion+1 = Ston + wion+1 donc Um Siony1 = T. De
n—-4oo n—-+oo

méme, on montre que Vk € [[0; 9], liT S1on+k = T ce qui implique la convergence de (Sn)n>1 vers T et, &
n——+oo

+oo
nouveau, on en conclut que la série Y u, converge. On a méme > u, =T.
n>1 n=1
Méthode 3 : on peut faire une transformation d’ABEL en prenant b, = La et (bn)n>1 est décroissante et
n

n

tend vers 0 et en posant a, = sin (Tg[> et on montre classiquement que (An)n>1 est bornée si An = > ax
k=1

(elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs car (an)n>1 est 10-périodique et que Ajp = 0 car la somme des

racines dixiemes de I'unité est nulle. Mais tout ceci est hors programme !

Analyse :

e Si P =0, alors up fol donc > u, diverge grossiérement ce qui contredit ’hypothese.
n>0

e Si P £ 0, en notant d = deg( )7 onaP= adXd 4+ .-+ 4+ ap avec aq # 0 et on pose A = aq son coefficient
dominant. Alors, on a clairement P(n) ol a4 donc m ol v/An4/3 si on comprend la fonction t ~ t'/3
comme la bijection réciproque de t + t3 qui est bien une bijection (impaire) de R dans R.

e Ainsi, un =n +o(n) — VAnd3 4 0(n?/3) et on peut considérer deux cas :

—Sid>4, S un = VA3 £o(n d/3)+~ JAnd/3 carn = o(n4/3). Comme d >4, Um u, = +00
o0 o0

n—-4oo
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(selon le signe de A) ce qui montre & nouveau que Y. uy, diverge grossiérement : NON !
n=0

— Sid <2 alors u, = n+o(n) ~ ncar vAn?3 = o(n). Ainsi, on a encore diverge grossiere de
—+o00 +oo +oo

un ce qui contredit toujours 'hypothese.
n ] Y
n>0

Ainsi, on conclut que d = 3 et on a donc up = (1 — ¥/A)n + o(n). Si on suppose que A # 1, alors v/A # 1
o0

donc un ~ (1 — ¥/A)n et on a encore liT Un = %00 (selon le signe de (1 — v/A)) ce qui encore impossible.
n——+oo

+o0

Par conséquent,ona d =3 et A =a3 =1.

Posons P = X3 + aX? + bX + ¢ avec (a,b,c) € R? de sorte que {/P(n) =n3/1+ & + % + 5. Or on sait
n o on° o on

1/1
2 3G)
que v/1+ x?l + § - % + 0(x3) car 5 = —%. On écrit ce développement limité en O(x3) car on

veut avoir au final un développement asymptotique de u,, en vy, = (0] (iz) assurant la convergence de la
oo \m

2 2
série Y vy. Allons-y : Wf}on(]—i—g’%—ki—afz—i—O(%)) = n+%+(%—%)%+0<%))~ De

n>1 3n? 9n n +oo n

A 1 1 1 1 1
méme, /1 —&—x?l —I—i—f—O(xz) et vVnt+nZ=n a1 +F+:Don(1 +W+O(F)) = H+R+O(F)'

—+ 00

5 2
Al we = @ (1_b L)l o(i) _ _ _a (l_h L)l o<i).
insi, un = n-—n 3—1— 1 3—1- o n-i— 7)) i 3—1- ) 3+ o n+ y:

—Sia#0,0onau, o —% # 0 donc > diverge grossierement une nouvelle fois : NON !
o0 n>0

=
—Sia=0etp=-— % + - % £ 0, alors un e  donc > uy diverge par comparaison &
com

1 a® _ 1
4 9 4 o

la série harmonique : NON !

On en déduit que a =0 et que b = 2 : ce sont des conditions nécessaires a la convergence de > uy.

n=0

B

Synthese :
Prenons donc a = 0 et b = % et ¢ quelconque, alors les calculs précédents permettent d’affirmer que

un, = 0 <i2> donc la série > uy, converge absolument ce qui prouve qu’elle converge.
n

+oo n>0

Conclusion : au final, 3 wu, converge si et seulement si P = X3 + 3% + ¢ avec ¢ € R quelconque.

n>0
a. Par hypotheése, 0 < up < 1. Soit n > 0 tel que 0 < u,, < 1, alors uny1 = un(l —un) €J0;1[ car

(un,1 —un) €J0; 1[%. Par principe de récurrence, ¥n € N, 0 < u,, < 1. Plus simplement, on aurait pu dire

que la suite récurrente un 41 = f(un) avec f : x — x(1—x) est bien définie et & valeurs dans ]0; 1] car ug €]0; 1]

et que Uintervalle ]0; 1] est stable par f.

CommeVn € N, unq11—un = —ufl < 0, la suite (un)nen est décroissante donc elle converge par le théoreme
de la limite monotone car elle est minorée par 0. Posons ¢ = liT un € [0; 1]
n——+oo

En passant a la limite dans la relation up 1 = up —uTZ17 on obtient ¢ = £—¢Z donc ¢ = 0. Ainsi, liT u, = 0.
n—+oo

b.Pourn}O,vn:L—izé—i:17(1711“): 1 donc lim v =1. Par
Untl Un  un(l—un) un un (1 —up) 1 —un n-s+oo
n—1 n—1
le théoreme de CESARO, lim 1 > vk = 1. Or, par télescopage, > vx = 1 1 ¢t on en déduit donc
n—+oomn 1 oo k=0 Un  Uo
que Um (1— — L) = 1. Par conséquent, on a lim nu, =1 ce qui se traduit par u, ~ 1
n—+o0o0 \Nup nuo n—+oo oo m
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L’équation (E) : y = —y? est une équation de BERNOULLI et on sait qu'il suffit de poser z = 1 (pour les
Y

/
fonctions y ne s’annulant pas sur un certain intervalle) pour qu’elle se ramene & —% =z =1 qui se résout
y
aisément. Poser z = L et en calculer la dérivée s’apparente donc, au niveau des suites, au calcul du “taux
Yy

—1 _ 1 qui tend d’ailleurs vers 1 comme dans I’équation (F) : 2Z/=1.
Un+1 Un

d’accroissement”

On peut constater que si f : [0;1] — [0;1] est continue et bijective, elle est strictement monotone. Ainsi, la
fonction f~! étant par définition bijective et aussi strictement monotone, elle est forcément continue.
a. Par définition, Vx € [0;1], 2x —f(x) € [0; 1] donc —f(0) > 0. Mais f(0) > 0 par construction, donc f(0) = 0.
De méme, 2 — f(1) < 1 et f(1) < 1 conduisent a f(1) = 1. Ainsi, f est strictement croissante sur [0;1].
b. Soit n > 0, on prend x = x 1 dans f(2x — f(x)) = x et on a f(2xn41 — Xn+2) = Xn11. On applique =1 &
cette relation et il vient 2xn41 — xn42 = xn <= Xn+2 — 2xn41 + xn = 0. La suite (xn)n>o vérifie donc une
récurrence linéaire d’ordre 2 dont I’équation caractéristique associée est z2 — 2z + 1 = 0 avec pour solution
double z = 1. On sait qu’alors : 3(a,b) € R?, ¥n € N, xp = an +b. Ainsi, ¥n € N, xp = xo + n(x1 — x0).

Mais comme x1 — xg # 0 par hypothese, ceci impliquerait liT xn = 00 ce qui est impossible car la suite
n——+oo

(xn)nen vit dans [0;1]. Par l’absurde, quel que soit xo € [0;1], on a donc x; = f(xp) = xo.

c. La seule fonction vérifiant les hypotheses de I'énoncé est f = id [o;1.

1
a. Clairement, up = In(2) ~ 0,69. De plus, u; = fo In(14t)dt = [(1+) In(1+t) —t]} = 21n(2) =1 ~ 0,38.

b. Soit f:x —x—In(1+x) et g:x+— In(1+x)— ) _T_ définies sur R, . Les fonctions f et g sont dérivables
x

R tf/ =1— 1 — X 20 t / — 1 _ 1 — X
sur Ry et '(x) T+x  14x et g'(x) 1+x (1—|—x)2 (1—|—x)2

les fonctions croissantes f et g sont positives sur 'intervalle R, d’ou : Vx > 0, ﬁ <In(1+x) < x.
X

> 0. Comme f(0) = g(0) =0,

On pouvait aussi appliquer le théoréme des accroissements finis & la fonction f : x — In(1+x) entre 0 et x > 0

(les conditions sont réalisées) pour avoir 'existence de ¢ €]0; x[ tel que n(1+x) — (l)n“ +0) _ f'(c) = . _}_ .
X — c
Or ] —1|—x < ]]? < 1 donc Vx > 0, ] —T—x < In(1 4+ x) < x (vrai aussi pour x = 0).
n
c. Comme t™ > 0 pour t € [0;1], on a d’aprés b. encadrement : :—tn < In(1 +t") < t™ qu'on integre
(croi de l'intégrale) [o-1}~o<f1 " dt<f]l(1+t“)dt<f1t“dt—{tn+1}1— 1
croissance de I'intégrale) sur [0;1] : 0 < [/ g—=wdt < J In < J, = lngile = wr

Ainsi, par encadrement, la suite (un)nen tend vers 0.
1 1 tn 1 £
—_ = —dt <
2(n+1) o2 T Jo1+t"
Comme -1 diverge par RIEMANN, la série Y uy diverge aussi par minoration.
n>0 n 1 n=0
Comme Yt € [0;1], 0 < In(1 +t™*") < n(1 + t™), on intégre pour avoir 0 < uni1 < u, donc la suite

1
d. Comme 1 +1t" < 2sit € [0;1], on a dt < fo In(1 4+ t™)dt = un.

(un)n>o est décroissante et tend vers 0 : la série > (—1)™u, converge par le CSSA.
n>0

a. D’abord, fy : x = x*7Tf(x)sin(x%) est continue sur R et, puisque o« > 0, on a sin(x“)?x“ donc

a—1 2x

x* ' sin(x%) =x ~1. Comme f est bornée au voisinage de 0 car elle y est continue, on a fq(x) = @) (ﬁ)
X

Comme 1—20 < 1, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, f, est intégrable sur ]0; 1]. Ceci justifie que

up existe. Pour n > 1, u, existe car on integre une fonction continue sur un segment. Par le changement de
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1/«

variable x = u'/* = @(u), comme ¢ est de classe C', bijective et strictement croissante sur Jnm; (n + 1)7],

(n+1)m -1\
onau, = - f " ful/%) sin(u)du = =0t j;)n f((nm 4+ t)7/%) sin(t)dt en posant u = nm + t et car
o

(048 nr7t
7T
sin(nt+1t) = —(1)"sin(t). Ainsi, [up1]| — [un| = 1 fo [F((n+D)m+1)*) — f((nm+1)1/%)] sin(t)dt <0
o
car f est positive, décroissante et sin > 0 sur [0;7]. Par conséquent, (Jun|)nen est décroissante.

b. La série Y un est alternée d’apres ce qui précede et (Jun|)nen est décroissante. De plus, comme f est
n>0

s . . 1 1/ _ T 1/ ‘a : —
g < g T < = T = A =
positive et |sin| < 1 sur [0;7], on a |Juy| < f f((nm)'/%)dt f((nm)'/%). Puisque Xhm f(x) = 0, par

encadrement, on a liT [un| = 0. Le critére spécial des séries alternées s’applique et > u, converge.
n——+oo
n=0

+oo
c. On a déja vérifié que fy : x = x*~Tf(x) sin(x*) était intégrable sur ]0;1]. On note S = > uy. Soit € > 0
n=0

1/

et ng > 1 tel que Vn > nyo, et n > np 'unique entier tel que

n
kzouk -S| < % Soit un réel x > (nomn)

X

(nm)l/«

n—1
(n) 1/ < x < ((n+1)m)/*. Alors ‘ foxt“’1f(t) sin(t%)dt — s‘ = Y w5+ £ T (1) sin(t%)dt
k=0
par CHASLES. Ainsi ‘ fx t* (L) sin(t%)dt — S‘ <E4 IX t*1f(t)dt (1) par inégalités triangulaire
0 2 nm)t/«

X X
et de la moyenne. Comme f est une fonction décroissante, f t* T (t)dt < f((nm) /) f t*~Tadt

(nm)1/= (nm)!/«
/o) &

X -1 1 [ﬁr 1/ (((n‘H)”)] ) —(Tm)) _ 1/
donc f( w1 ETIHRA (V) [E] < () . = 7tf((nm) /).
Or nmt > x* — 7t done f((nm)/*) < f(x* —m)'/%) et liT f((x* — m)1/*) = 0 par hypothése. On conclut

X—+00

X
par encadrement que lim t*Tf(t)dt = 0.
x—+oo J (nm)l/«
X
Par conséquent, Ixg > (nom)'/*, Vx > xo, 0 < f( )1/
n7m &

t*Tf(t)dt < % L’inégalité (1) nous apprend alors

que Vx = xg,

j;)x t* (1) sin(t%)dt — S‘ < %Jr% = ¢. Ceci se traduit par lim T et f(t) sin(t*)dt = S.

x—+o0 JO

+oo
Au final, on a bien établi la convergence de 'intégrale fo ¥ Tf(t) sin(t%)dt.

a. Par dualité suite-série, on sait que la série > pyn, converge si et seulement si la suite (1 )ne ny converge. De
n=l1
n “+oo
plus, comme Y px = up—un apres télescopage, si la suite (un )ne y converge, on aura » | px = 1— HT Un.
k=1 k=1 n—reo

+oo
On a I’équivalence : ( > pn converge et Y pn = 1) <— ((un)neN converge et liT Up = O).
n—-+oo

n>x1 n=1

n n n n
b. Soit n > 1, alors > kpx = Y k(uk—1 —ux) = > kug—1 — . kuy donc, en ré-indexant, on trouve
k=1 k=1

k=1 k=1
n n—1 n n—1 n—1
Skpe= >, (k+1Dux— > kuk =uo —nun + », ux = ( > uk) — NUp.
k=1 k=0 k=1 k=1 k=0

Alnsi, si (nun)nen converge vers £, on a (Y. u, converge) <= ( > npn converge) et, dans le cas de la
n>0 n>l

400 400
convergence, y. un ={+ > npy. Deplus,si lim nu, =£>0,onau, ~ L~ 0 et la série & termes
n=0 n=1 n—-+oo toomn

positifs Y u, diverge par comparaison a la série harmonique. On peut donc étre plus précis.

n=0
® Si (Nun)nen converge vers { > 0, les deux séries > un et > npn divergent.
n>0 nx1
e Si (nun)nen converge vers 0, ( > un converge) <= ( Y. npn converge) et, s'il y a convergence, on a
n>0 n>1
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—+o00 —+o0
méme Z un = Y. npy (revoir cette relation avec les espérances des variables aléatoires & valeurs dans N).
=0 n=1

c. Soit x > 0, en posant w: t ~> f(t) et v : t :— t, les deux fonctions u et v étant de classe C' sur [0;x], par

X X
intégration par parties, on a fo f(t)dt = [tf(t)]5 — j; tf’(t)dt. Sila fonction t — tf(t) admet une limite finie
7 7’ +Oo +m . .
£ en +00, la formule précédente montre que f o f converge <= j;) tf'(t)dt converge. Puisque les signes

de ces fonctions sont constants, alors (f intégrable sur Ry) <= (t — tf’(t) intégrable sur R;). Comme & la

+oo
question b., si { > 0, alors f(t) fox % donc f] f(t)dt diverge par comparaison aux intégrales de RIEMANN.
o0

e Si t — tf(t) admet une limite finie £ > 0 en 400, f et t — tf’(t) ne sont pas intégrables sur R..
e Si t — tf(t) admet pour limite 0 en 400, (f intégrable sur R, ) <= (t — tf'(t) intégrable sur R, )

.. . +oo _ +oo ,
et, s’il y a convergence, on a méme o f(t)dt = o (t)at.

a. La fonction f : u + cos(tu) est continue sur R et la fonction @ = In est de classe C', bijective de [1; +o0]
cos(tin(x))

)

dans R et strictement croissante. Ainsi, par changement de variable, puisque ¢’(x).fo ¢(x) =
X

+00 +oo
on sait que cos(t tn(x dx et cos (tu)du sont de méme nature. Sit = 0, 'intégrale cos(tu)du
1 0

. x . +
diverge clairement car cos(tu) = 1. Si t # 0, fo cos(tu)du = [smtﬁ} _ sin(tx) donc fo C>Ocos(tu)du
0 x

diverge encore. Ainsi, dx diverge pour tout t € R.

f1+°° cos(tin(x))

b. Méthode 1 : Sit =0, cos(tin(n)) = 1 et 1a série harmonique diverge, donc >

n n n>l

n
Sit >0 (le cas t < 0 est inutile puisque cos est paire), alors en posant S, = Y M
k=1

cos(tn(m) 4iverge.

, On peut sommer

sur des tranches (sommation par paquets) ol le cosinus est positif. L’idée est de montrer que cette série

diverge comme le laisse imaginer la question a. méme si on ne peut pas appliquer tel quel le théoreme de

comparaison série/intégrale car x — cos(tin(x)) n’est pas monotone.
X
. - - (2p—1)7 2p+)m 2p—1)m
SmtpeN*,Zpﬂ—ggtln(k)ghﬂ—i—g(:)e 3t <k<e 3t . Enposanta, = e 3t +1et

2p+1)m
by, = Le 3t J, on a 'inégalité Vk € [ap;bp], cos(tin(k)) > % Alors, en les sommant sur cette tranche,

by by b — 1 (2p+1)m 2p+)m
on obtient Sb, —Sa,—1 = Z M}W}% E %2%& Ore 3t —1 <bp e 3t et
k=ap k=ap P
2p+1)m 2p—1)m —27
2p—1)m ( ==
A e 3t —e 3t  —1 _ 1 _e3t _
ap <e 3t +1donc Sb, = Sa,—1 = ze(zp;rt”n =up. Or pEToouprf 5 =1{>0.
Si la série Y M convergeait, en notant S sa somme, on aurait lim Sy —Sq _1=S—S=0car
n>1 n p—+oo P P
lim ap, = lim by, =+00. Or Sy, —Sq, -1 > uyp, en passant a la limite, devient 0 > ¢, ce qui est absurde.
oo P = potno P P P

3 cos(t ln(n)).

n>l n

Méthode 2 : Une méthode plus fructueuse est de tenter d’adapter le théoréme de comparaison série/intégrale

cos(tin(x))
X

Au final, on a bien montré la divergence de la série

malgré tout. On pose g : x — pour t > 0. Alors g est de classe C', donc pour tout entier k € N*,
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L5 atax—g0) = [ (900 g())ax = [(x—k = 1)(g00) — (kDI + [ (k1 —x)g/(x)ax par une

. 7’ . . . N . . k+] k+1 . .
intégration par parties facile & justifier, donc fk g(x)dx — g(k fk (k+1—x)g’(x)dx . Ainsi, comme

g(x) = 7tsin(ln(x));—cos(ln( x) lg’(x)| < ! +| | et Vx € [ksk+ 1], |g'(x)] < ! :M Par inégalité de la
x x*

K+1 K+
moyenne, Vk > 1 g(x)dx — g(k)‘ kz donc la série Y (f g(x)dx — g(k)) converge absolument.

k>1 VYK

_ n K+ n+1 ) ;
Sa somme partielle vaut Y (fk g(x)dx — g(k)) = f1 g(x)dx — Sy, qui converge donc vers un réel A.
k=1
Si la série Y cos(tin(n))
n>1 n

. . n+1 . . .
convergeait, alors la suite ( f1 g(x)dx) convergerait aussi, vers un réel

ne N*

a e R Or f]n g(x)dx = {sin(’cln(x))]:L = sin(tin(n)) donc (sin(tln(n)))n>1 converge vers a. Alors on

Ly } Lyl s
aurait, pour un réel y > 0, f x)dx = fo g(x )d + r j g(x)dx. Or xBToo o g(x)dx = a d’apres ce
qui précede et ‘f g(x)dx‘ < fLyJ lg(x)|dx < Par encadrement, on a donc lim Y g(x)dx =0

Ly Ly L | y—r+oo JyJ
+
ce qui est impossible car on a vu en a. que f1 > cos(tin(x)) m( ) dx divergeait. Ainsi, Y cos(tin(n)) diverge.
n>l n

a. La fonction f : t — 7| sin(t)| — 2 est m-périodique et continue sur R;. Comme F est la primitive de f qui

s’annule en 0, F est de classe C! sur R,. Or fon f=[—mcos(t) th]g = 27— 2n = 0 donc F(nr) = 0. Alinsi, si

x n—1 L(k+1)n X—N7T

x € Ry enposantn = [ X | onant < x < (n+1)metFx) = 3 [ feaet [ frar= [ f(t)dt
us k—o v k7t nm 0

car f est m-périodique donc F(x) = F(x — nm) avec x — nn € [0;]. Mais comme F est continue sur le segment

[0; 7], elle y est bornée donc F est bornée sur R d’aprés ce qui précede.

b. Comme u=Fetv:t— 1 sont de classe C' sur [nm; +oo[, et que lim u(t)v(t) = Um F) _ 0 car F
t t—+oo t—+oco t
+oo i — +o0
est bornée, alors par intégration par parties, f Mdt est de méme nature que f %dt qui
n7 nrt

F(t) < 1 ) . . +0o0 F(t)
A — 7 = — . F = = e .
converge par RIEMANN car vl 0 2 On a méme, puisque F(nm) =0, un -[nn 2 dt

c. On a vu a la question a. que F est elle aussi n-périodique. Or, pour tout réel x € [0; 7], on a la relation
7T 7T
F(x) = f:(n sin(t) —2)dt = [—mcos(t) —Zt}x = n(1 —cos(x)) —2x. Ainsi, f F= [mc—nsin(x) _Xz}o =0.

En posant H(x f F(t)dt, la fonction H est la primitive de F (donc H est C! sur R) qui s’annule en 0 et

elle est aussi 7- perlodlque donc bornée sur R. On peut a nouveau effectuer une intégration par parties en

posant u=Hetv:t— t] qui sont C! sur [n7m; +o00[. Comme tliT % = H(nm) = 0, on obtient donc
— 100

+oo F(t 400 2H(t ; A oo 4¢ M
Un = fnﬂ ( ) fmr % Par conséquent, si YVt € Ry, |H(t)| < M, |un| < 2M fnﬂ 5= n?
1

Comme Y -z converge d’aprés RIEMANN, la série Y w, converge absolument par comparaison.
n>1 n>1

m Notons que u,, est bien défini & partir d’un certain rang car hm n?4+an+2= lim n?4+bn+1=+o0.

n—-+4oo

Commevn:\/n2-|-an—|—2—\/n2+bn—|—]:n<\/]—|—a+2—\/1++2),avecledéveloppement
non non

2 2
Sy, _ 2 _ 1 b 1 1
fimité T =14 =5 4ol onadonc vy = n(14 4 & 1B L b5 (L))
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2
OuenCOTQVnZG_b+4_a +0 +o( )donc lim vnzai_b.
+oo 2 8n n n—-+oo 2

e Si |a — b| < 2, alors en prenant QT_b < A < 1,1l existe un entier ng € N tel que Vn > nop, |vn| <A
Alors ¥n = no, |un| = |Vi| <A™ et > uyn converge absolument.
>
e Si |a —b| > 2, alors il existe un e;tlgr no € N tel que Vn > ng, |vn| = 1 donc Jun| > 1. La suite
(un)nen ne tend pas vers 0 donc la série Y uy, diverge grossierement.
n=0

e Si|a —b| =2, alors hm |[vn| = 1 donc, comme |vn\ 1 —|— &+ O(n) avec « = +(4 — a® + b?)
(selon que a —b=2o0ua—b = -2),0n a |u,| = e““‘“"“‘) = e“(H“/“*OU/“) — e% = 0 donc la

suite (un)nen ne tend pas 0 donc la série Y u, diverge grossierement.
n=0

a. Soit f : R — R définie par f(x) = e* — 1. Il est clair que f est croissante. On montre par une petite
étude de fonction, ou par convexité de la fonction exp, que Vx € R, e* > 1+ x, c’est-a-dire f(x) > x et que

f(x) = x <= x = 0. Pour toute valeur de up € R, la suite (un)nen est donc bien définie et croissante car
elle vérifie Yn € N, uny1 = f(un) = un. Il y a alors deux cas :

e Siup < 0. S’il existe n € N tel que un, <0, alors uny1 = f(un) = e —1 < 0. Ainsi, la suite (un)nen

est croissante et majorée par 0 donc elle converge vers £ < 0. En passant & la limite dans un1 = f(un),
par continuité de f, on a £ = f(¢) donc ¢{ = 0 d’apres ce qui précede. Ainsi, liT un = 0.

n—-+oo
e Si up > 0. La suite (un)nen est encore croissante. Supposons qu’elle converge vers un réel ¢, alors

forcément ¢ > up > 0. A nouveau, on aurait ¢ = f(¢) donc ¢ = 0 : impossible. Donc 1111 Up = +00.
n—+oo

b. Comme Vx € R, e* > x+1 > x, (vn)n>0 est bien définie par vo =1 et ¥n € N, vy = In(e¥™ —vy). De
plus, si vy >0, eV —vy > 1 donc vngq > In(1) = 0. La suite (vn)n>o est donc strictement positive. Ainsi,
Vn € N, vy = In(e¥" —vy) < In(e¥™) = vy donc la suite (vn)nen est aussi strictement décroissante.
Comme elle est décroissante et minorée par 0, la suite (vn)nen converge vers un réel ¢ > 0. En passant
a la limite dans la relation v,41 = In(e¥™ — v;,), on obtient ¢ = n(e® — ¢) d’ou e* = e* — ¢ donc ¢ = 0.

Enfin, vy, = eV — ¥+, or (e¥™)n>0 converge vers 1 donc, par dualité suite/série, > vy converge. Or, par
n>0
n n “+oo
télescopage, Y. vi = Y. (e¥x —eVi+1) = e¥0 — eVn+1 en passant a la limite, on obtient Y vy =e —1.
= k=0 n=0

La fonction Arccos est décroissante sur [—1;1] et Vn > 1, iz < 1 donc Arccos <l> < Arccos (%)
n

n n n
ainsi un, < 0. De plus, comme lim Arccos(t) = X, il vient lim u, = T — T = 0. Par conséquent,
t—0+ 2 n—+oo 2 2

sin(un) +:Oo U or sin(un) = sin(an, — by ) en notant a,, = Arccos (%) et by, = Arccos (n ) On obtient

donc sin(u n(an) cos bn —sin(by) cos(an). On sait que Vx € [—1;1], sin(Arccos(x)) = V1 — x? donc

sin(un) = 1—— . Or /1T —x 1—x-l—f—|—o()doncsm(un):—f—i———&—O(%).On
\/ \/ n

peut ne garder comme information que u,, = —— LY} 1—2> et méme u,y ~
+oo n n +oo

1
n

On pouvait aussi se servir de la relation Arccos(x) = & — Arcsin(x) pour avoir Arccos(x) ?% —x+ 0(x?)

et obtenir plus simplement u, = -1io (iz) donc < 0. Comme la série harmonique diverge,
n

o _1
o0 +oo n



par comparaison de séries & termes négatifs, la série Y uy diverge.
n>1

(_] )n+1

(_])nJr]

Or (=1)™un = + O( ) qu’on peut écrire (—1)™u, =
oo

(_1)n+1

1
+ vn avec vp +:OOO(?) Par le

critere spécial des séries alternées, Y. converge car (l) est décroissante et tend vers 0. De
n=l n/nxi

plus, > vn converge absolument par comparaison car iz converge. Par somme » (—1)"uy converge.

n>l n>1n n>l

On sait que Vx > 0, Arctan (l) = % — Arctan(x) donc, avec un = Arctan(n + a) — Arctan(n), on a aussi
x

1 1 1 1 1

= Arct (—)—A t ( ).OA t =x+0 Ai = — O(—).C e
Un retan | — retan (—— r Arctan(x) =x+ (x3). Ainsi u, Sn nta + 3 omm
1 1 _ a a q .
- — = ~ , ~ O1C, par comparalson Arct —Arct converge.
T e s e % done, par comparaison. S (Arctan(in-+a) - Arctan(n) converg
On pouvait aussi d’abord calculer lim wu, = X — T =0 car lim Arctan(x) = Z. Ainsi, par la formule

n—-+oo 2 2 X—+00 2
donnant t ~ t =_n+d-mn_gonc ~ % 3 nouveau.
an(x +y), un fod an(un) Tnnta) un ~ 2 v

On pouvait encore dire que Vn € N, Jeqy €ln;n+al, un = (n+a—n)Arctan/(cn) = ] —ifl > par le théoréme
CTl

2

des accroissements finis. Ainsi, comme ¢, > n, on a 1+ ci > ¢ > n? d’ott u, < %. Puis comparaison.
n

Si a € N*, on peut méme obtenir la somme de cette série par télescopage.

n 400
Sia=1,comme Y (Arctan(k+1)—Arctan(k)) = Arctan(n+1),ona », (Arctan(n+1)—Arctan(n)) =
k=0 n=0

N

n
Sia=2, > (Arctan(k+2) — Arctan(k)) = Arctan(n + 2) 4+ Arctan(n + 1) — Arctan(1) donc, en passant
k=0

+oo

4 la limite quand n tend vers +oo, on a »_ (Arctan(n +2) — Arctan(n)) = %Tﬂ Etc...
n=0

Ces calculs nous font penser, comme Arctan est croissante, a écrire u, < Arctan(n + |a] + 1) — Arctan(n)

donc Z uk < (la] + 1) par télescopage (a faire), ce qui permet & nouveau de conclure par majoration.

a. Comme up — Un41 e tuX et que Vn € N, ud > 0, alors un, — uny1 devient strictement positif a partir
oo

d'un certain rang. En effet, pour ¢ = + dans la limite lim Yn—Undl _ 1 il existe un rang N tel que
2 n—+o00 [aThey
vne N, (B Uil gl o1 gone 0 < 1 < BT Undl o3 o on conclut bien que uy — ny1 > 0 pour
e 2 2 s 2

tout entier n > N. Ainsi, (un)n>N est strictement décroissante.

b. Sia<2etn >N, t— e ] 7 étant décroissante sur [un41;un), Vt € [Un41;unl, t"‘% > % On intégre
un
_ Un Un
SUr [Un+1;un] (car n = N donc un41 < un) pour obtenir % = f 03_1 dt < f %dt.
un Ung1 Uy Unir t

Pour m 2 N + 1, en sommant ces inégalités pour n € [N;m — 1] et avec la relation de CHASLES, on

u 1 un tszx un u
obtient Z uinﬁ Z fun+1 e —dt = fum t‘x_1dt < j;) t = {2_“}0 _ U (la

m
L . N . Up —u
convergence de l'intégrale est assurée par le critere de RIEMANN). Or la suite ( I a_{‘H) est
n=N Uy m>N

. . , . . = Unp — U
croissante et majorée donc elle converge, ce qui garantit la convergence de la série Y “ai_?ﬂ“ Enfin,

n>0 un
N Up — U
par hypothese, on a ““7_?“ Zu > 0 donc, par comparaison, la série > u, converge aussi.
Uy n>0
c. Sia > 2etn >N, cette fois-ci, on préfere écrire Vt € [uny1;unl, T < 0371 toujours par décroissance
u
n+1

27



t = t"‘%] SUr [uny1;un]. On intégre sur [un41;un] (car n = N donc upq1 < uyn) pour obtenir l'inégalité

— Un Un
M:f ! dt}f 1 _dt. Pour m > N+ 1, en sommant pour n € [N;m — 1] et encore
uw

uTolc+} Un41 U’z-i-} n+1 t* L
; : o Up — Un+1 O tn 1 N
avec la relation de CHASLES, on obtient )  —“—=—F— > > f —Tdt = f w—rdt. Comme
n=N un_,’_-l n=N Y Yn+1 t um t

1

. o N . . ’ uN
maintenant « — 1 > 1, le critere de RIEMANN donne la divergence de 'intégrale fo t"‘i’]dt donc, comme

. . Uun . . Unq — U N
lim u, =0, Um %dt = +o00. Ainsi, par encadrement, lim ““77’11'” = 400 d’ou la
n—-+oo m—+ooJum t m—+00 =N Uni
Un — Un4d

divergence de Y ~—1—— (ses sommes partielles tendent vers +00).

n=0 Un+1

Une nouvelle fois, par hypotheése, w, —un11 o . Or lim un, =0et o« > 2 donc ul = o(un) (vrai des
o0 o0

n—+oo
. 0. Un—Uu Up —u
que a > 1). Ainsi, on a un —un41 = o(un) donc uy ~ upiy et il vient —2— =L ~ IR REL o gy
“+o00 +oo u —+oo uw +oo
n+1 n

Comme on parle de suites positives strictement (au moins & partir d’un certain rang), on conclut de la

divergence vue ci-dessus que > u, diverge si o > 2.
n=0

En conclusion, avec ces hypotheses, Z u, converge si et seulement si o < 2.
n=0

a. D’abord, la série > (—1)™u, converge par le critére spécial des séries alternées puisque (un)nen est
n>0

décroissante et tend vers 0. Ceci justifie 'existence du reste Ry, pour tout entier n > —1.
On sait d’aprés ce méme théoreéme que R, est du signe de (—1)"*'u, 71 done [Rp| = (=1)"F'R,,. Ainsi,

on a |Rn| — [Rny1| = (=) Ry — (=1)™"2Rp47 = (=)™ (R + Rpp1). Or, en posant k = j + 1, il vient

—+oo +oo )
Rnt1 = > (=1)*ux = Y (=1)*'uj41. Ainsi, en regroupant les deux séries, on obtient la relation
k=n-+2 j=n+1
1 = 1 . 1w
Ral = Regt] = (S5 (51 %+ (<) i) dot [Ral = [Ruga] = (<™ 55 (=1)*w en
k=n+1 k=n-+1
notant v = ux — uk41. Or, par hypothese, la suite (vi)nen est décroissante, positive, et tend vers 0 (par
+oo
somme). Par conséquent, par le critére spécial des séries alternées, comme Y (—1)*vy est le reste d’ordre
k=n+1
+oo
n de la série > (—=1)%vy, le signe de > (—1)%vy est celui de (—1)"*"v,, 1 donc celui de (—1)™*+'. On
k>0 k=n+1
en déduit que le signe de [Rn| — [Rny1| est celui de (—1)™F!(—=1)"*! = 1 ce qui permet de conclure que

[Rn| — [Rn41] = 0, c’est-a-dire que (|Rn|)nen est décroissante.

b. Comme avant, pour n € N*, on a [Rn| + [Rnp1| = (=)™ Ry + (=)™ 2R, 1 = (=)™ T (R — Rpy)
or Rp — Rnyq = (=)™ 1wy, apres simplification. Ainsi, |[Rn| 4+ |Rni1| = uny1. Mais on sait que la suite

(IRn])nen est décroissante donc |Rny1] < |Rn| < |Rn—1| qui devient, en ajoutant |R,| et d’apreés ce qui
JPR . u
précede, uny1 < 2|Rn| < un et on a bien “T“ < Rp| < uT“
c. Comme un41 o d’apres ’énoncé, le théoreme des gendarmes prouve que |Rn\+~ uT“ d’apres
oo 0o

'encadrement St < 2[Rn | < 1. Et puisque Ry, = (=1)™*1|Ry|, on en déduit que R,, ~ (—1)"FTHn,
Uy Uy +o0 2

1 —1n(x)

1n(x), alors f est dérivable sur R et f'(x) = ————= donc f est décroissante sur
x

d. Posons f : x —

e; +oo[ donc sur [3;+oo[. f est méme de classe C* sur R* et on trouve f/(x) = 2in(x) — 3 donc " est
+ 3
x
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positive sur [e3/2; +oo[ donc sur [5;+oc[. Ainsi, la fonction f est convexe sur [5;+oc[. De plus, en posant

up = @ = f(n), on a In(n + 1)+r:oln(n) car In(n+ 1) — In(n) = In (1 + %) +f:o%+ioo(ln(n)) et

n+1 ol donc, en divisant, w41 3 un- Pour n > 5, d’apres 1’égalité des accroissements finis, il existe
deux réels oy €In+ 1;n 4 2[ et B €n;n + 1] tels que upy —upg = fn+2) —f(n+ 1) = f(oen) et
Unt1 —Un = f(n+1) — f(n) = f'(Bn). Mais comme f’ est croissante sur [5;+oo[, on a f'(Bn) < /(o) car
Bn < an. Ainsi, pour n =5, Un42 — Ungl = Ungl — Un.

On en déduit d’apres la question c. (comme on parle de reste, le fait que les propriétés requises ne commencent

+oo
qu’a partir du rang 5 importe peu) que R, = > (—1) (k) (=1)nt! M
k=n-+1 k +o0 2n

D’abord, par troncature des développements limités (ici des développements asymptotiques), les constantes

ap, a1 sont communes a tous les ordres k aux quels on exprime ce développement.

a. Supposons que Y. ®(n) converge, alors lim ®(n) = 0 donc ap = 0. De plus, si a; # 0, ona ®(n) ~ &
n>1 n—-4oo 400 N
donc )" ®(n) diverge par le critere de RIEMANN, ainsi a;j = 0. Réciproquement, si ap = a; = 0, on a
n>l
®(n) = 0O (iz) donc Y ®(n) converge par RIEMANN. Conclusion : Y ®(n) converge <= (ap = aj = 0).
+oo n n>l n>l
b. Supposons que [] ®(n) converge, cela signifie que les produits partiels sont non nuls et tendent vers
n>l
un réel non nul ainsi HT ®(n) = 1 donc ap = 1. A partir d’un certain rang no, le terme ®(n) sera
n—-—+00o

strictement positif et, en passant au logarithme, la convergence de ce produit équivaut a la convergence de

la série > In(®(n)). Or In(®(n)) = 4 + o(l) donc si a3 # 0, on a In(®(n)) ~ L ce qui contredit
n>ne +oo m n +oo M
avec RIEMANN la convergence de [[ ®(n). Alors a; = 0 donc ¢(n) = 1+ O(iz) ce qui montre que
n>1 o0 n
In(®(n)) = O(%) d’ot la convergence de > In(®(n)) qui implique celle de [ ®(n).
+oo n n>ng n>1
En conclusion, on a ’équivalence [[ ®(n) converge <= (ap =1 et a; =0).
n>1

n
c. On suppose que Vk € N; ®(k) # 0 car sinon la convergence de > [ ®(i) est claire.
n>11i=0

est strictement croissante a partir d’un

n
Posons un, = [[ ®(i) # 0, si ap ¢ [—1;1], alors la suite (Jun|)nzn,
=0

i=

n
rang no pour lequel Vn > ng, |®(n)| > 1 et la série > [] ®(i) est grossierement divergente.
n>11i=0

Si |ag| < 1, en prenant € tel que ¢ €]|ap|; 1], il existe un rang no tel que ¥n > np, |®(n)| < ¢ donc, par

une récurrence simple, Vn > ng, |[un| < Jun "m0, et la série Y un est absolument convergente par
n>0
comparaison aux séries géométriques.

n
Si ap =1, il existe un rang no a partir duquel tous les ®(n) sont strictement positifs donc up = A [[ ®(i)

i:no
no—1 n n
en prenant A = [] (i) # 0. La convergence de Y, [] ®(i) est équivalente & celle de >, [ @(i). Or,
i=0 n>11=0 n>ngo i=no
n n
en posant v, = [[ @(i), on a In(vy) = > Wn(®(1)) avec In(P(i)) = L + wy ott wy = O(lz) Ainsi
i=no i=no v Feo v

+o0 n
In(vn) Zoa (Hn — Hng—1) +S+o(1) ot S = Y wi. Alors vy = [[ ®(1) = e (Aol &

—a;
i=ng i=no oo toom
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n
(ot « = e* > 0) donc > [ ®(i) converge si et seulement si aj < —1.

n>11i=0
n
Siap = —T, il existe un rang no a partir duquel tous les ®(n) sont strictement négatifs donc up, = A [[ @(i)
i:ﬂo
no—1 n n
en prenant A = [][ ®(i) # 0. La convergence de > [] ®(i) est équivalente a celle de > [ @(i).
i=0 n>11=0 n>no i=ng
n n
Or, en posant vy, = [[ ®(1), on a vy = (=)™ "t avec tn, = [[ |®(1)] et |®(1)] = 1 — & + 0(1—2)
i=ng i=no Feo t '
n
donc In(ty) = 3. Wn(|®(1)|) avec In(|®(i)]) = — L 4+ w; ot wy = O(%) Ainsi, comme avant, en posant
i=n 1 00 1
+oo ’ n
S= > wi,onaln(ty) = —aj(Hn—Hno—1)+S+0(1). Alorst, = [[ [(1)] = e~ @ In+A+ell) &
i:TL() +oo i.:no +oo toom

n
(ot e = e > 0) donc > [] @(i) converge par le critére spécial des séries alternées si et seulement si aq > 0.

n>11i=0
En effet, si a; > 0, la suite (tn)n>n, tend bien vers 0 d’apres 'équivalent précédent et elle est décroissante
a partir d’un certain rang car J[T‘Jrli_t“ =|®(n+1)] -1 o —91 0. Et si ay <0, alors la suite (tn)n>n,
n © n

ne tend pas vers 0 donc il y a divergence grossiere de la série.

n
En conclusion, la série Y [] ®(i) converge si et seulement si
n>11=0

(Fke N, ¢(k)=0) ou (ap €] —1;1]) ou (ap=1 et a; <—1) ou (ap=-1 et aj >0).
=2- (1 + &4 o +o(l)) =1-%_ o —&—o(]—) Par conséquent, d’apres ce qui
+oo i 24 i2)) o 1 247 it/ ’

n x
11 (2 — eT) si et seulement si o > 1.

précede, la série Y
n>11i=1

a. Sif:[0;1] = R est définie par f(x) = 1%, alors f est croissante et continue sur [0; 1] et Uintervalle

[0;1] est stable par f. Ainsi, la suite (xn)nen est bien définie et Yn € N, 0 < x, < 1 (on le montre par

récurrence). De plus, comme x; = % > x0, la suite (xn)nen est croissante (encore par récurrence) donc
elle converge vers un réel £ € [0;1] qui est un point fixe de f (on passe a la limite dans xn41 = f(xn).). Or
f(x) =x <= 2x> —x — 1= (2x+1)(x — 1) = 0 d’ott { = 1. Par conséquent, Um x, = 1.

n—-+oo

b. D’apres ce qui précéde, on a Vn € N, u, > 0 et liT un = 0. Pour n € N, il existe v, €Jun; 1] tel que
n——+oo
xnt1 = (1) = f(un) = f'(vn)(1 —un) d’apres le théoréme des accroissements finis. Puisque 1111 un =0,
n——+oo

on a aussi lim v, = 0 par encadrement donc 1111 f'lvn) = (1) = % parce que f est de classe C' sur
n—+oo

n—-+4oo
[0;1]. Ainsi, lim Untl _ 1 9 donc la série >~ un converge par le critére de D’ ALEMBERT.
n—4o0o Up 4 n>0
_ Un _ up+1-1 _ 1 1
Pour n > 1, onav, = — = = — - — . Posons donc, pour
[TO+wo  JIO+wo) TT 0 +we) TT0+wo
k=0 k=0 k=0 k=0
n >0, le réel wy = % > 0 de sorte que 'on ait v, = w1 — wy pour tout n > 1. Par dualité
H (1 + uy)
k=0
suite-série, on sait que la convergence de la série > vy, donc de la série > (wn_1 —wy), équivaut a celle
n>0 nxl

de la suite (wn)n>o vers un réel positif, et ceci équivaut encore, par les propriétés du logarithme, au fait que

la suite (wn )nen tende vers un réel ou vers —oo.

30



n n
Or, pour n € N, on a In(wyn) = — > In(1 4+ ug). Posons S, = > In(1 +uk). On a donc

k=0 k=0
® (Sn)nen tend vers un réel ou vers +o0o <= la série > v, converge.
n=0
e (Sn)nen diverge sans tendre vers 400 <= la série > vy diverge.
n>0
On voit la convergence de la série Y vy sur le comportement de la série Y In(1 + uy).
n>0 n=0
a. La série > i' converge car en notant unp = —, on a par exemple u, = O(iz) ou alors par
n>o v n +oo n
Uni1 1 . , . = 1
D’ALEMBERT car —**1 = —— —— 0 < 1. On reconnait la série exponentielle et Y. -~ = e! = e.
Un n+ 1 n—+oo n=omn!
+o0 1
Par conséquent R, = > ] existe pour tout entier n € N en tant que reste d’une série convergente.
k=n+41
+o0 | +oo |
b. On isole les deux premiers termes, (n+1)IR,, = (n+ 1)1 > (n +' Dt QR > M or,
k=n-+1 k! n+2 k=n+3 k!
. +1)! 1 1 1 1 .
our tout entier k > 3,o0n a (n = < = — —. Ainsi, en sommant
P nt Kl Kk—1) - m+2) “k(k—1) k-1 k
= mAn = 1 1 2
- < (7 — 7> = ——. Ainsi, T < (n+ 1Ry <1+ et on conclut par le
k:%:H k! \k:;H K—1 k) n+2 SADRe ST+ 25 P
théoréme des gendarmes que lim (n+1)IR, =1.
n—-+4oo
On pouvait aussi écrire que Vk > n + 2, (n+1)! = 1 < ]k 7 donc, en sommant
k! k(k—=1)--(n+2) ~ (n+2)~ "
= 1 1 1 1
1< (n+NR, <1+ =1+ X =1+ avec la méme conclusion.
( ) ™ k:¥+2 (Tl+2)k_n_] n+2 1 — ! n+1
n+2
c. On sait que e = S, + Ry, avec S, = > ] donc en! = n!Sy + nlR, mais nlS, = > % est un entier
k=0 K- k=0 K:
donc sin(2men!) = sin(2mn!Sy + 27nlRy) = sin(2ml!Ry) par 27m-périodicité de la fonction sin. Comme
1 27 . 27 . . .
Rn ~ ———, on a 2mn!R, ~ donc = 2 N ~ > 0 ce qul garantit par comparaison
"o (n+ ) T e 1 un = sin(2menl) ~ TS e P p

a la série harmonique de RIEMANN la divergence de la série ) sin(2menl!).
n=0

a. La fonction f est dérivable sur R et f'(x) = (x+1)e* > 0 donc f est strictement croissante sur 'intervalle

R% avec lim f(x) =0et lim f(x) = 4o00. Le théoreme de la bijection continue montre que f est bijective.
x—+o0 Xx—+00

Le graphe de f~! s’obtient & partir du graphe de f par une symétrie orthogonale par rapport a la droite

D :y =x. Pour tout x € R%, on a f(x) > x car e* > 1 d’ot1, en appliquant f~1 strictement croissante (car f
l'est) & cette stricte inégalité, on obtient f~'(f(x)) = x > £~ (x).

b. Comme f est bijective, la suite (un(a))neN vérifie uo = a > 0 et Vn € N, unqi(a) = 7' (un(a)) donc
elle est bien définie car R* est stable par f~1. De plus, d’apres a., Vn € N, un41(a) < un(a) donc la suite

(un(a))n ¢ est strictement décroissante. Comme (un(a)) est minorée par 0, le théoréme de la limite

nenN

monotone montre que la suite (un(a)) est convergente tend vers £, > 0. Si on avait {, > 0, en passant

neN
a la limite dans wun4q(a)etn+! (@) = un(a), on aurait ¢,ete = €, donc e‘e = 1. NON!
Ainsi {4 = 0 et la suite (un(a))n eN tend vers 0 quelle que soit la valeur de a > 0.

untila) 4, _ Unti(a)) o
c. Pour n € N, ﬁé) = e%n+1(8) donc up,1(a) = In (%a)) =1n (unt1(a)) — n (un(a)). Ainsi, la
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nature de Y un(a), qui est la méme que cellede Y unii(a), est cellede Y- (In (uny1(a)) —In (un(a))).

n=0 n=0 n=0
Par dualité suite/série, la nature de la série > u,(a) est donc celle de la suite (In (un(a)))nE y- Or, d’apres
n>0
la question précédente, lim In (un(a)) = —co donc Y un(a) diverge.
n—4oo n=0

Question de cours : Soit f t[a;b] = K de classe Cc™*1 alors la formule de TAYLOR reste intégral est la relation

f(b) = f(a)+- - +( n) Jrf “H)(t)dt _ i f(k)(a)(b - a)kJrfab (b :L!t)nf(nJrU(t)dt

K=0 k!

a. Par une récurrence simple, u,, est bien défini et u,, > 0 pour tout n € N donc In(uy) est bien défini.

n n
Méthode 1 : par récurrence, on montre que ¥n € N, un, = [] Zk - Ainsi, In(up) =— > In (1 + i)
k_

2k +3 2k
. DA _ 3 _3sv1_ v 3\ 3y
Par conséquent, d’aprés I’énoncé, wy, = In(un) + 2In(n) = = > n(1+ + o(1) donc
2 to 2 2k & x) 2
n
£ (0 R) o0 o1+ 2) 2 o) amerse 3, (- (1+5)
wn = kZ::1 (Zk n (H_Zk)) 5 +o(1). Or In +o¢ 0 2 donc la série ké:] S H—Zk
n
converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN. Ainsi, Y (Zik —1n (1 + 23—]()> S+ 0o(1)
k=1
avec S € R et on a bien wy = S— 3—Y +0(1) ce qui prouve la convergence de la suite (W )n>1 (vers S — 3%)
o0

Méthode 2 : posons, pour n > 1, wy, = In(un )+ % In(n). Par dualité suite-série, la suite (wn )nen+ converge

si et seulement si la série Y (Wni1 — wn) converge. Or wpy; —wy = In (M) + 31n (L_H) donc
n

n>l Un 2
Wntl —Wp = 1In (%) —i—%ln (1 + %) =1In (1 + l) —1In (1 + i) —l—%ln (1 + %) Ainsi, a ordre 2,
Wil —Wn = %—%+i+o (i> = 0 (n ) donc, avec RIEMANN, nz;] (Wn1—wn ) converge absolument.
Par dualité suite-série, (wn)n>1 converge et vérifie bien Vn € N*, In(un) = —% n(m) +wn.
b. Notons { = lim wn, alors u, = e'™(4n) = ex ( 31 In(n)+£+o(1 )) _ el et ar continuité
' T nsiteo T n 1o P2 foo n3/2 {oon3/Z P
de lexponentielle. Ainsi, & nouveau par RIEMANN, la série > u, converge car % > 1.

n>0

c. Soit n > 1, pour tout k € [[0;n]], on a (2k+5)ukt1 = (2k+2)uy done 2(k+ 1ugy1 +3uks1 = 2kuy + 2uy.

n n n
On somme pour avoir 2 Z (k + Dugyr +3 Z Ugp = 2 Z kuyg + 2 Z ug. On pose m = k + 1 dans les

k=0 = =
n+1 n+1
deux premiéres sommes et on a bien 2 > mum +3 > upm =2 Z kuy + 2 Z U.
m=1 m=1 k 0 k=0
0+1
On peut aussi le montrer par récurrence. En effet, on a 2 Z kug +3 > ux = 2ug + 3wy = 5u; mais
k=1 k=1
> 2 2042
aussi 2 Y kug +2 > ux = 2up et on a bien u; = = + 1o donc la relation est vraie pour n = 0. Soit
k=0 k=0 20+5
n+1 n+1
>0 tel que 2 > kux +3 > ux = 2 Z kuy + 2 Z uy, alors, par hypothése de récurrence, il vient
k=1 k=1 k=0 k=0
n+2 n+2 n+1 n+1
23 kug +3 3w =2 > kug +3 2 uk + (2 +2) 4+ 3)uns2 =2 Z kuy + 2 Z ug + (2n + 7wz
k=1 k=1 k=1
n+1 n+]
donc 2 Z kug + 3 Z u =2 Z kuy + 2 Z ug + (2n+4)unpg =2 Z kuy + 2 Z uy. Par principe de
k=1 =1 k= =

n+1 n+1
récurrence, la relation 2 > kuy + 3 Z u =2 Z kuy + 2 Z uy est vraie pour tout entier n > 0.

k=1 =1 k=0 k=0
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n “+o0
d. Posons S;, = > ux la somme partielle de > un. On sait que (Sn)n>o converge vers S = > u,. La
k=0 n>0 n=0
¢
relation de la question c. s’écrit, apres télescopage, 2(n+ 1)un+1 +3Sn4+1 —3uo = 251 (R). Or nu, o ¢
o0

B

“+00
d’apres b., donc lim nu, = 0. En passant & la limite dans (R), 35S —3 = 2S. Ainsi, S= > u, = 3.

n—+4oo n=0

Nz —Z_\n Ja Jot)

Pour n € N, comme z # 2, on peut poser u, = ez—2 = (eZ*Z) . La série >  upn est donc une série
n>0

. o . —Z . | - . .

géométrique de raison a = ez—2 et on sait d’apres le cours que cette série converge si et seulement si

_Z _
la| = eRe (%) < 1, c’est-a-dire si et seulement si Re ( £ Z) <0.

X2 —2x +y? —2iy
(x—2)" +y?

2 _ _x4iy  _ (xtiyx-—2-1iy)
i Rl R T L SR

donc le signe de Re (%) est celui de x* — 2x +y? = (x — 1)% +y? — 1.

Or, si z = x + iy avec (x,y) € R?, il vient

nz_

Par conséquent, > ez—2 converge si et seulement si (x —1)? +y? < 1, c’est-a-dire si et seulement si le point
n=0

M d’affixe z = x + iy appartient au disque ouvert de centre A = (1,0) et de rayon R = 1.

Posons I = {oc eR| > 1% converge} incluse dans R. Si « >0, alorsVn > 1, 0 < u—’& < un donc, comme
n>1 n n

3" un converge, par comparaison, Y. L converge aussi. Par conséquent, R, C 1.

n>1 n>1n

Soit « € I, alors pour tout § > &, Vn > 1, 0 < u—E‘ < u—& donc B € I par comparaison. Ainsi, I est un
n n

intervalle et nous avons trois possibilités selon que I est minoré, et que sa borne inférieure appartienne ou

non a I ¢'il est minoré : 1= R ou I =]a;+o0[ ou I = [a; +00[ avec a = Inf(I) < 0.

e Siu, = LS 0, on a bien Y un converge et, comme Yo € R, u—‘& = o(iz) par croissances
n! w1 n% 4o \n

s ;. w .
comparées, la série > =% converge par comparaison donc, dans ce cas, on a I = R.
n>1n

1 +5 donc, par RIEMANN, > 2—‘& converge converge

[0 4
n n>l
si et seulement si « +b > 1 <= « >1—"b. Dans ce cas, on a donc I =]a;+oo[ aveca=1—1b < 0.

OSoitun:ibavecb>1.P0urcx€ R, Yo —
n n

e Pas slir qu’on puisse trouver un exemple de série positive convergente telle que I = [a; +00].
a. Par une récurrence simple, on montre que la suite (un)n>o est bien définie et positive. Pour n € N,

uZ + a2 —u \/ﬁ—&—u
]<un+ u%‘f'a%) —Un = l(\/lm—un> = ;(\/i “)( n n n) en

Un4l —Un = 2
2 \/u%—i—aﬁ—l—un

2

2
a
1 < =2 car uy = 0.

n =
2/ ud + 0 +un)

w et on a bien un 7 —un < a7n~

De plus, unyq —un = %(\/u% +a2 — un) > %(\/u% — un> =0 car aZ > 0 donc (un)nen est croissante.

. s a . PPN o
b. Sila série Y an converge, comme 0 < Upy] — Un < 7“, par comparaison, la série a termes positifs

a

multipliant par la quantité conjuguée donc un41 —u

Plus simplement, uZ + a2 < (un + an)? donc unyq <

n>0
> (un41 —un) converge ce qui prouve, par dualité suite-série, que la suite (un)nen converge.
n>0
c. Pour n € N, posons u, = % Alors la suite (un)nen est positive, croissante et elle tend vers 1.
n
Ainsi, comme (2un11 —un)?> —ud >ud ; —ud >0 t = /(2 —un)?—uz >0. O
, ntl — Un up > up,q —up = 0, on peut poser an = Un41 — Un uz 2 0. On
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trouve alors (2uny1 — un)? = uZ + a2 ce qui, en passant & la racine (puisque 2unyq7 — un > 0), montre

que 2Uun1 — Un = JuZ + a2 donc upy1 = %(un +/ud + a%). Dans le cas particulier de cette question,

2(n+1) n )2 n2 (2(n+1) m )(z(n+1) n n ) . .
- - - = - — dentit
an \/( n+2 n+1 (n—H)z nt2 S nt2 n+1+n—|—1 par identité

remarquable donc a,, = _2’_
n

apres simplifications. Ainsi, an, ~ 2 donc > an diverge par RIEMANN. La
2 +ocomn n>o0
réciproque de la question b. est donc fausse.

[e.°]

a. La fonction f : x — e " est continue sur Ry et f(x) = o(iz) par croissances comparées donc f
X

+oo
est intégrable sur Ry par comparaison aux intégrales de RIEMANN donc u,, = 1 f R e~ dx existe pour
n n
* 2 2 s teo 2 oo 2 ~
n € N*. Comme n“ < (n+ 1) et que f est positive, on a f , e dx =2 (n41)? e * dx donc, puisque
n n

% > o _]|_ T Oll & Un = Un41 et la suite (un)n>1 est décroissante, positive, et elle tend vers 0 car, en tant que

. 7 . +Oo — 2 A . re
reste d’une intégrale convergente, lim e=*’dx = 0. Et on a méme lim + = 0. Par conséquent,
n—+oo Jn? n—+oo n

s - - , - -1 proe o2
avec le critére spécial de séries alternées, la série =0 f , € % dx converge.
n n
n=>0

n
b. Pour n € N*, posons v,;, = e U dt et x = tn = @(t), alors la fonction ¢ est une bijection de classe
0

2
n
C! strictement croissante de [0;n] dans [0;n?] donc, par changement de variable, on a v, = 1 fo e dx
n
I too 2 s . .
donc, par CHASLES, v, = — — up, en posant [ = fo e dx (intégrale de GAUSS). Ainsi, on peut écrire
n

_ n _ n
GV (=1)™un. Or la série (Gt converge par le critere spécial des séries alternées et
n n>1 n

(=1)"vn =

\ . ’ ’ ) n — 2 2
> (—=1)™uy converge d’apres la question précédente. Par somme, la série > (—1)™ fo e~ '™ dt converge.
nxl n>1

a. Par construction, on a u, > 0 pour tout entier n € N* donc In (u“i*]> est bien défini. De plus,

Un
2
Un41 1 1 1 1 1 1 1 B
o 0 (85) (10 (1) 12 o D1 e 10() 1 20(k) A

. L . u
comparaison aux séries de RIEMANN, > In (“7“) converge absolument donc converge.
n

In (M) =n(unt1) — In(un) = (n + %) In(n+1)— (n +1 ) In(n) —In(n+1) — 1 apres simplifications.
Un

n>1
b. Comme Y (In(unt1) —In(un)) converge, par dualité suite-série, la suite (ln(un))n€ - converge vers
n>l
une réel k. Par continuité de I’exponentielle, comme u, = exp (In(un)), la suite (un)nen+ converge vers
k 4 nn+l S A 5 n\" 1
¢ =e* > 0. Par conséquent, “——— ~ ¢, ce qui équivaut a n! ~ C\/ﬁ(f) avec C = = > 0.
nle™ +oo +o0 e c

c. On sait d’apres la formule de STIRLING que C = +/27. Pour le montrer, on définit, pour un entier
/2

n € N, l'intégrale de WALLIS W,, = fo sin™(t)dt, qui est bien définie car f,, : I = {0; %} — R telle que

fn(t) = sin™(t) est continue sur le segment I. De plus, Vt € I, 0 < sin(t) < 1 donc 0 < fr41(t) < fo(t) ce qui,

par croissance de U'intégrale, donne 0 < Wy 11 < Wy, La suite (Wy )nen est donc positive et décroissante.

/2
Pour n € N, en posant u : t + sin™'(t) et v : t = (—cos(t)) dans Wy, 2 = o u(t)v/(t)dt, comme

/2
u et v sont de classe C! sur I, on a Wy, = [—cos(t) sin™*! (t)]g/2 + fon (n + 1) cos?(t) sin™(t)dt donc
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/2 . 2 . n . n+1
Wni2=(Mn+1) fo (1 —sin“(t)) sin™(t)dt = (n + 1)(Wn, — Wy 42) ce qui montre que Wy 42 = Wh.

n+2
Ainsi, (N 4+ 2)Wp1Whi1 = (n + )W Wy donc la suite (n + 1)WuWpi1)nen est constante et, comme
/2
Wo =T et Wy = fo sin(t)dt = [—cos(t)]f/> =T, onaVn e N, (n+1)WoWp 1 = x

Pour n > 1, comme Wy 11 < Wy < W;,_1, en multipliant par Wy, on a W W41 < Wﬁ < Wh_1W,, donc

— T <W2 < car W, > 0. Par encadrement, on a donc W,, ~ ISy
2(n+1) T 2n " ’ " 4o/ 2n

(2n—1) (n—1)x---x1
M Wy = e =
2n =2 (2n) x -+-x 2

2 2n
Cv2n (—n> 7
question b., on a Wy, ~ €

T
400 22n+1 (C\/E(E)n)z 400 C\/Zin
e

onaWy ~ [ ~ [Tx 1 Par consé uent, on a [T = I ce qui donne C = /27 et on retrouve la
n +oo [ 4n +00\/; \/2T1. d 2 C d v

n
formule de STIRLING bien connue : n! o \/Zﬂn(1> .
e

oo

_ (2n)n

Pour tout entier n € N, Wy,, = Wy D’apres la

apres simplifications. Mais d’apres ce qui précede,

_1\yn+1
a. La série alternée = converge par le critére spécial des séries alternées car la suite ( est

L)
n>1 \/H Vi nz

(7])n+1 +oo (71)k+1
décroissante et tend vers 0. Par conséquent, le reste d’ordren de > ~—~=— notéiciu, = Y, ~—=—
n21 vn k=n+1 Vk

3 s . . . o0 (_1)k+1
existe bien pour tout n > 1, ce qui prouve que (un)n>1 est bien définie. En notant S = > — la

= VK

n k+1
- —1 . .
somme de la série et S, = > =7 les sommes partielles, on a u,, = S — S, et lim S, = S donc
k=1 \[ n—+oo
Um u, =0 (comme pour toute suite de restes d’une série numérique convergente).

n—-+oo

b. Le critere spécial des séries alternées nous apprend aussi que u,, est du signe de son premier terme donc

_ n
de (=1)™. Ainsi, vy, = (=1) un, est un terme positif. Enfin, on déduit encore du critere spécial des séries
n

alternées que |un| < ﬁ donc |vn| < n\/i — +:OOO<n31/2> donc ;1 v converge par comparaison a
nz

une série de RIEMANN car % > 1.
_ n _ n _ n _ n
c. Comme S;, =S —u,, on a wy = (=% _ (=1) Uy = (=1)"s —vn. Comme la série > (=1)"s
n n n w1 on

converge par le critere spécial des séries alternées car (§> est décroissante et tend vers 0 et que > vy
n/nxi n>1
converge d’apres la question précédente, par somme, la série > wy converge.
n>l
d. Onax, = (—1)"wy = S_ (=1)™vy. Comme Y (—1)™v, converge puisque »_ vy converge absolument
n n>1 n>1
d’aprés b. et que la série harmonique 3 diverge par RIEMANN, par somme, Y xn diverge.
n>l n n>l

La suite (un)n>1 est bien définie car Vk € N*| 1+ ay > 0 par hypothese.

aq 1

a. Initialisation : D’abord, u; = =1-— . De plus, comme (1+a1)(T4+az2) = a1 +ajaz+az+T,
1+ ay 1+ ay
on a la relation uj +uy; = —4 a2 —ataetaotl-1_,_ 1 )
T T G T a0+ a) (1 +an( +a2) 0+ a)(+a2)
n n n+1 n
Hérédité : soit n > 1, supposons que >, ux = 1— [] 1 Alors Sug = ( > uk> + Uny1 donc
k=1 k=1 1+ ax k=1 k=1
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n+1 n+1

mn
Sowe=1- T —— +ani1 [I
k=1 k=

1

par hypothese de récurrence et définition de u, 7. Ainsi, en

n+1 o n+1
regroupant les deux derniers termes, > ux =1— ! iliq‘“ Ontl —q_ 11 e
k=1 k=1 ax
[0+

k=1

n n
Par principe de récurrence, on a Yn € N*, >~ w. =1— [] 1
k=1 k=1 1+ ax

1

n

b. Comme (a,)nen+ une suite de réels positifs, la suite ( 11 " ) est décroissante donc convergente
k=1 ax/ n>1

par le théoreme de la limite monotone car elle est minorée par 0. Ainsi, d’apres a., la suite de ses sommes

partielles étant convergente, la série > u, converge.
nzl1
c. Posons, vy, = ] — > 0. Daprées b., > ugx =1—vn. Oronaln(vy) =— > In (1 + —) et
k=114 G k=1 k=1 Vi
k

1 1 1 . . L, . . L.
In (1 + —) ~ —. Comme —~ diverge par RIEMANN, par comparaison des séries & termes positifs,
i) ek 2k

> in (1 + L) diverge, ses sommes partielles tendent donc vers 400 d’ot lim In(vn) = —oco. Ainsi,
K1 vk o

puisque v, = ™) puisque lim e* = 0, par composition des limites, lim vn = 0. Par conséquent, si
X—»—00 n—+oo
1 =
on suppose que Vn > 1, a, = T >0,ona », up, =1.
n n=1

a. Pour tout entier k € N, la fonction fy : x + (tan(x))* est continue sur le segment I = [O; %} donc uy est

bien défini. De plus, ¥x € I, 0 < tan(x) < 1 donc 0 < fi41(x) < fi(x) ce qui, par croissance de I'intégrale,
donne 0 < ug41 < uk. La suite (uy)xen est donc positive et décroissante.
b. La suite (ux)ken est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel £ > 0 par le théoréme

de la limite monotone. La fonction tan est convexe sur I car Vx € I, tan”(x) = 2tan(x)(1 + tan?(x)) = 0
donc la courbe représentative de tan est en dessous de ses cordes sur I, notamment Vx € I, 0 < tan(x) < 2X.
7

Ainsi 0 < wy < fﬂM (4X)kd 4k[’<k+1r/4 T touj i de Vintégrale. C
nsi - = - = ———— toujours par croissance de l'intégrale. Comme
Stes oo ) T R lerle T age ) OWOmE P &
lim L, par encadrement, on a lim u, = 0.
k—+4o0o k + 1 k—+oo

On aurait aussi pu utiliser le chapitre sur les suites de fonctions :

(H1) La suite (fx)xen converge simplement vers f : I — R définie par f(x) =0 sl x < % et f(%) =1.

(Hz) Les fonctions fy et la fonction f sont continues sur 1.
(H3) Yk e N, Vx €1, [fk(x)| < @(x) =1 et ¢ est intégrable sur I.

., /4 /4
Par le théoreme de convergence dominée, on peut conclure que lim w, = Um fi = f f=0.
k—+4o00 k—+o00 JO 0

/4 " 2 /4 k , s e
c. Pour k € N, ug +upq2 = fo tan®(x)(1 + tan“(x))dx = fo tan®(x) tan’(x)dx par linéarité de

k /4
I'intégrale donc uyx + ukx42 = {%}0 = k1?
/4 /4
d. u = j;)n dx = % et u; = fo tan(x)dx = [ln(cos(x))}g/4 - _1n (%) — @ Grace & c.,
n—1 X ] n—1 (_1)k - n—1 (_1)k
o kz::o(_]) (w2k + u2i42) = wo + (1) Tuzn = =0 2k +1 done upn = (_])H(Z a kz::O 2k+1 ) De



— _ n—1 (_1)k—1

méme, on a la relation Z (D)% Muzkg +Fuzesr) = wp + (=) ™uanyr = 5 d’ott I’on déduit
k=1 k=1
n—1 ( ])k—l ln(Z)
que Upny] = (—1)“( - )
" = 2k 2

. . L U L )T m(2) 4,

e. Comme nl_1>T4T_loo Urn =0et nhm Uorni1 =0, nl_1>+oo kEO s + T= et n1_1>1100 kz1 ST R D’ou
="t ( n" (=™ EEDY _n

la convergence de > et > — et les valeurs Z A =1n(2) et >, =

n>l n n>0 1 n=1 n n=0 n+1 4
a. Avec ces hypotheses, pour n > N, Uunvn —VniiUn+1 = cun > 0 donc la suite (unvn)n>N est décroissante

donec Vn = N, upvn < unvn doncun, < 2NN dotiu, = O(i) Comme > 1 converge par hypothese,
Vi oo \vn SN Vn

par comparaison, », 1y converge aussi.
n>0

b. Ici, pour n > N, u,vn — vn+1un+1 < 0 donc (unvn)n>nN est croissante donc Vn > N, upvy = unvn OU

Up > YNYN - Comme Y. — diverge par hypothese, par minoration, > u, diverge aussi.
Vn n>N Vn n>0

Vaiiu < c
c. Prenons ici v, =n't? pour n > 0, alors wp = vy — SnEIUntl 5 147 (n+1)1+2(1 - ]ﬂ) =zn
Un n

1+ ]+
etonécritzn:nH%(]—( ]) 2( 1_"C)).Oronsaitque <1+l) 2 —1+(1+9)l+0(l)
n n 2/n

n
done 2 = '3 (1= (14 (145) 140 (3)) (- 159)) 202 G
>

im z, = +oo donc IN
n—-+oo

<

do ~ ENZ Ajpg
( )) nczn+ ) s,

o0

_|_
0, Vn > N, z,, > 1 donc Vn > N, w,, > 1. D’apres la question a., comme la

série de RIEMANN > i converge car 1+ E > 1, la série Y un converge.

n>1Vv n>0
d. Prenons ici v = n —1 > 0 pour n > 2 alors, par hypothese, on a Yn > N, Entl > g = 1 donc
Un n
Wy = v — nElUntl (n—1) _pYntl o n{“_1 _ un+1} :nb _l_M} < 0 dont on déduit,
Un Un n Un n Un
d’apres la question b., que la série Y u, diverge.
n=0

e. Selon I’énoncé, traitons deux cas :

A > 1 Par hypothése, pour ¢ > 0, u“+1—(1—]+c>:1—A+@—<1—]+C) = c+1_A+O(i2).
Un n n n n

Tls n +oo

Il suffit donc de prendre ¢ = A=l pour que Untl _ (1 1 +C) ~ —A=1 0 donc qu’a
Un n +o00 2n
partir d’un certain rang, on ait Untl <7 lte D’apreés la question c., Y uy, converge.
Un n n>0
A <1 Prenons vo =v; =1et Vn > 2, v = n — 1 de sorte que la série harmonique 3 1 diverge et
n>o0 Vn
calculons wy, =n—1—"Mntl — 4 A fs(sl = A—1 +o(1)donc lim wn=A—-1<0
Un n—-+oo
ce qui montre qu'il existe N € N* tel que ¥n > N, wy, < 0. D’apres b., > u, diverge.

n>0
A =1 Posons a, = In(nu,) pour n > 1, alors ap41—an = In (M> +1n (1 + l) donc, par hypothese,
Un n

on adnt] —an =1In (1 -1 + O(%)) +1In (1 + l) O( ) donc, par comparaison aux séries
n n +oo

de RIEMANN, Y (ant1 — an) converge donc, par dualité suite-série, la suite (an)n>1 converge.
n>1

Notons ¢ sa limite, on a donc lim In(nu,) = € et, par continuité de exp, lim nu, = A =ce
n—+oo n—-+oo

4
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d’olt un fodie A qui montre, comme la série harmonique diverge, que Y un diverge.
0o n>0

On conclut bien avec ces trois cas que Y un converge si et seulement si A > 1.
n>0

TX3X---x(2n—1) un+1:<2n+l
2X4X---X2n Un 2n+2

[0 —
gmmmmmEMi:(r+i) x@+lj :(L+ﬂw4ﬂlﬂ)ofﬁ+o(%))~1 +o<1)
Un 2n n +oo 2n n n n +oo n n
ITX3X---xXx(2n—1
5 ( ( )

n>1 2X4 X% X2n

X X
f. Posonsun:( ) >0pourn € N*et « >0. On a ) qui se

X
donc, d’apres la question e., ) converge si et seulement si « > 2 (avec s = 2).

TX3x--x(2n—-1)  (2n)!

On pouvait aussi utiliser ’équivalent de STIRLING car ar un calcul
p q 7 P

2x4x--x2n 22M(nl)
e _ o Z/ 2n/ _n\2 o
classique donc un = (1 X3 X X (2n ])) ~ ( 4rn (2n) z(e ) ) = ] 5 = g] = . D’apres
2X4 X X2n e2no2n, Hoo (nn)Z (v/mn) n2n2
le critere des séries de RIEMANN, la série > u, converge si et seulement si « > 2.
n>l
a. On suppose qu’il existe deux réels A # 0 et v # 0 tel que ¥n € N, gn = Ar™. Pour que \/L soit
In

défini pour tout entier n, il est nécessaire et suffisant que A > 0 et v > 0. Alors gn1 — gn = Ar™(r — 1) et
1 1
1.
vV In \/K
: 1 1
e Sir=1,0nagnt1 —gn = 0 alors que = — #0.
n " vVIn \/K

_n .
2. On traite deux cas :

eSir#1, Ar(r—1) o _+=% ¢quivaut & A3/2p30/2(1 — 1) ~ 1 ou encore (Ar™)3/2 = ]

00\/7\ +oo r—1

Or (At™)n>0 ne peut pas converger vers un réel strictement positif sans que r soit égal a 1.

r
1 — _T(X t on a aussi
- \/»n e

> 0.

Il n’existe donc aucune suite géométrique (gn)nen telle que gni1 — In 1

b. Soit (A, «) € R% X Ret v, = An® > 0 pour tout n € N*. Alors

N % 4a
Vn-H—VnZA(n-l-])“—An“:An“(O+l)“—1) = An% (1+(X l)) = “_]—I—o(n“_1)
n +oo n oc
donc vpy1 —vn ~ Aan®"'. Ainsi, v — vn ~ 1 -1 LnT ~ nT‘X*] -~ 31/2 ce
oo +oo /v +oo /A +00 +oo A3/ 2y
s 3/2 3 : . 3 2/3 2 *
qui impose A/ “x =1 et 5 1 = 0. Il existe donc un unique couple (A, «) = ((E) 3) € R} x R tel

) x M ]
u’en posant v, = An%, on ait v —Vy ~ .
q P n s n+1 n \/\;
. . ffin . . . 1
c. Lasuite (un )n>o0 est bien définie car up > 0 et, siun > 0 pour un entier n € N, alors uny1 = un+—\/7 >0
Un

donc, par principe de récurrence, Vn € N, u, > 0 est bien défini.

La relation un41 = un + 17 (1) montre que wun 1 > un la suite (un)nen est strictement croissante. De
Un

plus, si elle était majorée, elle convergerait vers un réel { > uy = 1 d’apres le théoreme de la limite monotone

et, en passant & la limite dans (1), on a ¢ = £ + \L/E qui est absurde. Par conséquent, (un)nen est donc

croissante non majorée donc liT Un = 400 toujours d’apres le théoreme de la limite monotone.
n——+oo
B B

Comme B > 0 et que t — tP est strictement croissante sur R%, l'inégalité wniq > un implique u ; > un

B B
donc pn, = (i> — ( ] ) est bien défini et p;, > 0. Comme lim 1—6 =0, la suite (iﬁ) N converge
u uy, /ne

n Un41 n—+oo uy
+o0 1 1
donc, par dualité suite-série, la série > pyn converge et on sait qu’alors > pn = — — lim — =1
n>0 n=0 uy oo ug
d. Initialisation : comme w1 =up+ — =14+1=2,onabien T <u; =2<2x1=2.

\/uo
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1 <oy 1

1
— < u = un +
TT‘L\ n+1 n Tn
\/7 > V/n+1 <:>n+\[+2i>n+1<:>ﬁ+2i21estvraienélevantau
n

Hérédité : soit n € N* tel que /n < un < 2n, alors /n +

Or on a y/n +

carré. De plus, 2n + —— < 2(n + 1) <=

I
Vvn ‘erf un+1:un+\/1Tn < 2n+

Conclusion : par principe de récurrence, ¥n € N*/ /n <up < 2n.

< 2 est clairement vrai pour n > 1. On a donc

< 2n+2 et, par transitivité, vn + 1 < upy1 < 2n+2.

e. Pour avoir un équivalent de u,, on emploie une méthode classique mais maintenant hors programme

en cherchant un réel m € R tel que hm (un+1 —ul') = A # 0 € R. Puisque lim Un = 400, on a
n— n—

m m
uglﬂ—ug:(umt\/%) —upg:un{(1+ 3/2) —1] p (14—3—/2—1—1—0( 3‘/2)) ce qui

_.m m 1 mo o .m m £ cnt
montre que ujt ; — uy = 3/ + 0( 131/271“) donc que upt ; —uy Fodevs=re Il est donc nécessaire
3 3 H m m 3 ) A\ 7 \

2 pour avoir Um (u —u™) = A =2 #£0. D’apres le théoreme de CESARO
P Lm (uitg - 57 p

et suffisant de prendre m =

m m

. u ug ult—u
(hors programme), et puisque —2——9- = n 0
n

o0

1'% 3

- —u") par télescopage, on a -0 =2

n Z:3 (uk-H U’k) P pag n%ﬂroo n 5

donc lim ﬁ =3 puisque hm =0. On a donc u™ ~ 3% donc un ~ (i)gn% = An* !l
n—+oco M 2 —+oo M ' ™t 2 ™ too \2

uo

f. Pour B € R, pp = (L)B — (L)B = (iyﬁ(l m) Or nl_i)Tooun = +oo donc

Un Un+41 Un
W (1+un/?)~ +:Ool—(5uﬁs/2+o(ur_13/2) ce qui donne py, ot Bun>’? P to(un®?P). Ainsi,

—3/2— “1/2— 373 _1_2B
onapn+r:o[5un /2-B doncpnun+fzoﬁun / B_:;QB(%) n~3 3
aux séries de RIEMANN, > pnu, converge si et seulement si % + % >l p>1.

n=0

. Par conséquent, par comparaison

a. On pose up = Hy —In(n) pour n > 1. Pour n > 2, u, — un—1 = Hp — Hn—1 — In(n) + In(n — 1) donc

Up —Un_1 = 1 i (1 - l) ~1 o1 O(%) = O( 1 ) et, par comparaison aux séries de RIEMANN,
n n/4+comn n +oo  \n?

la série > (un —un—_1) converge donc, par dualité suite-série, la suite (un)n>1 converge. Si on note y sa
n>2

limite, on a donc un =Y + o(1) donc Hy = In(n) +v+o(1).

b. D’aprés a., Hon — Hp = In(2n) +vy —n(n) =y 4+ o(1) = In(2) +o(1) dot lim (Hzn — Hp) = In(2).

n—-+oo

2n n
c. Pourn>1, Hyp —Hn = > l = > 1 en posant j = n + k qu’on écrit aussi comme une somme
j=ng1J  k=amntk
13- 1 b a v b—a 1
de RIEMANN Hzpy —Hp = — Y © = Z (a—l—ki) enposant a=0,b=1et f:x+— .
M=114+ — k=1 n 1+x

Comme f est continue sur le Segment [0; 1], par un théoréme du cours relatif & la convergence des sommes

1
de RIEMANN, ona Uim_(Han — Hn) = f f(x)dx = [In(1 +%)]] = In(2).
n—

(_]>k 1 )
les trois sommes

n n

d. Posons, pour n > 1, Z , Son = Z ﬁ et S3n = Z
=1 k=1 - k=1 2

i

Mw

i=1

partielles associées aux séries proposées.
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—1
- H" s .. - . .
S1 La série = converge par le critere spécial des séries alternées car la suite (l

n>1 n n

N—

—_

nz

est décroissante et tend vers 0, ce qui garantit ’existence de sa somme S;. Pour n > 1, on a

ZZ“ D" _ & 4 g 1 E 23 n 3
S],Z = = — —_ = ( —+ ) — = JLE— LE
R k=1 2k =1 =7 2k = 2k—1 —1 =12k 1k Sk

donc S1,2n = Han — Hp et liT S1,2n = In(2). Comme on a vu que (S1,n)n>1 converge vers Sy,
n——+0oo

sa suite extraite (S7 2n)n>1 converge aussi vers Sy donc Sy = In(2).

S, La série > S E— converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN car on a
w1 n(Zn -1)
n
711(211]7 1) % an d’ou l'existence de sa somme S;. Sy, = kz:% (Zsz T~ %) en décomposant
n 1 n 1 n n 1
en éléments simples donc Sy, = 2 g T kgl L= Z(kz1 7+ Z ) - 2k§1 . et
2n 1 n 1
Somn=2> 125 Ddoncs,,, =2Hyn —2Hyu et lim Sy, =21n(2). Ainsi, S, = 21n(2).
=1k k=1k n—-+oo
n
S3 On sait que Yn € N*, > k? = n(n + 1)6(2n +1) > 0. Comme —! 33 la série Y -
k=1

Z kz n>l Z kz
=1
converge par comparaison aux séries de RIEMANN. Et on peut decomposer la fraction ratlonnelle
6

en éléments simples en trouvant trois réels a,b,c tels que l'on ait la relation

X(X+1)(2X+1)
6 _a, Lc_ a(XH1)@X A1) +OXEX 4 1) 4 eX(X +1)

XX+NHEX+1) X x+1 2X+1 XX+ 12X+ 1)

par identification, (2a + 2b + ¢)X? + 3a + b +c¢)X + a = 6. On a donc le systéme linéaire

a—6=3a+b+c=2a+2b+c=0quiserésout en a =6, b =6 et c = —24. Ainsi, pour n > 1,

et qui donne,

n n
6 6 24 1
- (7 _ ):6H 6(H 24— 24( f),
3 k; T Zk—H n+6(Hn = 1)+ k202k+1+z ; 2K
24 6 24
d’ou S =12H,—6 24 —24H 12H =18—-24(Hzn —H —_—— .
ol 3,n n + — + + ont n— n+1 ( 2n n)+n+] n+1
D’apres le résultat des questions b. et c., et comme lim o = ym A 0, on a
n—+oon + 1 n—+oo 2n + 1
tim S5 =18 —241n(2). Ainsi, S3 =18 — 241n(2) ~ 1,36.
n—

_1\yn+1
a. La série alternée = converge par le critére spécial des séries alternées car la suite ( est

L)
n>1 vn Vi nz

(7])n+1 400 (7])k+1
décroissante et tend vers 0. Par conséquent, le reste d’ordren de > ~—~=— notéiciu, = Y, ~—=—
n>1 Vn k1 Vk
+o00o (_1 )k-H
existe bien pour tout n > 1, ce qui prouve que (un)n>1 est bien définie. En notant S = ) A la
k=1
n (_])k—H
somme de la série et S, = > ~——— les sommes partielles, on a u, = S — S, et lim S, = S donc
= YV n—+o0
Um un, =0 (comme pour toute suite de restes d’une série numérique convergente).

n—-+oo

b. Le critere spécial des séries alternées nous apprend aussi que u, est du signe de son premier terme donc

_ n
de (=1)™. Ainsi, vy, = (=1) un est un terme positif. Enfin, on déduit encore du critere spécial des séries
n

alternées que |un| < \/ﬁ donc |vn| < n\/11+1 +:OOO(n3}/2) donc Z>:1 v converge par comparaison a
n/
3

une série de RIEMANN car > > 1.
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-1\ —_1\" _1\n _1\n
c. Comme Sh =S — Up, O & Wy = ( ]) S — ( 1) U, = ( ]) S — Vn. Comme la série Z w
n n n n>1 n

converge par le critere spécial des séries alternées car (é) est décroissante et tend vers 0 et que Y vy
n/nxi n>1
converge d’apres la question précédente, par somme, la série > wy converge.
n>l1
d. Onax, = (—1)"w, = S _ (=1)™"vy. Comme Y (—1)™v, converge puisque »_ vy converge absolument
n n>l n>l
d’apres b. et que la série harmonique ) S diverge par RIEMANN, par somme, Y. x, diverge.
n>1n n>1

a. x7 > 0 par hypothese. Soit n > 1 tel que x,, > 0 est bien défini, alors xn41 = xn + = > 0 est aussi

Xn
bien défini. Par principe de récurrence, la suite (xn)n>1 est bien définie et strictement positive. De plus,
Vn = 1, Xng1 —xn = xl > 0 donc (xn)n>1 est strictement croissante. D’apres le théoréme de la limite
n
monotone, soit Um xn = 400, soit lim x, =€ € R. Sion avait lim x, =¢€ R, comme { > x; >0
n—-4o0o n—4o00 n—4oo
car (xn)n>1 est croissante, on aurait lim ‘ = 400 alors que Um (xn41 —xn) = { —{ =0, ce qui est
n—+00 Xn n——+4oo

absurde. On en déduit donc que (xn)nen+ tend vers +oo.

b. Soit fn : R% — R définie par fn(x) = x + = de sorte ¥n € N*, xnq1 = fn(xn). Les fonctions f,, sont
X
dérivables par théoremes généraux sur R* et f; (x) = 1—I% donc, en tracant le tableau de variations de fy,
X

cette fonction est décroissante sur |0;/n] et croissante sur [/n;+oco[. Ainsi, A%i*n fn = fa(v/n) = 2¢/n.
+

Initialisation : comme x; = x7 + 1 _ f1(x1) et que T\%in f1=2,onaxy="f(x1)>2/1=2.
X1 1
Hérédité : soit un entier n > 2 tel que x,, > n, comme n > /n et que la fonction f, est croissante sur

[v/7; +00[, on obtient xn4+1 = f(xn) = f(n) =n+1.
Par principe de récurrence, on peut conclure que Vn > 2, x, > n.

De plus, comme on vient de montrer que Vk > 2, K < 1, pour tout entier n > 2, on obtient la majoration

Xk
n—1 n—1 K n—1

xn —%x2 = Y (xk+1 —xx) = Y. == < > 1=mn—2 par télescopage de sorte que x, < x2 +n — 2.
k=2 k=2 Xk k=2

CommeVn >2, n<xp <x2+n—2etquexy; +n—2 fodls On axn ~ T par encadrement.
o0 o0

c. Posons up = x;, — n pour tout entier n > 2. D’apres la question précédente, la suite (wn)nen+ est
n

positive. Comme un 1 —Up =Xn41 —Xn—1=——1= = Xn
Xn Xn

décroissante. Comme (un)nen- est décroissante et minorée par 0, par le théoréme de la limite monotone,

< 0 d’apres b. donc la suite (un )nen+ est

elle converge. Notonsc = lim un € Ry, onadoncu, = c+o(1) donc x, = n+c+o(1) comme attendu.
n—+oo +oo +oo

n— . . .
d. Onaupni] —up =xXng1 —xn — 1= D= Xn S on avait ¢ # 0, alors on aurait Uny1 —un ~ —< donc,
Xn +oo N
par comparaison & la série harmonique, la série Y (un41 — un) divergerait et, par dualité suite-série, la
n>1

suite (un)nen+ divergerait aussi, contredisant le résultat de la question précédente. On peut donc conclure
que ¢ = 0, ce qui s’écrit x, = n+ o(1).
+oo
Pour u = (un)nen € {—1,1}N, uyr™ = O(r™) et > ™ converge (série géométrique) car |r| < 1 donc, par
Rl n=0

comparaison, y, unr™ converge absolument donc converge. Ainsi, 'application x est bien définie.
n=0

Soit u = (un)nen € {1, 1}N # v = (vi)nen € {~1,1}, notons p = Min ({n e N ’ Un # vn}), cet
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entier existe car la partie A = {n e N ’ un # vn} de N est non vide puisque u # v donc, par propriété

fondamentale des entiers, A admet un minimum.

Prenons par exemple u, = —1 et v, = 1 (lautre cas est analogue et on le traite par symétrie), alors
+o0 —+o0
x(v)=x(u) =P =(=1P)+ > (vn—un)r™. Posonsy = > (vn—un)r™ desorte que x(v) —x(u) = 2rP +y.
n=p+1 n=p-+1
+oo +o0 too 2rP+1
Par convergence absolue des séries, | >, (vp —un)™| < Y. Jvp —upt™ <2 Y M= 4£— par
n=p-+1 n=p+1 n=p+1 T—r
p+1 p+1 P(1 —
inégalité triangulaire d’olt x(v) —x(u)—2rP > —2"" qui devient x(v)—x(u) =2 p_Z]T _ 2 ](] 2r) 0
- —r -

Par conséquent, x(u) # x(v) dés que u # v, ce qui est la définition de 'injectivité de x.

On peut constater que x n’est pas forcément injective deés que r € B, 1 [, par exemple pour r = %, car

+oo k 2
]7— (7) = 77 1’7],"',71,"' —_— 71 ],"',],"' .
puisque g : 1 (1/ ) on a X( ) X( y )

1.100 | a. Comme l'intervalle }0; 721[ est stable par la fonction sin car sin GO; % D =l]0; 1[C }O; %[ et que up €

}0' E [, la suite (un)nen est bien définie et onaVn € N, 0 < upy < % Par stricte concavité de la fonction

2
sin sur up € }O;%[, on a Vx € }O;%{, 0 < sin(x) < x donc VYn € N, 0 < sin(un) = un41 < un et la
suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ € [0;up]. Or sin est aussi

continue donc, en passant a la limite quand n tend vers +oo dans sin(un) = un, on a sin(¢) = ¢ donc

{= lim u, =0.
n—-+oo
b. Comme la suite (un)nen converge, par dualité suite-série, la série Y (uni41 —un) converge. De plus,

n=0

comme UWm u, =0,0na uny] — U = sin(un) — un ~ —lui < 0. Par conséquent, par comparaison de
n—+oo +oo 6

séries de termes de signe constant, > ud converge.
n>0

c. Comme la suite (In(un))nen diverge car elle tend vers —oo d’apres a., par dualité suite-série & nouveau,
3

lasérie 3 (In(uns1) — n(un)) diverge. Or, In(uni1) —In(un) = n (L) = m( 6 6 )ce
n>0 Un +oo Un

) ~ —%uﬁ < 0. Par comparaison encore, la série > uZ diverge.

2
qui donne In(un41) —n(uy) = In (1 —tn
oo n=>0

+o0 ?
3 u3 2
d. En élevant au carré, sin(un) = un — -2 4+ o(ud), on a sin(un)? = (un -+ o(ui)) qui se réduit
+o0 6 +oo 6

2 2 2
en sin(un)? +:OOuTZ1 (1 - u?“ + o(ui)) +:OOu$L (1 - us—“ + o(uﬁ)) +:oou121 — In 4 o(u?). Par conséquent,

. 1 1 1 1 1 1 1 1 U 2 1
im 5 5 car — 5 5 ( 1+ 3 +o(us) 3 avec

n—1
le développement limité ] =1+u-+o(u). Par le théoréme de CESARO, lim 1 > ( | — iz) ==

—u n—+oo M 112, uiﬂ Ui 3

. 1 1 . 1 1 N 7 PN 2 3 3
d L —(———)z 1 — == tél d ~ = et =\/uz ~ [,
onc im > m 7 3 apres telescopage ou uy et un un
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Bien sir, ceci rend plus facile les questions précédentes car on a alors u2 = O T Y etud ~ 3.
, n o\ 372 nien

1.101) a. Soit fy : Ry — R définie par f,(x) = x™ + xy/n — 1. La fonction polynomiale f,, est dérivable sur

R, et on aVx >0, f(x) = nx"~!" +/n > /n > 0. Ainsi, la fonction f,, est strictement croissante sur

Iintervalle Ry, f(0) = —1 < O et liLn fn(x) = +00 donc, par le théoréme de la bijection continue, f,, réalise
X—+0o0

une bijection de Ry dans [—1;400] donc il existe un unique x €]0; +00[ tel que i (xn) = 0.

b. Comme fj(x) =2x—1,onax; = % Puisque f2(x) = x> +xv/2—1,0onax; = 7\[22+ V6 = \@\5 1o 0,52.

La monotonie de la suite (xn)n>1 ne peut donc pas servir ici, ou alors & partir d’un certain rang. Par contre,
n

comme fn<ﬁ) = (ﬁ) >0 = fr(xn) > —1 = f(0), on en déduit que 0 < xn < ﬁ par stricte

croissance de f, sur Ry. Comme lim 1 = 0, on a bien lim x, =0 par encadrement.

n—+4oo /1 n—+oco
. . 1 1 \™ .
c. Par construction, fn(xn) = 0 donc y/nxn, =1 —x. Mais x < n donc 0 < xy < <ﬁ) ce qui prouve

1 . 1 Xy 1 1 1 1 -
ue x¥ = o(—). Par conséquent, x, = —(— — 2 = — o<7) = —F o(—) ce qui montre que
qauexn 2o\ /m q NS Un Unievn oG SR T\ e 4
Xn ~ 1 Par comparaison aux séries de RIEMANN, la série & termes positifs > x,, diverge car — < 1.
+oo \/ﬁ nz>1l

N [—
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1.8 Officiel de la Taupe]

n n
1.102 ] Posons, pour n € N, S, = Y ag et Ty = Y. 2¥ay«. Clairement (Sy)nen et (Tn)nen sont croissantes.

k=0 k=0
—+oo
oSi lim Sp=$= 3" an, alors pour n € N*, comme il y a 2~ entiers dans 'intervalle [2%~1 4-1; 2¥], on
n—+oo n=0

aTy =a7+2ar+4as4 +8ag+---+2"%an =aj +2 Z > azx. Mais on sait que la suite (an)nen est
1j 2k=141

décroissante donc on peut majorer T,, < aj + 2 Z Z aj = 2S7n — 2ag9 — a7 < 2Syn < 2S car Sp < S.

=1j=2k-T41
Comme (Ty )nen est croissante et majorée, elle converge ce qui assure la convergence de la série Y Ty.
n=0
“+o00 2k
eSi Um T, =T = E 2™asn, pour n € N* Son = a9 + a7 + Z Y>> aj. Mais (an)nen est
n—-+oo k=1j=2k-141

n
décroissante : Son < ag+aj + Z Z ark—1 = ap+aj+ Z 2k—1 k-1 < aoF+a1+Tho1 <K TH+ao+aq
=1j=2k-141 k=1
car T, < T. Comme la suite (Szn)neN est croissante et majorée, elle converge vers S. Pour un entier n € N,
il existe un entier p tel que n < 2P donc S;, < Szr < S donc la suite (Sn)nen est aussi majorée par S et elle
converge, ceci ne pouvant se faire que vers S car (San)nen est une suite extraite de (Sn)nen. Ceci assure la
convergence de la série > Sp.

n=0
e Comme x +—> W est décroissante sur |1; +o0o], la nature de la premiere série proposée est la méme que
x(lnx
omn 2% . s . . " o
cellede Y —= = > 5 d’apres le critere de condensation mais cette derniere série diverge

= ny)2 n
ns022 (In(2"))7 w30 (In(2M))
grossierement par croissance comparée. On pouvait plus classiquement utiliser un critere de RIEMANN car
lim n3/% x 1 5 = 400 par croissance comparée et comme % < 1,il y a divergence de la série.

n—+oo Vn(inn)

N B

* Comme x = x(Inx)(In(Inx))

celle de T = P = 1 d’apres le critere de condensation. Or on a
Z0 P EDIRET) o nn) n(n i)

1 1 car in(n itn = nn nin onc 1 es (7
@ I D) e nm@) ) @ M @) = tn() Finfin(2), done ). Ty S

1 1

est décroissante sur Je;+o0o[, la nature de la seconde série proposée est

méme nature que . . Mais puisque x +— est décroissante sur |1;4+o00[, cette derniere série

nso nin(n) x In(x)
n
est de méme nature que Y, % c'est-a-dire que Y, L. Or la série harmonique diverge. Ainsi,
n202 ln(2 ) n>on

1
ngo n(lnn)(In(lnn))

1.103) a. Soit fn : [0;1] — R définie par fn(x) = x™ + y/nx — 1. Pour tout entier n > 0, la fonction f, est

diverge.

croissante sur [0;1] car f/ (x) = x™ T +/Mn >0etona f,(0) = —1 <0 et f,(1) = /n > 0. Ainsi d’apres le

théoréme de la bijection (TVI + injectivité car stricte monotonie) : Ilxy € [0;1], fn(xn) = 0.

b. Comme fn(L> >0 = fn(xn) et que f, est strictement croissante, on a 0 < xn < L ce qui garantit
vn vn

par encadrement que lm x,, = 0.
n—+oo

c. Onadonc lim xI' =0donc lim (1 —y/nxn) =0 ainsi /nxy — 1 = o(1) donc x,, —
(o)

n—-+oo n—-+oo

= =)

5

ce qui confirme que x,, ~ 1 Par le critere de RIEMANN, la série > x, diverge.
+oo \/1; n=0
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1.104 | On peut donner une expression de u, avec des In car up = In(n + vn? —1) — In(n + vn? +1) donc

un < 0. On voudrait donc un équivalent de u,,, calculons donc sh (un).
Or avec la trigonométrie hyperbolique : sh (u,) = sh (Argch (n))ch (Argsh (n))—sh (Argsh (n))ch (Argch (n)).
Par conséquent : sh(un) = vnZ —1v/n2+1-n? = Vn? -1 - vVn4 = _ﬁn—;\—;—o@_zlﬁ car

ch?(x) —sh?(x) = 1 (on aurait pu le trouver par développement limité en écrivant vn% —1 =n? /1 — %)
n

D’aprés RIEMANN, comme 2 > 1, la série > u,, converge.
n>0

On aurait méme pu écrire u, = In (1 + /1 - iz) —1n (1 + 1+ iz) et 1a encore effectuer des DL.
n \/ n

1.105 ) a. Par une étude de fonctions niveau terminale (ou par convexité de la fonction x — e~*), on montre que

Vx >0, x > 1— e * avec égalité si et seulement si x = 0.
On en déduit alors par récurrence que Vn > 0, an, > 0 et ant1 < an.
Ainsi, la suite (an)nen est décroissante et minorée par 0 : elle tend vers € > 0.
En passant & la limite dans la relation de récurrence, on a { =1 — e~ ¢ = ¢ = 0 d’apres ce qui précede.
b. La série Y. an converge donc par le critére spécial des séries alternées.
n>1
Un théoréme fondamental : la série Y (an41 — an) converge si et seulement si la suite (an )nen converge.
n>0
o2
Ceci implique ici que Y (an4+1 — an) converge mais an4i — an +:OO1 —e 9 —q, = 77“ + o(a2) donc
n=0

a Lo s 4o .
ant1 — Qn ol —7“ et les deux séries (& termes négatifs) ont donc méme nature : > a,z1 converge.

n>0

ar lim an, = 0 d’apres le théoreme

c. Lasérie Y In(an41)—In(an) diverge comme la suite (ln(an))neN car Um

n>0
rappelé, or In(an+1) — In(an) =In (M> ~ flan par développements limités.
an / 4o 2
Encore une fois, les termes étant négatifs : Y an diverge.
n>0

1.106 | Si on note M, i le nombre de mots a k lettres contenant au plus une fois la méme lettre, on a clairement

n
(partition) : My = ) Mn,k avec par convention My o = 1 (mot vide). Pour calculer My, i, on commence
k=0

n
par choisir les lettres qui vont composer ce mot a k lettres ce qui fait (k) choix puis on les ordonne pour

. . s n n!
faire un mot avec k! choix ce qui fait : My x = k! = —.
k (n —x)!

- 1 LNy
Par conséquent : My, =n! > —— =n! > i en posant j =n — k.

K=o (n —k)! j=0 J*

t® g =

On sait que e kgo o donc en notant Ry k:%:“ o > 0 et Mp, n.(e Rn). Il est donc clair que

My > nle. Il reste donc a prouver que n!R; < 1 et on aura alors M, < nle < My 4+ 1 ce qui garantira que

My = |nle] par définition de la partie entiere et car My, € N par construction.

OrnlRy, = —— + bl nl o _1 +Zo:o 1 < +J§O(L—l)— Z_ 1. OK!
T+l KoK T n+l o k(k—1) T n41 0 o \k—1 k n+2 '

X(X+1)(2X+1)

1.107] a. Par récurrence ou par un simple souvenir : o, = P(n) avec P = c .

b. On a clairement a,, ~ % donc Y ay est une série numérique absolument convergente donc convergente
toom n>l1
>
d’apres le critere de RIEMANN car 3 > 1.
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c. Soit on sait que Hp ~ In(n) 4+ vy + o(1) et on soustrait, soit on utilise les sommes de RIEMANN car

+oo
2n 1 n 1 n 1
Hyn—Hn= > -+ Z = > <7) avec f : x = —— qui est continue sur [0;1]. Par théoreme
k=n+1 K k=1 n =1 T+x

1
. 1
sur les sommes de RIEMANN, on a nl_l)lr,oo (Hzn —Hyp) = f f(x)dx = [In(1 —|—X)]O = 1n(2).

0
c. On décompose % = % 3_ —|— + ;- . Par les méthodes habituelles, on trouve: a =6,b = 6et ¢ = —24.
Al ( —— —4 ) =6(2H Dot
insi, pour n > 1, z:: 2_: +k—|—1 2k+1 ( n+n+1 Z k+1) oll
1 1
Sn=6(2Hp+———1-4 —4 4 = 6(2Hp 4+ —— —1—4Hpn — 442Hy).
n=6( o Z1Zk+1 k212k+ Z ) =6l T an 2n+1+ +2Hn)
Avec la question précédente, on a donc lim S, = 18 - 24 In(2) ~ 1,36.

n—+oo

1.108) a. Par une formule de trigonométrie bien connue : sin(n — 1) = sin(n)cos(1) — cos(n)sin(1). Par
conséquent, on a sin(1)a, = sin(])m = cos(1)bn — sin(n —1) _ cos(1)by, — MO - l) donc
n n n—1) n
sin(1)an = cos(1)byy, —bn_1 + O(iz) Comme la série Y by est absolument convergente, et que Y iz
+o00 n n>1 n>1n

Pest aussi par RIEMANN, la série ) an est aussi absolument convergente par somme de séries absolument
n>1

convergentes et car sin(1) # 0 (m n’est pas rationnel).
b. Comme cos(n) et sin(n) sont entre —1 et 1, on a cos?(n) < |cos(n)| et sin?(n) < |sin(n)| ce qui donne
en sommant 1 = cos?(n) + sin®(n) < | cos(n)| + | sin(n)| ou encore |cos(n)| + |sin(n)| > 1.

Avec I'hypotheses faite en a., on a déduit que > (|an| + [bn|) est absolument convergente.

n>l
_Jcos(n)| + | sin(n)] 1 . s . . .
Or |an| + |bn] = > In alors que Y. — diverge (série harmonique). Ceci contredit
n n>1 n
Ihypothese de départ donc, par 'absurde : ) by, n’est pas absolument convergente.
n>1
De méme, par symétrie : Y. a,, n’est pas absolument convergente.
n>1

1.109 ) e Supposons que Y. ®(n) converge, alors lim ®(n) = 0 donc ap = 0. De plus, si aj # 0,ona d(n) ~ &
n>1 n—-4oo +oo N

donc ) ®(n) diverge par le critere de RIEMANN, ainsi a;j = 0. Réciproquement, si ap = a; = 0, on a
n>l

P(n) = ( ) donc Y ®(n) converge par RIEMANN. Conclusion : > ®(n) converge ssi ap = aj = 0.

n>l n>l
e Supposons que [][ ®(n) converge, cela signifie que les produits partiels sont non nuls et tende vers un
n>1
réel non nul ainsi liT ®(n) = 1 donc ap = 1. A partir d’'un certain rang no, le terme ®(n) sera stricte-
n—+oo

ment positif et, en passant au logarithme, la convergence de ce produit équivaut a la convergence de la
série > n(®(n)). Or ln(fb(n))Jr: 940 ( ) donc si a; # 0, on a In(P(n )) a— ce qui contredit

n>ng
avec RIEMANN la convergence de [[ ®(n). Alors aj = 0 donc ¢(n) = 1 + O(iz) ce qui montre que
n>l
In(®(n)) = O( ) d’oti la convergence de Y In(®(n)) qui implique celle de [[ ®(n) : ][] ®(n) con-
+°° TI n>ng n>1 n>1
verge ssi ap =1 et a7 = 0.
n

e On suppose que Yk € N, ®(k) # 0 car sinon la convergence de Y [] ®(i) est claire.

n>11=0

n
Posons un, = [ ®(1) # 0, si ap ¢ [—1;1], alors la suite (Jun|)n>n, est strictement croissante & partir d’un
i=0
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n
rang no pour lequel Vn > nog, |un| > 1 et lasérie >, J] @(i) est grossierement divergente.
n>11i=0
Si |ag| < 1, en prenant € tel que ¢ €]|ap|; 1], il existe un rang no tel que ¥n > no, |®(n)| < ¢ donc, par

une récurrence simple, ¥n > ng, |[un| < |un, ("™, et la série Y upn est absolument convergente par
n>0
comparaison aux séries géométriques.

Si ap =1, il existe un rang no a partir duquel tous les ®(n) sont strictement positifs donc up = A [[ ®(i)

i:no
no—1 n n
en prenant A = H ®(i) # 0 La convergence de > [] ®(i) est équivalente a celle de > [ @(i). Or
1_0 n>11i=0 nzng i=no
n
en posant v, = H (i), on a In(vn) = Y n(®(i)) avec In(®(1)) = L + w;i ot wy = O(lz) Ainsi
i=no i=no t Feo v
—+00 n
n(vn) = a1(Hn — Hno1) +S+o0(1) ot S = 3 wi. Alors [] ®(i) = e mm+a+o() o & (o
+oo i:no i:no +oo toomn
n
a=¢eM>0)donc Y [] ®(i) converge si et seulement si a; < —1.
n>1i=0
Reste le cas ap = —1 que vous ferez banb aucune difficulté........
2
olci (i) =2—et =2 ( —|— + & 22 —|—o( )) =0 %'1‘ - ;‘? +O<il2>' Par conséquent, d’apres ce qui
n
précede, la série > ] (2 - eT) si et seulement si o > 1.
n>11i=1

1.110 | Par une récurrence immédiate, tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.

Si(u tend vers £ € Ry, comme u =—Yn _(1),si¢>0,ona lim —0 _— =0= lim u
( n)n>0 + n+1 1+nu$l () ﬂ+001+nu2 s oo n+1

ce qui est contradictoire. Par conséquent, si la suite (un)n>1 converge, sa limite est 0.

2 2
Vn > 2, Tt mx? = 2 1 nx : fn est croissante sur {O; L}, décroissante sur [L; +oo[.
n>2 () = (1 4+nx?)? (+nx?)? " vn Vn
U

—1 5 =fi(uy) or f; est maximale en 1 ou elle vaut % donc uy; < %

e Uy =

e Soit n > 2, supposons u, < l, alors u, € [O; 1—] d’olt fr(un) < fn(l> — 1 ot Phérédité est établie.
n Vvn n n+1

On en déduit donc Vn > 2, un < 1
n

+ u (n+Dup —nup —n2ud un(1—n?u?) .

Vn>2 (n+1u —nu :(nin—nu = o L n — -0 n. > 0 d’apres

>2 ( Juni1 " 1—|—nu721 " 1—&—nuf1 1—|—nui - P

2

Pinégalité (1). Pour n =1, on 2uy —uy = 2u; 5 — U] = LEH) dont on ne connait pas le signe. Ainsi

(un)n>2 est croissante, majorée par 1 d’apres (1) : elle converge vers a €]0;1]. On en déduit : un, o a
com

1—n?u? N . P
Posons v, = nuy, alors lim v, = a €]0;1]. vpy1 —vp = un(izn) d’apres ce qui précede et
n—-+oo 1+ nuj,

a(l—a

%)
et > (Vi1 —vn)

lim (14+nu2)=Tet lim (1—n?u)=1—a% Ainsi,sia#1,vni1—vn o

n—-+oo n—-+oo [e’e) n n>1

est alors divergente ce qui contredit la convergence de la suite (v )nen+. Par conséquent a =1 et up, e 1

com

400 1 i 400 .n 2 +o00 .2n
1.111 | On sait que Vz € C, e* = > Z—' (série exponentielle). Ainsi: e = Z "t =3 L' eted = > L'

n=0 n=0 n=0 M-
Mais on sait aussi que 14 3™ 4 j?™ = 3 si n est un multiple de 3 et 1 +] +j?™ = 0 sinon car j™ =" si v

. . +oo

est le reste de la division euclidienne de n par 3. Alors e + ¢l 4 ¢l E ﬁ——i—L > 3 _ Onen

n=o (3n)!"

déduit que la série proposée converge, ce qu’on pouvait vérifier par comparalson ou par D’ALEMBERT et que
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/3 —iV3 2cos (E

. .2
1 :e+e]+e) :g ez +e 2 :g 2 N]]68
HZ::O (3n)! 3 3t 3ve 37T 3Ve T
1.112 Par la méthode classique, on décompose en éléments simples : 4X3]— X~ 2x 1_ 3 + X ]+ T %
Ona L 1 1 o e L1 1 d’ot 1 it
na g - T K@) e M ok 2k— 1 2Kk — 1) 4% 42 ot Ia convergence (on pouai
aussi raisonner par série télescopiques).
Pourn > 1,0na Z (Zk 2k1+ ]> =Hn—Honq1+1 +:ooln(n)+y—ln(2n+1)—y—|—1+o(1) =1-1n(2)40(1).
De méme, Z (Zk 2k17—1> =Hn —Han +:ooln(n)+y—ln(2n) —v+o(1) =—1n(2) + o(1).
+C’°1 IS 1 = 1= 1 IS 1
Ainsi : = — L d’on =1 _ <i — ) _ <7 _ )
kzzjz 463 —k k; 43—k 3 gz 4%3 — k 3 k; 2k 2k +1 k; 2k 2k—1

qui vaut f% F1n(2) +1n(2) = 1=21n(2) — ;i ~0,05.

—+o0

De plus dx _ converge x — —3X  est continue sur [2: 00| et ——— 1
P ’f4x3—x e x 4x3 —x 12 [ 3 —x o 43

3. Pour x > 2, il vient
X

X
dt  _ ( 1 1 _1)dt:{11 (4t2—1)r:11 M-l (15) n (16) ~0.03
2f4t3—t 2f2t—1+2t+1 t dn ) T @gn() =2t o

1.113 | Pour tout n € N*, la fonction polynomiale P, est strictement croissante sur R car elle y est dérivable et

que Vx € Ry, Pl (x) = Z kxk¥~1 > 0. Comme P,(0) = —1 et HT Pn(x) = 400, Py induit une bijection
X—>+00

entre Ry et [—1;4o00[ d’ apres le théoreme du méme nom donc il existe bien un unique x,, € Ry tel que

Pn(xn) = 0 et on a méme x,, > 0 car Py (xn) = 0> —1 = P (0). Comme Py(x) =x—1et P =x* —x—1, 0n

ax;=1letxy = @ car le discriminant de P, vaut A =5 et que x2 > 0.

On constate que Vx = 0, Pr(x) < Pry1(x) = Pn(x) + x™ 1. Ainsi Pr(xng1) < Prg1(xng1) = 0 = Pr(xn).

Comme P, est strictement croissante sur Ry, on en déduit que xn41 < xq et la suite (xn)n>1 est décroissante.
Puisque (xn)nen+ est décroissante minorée par 0, elle converge vers un réel ¢ € [0; 1] d’apres le théoreme de

la limite monotone. Sin > 2, P,(1) > 0 = Pn(xn) donc x,, €]0; 1] par stricte croissance de P,,. On a alors
1T —xp 2xp — 1 — X0
SRARTNYCES S SR B

n car xn # 1 donc 2x, — 1 —x+1 =0 (1).
Or Vn > 2, xn < x2 donc 0 < xMH < X}

1T —xn 1 —xn
+1 —+> 0 car 0 < x3 < 1 et on en déduit par encadrement que
n——+oo

lim x™*! = 0. En passant & la limite (elles existent) dans (1), on a 20 —1 =0 donc Um x, = 1
n—+o0o n—+o00 2

—x
1114 Siac Retvn—% navn—“=<l+l> :l—ﬁ—f—o(l). En posant rp, = Y0 on a 2L —
Vn n +o0 n n

n Tn

L U (5 VLY ) | (RESNEY) IFETERRNEH)
Vnt+l  Un Un Vg1 tooq & _|_O(l) +oo n n +o0 n n
n n

Il suffit donc de prendre o tel que 1 < & < A et Intl 14 &=A o(1 ) implique donc D'existence d’un
n n

Tn +oo
entier no tel que ¥n > ny, 1 < 1. On en déduit que la suite (rn) est donc décroissante & partir du
Tn
rang nop, elle est donc bornée (car positive). Ainsi uy = O(vn) et comme > vy = > L(x converge par
n>l n>l n

RIEMANN, on a aussi la convergence de la série numérique > u, & termes positifs.
n>1
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1.115) La fonction t + cos(nt?) est continue sur le segment [0;1] donc u, existe. On a clairement wy = 1. Pour

Vo
> 1, on effectue le changement de variable u = y/nt et on obtient u, = 17 fo cos(u?)du.
n

2
La fonction h : u > cos(u?) = Zucgﬁ est continue sur R% et h(u) = f(u)g’(u) avec g(u) = sin(u?)
u
¢ fw) = . C lim fWg(u) = lm fw)g(u) = 0, 1 de [ g’ équivant & cell
et f(u) = 5. Comme Hm f(u)g(u) = Um f(u)g(u) =0, la convergence de f g’ équivaut a celle
+oo +oo +oo sin(u?) . sin(u?)
! — .
de j;) f'g et en cas de convergence on a J;) h = j; 72 du. Or la fonction k : u +— 72 se
+
prolonge par continuité en 0 et k(u) = ] (%) donc k est méme intégrable sur R . Ainsi f o “h converge.
3] u
+ + . 2 + .
Posons T = f “h. Parle changement de variable v = u?, on a I = f ~ %g)du =1 f ~ mdv
0 0 2u 4 Jo v\ﬁ

car v — /v est bijective de R’ dans lui-méme, strictement croissante et de classe C L

& D (1) i
Par CrasLes : 1= 3. [ © S0 4 Posons uy, — I 7 sin(v)

n—o Y nmw VW nm V\ﬁ

s
v =w +nm, il vient u, = (=1)" fo %dw car sin(nm+w) = (=1)" sin(w).

e Comme sin est strictement positive sur |0; 7t[, la suite (un)n>o est alternée.

[T sin(w) T sin(w) T sin(w) _
" hunl = J, (ot w2 s J; (CEDSEC J; (v )72 4% = und done (pinbnzo

s
est strictement décroissante. Enfin [uy| < fo (

dv, avec le changement de variable

s : —
3774w < 377 donc nl—l>Too [un| =0.

nm+w) (nm)
+oo
On conclut par le CSSA que Y un converge (on le savait déja) et surtout que le signe de > u,, = I est
n=0 n=0
celui de up > 0. Ainsi I > 0. Par conséquent : u, ~ L ¢t 1a série > uy diverge d’aprées RIEMANN.
+oo \f n>0

1.116| Une petite étude de fonctions montre que f : x +— tnx) est décroissante sur [e; +00[ donc sur [4;4o00].

x
p+1
Ainsi, pour p > f lntdt —E < f lntdt et en sommant : Vn > 4, u, = % + 123 + wn, ol
p—
n+1 n (l )2 n
Int nn Inn Int
nt o) >4 - _ _nn__ nt
f . f - dt d’olt up, SR Pourn >4: vyi—vn_ f dt donc (vn)n>4 est
4 3 n—1
2
décroissante et minorée d’apres ce qui précede donc elle converge vers £ et on a donc u,, = @ +0+0(1).
o0
2n n n _ n 2n
Pour n > 1, onaz( " lnn_z ( )—Zln(Zk N = > ( k) ZM Dong, il vient
n K=1 k=1 2k-—1 K=1 k=1 K
2n 2n n
—1)"Inn . . 1) In
Sy = k; % = (IN2)Hp + up — uzn puis lim (1;1 ()n> - %1 n(2)(2y — n(2)) car
Hp =In(n) +v + o(1). Comme Szn41 = San + 0(1), la série proposée converge vers % n(2)(2y —n(2)). On
(oo}

pouvait dire que cette série convergeait sans ce calcul car elle vérifie le CSSA.

1.117] Clairement (xn)n>o0 est bien définie et on montre facilement par récurrence que ¥n € N, x, > 0 donc

Xn41 — Xn > 0 et la suite est croissante. Si elle convergeait vers { > xo > 0 alors, en passant a la limite dans
Mm,e=t+ % : NON ! Ainsi, elle ne peut pas converger, donc elle tend vers oo car elle est croissante.

Par télescopage, la série > 1= > (%n4+1 —%n) a la méme nature que la suite (xn)n>o donc elle diverge.
n>0 *n n>0
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En élevant x.41 = x + - au carré, on a Xt —xE =2+ 2 On somme pour k € [[0;n] pour obtenir par

Xk Xk
télescopage encore : xZ,; —x§ = z_: 1—% On en déduit que x%_; > 2(n + 1) donc Xiz < 21—“ des
T TS IR N T S 1 .
que n > 1. Ainsi : Z—Z>—Z+EZE.Onsaitque E_H ()doncZ—Z: o(n). Comme
oXk X0 k=1 =1 Foo Xjo oo

Xag=2n+2+ Z —5 +x3, il vient x4 ; = 2n 4 o(n) donc x4 ; ~ 2n ce qui donne au final x, ~ v/2n.
k=0 Xk +oo +00

1.118) Si un € [0;7, alors 1 — cos(un) € [0;2] C [0;m]. Par récurrence, on a donc Vn € N| u,, € [0;7]. Soit
f: [0;7] — [0;7] définie par f(x) = 1—cos(x) de sorte que un4+1 = f(un ). La fonction f est croissante sur [0; 7]
car f'(x) = sin(x) > 0. Ainsi, on sait que la suite (un)n>0 est monotone. De plus, uj = 1——cos(up) < ugp car
une petite étude de la fonction g : x — f(x) —x de dérivée g'(x) = sin(x)—1 < 0 (et ne s’annulant qu’en x = g)

montre que Vx €]0;7], g(x) < 0. Ainsi (un)n>o est décroissante, minorée par 0 : elle converge vers un réel
¢ € [0;nt]. Par continuité de f, en passant & la limite dans un+7 = f(un),ona f(f) = { < g(f) = 0 < (= 0.

Siug =0, alors ¥n > 0, u, =0 et la série > uy, converge clairement.

n=0
u2
Sinon, u,, > 0 pour tout n € N. Comme lim u, =0, par le DL de cos en 0 a 'ordre 2, on a up41 ~ —*,
n—+oo oo 2

u . u N
—ntl o Yn o done lim ! et on conclut que Y u, converge absolument par la régle de D’ ALEMBERT.
Un +oo 2 n—+oo Up n>0

1.119) D’abord, comme « > 1, la série ) 1 converge d’apres RIEMANN donc Ry, est bien défini en tant que

[oa
n>l n

reste de série convergente. Comme la fonction t — tioc est décroissante, pour k > 2, on a par comparaison

1 k
dt 1 o 4t " On somme pour k allant de n + 1 & 0o (tout converge) et on a :

k+
série/intégrale f
/ g k toc ~ kcx ~N k—1 t

1 :{ = rw: R +°°ﬂ:[ = roo
(o —1)(n4 1) (o — 1)t M ng ntl t* ST fn t* (o — 1)t (x 1)71“ T
On en déduit bien que Ry ol ("‘—JW. Comme « > 1, Sy, ol C(x) #0. On a donc Xn 5 J&»%

Toujours d’aprés RIEMANN, on peut conclure que Rn i et seulement si « > 2.
nzl °n

n _1\n
1.120|Pourn > 1, up = In(2n+(-1)")—1n(2n) = (1 +( ) ) ) —L—i—o(%) donc on peut écrire

2n 2n 4n? 4n
(=n"
Up = Vn + Wy avec vy = et Wn = Un —vn ~ ——=. > vn converge d’apres le CSSA et >~ wy
2n +oo 4“ n>1 n>1
converge absolument par le critére de RIEMANN (2 > 1). Par somme la série numérique »_ u, converge. Or
nx1
s . . (=" 1 - . .
d’apres le premier développement, on a u, ~ donc |un| ~ = et la série > |uyn| diverge toujours
+oo 2n +oo 2N n>1

par le critére de RIEMANN. On en déduit que ) uy est semi-convergente.

n>l
1) & _1)" _
1.121 Onposeun:((n+(—1)“)°‘—n“):n°‘<(1+( 1) ) —1) :n"‘<l+cx( 0"l 1)+o( )—1)
n +oo n m? n?
_ _1\n
d’olt up = avy + Mwn avec v, = (1%) et wn ~ —— > 0. Comme 1 — « > 0, la série > vy
2 n'—% +oon“T% w1

converge par le CSSA. Comme 2—« > 1, la série Y wy, converge absolument. Par somme, > wu, converge.
n>1 n>l
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—+o0
1.122] On sait que ) z" = % deés que z € C et |z| < 1 (avec convergence absolue). On ne peut pas dériver
n=0 -z

en complexe donc on se doit d’utiliser un produit de CAUCHY pour faire apparaitre ce n. Ainsi, si |z| < 1,
(E)(£)= £ (2= e S T =

Zn>( zn>: 1.1)z" = n+1)z" = —— et nz" — = .

n=0 n=0 = n=0 (1 )2 n=0 (] - Z)z -z (] - Z)Z

_ —FZOO n _ (1 +2i)? _
(1+21) (T+20)™ (1 +2i)((1+2i) —1)7

Ainsi, comme ’ ‘ <1,o0na Z

=
N |-

1
1421
1.123| La fonction t — ﬁ est continue et décroissante sur Ry donc, pour tout entier n > 1, on a les inégalités

k+1 4 1 k 2n+1 n g I
Vk € [n+ 1;2n] fk << [ 1\[dt En sommant, f Wdtgungfn Rt Ainsi

[Z\f]ﬁT{] < un < 2VAEEY = 2(vV2 - 1)y/n. Or [2\/{]3114{1 = 2y2n+1 —2y/n+1 donc, en factorisant,
cela donne [2\ﬁ]$11+11 = 2\/ﬁ<ﬁ\/1 + i - \/1 + %) donc [Z\f}i’r{] (ﬁ — 1)y/n. L’encadrement

précédente nous montre alors par le théoréeme des gendarmes que un, o Z(ﬁ —1)y/n.
o0

1.124 | Posons u, = 1n(1 —&—ﬂ) sin > 2, alors comme lim (D" _ 0O,onau, = (=" —L—&—O(]—)
. n = o x Y n — 22 20
n n

n—4+oco N too M an‘x

_ n _ n
donc, en notant v, = un — (%, on a vy ~ —% < 0. La série ). ( 02 converge par le CSSA car
n +oo  2n n>1 n
(%) - décroit et tend vers 0. La série > vn converge si et seulement si 2« > 1 (signe constant).
nz n=2

Ainsi ) u, converge si et seulement si o > %
n>2

1.125]Si |a| > 1, comme hm [vn| = 400, la suite (at\/ﬂ) ne tend pas vers 0 et la divergence de la série
n—

neN
> alv] est alors grossiere. Si a =0, comme Vn > 1, alvrl = 0, on a convergence de Y alvil,
n=0 n>0
Si a €]0;1], comme /n —1 < [yn] < y/m, il vient aV™ < alvi] < aviT = 1ovA car t s b est
a

décroissante.  Or n2aV™ = eVnin(@)=2n(n) ot /min(a) — Zln(n) ~ \/ﬁln(a) — —00 par croissances

comparées donc lim nZaV™ = 0. Ainsi aV™ = o( 1 ) donc, par comparaison, »_ alvrl converge.
n—4oo +o0 Tl n=0

Sia e } - 1;0[, |aL\/ﬁJ| = \a\L‘/ﬁJ donc, par le cas précédent : alvr) converge absolument donc
n>0

converge. Au final : ) aLﬁJ converge si et seulement si —1 < a < 1.
n>1

1.126 | Soit on se rappelle (mais c’est hors programme) que Hy fox In(n) +v + o(1) et on soustrait pour avoir
o0

Hont1 —Hn = Im2n+1)—Inn+vy—vy+o(1) = In(2)+o0(1) et le tour est joué, soit on utilise les sommes de
o0 oo

2n n n
1 _ 1 1 : :
RIEMANN car Hypn —Hp = Y, - = > ——=—+ > (7> avec f : x — —— qui est continue sur [0;1].
R S A P T+x
Par théoréme sur les sommes de RIEMANN, on a _lim  (Han — f f(x)dx = [In(1 + X)} =1n(2). Or
n—-+4oo

lim (Hant1 — Hzn) = 0 donc ceci montre aussi que Um (Hany1 — Hn) In2.
n—+oo n—4oo

n
Comme Y. k% >n? on a a, < iz donc, par comparaison, Y. an converge. On décompose en éléments

k=1 n n>1
simples : 6 =a,_b —|— . Par les méthodes habituelles, on trouve : a =6, b =6 et
x(x+1)(zx+1) X X1 +
o - 1 1 L
— 24, Ai - ( +—4 ):62H R T P
c insi, pour n > 2:: z:: 1 Y ( n+n+1 k;ZkH)

o1



n n n
et Sp = 6(2Hn+———1-4> 1 4> Loas Ly gH,+———1-4H,,— +4+42H,).
k=12k =72k

1
Avec la question précédente, on a donc liT Sn =18 —241n(2) ~ 1,36.
n—+oo

(n+1)m
1.127)Soit n > 1, 0 < up < f " | sin(x)|™™dx car |sin(x)| < 1 pour x € [nm; (n 4 1)n]. Comme x — | sin(x)]
nrt
7T
est m-périodique, on a encore 0 < un < fo | sin(x)|™™dx. Puisque sin(m — x) = sin(x), on a par symétrie

/2
0<u, <2 fo sin(x)™dx. En posant fy, : x — sin(x)™", la suite de fonctions continues (fyn)n>0 converge

simplement vers la fonction nulle (continue) sur [O; %{ et Vn € N, Vx € [O; % {, [fan(x)| < @(x) = 1 avec @

o m S Lo . /2 /2
intégrable sur [O; S [ D’apres le théoreme de convergence dominée, lim sin(x)""dx = f 0dx = 0.
2 n—+oo0 J O 0
On étudie la fonction g : t +— sint — 24 sur [O; %}, g est deux fois dérivable et ¢'(t) = cos(t) — 2 et
Y m
g”(t) = —sin(t). Ainsi, g’ est décroissante sur [O; %} et comme g’'(0) > 0 et g’(%) < 0, il existe un unique

0,z [ tel que g’'(a) = 0. Ainsi, g est croissante sur [0; o et décroissante sur [oc; E} donc g est positive

2
sur {0; %} car g(0) = g(g) = 0. Ceci justifie bien que Vt € {O; %}, sint > 2t.
T
On reporte dans l'intégrale et, toujours avec des arguments de symétrie puisque sin(m — x) = sin(x) :

(n+1) /2 /2 x /2 (n+1)m
Un = fn: " |sin(x)| D7 ax = Zfon | sin(x)|™+D7ax > 2f07T (;x) dx > Zfoﬂ (;x) dx.

T e
/2 (n+1)m (n+D7 am/2 (n+1)7 (m+1)7t+1

Or 2f (;x) dx = 2(;) f x(M DTy = 2(;) é(ﬂ) ce qui
0 m m 0 m m+1)m+1\2

fait que u, > m ol % Par comparaison, né:o u,, diverge.

X
La fonction F : x f] | sin(t)|'dt est clairement dérivable et croissante donc F admet une limite (finie ou

n
+00) en +oo par le théoréme de la limite monotone. Or F((n+1)n) > > uy d’apres la relation de CHASLES.
k=1
n

Comme on sait que lim > ux = 400, on en déduit par encadrement que lim F((n+ 1)) = +00. On
n—+00 1 77 n—-+00

re . er . .
en déduit donc que f1 | sin(x)|*dx diverge aussi.

1.128)a. f: [1;+oo[— R définie par f(t) = @ est dérivable sur [1; +o0[ et f/(t) = J—Z - h}tgt) - _tlzn(t), ainsi

K1
f est décroissante sur [e; +-o0o[ donc sur [3; +-oo[. Ainsi, Vk > 4, fk f(t)dt < f(k) <

< [io A k=)

n
et, pour n > 4, en sommant ces inégalités pour k € [4;n], comme u,, = > f(k), on a 'encadrement suivant,
k=1
n+1)  n?4)
2 2

an f(t)dt < up —f(2) — £(3) < f: f(t)dt <= tn’(

. un—1(2)—13) <
In?(t)

car une primitive de f est t —

. Comme In(n + 1) ~ In(n), par encadrement, on a uy ~
400 +oo 2

b. Posons dp = up, — %(lnn)z pour n > 1. Il s’agit de montrer que (dn)n>1 tend vers c € R.

In(n)

n
Méthode 1 : posons, pour tout entier k > 1, w,, = f ]f(t)dt — ——~ pour n > 1. D’apres a., on a
n— n

n
Vik >4, 0 < wi < f(k—1) — f(k). En sommant et par télescopage, on a 0 < > wy < f(3) — f(n) < £(3).
k=4

Les sommes partielles la série > wy sont majorées donc, comme la série > wy est & termes positifs, elle
nz4 n>4
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@) | ()

n
converge d’apres une propriété du cours. Or, par CHASLES, Y wy = f: f(t)dt —un + 3 > donc
k=4

n 2 2 400

S owy = n"(n) _n (3) —un + M + M En notant la somme de la série W = Y w;,, on a donc
= 2 2 3 2 =

2 2
n z(n) _In 2(3) —un + lnsﬁ + @ = W + 0(1) ce qui donne le développement asymptotique attendu,
o0
In?(n) , In(2) , n(3) 1n?(3) n?(n) n(2)  m(3) n?(3)
n = + 5 + 3 > %—o()+C>o 5 +c+o(1) avec ¢ 5 + 3 D

n
Méthode 2 : pourn >4, dpn—dn—1 = un—uUn—_1 —%(lnn)z—i—%(ln(n—]))z —lnn_ : lnTtdt. La premiere
n n—

inégalité (de droite) de la question a. montre que (dn)n>4 est décroissante. De plus, la seconde inégalité

de la question a. (& gauche) montre que u,, — %(lnn)2 > f(2)+f(3) — %(ln n)? + %(m(n +1))2 - %(lnél)z.

Comme %(ln(n—&—l))z - ]E(ln n)2 > 0, on en déduit que d, > f(2) +£(3) — %(1114)2 donc (dn)n>4 est minorée

donc elle converge (vers c) par le théoréme de la limite monotone.

Méthode 3 : pourn > 2, dn —dn_1 :un—unq—%(lnn)z—l—%(ln(n—w) =nn_
n

Or in?(n) — n?(n — 1) = (In(n) + n(n — 1))(In(n) — n(n - 1)) = (21n )+ ln( - —)) x In (1 - %)

donc In?(n) — n?(n — 1) = (2 In(n) + O(%)) (% + O(%)) = 2in(n ) ( n(n )) Ainsi, on obtient

n n

Lnn)2 4+ n(n—1))2.

N-—l

dn — dn_1 = O(ln(zn)) = 0( 3]/2) donc " (dn — dn—1) converge absolument par comparaison & une
+oo +o00 n

n n>2
série de RIEMANN donc, par dualité suite-série, la suite (dn)n>1 converge (vers c).
2
Avec les trois méthodes, lim dn =c € Rdonc d, = c+o0(1) dottu, = (inn) +c+o(1)avecc € R.
n—+oo +oo —+o0 2

2n (_1\k n n _ n 2n
c. Pourn > 1, ona S = 5 (—1)“Ink S In(2k) 3 In(2k — 1) S In(2k) In(k)

K=1 k k=1 2k K 2k —1 k=1 2k k=1 Kk

=1
+ i n(k) zi nfk) _ (IN2)Hp 4+ un — uzn.

2n k
nLi)Too <k21 (—1)klnk) = %ln(l) (2y — n(2)) car In(2n)? = n(2)? + 2n(2) In(n) + In(n)?. Comme

Sont1 = Son +0(1), lim Sony1 = 1 ln(Z)(Zy — In(Z)). Comme (Syn)n>1 €t (S2n+1)n>0 convergent vers
400 n—-+oo 2
OO
la méme limite, on a nl—i>T—ir-Loo Sn = ]Eln(Z) (2vy = n(2)). Au final, nz1(—1)”an = %111(2) (2y = n(2)).

1.129)a. Pour n > 1, f, : Ry — R est continue et strictement croissante car ¥x > 0, f (x) = (1 +x)e* > 0. De

plus, par croissances comparées, f(0) = —n < 0 et 1111 fn(x) = +00. Par le théoréme de la bijection, f,,
X—>+0o0

réalise une bijection de R4 dans [—n;+oo[ donc JFluy > 0, fn(un) =0 car 0 € [—n;+oo] et f,(0) # 0.

b. Soitn>3,onafy,(l)=e—n<0care~272et fy(ln(n)) =nin(n) —n=n(ln(n) —1) >0carn >e
donc (1) < fn(un) < fa(In(n)) et on conclut par stricte croissance de f, que 1 < un < In(n).

Comme une'™ = n, on obtient In(un) + un = In(n) donc 0 < In(n) — un = In(un) < In(In(n)). Or, par
croissances comparées, In(ln(n)) = o(ln(n)) donc, par encadrement, In(n) — uy, = o(ln(n)) ce qui est la

définition de ’équivalence un o In(n).
oo

53



c. Comme u, —Inn = —1In(uy, ), on peut espérer montrer que u,, — In(n) fodt In(in(n)). On étudie donc
o0

up —In(n) +In(In(n)) = In (M) qui tend vers 0 car lim tn(n) _ 1 par la question précédente. Ainsi,
Un n—+oo Up

up—In(n)+in(ln(n)) = o(1) = o(In(In(n))) ce qui, encore une fois, se traduit par u, —ln(n) fodie In(in(n)).

+o0

o0
1.130| Comme n+(—1)™ > 0 pour n > 2, u, est bien défini. De plus, lim (n+(-1)") = +oo et

U _
nos o n+ (=" +oomn

TLZ

1
(
donc, comme sin(x) §x+0(x2), onaun +:oo(f1)“(n+(17_])n+0< 1 )) Mais n—|—(17—1)“ = Tll <]>
Jr

done e = 1(1+0(3)) 2 +0() At = (1 +0( ) m(_l)nw(:z)-

-n" N ‘s -"

En posant v, = u,, — Q, on a donc vy = O(%) d’apres le calcul précédent. Comme > ="
n +oo n n>2 TN
converge par le critére spécial des séries alternées car (l> décroit et tend vers 0 et que Y v, converge
n/n>2 n>2
absolument par comparaison aux séries de RIEMANN car 2 > 1, Y u, converge par somme.
n>2
Comme la série ) u, est alternée, on aurait pu s’intéresser a la décroissance de (|un|)n>2. Or (Jun|)n>2
n>2

est positive et tend vers 0 mais elle n’est pas décroissante car [uzn41| = sin (%) > sin ( 1 ) = [uzn|.
n

2n+1
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