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Traitons quelques cas en posant 1w, = alt™™ :
Silal=1,¥n € N, |un| = [al™™| =1 donc (un)nen- ne tend pas vers 0: Y. al'™ ™ diverge grossierement.

n>l1
Sila| > 1, comme lim [In(n)] = 400, la suite (a“n “J) ne tend pas vers 0 car lim |a““ nJ| = 400
n—-4oo ne N* n—-4oo
et la divergence de la série S al'™™ est encore grossicre.
n>1l
Sia =0, comme Vn >3, [Inn| >1,o0na al™™ =0, ce qui montre la convergence de 3 almm,
n>1
Sia €]0:1], In(n) — 1 < [In(n)| < In(n) par définition de la partie entiere, a'™™ < allnml < gtn(M=T car
— ol 1 ol 1 _ il _ 1 o 1 1
0O<a<l. Ora‘nn) 7en(‘l’L) n(a) fen(a) n(n) fnn(a) 7W. AlnSl, m <Un< W.
Si —1in(a) > 1 <= a < 1/e, alors I'inégalité 0 < u, < —]T@) montre par comparaison & une série
an

de RIEMANN que 3 al'™™ converge.
n>l

Si —In(a) <1 4= a > /e, Vinégalité —rrzy < upn montre par comparaison que 3, al'™ ™ diverge.
n n>1
Sia €] —1/e;0], |al'™™ ™| = |a|l'!» ™) donc, par un des cas précédents, > al'™™ converge absolument.
n>1

n

Sia€]l—1;—1/ef, on note S, = > al'™kl. L’idée est de faire des paquets de termes pour lesquels |in(k)]
k=1

est constant. Soit p € N*, alors p = [In(k)] <= p < In(k) < p +1 <= eP < k < ePT!. Ainsi, si on pose

I, = [up;vp] avec up = [eP| +1 et v, = [ePT'| — 1, on a la valeur constante Vk € I, [In(k)| =p. Ainsi,

> aP =8y, —Su,—1 = aP(vp —up +1). Mais, P < up, <eP +1et eP™ —2 < v, <eP™! —1 donc
Kel,

ePtl —2 —eP < Vp —Up 1< ePt! — eP ce qui assure par encadrement que vp —up +1 ~ eP(e—1) car
—+oo

ePtl — 2 —eP o ePt! —eP =eP(e—1). Ainsi, S,, — Sy, 1 ol (ae)P(e — 1) qui ne tend pas vers 0 quand p
oo
tend vers 4+00. Or si (Sn)nen+ convergeait vers S, les deux suites extraites (Su, )pen+ et (S, )pen- tendrait

vers S donc on aurait Um (Sy, — Sy, 1) = 0. Par 'absurde, (Sn)n>1 diverge. Ainsi > al™nl diverge.
p——+oo n>1
Au final : 3 al'™™ converge si et seulement si —e ! -1

n>1

<a<e

Cherchons d’abord un développement asymptotique de uy,.

) 1\ 2
Premiere méthode : sin(un) = <]+(]))\[3—]\/1 — (l + ( ](x) ) car cos(Aresin(x)) = V1 — x? pour

2 2 n
—1

n“ 22
€] — 1;1[. Ainsi, sin(un) = V3 + (_;2171\/5 — \gg\/] _ 4(3n02 _
V3

2
31,:#20(' Or \/]+X§]+§7L+O(X2)

4 8
R R S o ol ) 2 R 3 ()

6n’* + 18n2% * O(nzo‘

donc sin(uy)

+oo 3n* 9 o



_ n
Comme u,, = Arcsin(sin(un)) et que Aresin(x) =x+ o(x?), on a un = ( ]3) 3\/3: 2‘[ <ﬁ)
00 n

Deuxiéme méthode : soit f: x — Arcsin (% + x) - g dérivable sur } - %; % [ avec f’(x) =

Ainsi, '(x) 2 o—1 -2 (1 + Z—X) + o(x). En primitivant, f(x) ﬁf(O) v

? 3 4x 4x2§% \[ 3\[—’_0( )

_1\n
Or f(0) = 0 donc f(x)?%—&- 3\[ + o(x?). Par conséquent : u, = 2\([311)“ + 3\[2 o —l—o(#).

Troisieme méthode : soit f : x — Arcsin (E + x), alors f est de classe C*° sur } % % [ donc admet un DL

en 0 & tout ordre. On a f(0) = T et, par calculs, (0) = 2 ot (0) = 4. Ainsi, par TAYLOR-YOUNG,
6 V3 3V3
2(*1)“ 2 1
fx) =T + 2% 4 2 Ainsi, comme « > 0, on a u, = +o(—>.
3% V3 3{ o(<%). " VEn® T3/ n**
. 2(—1)n 2

e Dans tous les cas, on peut écrire u, = v, + wy avec v, = et wy ~ —=—— > 0. Or v

p n n n n \/gn‘x n S 3\/5 2% n§1 n

converge par le critere spécial des séries alternées car o > 0 donc la suite ( \[32 (X) est décroissante et
n n>l1

tend vers 0 et >, wy converge si et seulement si 2a > 1 <= o > = par comparaison de séries a termes
n>0

positifs aux séries de RIEMANN. Par somme, la série . u, converge si et seulement si « > %

n>1

Posons u,, = 1— sin (nn) pour n > 1. Puisque a > 0 et que |un| < ]a, par encadrement, Um u, =0.
n¢ 5 n n—-+00
Sia>1, comme ), i converge par RIEMANN, > u, converge absolument par comparaison.
n>1 n¢ n>1
Si a €1, montrons que »_ uy converge de deux maniéres :
nxl

Méthode 1 : comme la suite (sm <T157I>) est 10-périodique car la fonction sin est 27-périodique, on voit
n=l1

une alternance de termes positifs et négatifs dans cette série, ce qui nous conduit a effectuer une sommation

par paquets de 5 termes consécutifs. Soit v, = usn_4 + Usn_3 + Usn_2 + Usn_1 + usn pour tout n > 1.

On constate que v, est positif si n est impair et que vy, est négatif si n est pair, ainsi la série > v, est
n>1

alternée. Si on définit les deux sommes partielles associées S, = Z ug et T, = Z vk pour p > 1, on a

P 5k

la relation Z vk = Y. ( > ui> =T, = Ss5p = Z un. Avec les propriétés de signe de vy, comme
=1 k=1 \i=5k—4 n=1

sin(nm + 9) = (=1)"sin(0), on a la relation v, = (—1)""'w,, en définissant le réel w,, = |v,| = 0 par

Wn:MSin(g)—i—ﬁsm(én)—i—ﬁ“n(??)+ﬁsm(45n>'

Or (Wn)nen est clairement décroissante et tend vers 0 donc Y vy converge d’apres le critere spécial des
n>1

séries alternées. Notons T la limite de la suite des sommes partielles (T )n>1. On a donc liT Ssn = T.
n——+oo

De plus, on a Ssn+1 = Ssn + usnt1 = Tn +0(1) = T+ o(1), puis Ssn+2 = Ssnt1 + Usnt2 = T+ 0(1),
+oo —+oo +oo

Ss5n+3 = Ssni2 + Usni3 = T+ o(1) et Ssnta = Ssn4+3 + Usnta = T+ o(1), d’ou 'on déduit (on a les 5
o0 o0

restes possibles) que lim S5, = lim S = lim S = lim S = lim § =T.
b )q el i 5n LA 5n+1 o5 eo 5n+2 oo 5n+3 s oo 5n+4



La fonction Arccos est décroissante sur [—1;1] et Vn > 1, iz < 1 donc Arccos (l) < Arccos (]—2)
n n

“+o0
Ainsi, la suite (Sn)n>1 converge ce qui signifie que Y. un converge. On a méme Y, uy =T.
n>1 n=1
Méthode 2 : la 10-périodicité de (sm (2“)) : nous conduit & sommer par paquets de 10 termes. Soit
n2z

Zn = Won—-9 + Wion-8 + Uion-7 + Lion-6 + Lion-5 + Wion—4 + Uion— 3+u10n 2+ Wion— 1+u10n pour

tout entier n > 1. Alors, si on définit les deux sommes partielles associées S, = Z ug et Tp, = Z zi. pour
k=1 k=1
p=>=1,onaT, =Sjop comme précédemment.
9
On adonc zn, = 3 % sin (kﬂ> (sin (k—> =0si k =0 ou k =5 mais on le laisse) et, en écrivant

1 1 9\ ¢ 1 9a 1 1 1
o — e 1) 2 (1) = e -0l
par exemple (ion —9)° (1On)a Ton (10n)a + (Ton) &+ Tolla ) o (0n)° TO\ e

on obtient I = 1 & Z sin (kn) + O( —aFT ) Or Z sin (kﬂ> est la partie imaginaire de la somme
(]OTI) 5 k=0 5

des 10 racines dixiemes de 'unité et on sait que cette somme est nulle. Ainsi, z,, = O( ) ce qui garantit
o0

1
na+1
par comparaison aux séries de RIEMANN la convergence de la série >  z,. Ainsi, si on note T la limite de
nzl1
la, suite (Tn)n>1, ona Um Sion = T. De plus, S1on+1 = Ston + Uion4+1 donc Um Sjont1 = T. De
n—+oo n—-+oo

méme, on montre que Vk € [[0; 9], liT S1on+k = T ce qui implique la convergence de (Sn)n>1 vers T et, &
n——+40o0

+o0
nouveau, on en conclut que la série Y un converge. On a méme > un =T.
nxl n=1

1

Méthode 3 : on peut faire une transformation d’ABEL en prenant by, = —z et (bn)n>1 est décroissante et
n

n

tend vers 0 et en posant a, = sin (1157[> et on montre classiquement que (An)n>1 est bornée si Ay = 3 ax
k=1

(elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs car (an)n>1 est 10-périodique et que Ajp = 0 car la somme des

racines dixiemes de I'unité est nulle. Mais tout ceci est hors programme !

n n

ainsi un, < 0. De plus, comme lim Arccos(t) = T, il vient lim up, = T — T = 0. Par conséquent,
t—0+ 2 n—+oo 2 2
sin(un) = Unor sin(un) = sin(an — by) en notant a, = Arccos <l> et by = Arccos ( ) On obtient
e} n n
donc sin(u ) cos(bn) —sin(bn) cos(an). On sait que Vx € [—1;1], sin(Arccos(x)) = V1 —x? donc

n) =
sin(u *i - . Or 1 —x= 177+o()doncsm(u)*fl+ 1 +O(i) On
n) = z,/ 1/ = n) = 22 3

peut ne garder comme information que u, = —— 4+ 0 1—2> et méme uyy, ~ ——
“+o0o

1
n +oon

On pouvait aussi se servir de la relation Arccos(x) = % — Arcsin(x) pour avoir Arccos(x) ?% —x+ 0(x?)

et obtenir plus simplement u, = -1io (iz) donc u, o —1 0. Comme la série harmonique diverge,
n n

) n oo
par comparaison de séries a termes négatifs, la série > u, diverge.
n>l
(_])n-H (_1)n+1 1
Or (—1)"up = ~——+ O( ) qu’on peut écrire (—1)"uy = ~—~—— + vy avec vy = O(—z) Par le
+o0 n too n
(7] )n+1 1

critére spécial des séries alternées, >

converge car <7) est décroissante et tend vers 0. De
n>1 n/n>1

plus, > v, converge absolument par comparaison car iz converge. Par somme »_ (—1)"uy, converge.
n>1 n>1n n>l



a. Comme u,, — un_H Zu et que Vn € N, fuy > 0, alors u, — un41 devient strictement positif & partir

d’un certain rang. En effet, pour ¢ = 1 dans la limite lim Yn—Unil _ 1 il existe un rang N tel que
2 n—+o00 [aThay
%_7&““ “1l <X donco< 1< u“_ii“*] < 3 et on conclut bien que un — Uny1 > 0 pour
e 2 2 [ 2
tout entier n > N. Ainsi, (un)n>nN est strictement décroissante.

=

¥Vn > N,

b. Sia<2etn >N, t— e 1 — étant décroissante sur [uny1;un], Vt € [uny1;unl, = > % On intégre
mn
‘ : N d < btenir Yn—Un+l _ [T 4 1 g
SUr [Un41;Un] (car n > ONC Un41 < Up) pour obtenir —+——F+— = S=7dt < <=7 dt.
up Unpr uy Unir t

Pour m > N + 1, en sommant ces inégalités pour n € [N;m — 1] et avec la relation de CHASLES, on

. U, —u 1 un un- g tzfoc un w
obtient —n - ndl < dt dt < dt = { } = N la
HZ:N ux! Z f Unir t% _1 fu - j;) ] 2—alo 22—« (

m

m
I . s . Up —u
convergence de 'intégrale est assurée par le critéere de RIEMANN). Or la suite ( > %) est
n=N Uy m>N
. . . . [ Up — U
croissante et majorée donc elle converge, ce qui garantit la convergence de la série ) —n—tntl Enfin
n>0 Un

N U —Uu
par hypothese, on a ““7_?“ ol tu,, > 0 donc, par comparaison, la série > u, converge aussi.
u

n n>0

1 1 ; P,
——1 < —x=7 toujours par décroissance

c. Six>2etn >N, cette fois-ci, on préfere écrire Vt € [un41;unl,

[0 4
1 t Ui

t = T sur [Wn41;un]. On intégre sur [un41;un] (car n > N donc un41 < uyn) pour obtenir l'inégalité

— Un
%:‘[ 71dt/f 1d’c Pour m > N+ 1, en sommant pour n € [N;m — 1] et encore

Ut Unt1 Uy ungr t¥

: : & Un —Un41 - Un 1 N
avec la relation de CHASLES, on obtient > T = f =7dt = f ~—rdt. Comme
n=N Un n=NYUnt1 t um t

1

unN
maintenant o« — 1 > 1, le critere de RIEMANN donne la divergence de l'intégrale fo 7dt donc, comme

. . u u .
im um =0, lm “]_1 dt = +o0o. Ainsi, par encadrement, lim Z nai_?ﬂ = 4+oo d’ou la
n—4oo m—+ooJum t Mo+ N Upgg

. Uun —u
divergence de Y ~——ptl

n>0 Unt1

(ses sommes partielles tendent vers +00).

Une nouvelle fois, par hypothese, u, — w41 o . Or hT un =0et oo > 2 donc ul o o(un) (vrai des
oo oo

— Un41 Un — Un41
I R e
un-H n

Comme on parle de suites positives strictement (au moins & partir d’un certain rang), on conclut de la

que o > 1). Ainsi, on a un, —uniq = o(uyn) donc uy 3 Un+ et il vient =
o0 o0

divergence vue ci-dessus que Y u, diverge si o > 2.
n=>0

En conclusion, avec ces hypothéses, > wu, converge si et seulement si o < 2.
n=>0

a. D’abord, la série > (—1)™uy, converge par le critére spécial des séries alternées puisque (un)nen est

n=0
décroissante et tend vers 0. Ceci justifie ’existence du reste R,, pour tout entier n > —1.
On sait d’aprés ce méme théoréme que Ry est du signe de (—1)"*1u, 1 donc |[Ry| = (=1)"F"R,. Ainsi,

on a [Rp| — [Rnp1] = (=)™ Ry — (=1)" 2R, 1 = (=)™ (R + Rnp1). Or, en posant k = j + 1, il vient
“+o00 “+oo )
Rnt1 = > (=D¥ue = Y (=1)Y" 4. Ainsi, en regroupant les deux séries, on obtient la relation
k=n+2 j=n+1



+oo oo
Ral = [Rus1l = (=)™ 55 ((=)*uw + (=1 ) dot [Rn] = Ruga] = ()™ 52 (=1)kvy en
k=n+1 k=n+1
notant vii = ux — uk41. Or, par hypothese, la suite (vn)nen est décroissante, positive, et tend vers 0 (par
—+o0
somme). Par conséquent, par le critere spécial des séries alternées, comme Y. (—1)%vy est le reste d’ordre
k=n+1
+o00
n de la série > (—=1)%vy, le signe de > (—1)*vy est celui de (—1)"*"v,, 11 donc celui de (—1)"*+1. On
k>0 k=n+1

en déduit que le signe de |[Rn| — |Rny1] est celui de (—1)"*F1(—=1)"+1 =1 ce qui permet de conclure que
[Rn| — [Rn41] = 0, c’est-a-dire que (|Rn|)nen est décroissante.

b. Comme avant, pour n € N*, on a [Rn| + [Rnp1| = (=)™ Ry + (=)™ 2R, 11 = (=)™ (R — Rpy1)
or Ry — Rpyq = (=)™ 1w,y apres simplification. Ainsi, |[Rn| 4+ |Rnt1| = uny1. Mais on sait que la suite

Rn|)nen est décroissante donc |Rnir1] < |Rn| < |[Rn_1| qui devient, en ajoutant |R,| et d’apres ce qui
(IRn)ne + J

Un

précede, uny1 < 2|Rn| < un et on a bien unziﬂ < |Rn| < o

N 7 7 JORR u N
c. Comme uny1 ~ u, d’aprés Iénoncé, le théoreme des gendarmes prouve que |Rn| ~ 7“ d’apres
+oo —+o0

Pencadrement 22t < 2[Rn| < 1. Et puisque Ry, = (=1)™*1|Ry|, on en déduit que R,, ~ (—1)"+18n,
Uy U +o0 2
d. Posons f : x — M7 alors f est dérivable sur RY et f'(x) = w donc f est décroissante sur
X X

[e; +-00[ donc sur [3;400[. f est méme de classe C* sur R% et on trouve f”(x) 3 done " est

_ 21n(x) —
3

positive sur [e3/2; +oo[ donc sur [5;+oc[. Ainsi, la fonction f est convexe sur [5;+oc[. De plus, en posant

Un = ht(Tn) = f(n), on a In(n + 1)+~001n(n) car lIn(n+1) —In(n) = In (1 + %) +~00%+:00 o(ln(n)) et

n+ 1 ~ n dong, en divisant, un17 ~ un. Pour n > 5, d’apres I’égalité des accroissements finis, il existe
—+oo —+o0

deux réels oy €In+ 1;n 4+ 2[ et Bn €n;n 4+ 1] tels que upi2 —unp1 = f(n+2) = f(n+ 1) = f(on) et
Untl —Un = f(n+1) — f(n) = f'(Bn). Mais comme f’ est croissante sur [5;+oo[, on a f'(Bn) < f'(ayn) car
Bn < an. Ainsi, pour n =5, Unq2 — Ungq = Ung] — Un.

On en déduit d’apres la question c. (comme on parle de reste, le fait que les propriétés requises ne commencent

“+o00
qu’a partir du rang 5 importe peu) que R, = > (—1) k) (=1)nt1 M
k=n-+1 k +o0 2n

a. Lasérie > l' converge car en notant u, = -
o N

—, on a par exemple u, = O (%) ou alors par D’ALEMBERT
n: +o0 n

nz
Uni1 1 . . . T 1 ,
car —t — — 0 < 1. On reconnait la série exponentielle et >, — = e' = e. Par conséquent
Un n+ 1 n—-too n=on!
+oo 1
Rn= >, ] existe pour tout entier n € N en tant que reste d’une série convergente.
k=n+1
+oo | +oo |
b. On isole les deux premiers termes, (n+1)IRpy = (n+1)! > (n-l-'1). =1+ 4 > M or,
k=nt1 K n+2 Sz K
|
pour tout entier k > n+3, on a (n;{l—!l). = K= 1) .]. ) < k(k]— M = k]— T ]E Ainsi, en sommant
PO SN O B i
ELALEASLES —— — =) = ——. Ainsi, 1 < (n+ 1Ry, <1+ et on conclut par le
k:;H k! \k:;H k=1 k) n+2 SR < T+ P

théoréme des gendarmes que lim (n+1)IR, = 1.
n—-+00



(n+1)! 1 1

On pouvait aussi écrire que Vk > 2 = < donc, en sommant
P q /Tl+ y k' k(k*])(ﬂ.‘i‘Z) X (n_’_z)kfn,] )
e 1 1 1 1
1T<(n+NDRL <1+ =1+ X =1+ avec la méme conclusion.
< JRn < k:%:Jrz(nJrz)k—“—‘ n+2"4__1 n+1
n+2

. L . ol .

c. On sait que e = S + Ry, avec S, = > — donc en! = nlSy + nlR,, mais n!S;, = > I est un entier
K=o k! K=o k!

donc sin(2men!) = sin(2mn!Sy + 27nlRy) = sin(2mn!Ry) par 27n-périodicité de la fonction sin. Comme

1 21

on a 2Ry ~ —2% donc un = sin(2men!) ~
+oo M+

> 0 ce qui garantit par comparaison
+oomn +1

Rp ~ ——m—
" b0 (n—‘r1)!’

a la série harmonique de RIEMANN la divergence de la série Y sin(2menl!).
n=0

a. Pour tout entier k € N, la fonction fy : x + (tan(x))* est continue sur le segment I = {0; %} donc uy est

bien défini. De plus, Vx € I, 0 < tan(x) < 1 donc 0 < firq1(x) < fi(x) ce qui, par croissance de I'intégrale,

donne 0 < ug41 < uk. La suite (uy)ken est donc positive et décroissante.
b. La suite (ux)ken est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ > 0 par le théoréme

de la limite monotone. La fonction tan est convexe sur I car Vx € I, tan”(x) = 2tan(x)(1 + tan?(x)) = 0

>
donc la courbe représentative de tan est en dessous de ses cordes sur I, notamment Vx € I, 0 < tan(x) < 4—".
71
/4 k k k+177/4
Ainsi 0 < < f (4—7‘) dx = 4 [X ] = —T __ toujours par croissance de l'intégrale. Comme
insi 0 < wie < - x i 1lo M+ ujours p 1 intég
lim L, par encadrement, on a lim w = 0.
k—+oo k + 1 k—+4o00

On aurait aussi pu utiliser le chapitre sur les suites de fonctions :

(Hy) La suite (fx)xen converge simplement vers f : I — R définie par f(x) = 0 si x < % et f(%) =1.

(Hz) Les fonctions fy et la fonction f sont continues sur 1.
(H3) Vk € N, Vx € I, [fi(x)| < o(x) =1 et ¢ est intégrable sur I.

N L, /4 /4
Par le théoreme de convergence dominée, on peut conclure que lim ux = Um fi = f f=0.
—+o0 k—+o00 JO 0

/4 /4
c. Pour k € N, ug + uxy2 = foﬂ tan®(x)(1 + tan?(x))dx = fon tan®(x) tan’(x)dx par linéarité de

k /4
Iintégrale donc ux + ukx42 = {%L = k]?
/4 /4
d. uw = fo dx = i[ et = fo tan(x)dx = [ln(cos(x))]g/4 = —1In (72) = lnzﬂ Gréce a c.,
! k n—1 ==k n(m A (=DF
ona » (=1)(uak +uzk+2) = uo + (=1)""Tuzn = > N donc uzn = (—1) (Z -2 2k+1)' De
k=0 k=0 k=0
méme, on a la relation 3" (—1)%=(u _ _in = D o ton dédu
, k=1 +wks1) = wg + (=)™ uopyg = Z K ou l'on déduit
k=1 k=1
n—1 k—1
—1 In(2
que Uzn i1 = (*1)“(](21 ( Z)k - 2( ))
. . U S D L oS =DM ()
e. Comme nEToo urn =0 et nE;Too Urnit =0, nE;Too kgo T4 et nE;Too k§1 T R D’ou

(_])n—l (_])n +oo (_
la convergence de Y ~———et ) et les valeurs ) ~———
n>1 n n>0 n 1 n=1 n

_.
=
3
|
-

— @ et S ED" _m



Pour u = (un)nen € {—1,1}, uyr™ = O(r™) et > r™ converge (série géométrique) car |r| < 1 donc, par
b n>0
comparaison, y, unr™ converge absolument donc converge. Ainsi, 'application x est bien définie.
n=0
Soit u = (un)nen € {1, 1}N # v = (vn)nen € {~1,1}, notons p = Min ({n e N ’ Un # vn}), cet

entier existe car la partie A = {n e N

Un # vn} de N est non vide puisque u # v donc, par propriété
fondamentale des entiers, A admet un minimum.

Prenons par exemple u, = —1 et v, = 1 (autre cas est analogue et on le traite par symétrie), alors

+oo —+oo
x(v)=x(u) =P —(=1P)+ > (vn—un)r™. Posonsy = > (vn—un)r™ desorte que x(v) —x(u) = 2rP +y.
n=p+1 n=p+1
—+oo +oo —+oo
Par convergence absolue des séries, | Y. (vn —un)t™| < Y |vn—unfm <2 > M
n=p+1 n=p+1 n=p+1 T—r
21~p+1 ‘rp+] _ er(] — 21')

inégalité triangulaire d’ou x(v) —x(u)—2rP > — T qui devient x(v)—x(u) = 2rP —2]
-7

zrp+1

par

> 0.

L 1—r
Par conséquent, x(u) # x(v) dés que u # v, ce qui est la définition de l'injectivité de x.

On peut constater que x n’est pas forcément injective des que r € B, 1 [7 par exemple pour r = %, car

uis ue]_JrZo:o(l)k_M 0nax(1 =Ty =T ) =x(=T1,1,-- 1, )
p q _k:1 2 _1_(1/2)7 ) ) ) ) - y y .

a. Comme I'intervalle } 0; % { est stable par la fonction sin car sin G 0; % D =]0;1[C }O; % [ et que ug € }O; % [,

la suite (un)nen est bien définie et onaVn € N, 0 < u, < % Par stricte concavité de la fonction sin sur

ug € }0; 721 [, on a Vx € }0; 72l [, 0 < sin(x) < x donc Vn € N, 0 < sin(un) = unt1 < un et la suite (un)nen

est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel € € [0;up]. Or sin est aussi continue donc,

en passant & la limite quand n tend vers +oo dans sin(un) = un, on a sin(¢) = ¢ donc ¢ = lim un =0.
n—-+oo
b. Comme la suite (un)nen converge, par dualité suite-série, la série Y (un41 — un) converge. De plus,
n>0
comme liT Up =0, 00 & Upi] — Up = sin(un) — un ~ —lui < 0. Par conséquent, par comparaison de
n—+oo +oo

séries de termes de signe constant, > u3 converge.
n=0

c. Comme la suite (In(un))nen diverge car elle tend vers —oo d’apres a., par dualité suite-série & nouveau,
3

ud ul
. . g un — = +o(=*)
la série Y (In(uns1) —In(uy)) diverge. Or, In(uny1) —In(un) = In (“7*') = In ( & e ) ce
n>o0 Un +oo Un

2
qui donne In(un41) —n(uy) = In (1 —tn

?> ~ flufl < 0. Par comparaison encore, la série Y. uZ diverge.

00 [e%e] n>0
u3 u3 2
d. En élevant au carré, sin(un) = un — —2 +o(ud), on a sin(u,)? = (un - =4 o(ui)) qui se réduit
+o0 6 +o0 6
W2 2 W2 ud
en sin(un)? = u,zl(1 - 4 o(uﬁ)) = uZ (1 - 4 o(uﬁ)) = u2 — = + o(u}). Par conséquent,
+o0 6 +o0 +o0 6
2 2
1 Lz = 1 — Lz = %( —n 1) = Lz( u}f“ — 1) donc, en simplifiant,
Upgq  up o osin(up) usn  uh \sin(ug) Fooun N2 Myl
3
2
: 1 1 1 1 1 1 1 1 u 2 1
i () = Ve = () = L (1) L
notoo \up g un 3 Unyq  Up oo un 1— Ui + o(un) +oo uZ 3 () 4003



n—1
le développement limité g L o(u). Par le théoreme de CESARO, lim 1 > ( 21 — iz) = %

—u n—+00 M 1 —( Uk Uy
donc lim + (% - %) = lm % =1 apres télescopage d’ott uZ ~ 3 et uy = Vud o~ 3
n—t+oo M \uy  uj n—+oo nu; 3 +oom +oo\/ n
Bien siir, ceci rend plus facile les questions précédentes car on a alors u3 = 0 1 Vetu2 ~ 3.
, n oo\ 372 nen



