DEVOIR 03 : ESPACES NUMERIQUES

PSI 1 2025-2026 mardi 16 septembre 2025

QCM

n
Soit (un)nen une suite réelle, on pose Sn, = Y ux
k=0

> up CVosiug = o(l> > un CV si (Sn)nen et majorée et (un)nen positive
(o]

n=0 n n>0
> un CVsiuy = 0(1—2) > un CVsi (Sn)nen et majorée et (un)nen bornée
oo \n

n>0 n>0

Noyaux et images : soit E un espace vectoriel et (f,g) € £(E)?

Ker(f%) C Ker(f) Ker(g) C Ker(fo g)
Im(f?) C Im(f) Im(f o g) C Im(g)

Projections et symétries : soit E un K-espace vectoriel et p et q deux projecteurs de E. On note F = Im(p) et

G = Ker(p) et s la symétrie par rapport a F parallélement a G

ide —2p ='s Im(p) = Im(q) = qop=p
Ker(ide —p) = Im(p) Ker(p) = Ker(q) == poq =0

Implications et égalités élémentaires : soit f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E

fog=1idg = (f,g) € GL(E)? Im(f +g) =Imf+Img
2 =0 <= Imf=Kerf Ker(f 4+ g) = KerfN Kerg

Enoncer le théoréme concernant le produit de CAUCHY de deux séries : définition d’un produit de

CAUCHY de deux séries, hypotheses impliquant la convergence et relations sur les sommes des séries.

Soit E et F deux K-espaces vectoriels, f € £(E,F) et S un supplémentaire de Ker(f) dans E.

Montrer que f : S — Im(f) définie par Vx € S, f(x) = f(x) (restriction de f) est un isomorphisme.

Soit E le R-espace vectoriel (admis) contenant les suites réelles convergentes.

On définit F = {u = (Un)nen € E | nEToo Uy = O} I’ensemble des suites réelles qui convergent vers 0 et G
le sous-espace (admis) des suites stationnaires (les suites qui sont constantes a partir d’un certain rang : ce
rang dépendant de la suite considérée).

a. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.

b. Justifier que E = F + G.

c. F et G sont-ils supplémentaires dans E 7

Soit f : R? — R? définie par f(x,y) = (x,2x —y). On admet que f est linéaire.

Calculer f2(x,y). Qu’en déduire sur f ? Déterminer les sous-espaces caractéristiques de f.



| DEVOIR 03 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-j 11|23 |4 ]| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 03 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-3 | 11213 |4 | Fautes
1 X | X
2 X | X
3 X | X
4
1.1 Faux: ). l_pv (BERTRAND) 1.2 Vrai: car iz CV donc > un est absolument convergente
ns2 nin(n) ns1 n>0

1.3 Vrai : (Sn)n>o0 est croissante (car Sn41 — Sn = un41 = 0) et majorée donc CV 1.4 Faux : un = (—1)™,
alors (un)n>0 est bornée comme (Sy)n>o0 mais Sonp1 =0et Son = 1.

2.1 Faux : Ker(f) C Ker(f?) 2.2 Vrai: cours 2.3 Vrai: classique 2.4 Faux: g(x,y) = (x,0) et f(x,y) = (0, x).
3.1Faux: six=y+zavecy € Fet z € G, en notant s = idg —2p,onas(y+z) = (y+z)—-2y=z—-y#y—z
en général 3.2 Vrai: cours 3.3 Vrai: Im(p) C Im(q) = Ker(idg —q) donc (idg —q) op=0<=qop =1p
34Faux:sip=gq,onapoq=p?=p#0en général.

4.1 Faux : par exemple E = R[X], f: P—P'etg:P— fOX P 4.2 Faux : on a juste f> = 0 <= Im(f) C Ker(f)

4.3 et 4.4 Faux : par exemple f = —g = idg ; juste Im(f+g) C Im(f) +Im(g) et Ker(f+g) D Ker(f)NKer(g).

Soit (un)nen et (vn)nen deux suites complexes, on appelle produit de CAUCHY des deux séries

n n
> unp et > vnlasérie Y wy définie par Vn € N, wyy = Y0 wevn_x = D Un_kVk = D, Upvg). Si

n=0 n>0 n>0 k=0 k=0 p+q=m

—+o0 +oo +oo
> un et Y, vy sont absolument convergentes alors > wy lest aussi et Y wy = (Z un) X (Z vn>.
n>0 n>0 n>=0 n=0 n=0 n=0

f est bien définie car f(S) C Im(f), et elle est linéaire car f 'est. On a E = S @ Ker(f).
Si x € Ker(f), x € S par définition et f(x) = f(x) = Of donc x € Ker(f)NS = {Og} = x = O : f est injective.
Siy € Im(f), il existe x € E tel que y = f(x). Il existe un couple (a,b) € S x Ker(f) tel que x = a + b et
f(x) = f(a +b) = f(a) + f(b) = f(a) = f(a) donc f est aussi surjective : au final f est bien un isomorphisme.

a. La suite nulle appartient clairement & F donc F # (0. Soit uw = (un)nen et v = (vn)nen deux

suites de F et A € R, alors par combinaison linéaire de suites convergentes, la suite Au + v est convergente

(on est dans P’espace E). Par linéarité de la limite, lim (Aunp +vn)=A lWim up+ Um vy, =A04+0=0
n—-+oo n—-4oo n—-+oo

donc Au+v € F. On vient d’établir que F est bien un sous-espace vectoriel de E.

b. Soit u = (un)nen une suite réelle convergente, on note £ = lim wu,. On définit les deux suites réelles

n—-+00
v=(un—0nenetw= ()nen. La suite v converge vers 0 = {—( en tant que différence de suites convergentes

et w est constante donc stationnaire : v Fet w € G. Comme u=v+w,onak=F+G.
c. F et G ne sont pas supplémentaires car la suite u = (§o,n )nen (Symbole de KRONECKER) telle que up =1
et Yn > 1, u, = 0 est non nulle et a la fois dans F et dans G.

V(x,y) € E = R?, f2(x,y) = (x,2x — (2x —y)) = (x,y) donc f? = idg. Pour (x,y) € R?, on a

(x,y) € Ker(f —ide) © (x,y) = (x,2x —y) @ x =y et (x,y) € Ker(f+idg) & (x,y) = —(x,2x —y) & x = 0.

Ainsi f est la symétrie par rapport a la droite Vect(ej + e2) parallelement a la droite Vect(ez).



