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. n
Soit (a1, -y an, B1y -+, Bn) € R™ tel que > (oxfix + Brgx) = 0.
k=1
mn n n mn
Comme Y oxfi = — Y. Brgk est une fonction & la fois paire et impaire, ona > o fk = Y. Brgk =0 (1).
k=1 k=1 k=1 k=1

En effet, si f est & la fois paire et impaire, Vx € R, f(x) = f(—x) = —f(x) donc 2f(x) = 0 d’ou f(x) = 0.

n
On va montrer que (f1,---,fn) est libre par une des méthodes qui suit. Ensuite, Y Brgix = 0 se dérive en
k=1
n
kBxfk = 0 et on en déduira que f; = 2p2 = -+ = np, = 0 donc que B; = -+ = B = 0. Comme
k=1
o) =+ = an = 0 par liberté de (f1,---,fn), on aura la liberté de la famille (f1,---,fn, g1, -, gn)-

n
Méthode 1 : Les polynomes T, de TCHEBYCHEV vérifient Vt € R, Ti(cos0) = cos(k0) donc > ayfx =0
k=1

n n
g’écrit aussi Vt € R, > oxTk(cost) = 0. Ainsi, > oy Tk est nul car ce polynéme possede une infinité de
k=1 k=1

racines (car cos est surjectif de R dans [—1;1]). Comme les polynémes de TCHEBYCHEV sont de degrés

échelonnés, ils forment une famille libre de R, [X] donc a7y = -+- = an = 0 et on a la liberté de (f1, -+, fn).

Méthode 2 : Pour 'endomorphisme D € £(C* (R, R)) défini par D(f) = f”, les fonctions fx sont des vecteurs
propres associés aux valeurs propres —k? car D(fi) = —k*f et fi # 0. Comme ces valeurs propres sont

distinctes deux & deux, on saura bientot que la famille (fq,---,f,) des vecteurs propres est libre.

27
Méthode 3 : Pour le produit scalaire (f|g) = fo f(t)g(t)dt sur l'espace CO([0;2n], R), (f1,---,fn) est
directement une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul : elle est donc libre ! On le prouve avec
la formule de trigonométrie 2 cos(b) cos(a) = cos(a —b) +cos(a+b). En effet, si (i,j) € [1;n]? tel que i # j,
27 27
e . . _1 L . . _
on a (fi|fj) = fo cos(it) cos(jt)dt = 1 fo (cos((i —j)t) + cos((i +j)t))dt = 0.
Méthode 4 : On dérive 2(n — 1) fois la relation (1) (en ne gardant que les dérivées d’ordre pair) et on a
n

n
Vp € [0o;n—1], Yt € R, > (=1)Pk?Pay cos(kt) = 0. En évaluantent =0, Vp € [0;n—1], 3 k?Poy = 0. Ce
k=1 k=1

systeéme est de CRAMER car la matrice A = (j2(71)1 i j<n de ce systéme est une matrice de VANDERMONDE

inversible puisque les scalaires 1,4, ---,n? sont distincts. Ainsi, a7 =+ = an, = 0 et (f1,-++,fn) est libre.

Méthode 5 : (f1) est libre car f1 # 0. Soit n € N* tel que (f1,-- -, fn) est libre. Soit (a1, -, xnyq) € RM!

n+1 n+1
tel que > ayfi =0 (A). On dérive deux fois et on a Y k?apfi =0 (B). En effectuant (B) — (n+1)2(A),
k=1 k=1

n
So((n+1)% = k?)agfr = 0 done Yk € [1;n], ((n+ 1) — k?)oy = 0 par hypothese de récurrence donc
k=1

o) == oy =0dol ant1 =0 car fnp1 # 0. Par principe de récurrence, Vn € N*| (f1,---,fy) est libre.



(<=) Si p et q sont deux projecteurs de méme image et u=p — g, alors u> =p+q—poq—qop
Orsix € E, p(x) € Im(p) donc p(x) € Im (q) et q(p(x)) = p(x) car Im (q) = Ker(id e — q) ce qui prouve que
qop=p. Demémepoq=gqetonabienu?=p+q—p—q=0.
(=) Si u? =0, on a Im (1) C Ker(u) d’aprés le cours. Soit S un supplémentaire de Ker(u) dans E, u induit

un isomorphisme v entre S et Im (1) par le théoréme du rang. Notons r = rang (u). Prenons donc une base

(e1,--,er) de S, alors en posant Vk € [[1;7], en—rix = f(ex) € Im (u), la famille (en—r41,--+,en) est une
base de Im (u) (image d’une base par l'isomorphisme v). On complete cette famille libre (en—r41,---,en)
de vecteurs de Ker(u) en une base (er41, " ,en—r,en—rti, - ,en) de Ker(u) par le théoreme de la base
incomplete. Enfin, B = (e, -, en) est une base de E adaptée & la décomposition E = S @& Ker(u).
0 0 0
La matrice A = Mat 5 (u) s’écrit par blocs A= | 0 0 0 | car les vecteurs ey 1, -, €n—r,€n—rily ", €n
IL. 0 0
0 0 0
sont dans Ker(u) et Vk € [1;7], en—rtk = f(ex). Par exemple, en posant les matricesP=| 0 0 0 | et
I, 0 I
0 0 0
Q=0 0 0|,P2=P, Q2 =0Qet A=P—Q donc, en passant aux endomorphismes canoniquement
0 0 I

associés, u =p — q avec p et q deux projecteurs tels que Im (p) = Im (q) = Im (u).

Cela revient a définir p et q par les images des vecteurs de la base B : Vk € [1;7], p(ex) = en—rtk €t
qlex) =0,Vk e [r+T;n—1], plex) =0cet qlex) =0et Yk € [n — 1+ 1;n], p(ex) = ek et q(ex) = ex et on
vérifie bien sur les images des vecteurs de B que pop =p,qoq=q,u=p —q et Im(p) =Im(q) = Im (u).

On peut tres bien généraliser 1’énoncé en supposant (p, q) € £(E)? et en montrant I’équivalence entre (p et g
sont des projecteurs de méme noyau) et (p =poqet q=qop).
(=) Si(p=poqet q=qop)alorsp>=pop=(pog)op=po(qop) =poq=p doncp est un
projecteur. De méme, q est un projecteur. De plus p = p o q = Kerq C Ker(p o q) = Kerp et, de méme,
on obtient q = q op = Kerp C Ker(q op) = Ker q. Ainsi Kerp = Ker q par double inclusion.
(=) Si p et q sont des projecteurs de méme noyau, soit x € E, comme p? = p, il vient x — p(x) € Kerp donc

x —p(x) € Kerq ce qui donne q(x) — q(p(x)) = 0g d’ot q = qop. De méme p =poq.

On aurait aussi pu dire que Kerp = Im (id g — p) car p est un projecteur et Im (id ¢ — p) = Ker q implique

Im(idg —p) C Kerq <= qo(idg —p) =0 <= q = qop. Méme chose pour po (idg —q) =0 <= p =pogq.



K K
(3.4) Méthode 1 : il suffit d’écrire k3 = k(k — l)(k—2)+3k2—2k:6< >—|—3k(k )+k_6< >+6<2> + (1>

3
<];) T (- k)'T(lli o (n- v);iiz:zii(k )l (3) (E:S)
Ainsi, é:o (T;>nk3 = 61;1:3 <E) (:) +6 2:1:2( ><2) JTr1 Z < >(T> qu%jln transforme avec les égalités
précedentes = 3 (“> K3 = 6(2) ( j) ( > <E - j) + (T) h) <E B :) Or, avec le binéme
de NEWTON, on a i ( _3)— -3, < )—2“ 2 et ki; <E::>—Z“‘.

) K= 6(2) +6<2>2" 2+ (?)2“—‘ =n’(n+3)2"

n n
Méthode 2 : ona (1+X)" = 3 CZ X¥, on dérive et on multiplie par X et nX(1 +X)"1 = 3 k(i) Xk,

~ 3
N———

Ensuite, pour un entier p, on a (

On obtient donc Z (

=~

k=0
n
On recommence : nX(nX 4+ 1)(1 +X)"2 = (n(1 +X)" " +nn — X0 +X)"2)X = > k? (E)Xk. On
k=0

continue n((nX +1)(14+X)" "2 +nX(1 +X)"2 + (n —2)X(nX+ 1) (1 +X)"3)X = Eij K3 (n

k> X¥ et on évalue

n
en 1 pour avoir & nouveau Y k3 (E) =n((n+1)2" 2 4+n2" 2+ (n—2)(n+1)2"3) =n?(n+3)2" 3.
k=0

a. Procédons par récurrence sur n. Sin =1, P = X — ap admet exactement une seule racine réelle positive,
a savoir ap. Ainsi P admet au plus une racine sur R : une exactement si ap > 0 et aucune si ap = 0.
Soit n > 2, supposons donc que tout Q = X1 — by sX™" 2 — ... — by avec des réels positifs by, -, bn_2

admet au plus une racine sur R? , plus précisément exactement une racine simple réelle strictement positive

si (bo, -+,bn_2) # (0,---,0) et aucune racine strictement positive si (bo,---,bn_2) = (0,---,0). Soit
P=X"—an_1 X" ' —-..—qp avec ag, - - -, an_1 positifs. Alors P’ = n(X“_1 —wx“—z—- . -—a—‘>.
n n

Traitons deux cas :
eSia; = =an_1 =0, alors P’ ne s’annule qu'en 0 sur R par hypothese de récurrence donc y
reste positif par le théoréme des valeurs intermédiaires car lim P’(t) = +00. Ainsi, P est strictement
t—+oo
croissante (car P’ ne s’annule qu’en 0) sur Ry donc injective. Par continuité de P, la fonction P réalise

une bijection de R dans [—ap; +oo[. Ainsi, P s’annule une seule fois sur R en une racine simple r

si ap > 0 (auquel cas (ap,ar,--+,an—1) # (0,---,0) et aucune fois (ne s’annulant qu’en 0 sur R, ) si
ap = 0 donc si (ag,ar, -, an—1) = (0,0,---,0).
e Si(ay, -+yan—1) # (0,---,0), alors P’ s’annule exactement une fois en une racine simple s > 0 de

P’ sur R* par hypothese de récurrence. On a forcément P’ négative sur [0;s] et positive sur [s; 00|
. . . . , " . rrN , .
(sinon on aurait au moins deux racines de P’ sur R car 11141_1 P’(x) = 4+00) de sorte qu’on voit avec
X—>+00
le tableau de variations de P que P s’annule exactement une fois sur R* en un réel r > s qui est une

racine simple de P.

Par principe de récurrence, pour tout entier n € N* et tout polynéme P = X™ — ap_1 X"~ — .- — ag tel

que ap, - -+, an—1 sont des réels positifs, alors P ne s’annule pas sur R si (ap,ar,---,an—1) = (0,0,---,0) et

s’annule une unique fois sur R* si (ap, a1, -+, an—1) # (0,---,0).



b. Soit « une racine complexe de Q, |«™| = |an_1a™ "+ + ao| < |an_1|[a|* + -+ + |ao| par inégalité
triangulaire. Ainsi P(|a|) = |ot|™ — |an_1||a|*™ " — -+ — |ag| < 0. Comme |ap| > 0, on est dans le cas ol P

s’annule exactement une fois sur R* en p > 0. L’inégalité P(|«|) < 0 conduit alors a x| € [0; p] donc x| < p

a. Existence : on trouve X' + X1—1 =P, (X + %) avec Py = X qui est unitaire de degré 1.
2
On a aussi X? + )(172 = (X + %) —-2=P (X + %) avec P, = X? — 2 qui est unitaire de degré 2.
On a de plus X3 + X] (X + ) — 3(X + l) = P3 (X + l) avec P3 = X3 — 3X qui est unitaire de degré 3.
Soit n > 2, supposons qu’il existe deux polynémes unitaires P, de degré n et P,,_; de degré n — 1 tels que
Pn(x+§) = X"+ et Pn_1(X+i) = X"
X4 X“H = (X“ + X]“) (X + ) - ( 171 ) (R) on a trouvé un polynéme unitaire P, 41 de

degré n + 1 (assez clair) tel que P41 (X + %) =

. En posant P41 = XP, — P71, comme on a

1 . .
+7- On conclut par principe de récurrence que

pour tout entier n € N*, il existe un polynéme P,, de degré n > 1 et unitaire tel que P, (X + 1}) =X"+ X]—n

Unicité : soit n > 1 et supposons qu’il existe Q,, unitaire de degré n qui vérifie aussi Qn, (X +1 ) = X"+ in

Par exemple, pour x > 0, on a Py (x + ) Qn (x + ) Comme l'application f: t — t+ l est surjective de

R* dans [2;4-00[ par une petite étude de fonctions, les deux polynomes Py, et Qn coincident sur I'intervalle

[2; +00[ donc en une infinité de réels et sont donc formellement égaux : P = Qn.

Au final, Vn > 1, 3!P,, € R[X] tel que Py, est unitaire et de degré n et tel que Py (X + %) = X"+ XL“

b. D’apres la question précédente, on a Vn > 2, P47 = XP,, — Ph_7. On reconnait une relation de
récurrence type TCHEBYCHEV. On remplace X par e'® dans la formule (R) pour avoir la relation suivante :
Vo € R, ¥n > 2, Pri1(2cos(0)) = 2cos(0).Pn(2cos(0)) — Pn_1(2cos(0)). Une récurrence double permet
de montrer, par la formule de trigonométrie cos((n + 1)0) = 2 cos 0 cos(n®) — cos((n — 1)0), que 'on a bien

Vn>2, Vo € R, Py(2cos0) = 2cos(nd). Comme cos(nb) =0 < 0 = ZL [5], les réels 2 cos(0y) sont des
n ln

racines de Py, si 0y = zl 4+ ko @ avec k € [0;n — 1]. Comme la fonction cos est injective sur
n n
[0; 7], les réels (2 cos(0x))ogkgn—1 sont distincts deux & deux car 0 < 0p < -+ < 01 < 7. Comme Py, est
n—1
unitaire de degré n, on a donc P, = [] (X — 2cos(6x)).
k=0
1 n—1
On sait qu’il existe alors des constantes réelles ag,---,an_1 telles que F, = — = Qi car

PTL kgz:o X — ZCOS(Gk)
Fn est une fraction rationnelle irréductible de degré strictement négatif. La théorie (vue seulement en
MPSI) nous annonce que Vk € [0;n — 1], ax = ,% Or —25sin 0P/, (cos(0)) = —2nsin(nd) donc
P! (2cos(0k))
nsin(ndy) _ (=1)*

n—1/_1\k .s
P (2cos(0y)) = —; = "J N par conséquent : - =1 M
sin(0x) sin(0y) Pn M=o X —2cos(0k)




a. Soit y € Im (f), alors f(y) € Im (f) par définition donc Im (f) est stable par f. Considérons 1’application
g : Im (f) — Im (f) telle que Vx € Im (f), g(x) = f(x) (Papplication induite par f dans Im (f) qui existe par
stabilité de Im (f) par ). Si x € Im (), alors g(x) = f(x) € Im (f?). Réciproquement, si y € Im (%), alors
Ix € E, y=f2(x) = f(f(x)) = g(f(x)) € Im (g) car f(x) € Im (f). On vient de montrer que Im (g) = Im (f?).

Soit x € E, x € Ker(g) <= (x € Im (f) et g(x) = f(x) = 0g) <= (x € Im (f) N Ker(f)).
Par conséquent, Ker(g) = Ker(f) N Im (f).

On applique maintenant la formule du rang a g. Cela donne rang (f) = rang (g) + dim(Ker(g)) qui équivaut a
dim(E) — dim(Ker(f)) = dim(E) — dim(Ker(f?)) + dim(Ker(f)NIm (f)) en appliquant aussi la formule du rang
afet f2. On en déduit que dim(Ker(f?)) = dim(Ker(f)) 4+ dim(Ker(f) N Tm (). Mais Ker(f) NIm (f) C Ker(f)
donc dim(Ker(f) N Im (f)) < dim(Ker(f)) et on trouve bien dim(Ker(f?)) < 2 dim(Ker(f)).

b. Puisque dim(Ker(f)) = 3n —2n = n d’apres la formule du rang, dim(Ker(f?)) < 2n d’aprés a.. Or comme
3 = f2 o f = 0, on sait qu’alors Im (f) C Ker(f?). Mais rang (f) = 2n par hypotheése donc dim(Ker(f2)) > 2n.

On en déduit bien que dim(Ker(f?)) = 2n puis rang (f?) = n avec la formule du rang.

c. Avec les inclusions Im (f) C Ker(f?) et Im (f?) C Ker(f) et Iégalité des dimensions, on a Im (f) = Ker(f?)
et Im (f?) = Ker(f). On prend une base (ezny1, -, e3n) de Ker(f) = Im (f2). On y est incité par la forme

de la matrice puisque les n derniers vecteurs de B doivent étre dans le noyau. Par définition, il existe une

famille (e7,---,en) de vecteurs de E tels que Yk € [1;n], f?(ex) = eanik-
On pose Vk € [[1;n], entr = f(ex) et enfin B = (e1,- -+, en, enti, ", €2ny€2n+t1y" ", €3n0)-
3n
Vérifions que B est libre, soit donc (Ax)1<k<an € K3™ tel que Y Axex = O (1). On applique % & cette
k=1
n
relation (1) et il ne reste que . Axeznikx = O car f3 = 0. Mais comme (exn41,---,e3n) est libre, on en
k=1
2n
déduit que Ay = -+ = A, = 0. On recommence en appliquant u & la relation (1), et ona >, Axentx = Op
k=n+1
car f> = 0. A nouveau (ezni1,--,e3n) est libre donc A1 = --+ = Azn = 0. Il ne reste donc dans (1) que
3n
> Axex = O qui donne encore Aznq1 = --- = Azn = 0. Par conséquent, B est une famille libre de E.
k=2n+1
O0n O0n Op
B est une base de E car dim(E) =3n = card (B) et Mat 5(f) = [ In 0 On | par construction de B.

On In On



a. E est classiquement un R-espace vectoriel, lui-méme sous-espace de F(R, R). F est une partie non vide de

E car la fonction nulle 0 appartient bien & F. De plus, si (f, g) € F et (A, u) € R?, la fonction h = Af + ug est
bien dérivable sur R et elle vérifie bien h(0) = Af(0) 4+ ug(0) = 0 et h/(0) = Af'(0) + ng’(0) = 0 par linéarité
de la dérivation. Ainsi, Af + ng € F et F est un sous-espace vectoriel de E.

b. L’appartenance de f a F impose deux conditions a la fonction f donc on pense a un supplémentaire de
F qui est un plan. Il vient naturellement & l'esprit le plan G = Ry[x] = {f : x = ax + b | (a,b) € R?} des

fonctions affines. Il est classique que G est un sous-espace de E : la fonction nulle x — 0.x + 0 = 0 est affine
et toute combinaison Af + ug de fonctions affines f: x — ax +b et g : x = a’x + b’ est elle-méme affine car

Af +pg i x = (Aa+ pa’)x + (Ab + pb’).

De plus, si f € FNG, alors il existe deux réels a et b tels que Vx € R, f(x) = ax+bet f(0) =b=f(0) =a=0
donc f est la fonction nulle : on a déja FN G = {0} donc F et G sont en somme directe.

Soit h € E, en posant g(x) = h(0) + xh'(0) et f(x) = h(x) — h(0) — xh/(0) (expression qu’on peut trouver par
analyse-synthese) et on a h = f + g, g est affine et f € F car f(0) = f/(0) = 0. Par conséquent, E = F + G.

Comme FNG ={0g} et E=F+ G, on a E =F® G qui se traduit par “F et G sont supplémentaires dans E”.

c. Par construction, l'expression de la projection p : E — E sur G parallelement & F est p(h) = g avec
g : x — h(0) + xh/(0) (on ne garde que la composante selon G dans ’écriture de la fonction h sous forme

d’une somme de fonction de F et de G).

Les relations A x A = B x B = 0 se traduisent par Im (A) C Ker(A) et Im (B) C Ker(B). On en déduit que
rang (A) < dim(Ker(A)) = 2n — rang (A) par la formule du rang donc que 2rang (A) < 2n. Comme on a
rang (A) > n par hypothese, on en déduit que rang (A) = n. Par symétrie, rang (B) = n.
Soit S un supplémentaire de Ker(A) dans C?™, on a donc dim(S) = 2n — dim(Ker(A)) = 2n —n = n. Prenons
B1 = (v1,--+,vn) une base de S. On sait d’apres le théoréeme du rang que A induit un isomorphisme entre
S et Im (A) = Ker(A) de sorte que By = (Avq,---,Avy) est une base de Im (A). Comme C?™ =S @ Im (A),

B = B II B, est une base de C?™. Par construction, en notant u ’endomorphisme canoniquement associé &

0 0

A, la matrice de u dans la base B est N = < L 0
n

) . Et on a A = PNP~! par formule de changement de base

avec P la matrice de passage de la base canonique de C2™ & la base B. Par symétrie, on a aussi I'existence
d'une matrice Q € GLy,(C) telle que B = QNQ~'. Comme les matrices A et B sont semblables & la méme

matrice N, A et B sont semblables. En effet, A = P(Q~'BQ)P~' = UBU™! en posant U =PQ~" € GL,(C).



a. Comme deg(Pn) =n > 1, on a deg(P},) = n — 1. De plus, comme la fonction polynomiale P, est de
classe C! et que Vk € [0;n — 1], P(k) = P(k + 1) = 0, d’aprés le théoréme de ROLLE, il existe s, €]k;k + 1]
tel que P/(sx) = 0. On a donc n — 1 racines distinctes sg, - -, sn—1 de PJ, qui est de degré n — 1, ce sont donc
les seules. En particulier, 1, = s est I'unique réel de ]0; 1] tel que P/(r,) = 0.

n / n n
b. Pour des fonctions dérivables, comme pour des polynémes formels, on a ( 11 fk) = > f%( I fi>. Si
K=1 k=1 =

ik

n n n
on applique ceci avec P, = [] fi avec fx =X —k, onadonc P, = > J[(X—1i)car fi, =(X—k) ' =1. Si
=0 k=0 1%
P _ B (T OIS DI
x € R\ [0;n], on a Py(x) # 0, d'oi on :Z(H(x—i)>x(n(x—i)) >
Pr(x) =0 iz i=0 k=0 Xx —k
] n n n ]
c. Puisque P! (rn) = 0 et 7, ¢ [0;n], d’apres b., — Z = > > > &
™Th k=1 Tn k=1k— k=1 k

™
n
Vk € [1;n], 0 <k —1n < k. Comme la série harmonique diverge par RIEMANN, la suite ( >
k=

1

de ses sommes partielles tend vers +o0o. Par minoration, lim — = +ooc donc lim v, =
Nn—+00 T n—+oo

= )
- =H
k nn]

—_

1

d. Mieux que ci-dessus, on a Vk € [2;n], k=1 < k —r, < k donc < o 1 < k17 donc, en
-7
" n
sommant,
kz1 k Th 1 —Tn

‘ —_

1

+ Z % _1 Mais comme H;, o~ In(n) et Hy—q fox In(n —1) ~ In(n) car

() (') —+o0

1 1 1 1
In(n—1) =1In(n)+1n (l — 7> et Um =1, par encadrement, on a ~ In(n) donc r, ~ .
( ) (n)+ n R P Tn foo (n) " oo In(n)
e. Posons u,, = Hy; —In(n) pour tout entiern > 1. Pourn > 2, u, —up_71 = Hp —Hp—1—In(n)+In(n—1)
donc up —upn_1 = I (;]) L (1 1 ) =1_1 +O(i2) = 0(1—2) donc, par comparaison
n n foon M n 400 n
aux séries de RIEMANN, > (un — un_1) converge ce qui, par dualité suite-série, prouve la convergence (vers
n>2

n
vy ~0,577) de la suite (un)n>1. Ainsi, un =t o(1) d’ott Hy Z % =un + In(n) = In(n) +v+o(1).
oo — oo

a. Tout d’abord, comme le degré de P’ est inférieur & celui de P, u va bien de Ry [X] dans R, [X], la linéarité

de la dérivation montrant bien que u est un endomorphisme de R, [X].

Comme Vk € [1;1] (Lk)_L~inrndlfmiIIB—(Lk>
omme B T e p 2 On PR RS T U ocken

elle contient n + 1 = dim(R,,[X]) polynomes et qu’elle est libre puisque constituée de polynomes de degrés

B une base de R, [X] car

échelonnés. Par construction, la matrice de u dans B vaut Mat ¢(u) = A = (ai,j)o<i,j<n avec ajj = 1 si
j=1i+1et a;; = 0 sinon. A ne contient bien que des 0 et des 1.

b. Considérons I’endomorphisme ¢ = id g, x] —u de Ry [X] défini par ¢(P) = P —P’. D’apres la question a.,
Mat (@) = In41 — A est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale donc det(g) =1 #0
ce qui prouve que ¢ € GL(R,[X]). Comme ¢ est bijective, VQ € R [X], 3P € Ry[X], P—P' = Q.

On peut méme facilement trouver ¢~'. Si Q = ©(P) = P — P/, en dérivant successivement, on a aussi
les relations P’ — P’ = Q/,---,P(M) — p(n+1) — M) Or p(m+1) = 0 car deg(P) < n donc on trouve
P=0¢ Q) =Q+Q +---4+ Q™ par télescopage.

c. Méthode 1 : Soit Q € Ry [X] tel que Vx € R, Q(x) > 0. Soit f: R — R définie par f(x) = P(x)e ™. Alors

f est dérivable sur R et f'(x) = (P/(x) — P(x))e™™ = —Q(x)e™* < 0 donc f est décroissante sur U'intervalle R.



Comme 11111 f(x) = 0 par croissances comparées, f est donc positive sur R d’ott ¥x € R, P(x) > 0.
X—>+00

Méthode 2 : on constate d’abord que P et Q ont méme degré et méme coefficient dominant. Si Q = A > 0,
alors P = A aussi et le résultat est vérifié. Sinon, deg(Q) > 1 donc, comme Q reste positif sur R, Q est de

degré pairet lim Q(x) = 4+o00. Par conséquent, on a aussi lim P(x) = +oo. S'il existait un réel x¢ tel que
Xx—Fo0 x—£oo

P(x0) < 0, alors P admettrait un minimum sur R (classique). On pourrait donc définir m = M}én(P) = P(a).
Comme P est de clagse C*°, on aurait P/(«) = 0. Ainsi Q(a) = P(«) — P'() = P(a) < P(x0) < 0 : NON !!!
On en déduit encore que P reste positif sur R.

Méthode 3 : La fonction P est solution sur R de (E) : y —y’ = Q. Les solutions de I"équation homogene
associée (Eg) : y —y’ =0 sont les y : x — Ae*. Par variation de la constante, on trouve qu’il existe « € R

tel que ¥x € R, P(x) = ae® — ¥ fox Q(t)e~tdt qui s’écrit aussi Vx € R, P(x)e ™ = a — fox Q(t)e tdt. On

+oo
a liT P(x)e™™ = 0 par croissances comparées et fo Q(t)e*dt converge car t — Q(t)e™" est continue
X—+00

+
sur R et vérifie Q(t)e™t = o(e~%/2) par exemple. Ainsi, en passant a la limite, « = fo = Q(t)etdt donc
oo
+ +
Vx € R, P(x) = e~ fo = Q(t)e tdt—e* j: Q(t)e tdt = e* f ~ Q(t)e~'dt > 0 par positivité de I'intégrale.
X

d. Soit d = deg(P) < met a1 < -+ < ag les d < n racines réelles distinctes de P qu’on suppose scindé
a racines simples sur R. Les valeurs P’(a1), -+, P/(xq) sont non nulles car les o sont des racines simples
de P. Les valeurs P'(a),---,P’(q) ont des signes alternés car P change de signe au passage de chaque
o, il suffit de faire un dessin | Comme P — P’ = Q, on a ¥k € [1;d], Q(ax) = —P'(ak) donc les valeurs
Q(o1)y-++,Q(exq) sont de signes stricts alternés donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
des valeurs 1, --,Ba—1 telles que 1 < B1 <z <+ < xg—1 < Pa—1 < axg et Q(B1)=---=Q(Ba—1)=0.
Comme Q = P — P/, on a deg(Q) = deg(P — P’) = deg(P) et P et Q ont les mémes coefficients dominants.

Traitons deux cas :

e Si P/(ag) > 0, P est positive localement & droite de ag mais comme il n’y a pas de racine de P &

droite de aq, on a lim P(x) = +oo donc lim Q(x) = 400 aussi et, comme Q(xq) < 0, il existe
X—>+00 X—>+400

encore par le théoréme des valeurs intermédiaires un réel g > oq tel que Q(Bq) = 0 ce qui fait bien

d racines distinctes de Q et Q est aussi scindé a racines simples.

e Si P/(ag) < 0, P est négative localement & droite de ag mais comme il n’y a pas de racine de P &

droite de agq, on a lim P(x) = —oo donc lim Q(x) = —oo aussi et, comme Q(eq) > 0, il existe
X—>+00 X—+00

encore par le théoréme des valeurs intermédiaires un réel fq > g tel que Q(Bq) = 0 ce qui fait bien

d racines distinctes de Q et Q est aussi scindé a racines simples.

Dans les deux cas, si P est scindé a racines simples sur R, alors Q I'est aussi.



a. Méthode 1 : supposons que la famille (fq,---,f,) est lide. Alors il existe (A1,---,An) # (0,---,0) € R™

n n
tel que > Aifi = 0. En notant L; la ligne i de Ay, on a donc par construction Y A;L; = 0 ce qui rend les

i=1 i=1

lignes de Ay liée, donc det(Ay) = 0. Par contraposée, si det(Ax) # 0, alors (f1,---,fn) est libre dans E.
n

Méthode 2 : supposons det(Ay) # 0 et soit (A1,---,An) € R™ tel que Y Aifi = 0. En évaluant en les

i=1

A1 0
n
X1,y xn, Vi € [15m], 30 Aifi(xj) =0, ce qui se traduit par AJ | ¢ | = | i |. Or Ay est inversible par
i=1 }\n 0
A1 0
hypothese, Al I’est aussi, donc : = | ¢ |. Ceci assure directement la liberté de (fq,---,f,) dans E.
An 0

b. Initialisation : sin =1, f; € E telle que (f1) est libre, alors f; # 0 ce qui prouve l’existence d’un réel x; tel
que f1(x1) # 0. Ainsi, en prenant x = (x1) € R et Ax = (f1(x1)) € M1(R), on a bien det(Ay) = f1(x1) # 0.
Hérédité : soit n > 2 tel que pour toute famille libre (f1,---,fn_1) € E“q7 il existe une famille de réels

x = (x1,...,xn-1) € R telle que det(A}) # 0 en notant Al = (fi(xj)) € Mn_1(R). Soit

1<i,j<n—1
maintenant (f1, - - -, f) une famille libre de E, alors sa sous-famille (f1,- -+, fn_1) est libre donc, par hypothese
de récurrence, il existe x' = (x1,...,xn—1) € R™ tel qu’en notant A/ (fi(xi))Ki,jgn—] € Mn_1(R),

X =
on ait det(Al,) # 0. Pour xn € R et x = (x1,-*,Xn_1,%n), on pose Ay = (fi(xj)) € Mn(R)

1<i,j<n
qu’on développe par rapport a la derniére colonne pour avoir det(Ayx) = o1f1(xn) + -+ + oanfn(xn) avec
o = det(AL,) # 0. Or la fonction afy + - -+ + anfy est non nulle car (f1,---,fn) est libre et oy 7# 0 donc

il existe une valeur x, € R telle que a1f1(xn) + -+ + anfn(xn) = det(Ax) # 0 ce qui clot les débats.

Par principe de récurrence, si n € N* et (fy,--+,fy) est une famille libre de fonctions de E, il existe un

n-uplet de réels x = (x1,...,xn) € R™ tel que det(Ay) # 0 ot Ay = (fi(xj)) € Mn(R).

1<hjsn
a. Comme f est un endomorphisme de E, f™ en est aussi un pour tout entier n € N, ainsi Ker(f™) et Im (f™)
sont, des sous-espaces vectoriels de E.

e En tant qu’intersection de sous-espaces vectoriels, I (le coeur de f) est un sous-espace vectoriel de E.
e K est non vide car Ko = Ker(f®) = Ker(id g) = {0} est inclus dans K. Soit (x,y) € K% et (A, n) € K2.
Par définition d’une réunion, il existe deux entiers m et n tels que x € K, et y € K. Sans perte de
généralité, supposons que m < n. Alors f*(x) = f*"™ o fM(x) = "™ ((fM™(x)) = " ™(0g) = O¢
donc x € K. Comme K,, est un sous-espace vectoriel de E, on a Ax + py € K,, C K. Ainsi, K est stable
par combinaison linéaire et non vide donc K est un sous-espace vectoriel de E.
b. Si k € Net x € Ker(f¥), f*(x) = 0g donc f*t1(x) = f(f*(x)) = 0 d’ott x € Ker(f**1). Siy € Im (f**1),
il existe x € E tel que y = f*F1(x) = f*(f(x)) € Im (f*). Ainsi, Ker(f*) C Ker(f**1) et Im (f**1) C Im (f¥).

Ainsi, la suite ( dim(Ker(f*))) est croissante et majorée par n = dim(E) donc il existe forcément un

og<k<n+1
entier N < n tel que dim(Ker(fN)) = dim(Ker(fN*1)) ce qui montre que Ker(fN) = Ker(fN*1) (inclusion et
égalité des dimensions). En effet, si Vk € [0;n], dim(Ker(f**1)) > dim(Ker(f*)), on aurait facilement par

récurrence Vk € [[0;n + 1], dim(Ker(f*)) > k ce qui est impossible car dim(Ker(f™)) < n car Ker(f™) C E.



Sl existe k > 1 tel que Ker(fNT¥) = Ker(fN), on a déja Ker(fN15) € Ker(fN+TK+1) et si x € Ker(fN TR+,
il vient fN*¥(f(x)) = 0g donc f(x) € Ker(fN+¥) = Ker(fN) donc fN+1(x) = 0 et x € Ker(fN*1) = Ker(fV).
Par double inclusion, on a donc Ker(fN*%) = Ker(fN). Par principe de récurrence, Yk > 0, Knix = Kn-
Montrons par double inclusion que K = Ky . Par définition d’une réunion, on a Ker(fN) = Ky C K.
Soit x € K, par définition il existe i € N tel que x € Kj.

e Soit 1 < N et alors x € Ky C Ky d’apres la croissance des noyaux itérés et on a x € Ky.

e Soit i > N et alors i =N 4 k avec k € N* et x € Ky = Kn d’apreés ce qui précede.
On a bien établi que K = Ky;.
c. Comme avant, et puisqu’avec la formule du rang on a rang (fN*¥) = rang (fN) pour k € N, on a
Im (fN*%) = Im (fN) par inclusion te égalité des dimensions. Comme en b., on en déduit que I = Iy.

e Six € K=KN onafNx) =0 donc fN*1(x) = tN(f(x)) = f(fN(x)) = f(0g) = 0 donc

f(x) € KN = K ce qui montre que K est stable par ’endomorphisme f.

e Siyel=Iy,il existe x € E tel que y = fN(x) donc f(y) = fN*1(x) € Iny1 = In = I donc I est

aussi stable par I’endomorphisme f.
Soit x € TN K, alors fN(x) = O et il existe y € E tel que x = fN(y) car [ = Iy et K = Kn. Ainsi,
N(x) = fN(fN(y)) = N(y) = 0g donc y € Koy = Ky donc x = fN(y) = Og. Ainsi, I et K sont en somme
directe et, comme dim(I) + dim(K) = dim(Ker(fN)) + rang (fN) = n = dim(E) par la formule du rang, on en
déduit que E=1@ K : I et K sont supplémentaires dans E.
d. Comme I et K sont stables par f, on peut définir les deux endomorphismes induits f; et fx induits
respectivement par f dans [ et dans K.
Pour f; : on a l'équivalence x € Ker(f;) <= (x € I et f(x) = Og) <= x € I N Ker(f) qui justifie 1'égalité
Ker(f1) = INKer(f). Or Ker(f) C K donc Ker(f;) C INK = {0g} ce qui montre que Ker(f;) = {0} et donc
que f1 est injective. Soit y € I = Iy = Iny1. Il existe donc x € E tel que y = fNT1(x) = f(fN(x)) = f(z) avec
z=1fN(x) = In = L. Ainsi, y = f1(z) et f1 est surjective. Par conséquent, f1 est un automorphisme de I.
Pour fy : soit x € K, comme K = Ky = Ker(fN), on a f{ (x) = fN(x) = 0¢ donc f{ = 0 et fx est un
endomorphisme de K qui est nilpotent d’indice inférieur ou égal a N.

a. Comme P(0) =0 et P’(0) # 0, on peut écrire P = a1X+ -+ apXP de degré p > 1 tel que a3 = P’(0) # 0.
Soit x € Ker(f) N Im (f), on a donc f(x) = Og et 3y € E, x = f(y). Ainsi f2(y) = Og. Par hypothese,
P(f) = aif + -+ apf? = 0 qu'on applique en y pour avoir Og = a;f(y) puisque Yk > 2, f*(y) = Og. Ainsi,
comme aj # 0, on a f(y) = x = Og. Les sous-espaces Ker(f) et Im (f) sont donc en somme directe. Comme
dim(Ker(f)) + dim(Im (f)) = dim(E) par la formule du rang (voila 'apport de la dimension finie), on conclut
que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E si E est de dimension finie.

b. Avec les mémes notations et le méme raisonnement, on sait déja que Ker(f) et Im (f) sont en somme directe.
Soit x € E, alors P(f)(x) = Og donc aif(x) + -+ + apfP(x) = f(arx + azf(x) + -+ + apfP ' (x)) = O ce qui
prouve que ajx+axf(x)+---+apfP ' (x) € Ker(f). Comme a7 # 0,y = x+ Z—?f(x)—iﬂ : -+2—?fp*1 (x) € Ker(f).



Mais z = fﬁf(x)f~~~f&fp*1(x) € Im (f) carz:f(fﬁx7~~fﬁlfp’z(x)) etonax=y+z On
al aj al ai

vient d’établir que E = Ker(f) + Im (f).
Méme en dimension infinie, avec les conditions de I’énoncé, Ker f et Im f sont supplémentaires dans E.

a. Il est classique qu’une application lipschitzienne est continue (méme uniformément pour les ex-MP2SI).
Pour le prouver ici, soit f € E et k € Ry tel que V(x,y) € R?, [f(x) — f(y)| < k|x — y| et soit xo € R, alors
Vx € R, 0 < [f(x) — f(x0)| < k[x —xo] et XIHQO |x — xo| = 0 donc, par encadrement lenQO f(x) = f(xo) ce qui
montre la continuité de f en xo pour tout xo € R. f est donc continue de R dans R et E C CO(R, R).

De plus, E # 0 car la fonction nulle est bien continue et O-lipschitzienne donc 0 € E.

Soit (f,g) € E? et A € R, alors il existe (k,k’) € R% tel que V(x,y) € R?, [f(x) — f(y)| < k]x —y] et
lg(x) — g(y)| < ¥'|x —y|. La fonction Af 4+ g est d’abord continue sur R par linéarité de la continuité et, par
inégalité triangulaire, V(x,y) € R2, |(Af+g)(x)—(Af+g)(y)| = |M(x)—Af(y)+g(x)—g(y)| < A[k|x—y|+K[x—y|
donc Af+g est aussi lipschitzienne associée & la constante |A|k+%’. E est donc stable par combinaison linéaire.
Tout ce qui précede fait de E un sous-espace vectoriel de C°(R, R), donc E est lui-méme un espace vectoriel.
b. Définissons ¢ : E — R par ¢(f) = f(0). Il est clair que ¢ est une forme linéaire sur E, et comme
F = Ker(¢) par définition, F est un sous-espace vectoriel de E, donc un sous-espace vectoriel de C°(R, R) et
enfin F est lui-méme un espace vectoriel. On pouvait le faire de maniére plus classique.

Comme ¢ est non nulle car cos € E et @(cos) = 1 par exemple, F est un hyperplan de E donc on attend une
droite comme supplémentaire de F. Posons G = Vect(1) le sous-espace vectoriel des fonctions constantes. Si
f € FNG, alors f est constante et nulle en 0 donc nulle sur R et FNG = {0} donc F et G sont déja en somme
directe. De plus, pour f € E, on peut écrire f = f — f(0) + f(0) (f(0) signifie ici la fonction constante valant
toujours f(0)) et la fonction g = f — f(0) € F est toujours lipschitzienne (méme constante que celle de f) et
elle s’annule en 0 et h = f(0) € G de sorte que E = F+ G. Ainsi, G est un supplémentaire de F.

c. Soit f € Fet k € Ry tel que ¥(x,y) € R?, |[f(x) — f(y)| < k|x —y|. L’application g de I’énoncé est
bien définie sur R en fonction de f et la linéarité de @ est claire. De plus, g est kt-lipschitzienne car
V(xy) € B2, [g(x) — g(y)] = [F(x) — H(y) — £(x) + ()] < [F(x) — £()] + [F(tx) — F(ty)| < klx —y| +Klex — ty
donc |g(x) — g(y)| < (1 + t)k|x —y|. Comme g(0) = f(0) — f(0) = 0, il vient g = @((f) € F donc ¢ est bien
un endomorphisme de F.

Si f € Ker(@¢), on a @¢(f) = 0 donc, pour x € R fixé, @(f)(x) = 0 d’ott f(x) = f(tx) = f(t?x) = --- ce qui

donne par une récurrence simple : Vk € N, f(t*x) = f(x). Or klim t*x = 0 et f est continue en 0 donc
—+o00

lim f(t*x) = £(0) = 0 = f(x) (suite constante). Ainsi Ker(¢) = {0} et @ est injective de F dans F.

k—+o00
n-1 n—1 5

d. Par télescopage, sin € N*, 3 g(t*x) = > (f(t*x) — f(t*T'x)) = f(x) — f(t"x). A nouveau, en faisant
k=0 k=0

“+oo
tendre n vers +oo, comme lim f(t™x) = f(0) = 0, on obtient f(x) = Y. g(t*x).
n—+o0 k=0
Réciproquement, soit g € F et k € Ry tel que g est k-lipschitzienne, la série > g(t™x) est absolument
n>0
convergente car |g(t™x)| < kt™|x| et que la série géométrique Y kt™x converge car 0 < t < 1. Ainsi,
n>0



+o00

la fonction f : x — > g(t™x) est bien définie, elle vérifie clairement Vx € R, g(x) = f(x) — f(tx) par
n=0

télescopage et car 1111 g(t™x) = g(0) = 0. De plus, on a f(0) = 0 car g(0) = 0 et, si (x,y) € R?, il vient
n——+0o0

400 +o0 +o0 +o00
[f(x) = f(y)| = szog(t“X)— Eziog(t“y) < Zziolg(t“X)—g(t“y)l < Ezioktnlx—ylz
K

1Et\x—y|doncf€F

-lipschitzienne et g = @¢(f). On en déduit que @ est aussi surjective de F dans F.

car f est ]

Par conséquent, ¢ est un automorphisme de F.
e. SifEFetx€ R, ona @2(f)(x) = @i(x) — @i (tx) = f(x) — f(tx) — (F(tx) — f(t(tx))) = £(x) — 2(tx) + f(t*x)
donc I'équation de 1’énoncé se traduit par ¢Z(f) = idg = h. Or h € F et, d’apres la question d. et pour

—+oo +oo
x€R,ona ;' (h)x) =3 h(t"x) = 3 t™x = ﬁ donc @7 '(h) = 117th' Comme ¢ est bijective, on
n=0 n=1 - -

a l'équivalence @2(f) = h <= f =@ 2(h) = ¢ (¢~ '(h)) = . 1l existe une unique fonction dans F

h
(1-1
qui vérifie Vx € R, f(x) — 2f(tx) + f(t?x) = x et c’est la fonction f = (11(17]1;2 DX (1_%)2



