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PARTIE 1 : AUTOUR DE

cos(n@)

n>1 n

Pour 6 =0,

1
la série harmonique Y, — diverge

—_1)"
d’apres le cours et, pour 6 =m, | > (=1 converge
n>1n n>1 n
1
par le critere spécial des séries alternées car (f) : est décroissante et tend vers 0.
n/nz
Convergence :
n. . X n oo n ) 1 eme
Cn =Re (Z elke) donc, comme 0 €]0;2nt[ et e© £ 1,0ona 3 e = Y (etf)k =10 T donc
k=1 k=1 k=1 —e
L no . no
e 2 (— ) sin ( ) l(n_;,_])g sin (7)
avec I'angle moitié, C,, = e'® o — o
e2 (—2i)sin ( ) sin (7)
2 2
((n +1)0 ) . (nG)
cos
On en déduit donc l'expression |Cp 5 2/ g €]0; 27|
sin (2)

Ainsi,

vne N, [Cn| <

1
»(3)
sin { =

2

0 0
donc (Cn)nen est bornée | car 7 €]0; [ donc sin (E) > 0.

On en déduit que Yn > 1,

tend vers 0, la série >
n>l

c 1 1
"\n n41

n>l

Cette égalité peut se prouver par récurrence mais, pour k

1 1
n n+1l

converge, ce qui signifie que

1 1 1 1 . 1
Cnl—-— — — —— | et comme la suite
n n+1 n n+l n

) converge par dualité suite-série donc, par théoreme de comparaison,

G

) o

> Cn

n>l

— ) est absolument convergente.
n+1

> 1, cos(k®) = Cx — Cx—1 donc on obtient

L ko6 N Cx — Cy— nC Cx—

> % = > hd d R > =k k] et, en posant p = k — 1 dans la seconde somme,
k=1 K k=1 k k=1 kK k=1 Kk

L ko6 noC n—1 C n — 1 C

ZCOS( >=Z—k—27p,donc ZC ( Z (—) 2| carco=0

k=1 Kk k=1 K p=op+I k=1 k=1 k+1 n

1 C
D’apres la question précédente, Cx [ = — —— ) converge et, avec (C « bornée, lim =0
p q p k; k(k k+1> g (Cr)nen Jlim
cos(no 1+ cos(no too 1 1
donc cos(n0) converge et cos(nd) = > Cn ( - )
n>1 n=1 n n=1 n n+1




Développement asymptotique classique
—1
1 1 1 1 1
nt ):m<1+>—(1+> = ————=
n n +oon  2n n

[1.3.1] gn—gnt1 = — -

1
—Hn(
+1 n
1 1
donc gn — gn+1 foo 2 0

1 .
) puls  1gn — gn+1 Loo 21172

2
— converge donc, par comparaison, la série ) (gn
n>l

- 9n+1)

n>1n

1
gn—9gnt+1 ~ — (termes positifs) et >
+oo 2n

converge, puis ‘la suite (gn)nen= convergel par dualité suite-série.

Calcul de la somme dans un cas alterné
2n (_])k no n 1
On sépare les termes pairs et impairs dans », —— = + > — — > qui s’éerit aussi
k=1 Kk =12k =1 2k—1
2n (_])k n o n 1 n o 2n (_])k
—— = - +2 > —donc | Y —— =Hn—Hon.
=k 2k 2k -1 — 2k =k " "
+oo (—1)k n (1)K
La convergence de la série a été vue en 1.1 donc —— = lim Y —— = lim (Hn — Han).
k=1 k notoo =7k n—+4oo
Or Hy, — Hon = (gn + In(n)) — (g2n + In(2n)) = gn — g2n — In(2) et comme (gn)nen+ converge vers vy,
EDT —1n(2).

lim (gn —g2n) =v —7v =0, ce qui donne
n—+oo n—1 n
Un autre cas particulier :
2mn . 2mn 1 .
5. cos| — | =1sin=3ketcos| — | =—=sin= oun = .
3 1 3k et 3 5 3k+1 3k +2
3n ke no n-1 _1/2 n-1 _1/2
On sépare cette fois la somme en trois, Y cos (ko) =5 —+ / > / , ce qui donne
k=1 k p=1 3p p=0 3P +1 p=0 3]3 +2
3 cos(k0) 1 1 (nd nolog noq T 1
= —Hp — - + — | += > — = —(Hp — Hzn).
k; K 32 p§03p+1 pgosp+z p§13p 2}::131) 7 (Hn = Han)
to0 ko 3n 3¢
La convergence de la série a déja été vue en 1.2.4 donc ) cos (k9) = lim cos (ko) et, comme
k=1 n—tooy
1 Inn) vy In(3n) vy n(3) 120 cos(k0) 1
~(Hn — Hzn) = Lo Do) = ——Z 401 = —-1n3 0=".
yHn =Han) = == +7 2 ;oS- el k; K y e pomEE
Désordre :
L6d] bi= 30 ot 3 s - 3 o = Ha— 3 3 o etHa = 3 o+ Y o d
.6. — . _ — — - - e = _— onc
SR T S T A a—2 S k—1 4t 22 k1 A Ay
n 1 d L3 1 n 1
Han = -H ‘ot = Hyn — - Hp et bx = - (Hn — H
2n 7 n+k212k7] uk§12k*] 2n 7 n € kiz:] k 2( n Zn)
too n(2
> bn = 7&. On somme
n=1 2

On a déja vu a la question 1.4 que lim H;, —Hzn = — In(2). Ainsi,
n—-+oo
+oo n(2 “+oo
L @)= S an
2 n=1

les mémes termes que dans la série harmonique alternée mais > b, = —
n=1



Non convergence absolue :

2
cos“(no cos(no
On a ( )’ < |cos(no)] car | cos(n@)| < 1 done, par comparaison des séries & termes positifs, si
n
2
cos(nod cos“(no
> L est absolument convergente alors # est aussi absolument convergente.
n>1 n n>1
2 2
cos“(nod 1/1 cos(2nd 1 2cos“(nO 2cos(2n6 . 1 .
Onang f—|—(7) donc — = ( )— ( )donclasérlezfseraltla
n 2 \n n n n 2n n>1 M
L . cos(2no) .
somme de deux séries absolument convergente donc serait convergente. En effet, > |————=| serait elle
n>1
cos(2k0 2n | cos (ke cos
aussi convergente car la somme partielle vérifie ék)’ <> l(c ) ’ Z ( ) et est donc
k=1 k=1 k=1
.y L. cos(2no) . .. 1 . .
majorée alors que la série Y |———=| est & termes positifs. Comme > — est divergente d’apres le cours,
n>1 n n>1n
cos(nd
on en déduit que L n’est pas absolument convergente.
n>1l n

+o00 —1)P
2 (=)
p=n+l P

PARTIE 2 : ETUDE DE R, =

Expression du reste
L ((=1)P . 1
La suite ( ) est alternée, et (7
peEN*

) est décroissante et tend vers 0. Ainsi, par le critere
peEN*

P P
- . , . (=1)P
spécial des séries alternées, la série | est convergente.
p=1 P
N—1 N-1 N—n—1
Comme t # —1,ona Y (=1)*FTth = (—1)mHn 37 (—q)ktT-(dDgkn — (_yntlyn 5~ (_q)h
k=n k=n h=0

N-1 1— (—t)N-™m ) () NN
en posant h =k—netonadonc | > (—1)k1tk = (—1)n+1n (=) = (=) (=1) .
k=n 1-— (7t) T+t

1 k+1 -9 1 ik
f thdt = [ ] =——]etpourte[0;1],0 < — < t* donc, par croissance de Pintégrale,
0 k+1 k+1 1+t
o< [ g e [Mtat= —— Onare= 1 S D Y e [
—dt thdt = 7. = i —_— = i — thdt.
\fo 14+t \L/;) DI Rt N—l>n-|}ook%:+1 k N—lﬂ}ook;n( ) fo
1 (— n—th_ -1 N—HtN
D’apres la question précédente, on a Z (—1)k+! f thdt = f (=1) (=1) dt par linéarité de
k=n 14+t
v 1 1 1 G (=™ De ol éealitd trianeulal
intégrale et Z (=1 fo t<dt = fo 1 T dt+ f dt. e plus, par inégalité triangulaire,
—1 N N 1 N 1 1 ,
il vient f < f dt < . Comme lim —— = 0, par encadrement, on obtient
T4t 014+t N 41 N—+oo N + 1
1 (=1 n—Ht — (=1 N—HtN 1 (=1 n—th 1"
lim (=1) (=1) at= [ EVT et R = (—o [ ——at.
N—+4o00 J0 14+t 0 1+t 014+t




Nature d’une série

sont de classe C' sur [0;1] donc, par intégration par parties,

m Les fonctions t — et t — T

+1
1" n+1 1 tn+1 1 1 tn+1 1 1 tn+1
| dt = X ————dt et 0 < x ———dt < [ dt car
014t n+1 1—|—t0 On+1 (1+1) on+1  (1+1) 0 n+1
1 It“""] 1 1 1 P
——— < 1site]o; 1]d0n00<f 5dt < = O ( —5 ] et on en déduit bien,
(1+1)2 0n+1 (1+t) Mm+1)(n+2) +oo
les valeurs k — - tp =1 R (=™ +o(-
avec les valeurs = —- € = ue = — — .
2 4 "t 2n n?

-t N . . .
(=1) converge par critere spécial des séries alternées et la série de RIEMANN ) — converge

z22] ¥ S
2 n>1mn

n>1 n

> Ry converge.

donc, par comparaison et somme,
n=>0

N
Z (=x)™dx par linéarité de 'intégrale donc

N N X"
. _ 1 =
SIN €N, 3 R = 3 (M [ = - [

n=0
N 1 dx N T S 1 (N ] 1
Rp = — T axet 0< [[ ———ax< [ Ntlax = £
k= (1+x>2+( DA (142 7 o <Js (1 +x)2 S Jy e N+2°©
li ! 0 d t SR f] d { L T !
ue —— = U, par encadrement, on a = = = ——.
PN N2 0P 2T o 52T T e T 2

+oo (—=1)P

PARTIE 3 : ETUDEDE r,, = >
p=n+1 /P

Un équivalent :
1 2ynn+1)—(2n+1
3.1.1| Onavnp1—vpn = ———-2vn + 142 = . Puis, par développements limités,
+ Noea vn Nows p pP
1/2
1 1 1 1 1
ona2y/nm+1)—(n+1)=n|2(1+— L R P L —))-2-—1=0(-)
n n +oo 2n n +oo n

1
Comme y/n + 1 \/H onavni] —vq =0 O (=73 | donc > (Vnt1 — vn) est absolument
+o0 TI\/TT. +DO n / n>1

convergente donc convergente par RIEMANN et, par dualité suite-série, ’1a suite (vn)nen+ converge |

- 1 o 5 e .
La série > —573 converge par le critere de RIEMANN car 7 > 1 donc son reste | > =72 existe.
p>1P p=np
> n, on a

La fonction h : t + t=>/2 est continue et décroissante sur [1;4oo[ donc, pour n > 2 et tout p
dt N dt
f | 572 par CHASLES en sommant
n

P+l P .. PN+ 1
fp h(t)dt < h(p) < qu h(t)dt. Ainsi, fn =71 < gﬂﬁ

_ N+T dt 2 N+ . .
k € [n;N] siN > n. Or f <5 = [_ W] On passe a la limite quand N tend vers +oo dans
n t t
Pencadrement précédent et —— < 5° — 2 p drement, | 5> — 2
encadrement précédent et —— . Par encadrement,
3372 S E 922 T 3 1)3/2 = p®? oo 3032




Un développement asymptotique

Les fonctions t — (k+1 —t)(t — k) et t — 3_ sont de classe C! sur le segment [k;k + 1] donc

2
3/2

" 3

k 13/2 3

fk+1 (tT-t(t—%) _ [-20+1-1)E-k b L2 fk+1 Rplon 2 fk+1 Zkt1-2t
k t5/2 3t3/2 x J[3/2

2
par intégration par parties. Les fonctions t — 2k +1—2t et t — ——— sont C! sur [k; k+1] et, comme avant,

Vit
K1

k1 (k41 —t)(t —k)dt  [4(2k +1 —2t) kT 8dt 41 [ 3
Js s s (e o)

1
Vi1 —Vk = \/kiﬁ —2vk + 14+2vk donc la question précédente nous donne, par inégalité triangulaire,

1 1 1 sfk+1 (k—i—]—t)(t—k)dt < 3 (donc C 3) .
— — - _ = |= onc = - car on majore
Viekl T VK NOES R 8 Jx t5/2 < osk2vik 8 !

1

1 .

La suite (vn )ne n+ converge (vers L) done, par dualité suite-série, la série > (vna1—Vn) converge aussi
ne N
“+o00
et, par télescopage, on a . (vik41—vk) = L—vy en passant & la limite quand N tend vers +oo dans la relation
k=n

N 1 1 > too 1 1 1
V41 — Vk) = VN+] — Vn. De méme ——— — — | converge et ( > = ——.
kgn( * ) " " ’k§1 (vk—H vk Z VT vk Vn

too 1 1 1 )) ‘ e .
S (vkr1 — vk — = | — - —= donc, par inégalité triangulaire, on
k=n < 2 (\/ k41 Vi

1 1 1 <3J§o 1 of ]
v —VvK — = - — - —_— = — |-
T Ve VA T8 &K e 032

1
On en déduit que U.n—2\/>+L+\/>+O<n\F) (azz,B:Letézi).

On a donc |[L—v

“+00

<X

. 1
obtient |[L — v, + — 3

Nature d’une série

(=1)P s - .
converge par le critere spécial des séries

1
(—) N est décroissante et tend vers 0 donc Y
eN-

VP /P p>1 VP
e =T . .
alternées. Ainsi, |[S= ) 7 existe. | De plus, S est du signe de son premier terme, donc S < 0
=1 VP
] R S e S I S ! Tind
3.3.2| 1o, = =S - =S - — + ———— en séparant les termes d’indices
" k=2n+1 vk =1V k=1 V2k k=1 V2k-+1
n 1 n—1 1 n 1
pairs et impairs. Ainsi, ron =S —2 ) Wi + < > Wirsrai + > m) donc ’rzn =S —2Un + Usn.
k=1 k=1 k=1
1

1 1
3.3.3] r2n =S — V2 (2 n+L+ > + (2\/211 + L+ > +0 () d’apres la question 3.2.3 donc
- n f Zﬁ P TTL Tl\/TT

+O(n]n> (donca:S—i—(]—\ﬁ)Letb:—z\]—ﬁ).

on arrive & |12, = S+ (1 —V2)L —
+o00

2v2n




T2n est le reste d’ordre 2n d’une série convergente donc lim 12, = 0, d'ott |S = (v/2—1)L.| De

|55
n—+4o00

1

1 1 1 1
4+ O —= ) puis T2n41 = T2n + = + 0 () ce qui donne
2vV2n (Tl\/;l) n " V2 +1) t°2v2n nvn

plus, t2n +:OC—

Mo () - e
Th = ———— onc, comme . converge par le critere spécial des séries alternées
n4{ﬂ ZVA{ nyn ’ n>1 ZVA{ s p P
1
comme ci-dessus et que la série converge, par comparaison et somme, | >, T, converge.
1 ny/n n>0
. —+ o0
PARTIE 4 : ETUDE DE t, = 5 (—1)Pf(p)
p=n-+1

1 1
On peut prendre ,ouf:t— 7 et, plus généralement, f: t — = avec x > 0.
t

La suite ((—1)P f(p))]De y est alternée, et (f(p))pe y est décroissante et tend vers 0 par hypothese. Ainsi, par le

théoréme spécial des séries alternées, la série > (—1)"f(n) converge, donc |son reste t, d’ordre n existe.

n>0
+o0 +oo +00
Pour n € N, par lindarité, ona > (=DP[(p)—f(p+1)]= S (=D)Pf(p)— 3. (=1)Pf(p+1) car les
p=n+1 p=n+1 p=n+1

deux séries sont convergentes. On pose le changement d’indice k = p + 1 dans la seconde série de sorte que

) - = X (DR - S (DK = S (M) - S (1))
p=n+1 p=n+1 k=n+42 p=n+1 p=n+2
done | S (C1P[i(p) = f(p + 1)] = 2tn — (—1)i(n £ 1).
p=n+1
(_1)n+1 1 +oo - )
On a donc t, = Tf(n—H)—i_E S (=1)P[f(p) — f(p+1)]. On commence par vérifier que la fonction
p=n+1

g :x— f(x) — f(x + 1) est positive (car f décroit), tend vers 0 en +oo (car f le fait aussi) et décroit, car
g’'(x) = f'(x) — f'(x + 1) donc, par croissance de ', ¥x € R%, ¢'(x) < 0. Ainsi, > (=1)P[f(p) — f(p + 1)]

n>0
vérifie les hypotheses du critere spécial des séries alternées et que son reste d’ordre n vérifie la majoration
+o0o
S (=1Pf(p) — flp +1)]| < [f(n+1) — f(n + 2)] par ce critere.
p=n+1

(_])n+1 (_4)n+1
On a donc tn, = ~————f(n+ 1)+ O(f(n+ 1) — f(n 4+ 2)). La série Y, ~——~——f(n + 1) converge par

+oo 2 n>=0 2

le critere spécial des séries alternées et Y (f(n + 1) — f(n + 2)) est absolument convergente par dualité
n>0

suite-série car lim f(n) = 0. Par comparaison et somme, on en déduit que | Y tn converge.
n—-+o00
n>0

Comme f(n + 1) o f(n+2),onaf(n+1)—f(n+2) = o(f(n+1)). La question précédente donne donc
—1)" T (n +1 —1)" T+ 1 —1)" T f(n
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[PARTIE 1 : ALGEBRE GENERALE

2 2
Calculons : up =1, u; =2, uy = R 4, uz = Y2 _ 8. Il semble que u, = 2™. On a déja montré que
Uo uq
2
Un 4 _ 22n+2 _ 2n+2

vn € [0;3], un = 2™ Soit n € N tel que 1, = 2™ et upy1 = 2™ alors w2 = o
Un

vneN, u, =2"

Par principe de récurrence (forte ici), on a donc établi que

(E) est polynomiale de degré 2 et son discriminant vaut A =25 —4(7+1i) = -3 —4i=1—-4i—4 = (1 -2i)

54+1—2i 5—1+4+2i
les solutions de (E) sont les deux complexes z; = % =3—ietz; = % =2+

donc

Pour (x,y,z,x’,y’,2z/,A) € R”, en posant v = (x,y,z) et v/ = (x,y’,2'), on a
fv+M) =fx+ A,y + Ay, z+A2") = (y+Ny) — (z+ A7), (z+ A2) — (x + W), (x + 2x') — (y + Ay’)) donce
fv+n)=(y—z,z—x,x—y)+ Ay — 2,2 =, ¥ —y') =

(
f(x,y,z) =0 <= x =y =z <= v =x(1,1,1). De plus, d’apres le cours, Im (f) = Vect(f(e7),f(ez2),f(e3)) or
(

f(v) +Af(V') : ’f est un endomorphisme de R3. |

f(e3) = —f(ez) — f(e2) puisque v1 € Ker(f) donc Im (f) = Vect(f(e1),f(e2)). Par conséquent :

Ker(f) = Vect(vy) avec vi = (1,1,1) et Im (f) = vect(vz,v3) avec v2 = (0,—1,1) et vz = (1,0, —1).

0 0 1 N
OnaA=1I3+2N,orN?2= [0 0 0|, N3 =0 donc, comme I3 et N commutent, A™ = > ( >2ka
00 0 k=0 \K
1 2n 2n(n—1)
avec le binome: |¥n€ N, A" =13 +2nN +2n(n—1)N? = [ 0 1 2n .| Comme N3 =0, on a
0 o0 1
1 =2 4
(I3 +2N)(I3 —2N +4N?) = I3 +8N3 = I3 donc A € GL3(R) et |[A™' =13 —2N+4N2=[0 1 -2
0 0 1




(PARTIE 2 : ANALYSE]

(k+1)—k 1

1

2.1| Pourk € N*, kK +1—+vk= . De méme vk — vk —1= ————. Or,
VirT+vk  VRrT+vk VE+Vk =1
1
clairement, vk + 14+ vk > 2vVk > vVk++vk—1donc |Vk>1, vVk+1—vk< ﬁ <Vk—vk—T1.
(n+1)? (n+1)? (n+1)z
Sine N*, ¥ (Vk+1-vk)<un= > Z\f Z (Vk—vk —1), on en déduit par télescopage que
k=1 k=1

VI +1)2 411 <up <nt1. Or /(n+1)2 +1—1>ncar (n+1)2+1 = n?4+2n+2 > n?4+2n+1 = (n+1)%
Par conséquent n < u;; <n + 1 ce qui prouve que

1 T 0y
(+y? Ty (1+y)
Comme lim g(y) =0, ’Vy € R%, g(y) <o0.

y—0+

g est dérivable sur R par théoremes généraux et Yy >0, ¢'(y) = < 0 donc

’g est strictement décroissante sur I'intervalle RY .

1

On calcule f'(x) = —e ™ 1In(1 4 €*) + T = e “g(e*). Comme e* € RY, on a Vx € R, f(x) <0
e
In(1 x In(1
donc ’f est strictement décroissante sur R.l Enfin lim f(x) = Um M = lim {1 +y) =1

X—>—00 X——00 e y—)0+ y

et lim f(x)= lim (xe_X +e *In(1+ e"‘)) = 0 par croissances comparées.
X— 400 X—+00

D’apres le théoreme du méme nom, ’f réalise une bijection de R sur ]0;1]. |

T
La fonction tan est strictement croissante sur ]O; 5 [ et tan(0) = 0 alors que lim tan(x) = 400 donc tan
i
X— -

2

réalise une bijection de |0; ;j[ dans R% dot |Vx € RY, 316 € ]0; ;j [, x =tan(0) [ et 6 = Arctan(x).

1+ (tan0)? — 1— cos®
Six >0, il vient f(x) = f(tan8) = Arctan = Arctan { ———— ) car cos@ > 0 et
tan © sin O
T+tan?0 = . Orl1—cos® = 2cos? (9) et sin® = 2sin (9) cos (9) donc f(x) = Arctan (tan (9)> _0
cos?0 2 2 2 2 2
Arct Arct
done |¥x & RY, f(x) = m%n(x). Comme f et Arctan sont impaires : |Vx < 0, f(x) = rc+n(x).

: 1, 5 1 o :
Soit uw:x — In(1+x) et v:x— E(X —1) de classe C' sur le segment [0;1] ; on peut intégrer par parties :

X —1 1 pl 1

[Hxm( +x0ax = [T uov (e = [;(x Dm0 - ] IESCTIE S0 0=




