DEVOIR 05 : ALGEBRE LINEAIRE

PSI 1 2025-2026 mardi 30 septembre 2025
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Formules : soit n € N*, pour tout (A,B) € M, (R)?> et A€ R, on a

1.1] AMA+B)x C=ACXA+CxBsiCeM,(R) (A +B)T =AAT +BT
(A +B)"" =AA"T + B si (A,B) € GL,(R)? tr(AAB + I,) = Atr(BA) +n

ol s
X

Composée et inverse : soit E un espace de dimension n, B, B’ et B" trois bases de E et (f,g) € (GL(E))?

—1
Matg s (') = (Matp 5 (f)) Matz, (g o f) = Mats,5/(g) X Mats 5~ (f)
Matg’gl(ffw X Matg’g/(f) =1n Mat'B’gu(g o f) = Matg/’g//(g) X Matg’g/(f)

Somme de sous-espaces : soit E un espace vectoriel, E1,---,E, des sous-espaces de E

ae]

[8.1] 3 Ex est directe = (V(1,j) € [1;p]?, i #j = Ei NEj = {0e})
k=1

Al

Ex est directe <= (V(i,j) € [1;p]%, i #j = EiNEj = {0})

k=1 k=

3:2] ¥
k=1
P P P
3.3] k21 Ex est directe <= (Vx € Y Ei, I(x1,-++,xp) € H] By, X =%1 4+ +Xp)
P
34] ¥
k=1

Ekestdlrecte<:>(V(x1,-~-,xp)€E1 X o+ X Epy, X1+ -+ xp =0 = X1 =~-~:xp:0E)

Polynémes d’endom. : soit E un K-espace vectoriel, (P,Q) € K[X]?, (f,g) € £(E)?, (x,y) €E2, A€ K

() = 0= (PQ)(f) =0 (P+Q)(f+9) =P(f) +P(g) + Q(f) + Q(9)
() (x)

41] P
- = P(f)(A) (P+Q)(x+y) =P(x) +P(y) + Q(x) + Q(y)

Enoncé Soit E un espace de dimension finie et Eq,---,E, des sous-espaces de E, donner une condition

nécessaire et suffisante portant sur les dimensions pour que la somme Ej + --- 4+ E,, soit directe.

Soit E un K-espace de dimension finie n et f € £(E).

a. Justifier I'existence d’un polynome annulateur non nul de f.

d
b. Soit Q = 3 apX* avec ar # 0 et ag # 0 (Q est de valuation r et de degré d) un polynéme annulateur

k=r
de f € GL(E), déterminer un polynéme annulateur P de f tel que P(0) # 0.

Soit E un C-espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

a. Montrer que Vn € N, Ker(f") C Ker(f**1).
On suppose dorénavant qu’il existe un entier p € N tel que Ker(fP) = Ker(fP+1).
b. Montrer par récurrence que Vk > p + 1, Ker(f) = Ker(fP).

Soit n > 1, E = My (R) et une matrice A € E fixée telle que tr(A) # 0.

On définit application fa : E — E par YM € E, f(M) = tr(M)A + tr(A)M.

a. Sans preuve, que peut-on dire de fa 7

b. Déterminer la dimension de F = Ker(fa — tr(A)idg).

c. Calculer fo(A). Est-ce que A € F?

d. En déduire la matrice de fo dans une base bien choisie. Que vaut tr(fa) ?



| DEVOIR 05 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-j 11|23 |4 ]| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 05 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i1 1] 2 4 | Fautes
1 X | X
2 X X
3 X X
4 X | X

1.1 Faux : le produit matriciel n’est pas commutatif 1.2 Faux : une combinaison linéaire de matrices
inversibles peut ne pas étre inversible 1.3 Vrai : la transposition est linéaire 1.4 Vrai: la trace est linéaire,
tr(In) = n et tr(AB) = tr(BA).

2.1 Vrai : cours 2.2 et 2.3 Faux : les bases intermédiaires ne coincident pas 2.4 Vrai : cours.

P P

3.1 Vrai: E; N ( > Ek) = {OE} et 5 C < > Ek> donc E{NEj = {0g} 3.2 Faux : contre-exemple vu en
Kz Kb

cours 3.3 Faux : il manque 'unicité de la décomposition 3.4 Vrai : c’est la définition.

4.1 Vrai : car (PQ)(f) = P(f) o Q(f) 4.2 Vrai : par linéarité de P(f) et définition de (AP)(f) 4.3 Faux :
f — P(f) est loin d’étre linéaire 4.4 Faux : x est un vecteur, P(x) n’a aucun sens.

Enoncé | Soit E un espace de dimension finie et Eq,-- -, E, des sous-espaces de E, on a I’équivalence suivante :
1Y » ) 1Y , q

P o P
Eq,---,Ep sont en somme directe (ou ) Ey est directe) si et seulement si dim ( > Ek) = > dim(Ey).
=1 k=1 k=1
a. La famille (idg,-- -,f“z) est liée car dim(£(E)) = n? donc il existe (bg,---,by2) non tous nuls
le le
tel que Y byf =0 et il existe un polynéme annulateur non nul Q = brX* de f.
k=0 k=0
d d—r
b. Sif e GL(E) et Y. axf* =0 avec a, # 0 alors on compose par f " et on a Y. axi,f* =0 ; le polynome
k=r k=0
d—r
P = Y axs+X* convient car P(0) = a, # 0.
k=0

a. Soit n € N et x € Ker(f™), alors f*(x) = 0 donc f**1(x) = f(f™"(x)) = f(0g) = O car f est

linéaire donc x € Ker(f™*1). On a bien montré Iinclusion voulue : Ker(f™) C Ker(f**1).
b. L’initialisation est I’hypothese de la question. Soit un entier k > p + 1 tel que Ker(fX) = Ker(fP), on
sait déja que Ker(f*) = Ker(fP) C Ker(f**1) d’apres la question a.. Réciproquement, si x € Ker(f**1), alors
1 (x) = f%(f(x)) = O donc f(x) € Ker(f*) = Ker(fP) d’ott fP(f(x)) = fP*!(x) = O et on a bien montré
que x € Ker(fP+1) = Ker(fP). Ainsi, Ker(f**") C Ker(fP). Par double inclusion : Ker(fP) = Ker(f**1) et on
a Phérédité. Par principe de récurrence : Vk > p + 1, Ker(f*) = Ker(fP).
a. Bien sur, I'application fa est bien définie et elle est linéaire par linéarité de la trace.
b. Pour M € E, M € Ker(fa — tr(A)idg) <= fa(M) = tr(A)M <= tr(M)A = 0 <= tr(M) =0 car A # 0
(puisque tr(A) # 0) ce qui prouve que F = Ker(tr). Comme tr est une forme linéaire non nulle sur E, on sait
que F est un hyperplan de E donc dim(F) =n? — 1.
c. On a f(A) = 2tr(A)A. Comme 2tr(A) #tr(A) et A #0, A ¢ F.
d. Soit B; une base de F, comme A ¢ F, la famille B = B; I (A) est libre et elle comporte n? vecteurs dans
2. ainsi B est une base de E. Par construction Matz(fa) = diag(tr(A),---,tr(A),2tr(A))
donc tr(fa) = (n? — 1) x tr(A) + 1 x (2tr(A)) = (n? + 1) tr(A).

E de dimension n



