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a. Il y a deux cas :

e si @ = 0 alors dim(Ker(¢)) = n? car Ker(p) = M, (R).

e si @ # 0, comme ¢ est une forme linéaire non nulle, ¢ est surjective et on sait d’apres le cours que

Ker(¢) est un hyperplan de M, (R) donc dim(Ker(¢)) =n? — 1.
b. Méthode 1 : soit M = (my,j)1<i,j<n, alors (M) = > my;je(Ei;) par linéarité de ¢. Si on définit
1<ij<n
N = (@(Ei’j))1<i‘j<n = (ni’j)1<i,j<n’ ona Ir (NTM) = Z niyjmi,j = Z mi‘j(P(Ei‘j) = (p(M) Sl
1<ij<n 1<ij<n

N = (n'i)j)]@‘jgn convenait aussi, on aurait ni; = @(Ei;) = Tr (N'TE; ;) = n}; donc N = N’. On a bien
existence et unicité de N € M (R) telle que YM € M, (R), @(M) =Tr (NTM) et N = ((p(Ei»i))Ki,jgn'
Méthode 2 : comme (M|N) = Tr (NTM) définit classiquement un produit scalaire sur M, (R) et que ¢
est une forme linéaire, il existe, par le théoréme de représentation, un unique vecteur N € M, (R) tel que
YM € M (R), (M) = (N|M) = Tr (NTM) (voir formes linéaires dans espaces euclidiens). C’est plus rapide
mais ¢a ne donne pas N en fonction de ¢.

c. Si A et B sont semblables, il existe par définition P € GL,,(R) telle que A = PBP~!, alors, par propriété
de la trace, on a Tr (A) = Tr ((PB)P~') = Tr (P~1(PB)) = Tr ((P~'P)B) = Tr (B).

d. Méthode 1 : Tl’indication de I’énoncé nous amene a montrer que N commute avec toutes les matrices
inversibles. Soit P € GL,(R) et M € My (R), alors I'’hypothése de 1’énoncé donne @(P~'MP) = ¢(M) donc
par Tr (NTP=TMP) = Tr ((PNTP~1)M) = Tr (NTM). Avec la notation produit scalaire, cela donne la relation
(PTN(P™1)T|M) = (N|M). Comme ceci est vrai pour toute matrice M, on en déduit que U = PTN(PT)~T)—N
est orthogonal & toute matrice M € My, (R), cette matrice U est donc nulle donc U = PTN(PT)~T) =N =0
et on a donc PTN = NPT pour toute matrice inversible P. Alors NQ = QN pour toute matrice inversible Q
(toute matrice inversible Q est la transposée d’'une autre matrice inversible, en effet, Q = (QT)T et QT est
inversible si Q l'est). D’apres I’énoncé, N est une matrice scalaire, c’est-a-dire de la forme N = ALy, et on
conclut que YM € Mn (R), (M) =Tr (AInM) = ATr (M) donc ¢ = ATr .

Méthode 2 : soit i € [[2;n] et P =I; ; (matrice d’interversion), alors E1 1 = PEMP_1 donc, ¢(E1,1) = ¢(Ei1)
par hypothese. Soit donc A = ¢(E1,1) de sorte que Vk € [1;n], @(Ex,x) = A. Soit (,j) € [1;n]? avec i # j,
alors Eqj = Di(—1)(—Eq,;)Di(—1)"" donc ¢(Eij) = ¢(—Ey,j) ce qui prouve que nyj = @(Eq ;) = 0.

Par conséquent, N = Al et on a alors VM € M, (R), (M) =Tr (AM) = ATr (M) donc ¢ = ATr .

e. Soit M de M,,(R) commutant avec toutes les matrices inversibles. Alors, pour (i,j) € [1;n] :

e sii#j, Tyj(1) = In + Ey,j est une matrice de transvection inversible donc, par hypothese, on a
MT-L)]'(]) =M+ Ei,jM = Ei,jM +M = Ti,j(])M ce qui se blmphﬁe en Ei,jM = MEi)]‘.
o sii =j, Di(2) = Iy + Ei; est une matrice de dilatation inversible donc, par hypothese, il vient

MDi(Z) =M+ EiyiM = Ei’iM +M = Di(Z)M donc Ei’iM = MEiyi.



Ainsi M commute donc avec toutes les matrices E;j; donc avec toutes les matrices de My, (R) par linéarité.
e Pour i = j, en écrivant les produits E; iM et ME; i, on constate que sur la ligne i et la colonne i, le seul
terme éventuellement non nul est m; ;. La matrice M est donc diagonale.

e Pour i # j, en écrivant E; ;M et ME; j, on constate que m;; = m; ;. Les termes de la diagonale sont égaux.

Enfin, M est bien une matrice scalaire puisqu’elle vaut M = my 1I5.
a. L’application nulle 0 vérifie F C Ker(0) = E et {0g/} = Im (0) C F donc 0 € A qui est donc non vide.

Si u et v sont dans A et A € K, alors, comme Ker(u) N Ker(v) C Ker(u + Av), on a F C Ker(u + Av) car
F = FNF C Ker(u) N Ker(v) par hypotheése. De plus, comme Im (u + Av) C Im(u) + Im (v), on a aussi
Im (u+Av) C F/ car Im (u) +Im (v) C F+F = F par hypothése. Ainsi, A est stable par combinaison linéaire.
Enfin, A est un sous-espace vectoriel de £(E,E’) donc a fortiori un espace vectoriel.

b. On sait que si E et E' sont de dimension finie, alors £(E,E’) aussi avec dim(£(E,E')) = dim(E) x dim(E’).

Comme A est un sous-espace vectoriel de £(E, E’), il est lui-méme de dimension finie.

Notonsn = dim(E), p = dim(F), m = dim(E’) et ¢ = dim(F’). Il existe une base B = (e1,...,ep,ep41,.--,€n)
de E telle que F = Vect(er,---,ep). Il existe aussi une base B’ = (eﬁ,...,e’CI,e’qH,...,e’m) de E’ telle que
F' = Vect(e},...,eq). Soit u € L(E,E') et M = Mat 5 5/(u). Alors u € A si et seulement si les p premieres

colonnes de A sont nulles (qui traduit F C Ker(u)) et si les m — q dernieres lignes de M sont nulles (qui traduit

0 N) avec N € Mg n—p(K). Ceci

Im (u) C F). Par conséquent u € A <= M est de la forme M = (O 0

construit un isomorphisme ¢ entre A et Mq,n—p(K) défini par ¢(u) = N telle que Mat ¢ 5/ (u) = (g T; >

Alors, dim(A) = q(n —p) = dim(F)(dim(E’) — dim(F)). Montrons-le rigoureusement !

e Si (u,v) € A% et A € K, alors u+ Av € A et, d’apres ce qui précede, il existe (N,N’) € J\/[(wl_p(]K)2 telles

!/ !
que Mat g 5/ (1) = (g ](\)I) et Mat gz (v) = <8 ]?.’ ) Ainsi Mat 5,5/ (u + Av) = (g A +O7\N ) donc

e(u+Av) =N +AN" = ¢(u) + Ap(v). Ceci établit la linéarité de o.

g g) donc uw = 0. Ainsi, ¢ est injective.

e Enfin, soit N € Mg n—p(K) quelconque, soit u I'unique application linéaire de E dans E’ telle que

0 N
Mat'B,B/(u) = <0 0

est donc un antécédent de N par ¢ : ¢ est surjective. ¢ est bien un isomorphisme donc il conserve les

o De plus, si u € Ker(g), alors u € A et Mat g s/(u) = (

Les trois blocs de 0 montrent que F C Ker(u) et Im (u) C F donc u € A, qui

dimensions et on conclut bien que dim(A) = dim(Mgn—p(K)) = q(n —p) = dim(F)(dim(E’) — dim(F')).

Pour j € [[1;n], soit la fonction fj : t — €Y. Soit le sous-espace F = Vect(fy,---,fn) de E = C(R, R).
On considere @ : E — R™ définie par o(f) = (f(x1), -+, f(xn)). I est clair que ¢ est linéaire. Soit

n n—1
(AM1y--,An) € R™ tel que > Ajf; = 0. Si on avait An # 0, alors comme ) Ajfj = o(fn), on aurait
j=1 j=1 >
n—1
Anfn = — 3 Ajf
j=1
M = - =AMy = 0. Ainsi B = (f1,---,fn) est libre, c’est donc une base de F qui est de dimension n.

= o(fn) ce qui est impossible. Ainsi, A, = 0. On continue ainsi de suite et on a
o0

Si on considere la fonction ) qui est la restriction de ¢ a F, alors ) (fj) = (eX'¥i,---,e*"¥i) de sorte que



A =Mat g 5., (). Par conséquent, A est inversible si et seulement si \ est un isomorphisme.

Cette interprétation de A comme la matrice d’une application linéaire n’est pas essentielle a la résolution de
cet exercice, mais I'introduction des fonctions f; semble inévitable, méme si on raisonne sur le fait que les
colonnes de la matrice A forment une famille libre, ce qui prouve que A est de rang n donc inversible.
Qu’on parle du noyau de ¥ ou de combinaison linéaire des colonnes de A (la j-iéme colonne de A est notée
Cj) qui donne 0, on est conduit & considérer (A1,---,An) € R™ tel que :

n
o f =) Ajfj € Ker() si et seulement si f s’annule en x1,- - -, xn.
j=1
n n n
esi ) AjCj =0, alors Vi € [1;n]], > Aje*i¥i =0 = f(xi) en posant f = ) Ajfj.
j=1 i=1 j=1
Quelle que soit la méthode, il suffit donc de montrer qu'une telle fonction f s’annulant en n valeurs x;

[43

distinctes ne peut étre que nulle. On va montrer cette propriété par récurrence sur n. Soit donc P(n) = “si

mn
f = Y Ajfj s’annule en n valeurs distinctes avec fj : t — e*t et z1,- - -, zy, distinctes, alors A7 = -+ =\, = 0.
j=1

Initialisation : sin = 1, soit y € R et A € R tels que t — AeY' s’annule en au moins un réel x, alors

Ae¥Y =0 = A =0 car e®¥ # 0 donc P(1) est vraie.

Hérédité : soit n > 1, supposons P(n) vraie. Soit maintenant y; < -+- < yny1 des réels distincts et
n+1

(A, 3 Ang1) € RMT tel que @t — AkeYxt s’annule en des réels x; < -+ < xn47 distincts. En
k=1

n+1 n+1
multipliant f(t) par e”Yn+1' la fonction g : t > e”Yn+1tf(t) = e Yn+t1t 3~ Ape¥rt = ArelYr—Un+1)t
k=1 k=1

s’annule aussi x1, - - -, xn41 donc en n+1 réels distincts deux a deux. D’apres le théoreme de ROLLE appliqué
a la fonction g sur tous les intervalles [xi;xi41] pour i € [[T;n], comme g(xi) = g(xi+1) = 0 et que g est de

t

n
classe C*° sur R, la fonction g’ : t = 3 (yj — yns1)Aje¥17Yn+D gannule en n réels my distincts vérifiant
j=1

X] <My <x2 <My <--r < Mp < Xngi. D'apres P(n), Ay = -+ = Ay = 0 puisque Vj € [1;n], yj —yn41 # 0.
Il ne reste donc que f : t = App1eYn+'t qui s’annule en n + 1 valeurs ce qui, d’apres P(1), impose An4q = 0.

Ainsi Ay =+ =An = Angp1 =0 et P(n+ 1) est vraie.
n
Par principe de récurrence, Yn > 1, P(n) est vraie. Si f € Ker(), on peut écrire f = > Ajfj et f s’annule
j=1
en xi,- -+, xn distincts deux & deux donc A; = --- = A, = 0 d’apres P(n). Ceci prouve que f = 0 donc P est
injective. Comme dim(F) = dim(R"™) =n, ¥ est un isomorphisme donc A € GL,,(R).

Iq A

Méthode 1 : Le lien entre ces deux matrices est la matrice de M = B L. )€ Mp4q(R).
P
I 0 I —AB A I A
: _ q . — q — q
Si on pose U = (B Ly ), alors MU = < 0 Ip> et UM = < 0 I, - BA> donc, en passant au

déterminant, il vient det(M)det(U) = det(Iq — AB) = det(I, — BA) = det(U)det(M) car UM, MU, U sont
triangulaires par blocs. Cette formule est appelé identité de SYLVESTER. Difficile & voir !

Méthode 2 : Si on ne voit pas cette relation par blocs, comme A est de rang r < Min(p, q), A est équivalente

ajr= (I& g) (par blocs) mais ¢’est hors-programme. Ainsi, 3Q € GLq(R), 3P € GL,(R), A = QJ,P~".

Posons alors C = P~'BQ de sorte que B = PCQ~'. Alors on peut simplifier et factoriser les deux matrices



Iq —AB =14 —QJ:P '"PCQ—1=Q(I4 — J:C)Q " et I, —BA =1, — PCQ'QJ,P~' = P(I, — CJ;)P~".
Par propriétés du déterminant, on a det(Iq — AB) = det(Iq — J+C) et det(I, — BA) = det(I, — CJy).

SiCc = €1 G par blocs avec C1 € M, (R), alors apres calculs I — J,C = =G ~C et
Cz3 Cu 0 Iq—r

I, — . . . ez
I, = CJ, = ( T CC1 I 0 ) Comme ces matrices sont triangulaires par blocs, on a finalement 1’égalité
—L3 p—r
annoncée, det(Iq — AB) = det(Iq — J+C) = det(I; — C1) = det(I, — CJ;) = det(I, — BA).
a. Soit A € P, comme P est stable par produit, on peut définir f5 : P — P par fa(B) = AB. Comme A est
inversible, fa (B) = fA(C) <= AB = AC <= A" 'AB = A"TAC <= B = C donc fa est injective. Comme

lensemble P est fini, fo est donc bijective. Par conséquent fa(P) = P ce qui montre que >, M= ) B.

Mefa(P) BeP
Or > M= > fa(B)= > ABetonabien > AB= > B.
MeEfa (P) BeP BeP BeP BeP
b. Posons U = Y B, alors U? = ( > A)( > B) = > AB= ). ( > AB) = > (Z B) d’apres
BeP AEP BeP (A,B)eP? A€P \BeP A€P \BeP

la question précédente donc U2 =m Y B = mU car card (P) = m. En posant V = Q, V est une matrice de
BeP m

2
W —ml _ U _ v et on sait qualors Tr (V) =rang (V) € N.

projecteur car VZ = 5 = —5 =

m m m

Par conséquent, par linéarité de Tr, > Tr (B) = Tr (U) = Tr (mV) = mTr (V) est un multiple de m.
BeP

c. Si >, Tr (B) =0, alors Tr (U) =0 donc Tr (V) =rang (V) =0 donc V=0. Alors U= > B=0.
BeP BeP

a. Par I'absurde, supposons qu'il existe un vecteur colonne X € My 1(R) tel que la famille (AX, X) est libre.
On peut poser X; = X, X = AX et compléter la famille libre (X7,X2) en une base B = (X71,X2,X3,-+,Xn)
de Mn,1(R). Notons P la matrice de passage entre la base canonique de My, 1(R) et B. Comme AX; = X2,

0 * ce e *
1
par formule de changement de base, A = PBP~! avec B = | o : |. Ainsi, B est semblable &

A et son coefficient by 1 vaut 1 # 0. On a donc montré par I'absurde que si toute matrice B = (bi,j)Ki,Kn
semblable & A vérifie by 1 = 0, alors pour tout vecteur colonne X € My, 1(R), la famille (AX, X) est liée.
Soit Bo = (E1,- -+, En) la base canonique, pour tout k € [1;n], (AEx, Ex) est liée donc il existe A\, € R tel
que AEx = AcEg car Ex # 0. Or AEy est la k-iéme colonne de A ce qui montre que A = diag(Ay, -+, An).
Pour k € [[2;n], de méme, il existe un réel py tel que A(E;+Ex) = ue(E1+Ex). Or A(E1+Ex) = A1E1 +A¢Ex
donc, par liberté de (E1,Ex), on a we = A1 = A et on en déduit que A = A1l,,. Réciproquement, toute
matrice de la forme Al n’est semblable qu’a elle méme ayant un coefficient nul en case (2,1).

Les matrices telles que toute matrice B = (bi,j)1<i,j<n semblable & A vérifie by 1 = 0 sont exactement les
matrices scalaires (représentant les homothéties), de la forme AL, .

b. Soit A € Mn(R) telle que toute matrice B = (b j)1<ij<n € Mn(R) semblable & A est telle que by 3 = 0.

Supposons l'existence d’un vecteur X; # 0 tel que (AX7,X7) est libre. Posons X; = AX; — Xy, alors la famille



(X1,X2) est libre, on peut la compléter en une base B = (X1,Xz, -+, Xn) de My, 1(R). Notons P la matrice

de passage entre la base canonique de My 1(R) et B. Comme AX; = X7 + Xz, par formule de changement

1
de base, A=PBP ' avecB= | o : | ce qui contredit 'hypothese. Par I’absurde, on a donc

VX € Mn,1(R), (AX,X) est liée (méme pour X = 0). Comme ci-dessus, on en déduit que A = Al,. Mais

comme a1 =0 car A est semblable & elle-méme, on a A = aj,; =0 donc A = 0.
Il n’y a qu’une seule matrice telle que pour toute matrice B = (bj j)1<i,j<n semblable & A, on ait by 1 =0,

et c’est la matrice nulle.

Les deux applications f et g de I’énoncé sont clairement linéaires donc des endomorphismes de My, (R) et on

a@=gof=fogdonc ¢ est aussi linéaire (c’était clair) mais on a aussi det(p) = det(f)det(g).

Pour f : soit B¢ = (E1,1,E1,2, -, E1,nyE2,15 -, E2pmy oo e o yEn,1,- -+, En,n) la base canonique de My, (R)
écrite ligne par ligne et P = Mat ,(f). f(E1,1) = E1,1A est la matrice dont la premiere ligne est celle de
n
A et toutes les autres sont nulles donc f(E1,1) = ) a1,jE1,5. Ceci prouve que la premiere colonne de P
j=1
contient dans lordre aj 1, -+, a1,n,0,--,0. De méme, f(E12) = Ej 2A est la matrice dont la premiere ligne
n

est la seconde de A et toutes les autres sont nulles donc f(E1 ) = > az,;E1,; donc la seconde colonne de P
j=1

contient dans 'ordre az1,---,a2n,0,---,0. On continue comme ceci pour toutes les colonnes de P pour se
rendre compte que P est diagonale par blocs avec n fois AT sur la diagonale : P = diag(AT,---,AT). On sait

qualors det(f) = det(P) = (det(AT))™ = (det(A))™.

Pour g : soit B¢ = (E1,1,E2,1, -, En,1,E1,2y- -+, Enj2, -+ - yEim, -+, Enn) la base canonique de M, (R)

écrite colonne par colonne et Q = Mat 3_(g). g(Em) = AEq,1 est la matrice dont la premiere colonne est

n
celle de A et toutes les autres sont nulles donc g(E1,1) = > ai,1Ei,1. Ceci prouve que la premiére colonne
i=1

de Q contient dans ordre a1, -+, an,1,0,---,0. De méme, g(E2,1) = AE, 7 est la matrice dont la premiere

n
colonne est la seconde de A et toutes les autres sont nulles donc g(E2,1) = > ai2Eq 1 donc la seconde colonne

i=1
de Q contient dans l'ordre a1,--,a2n,0,---,0. On continue comme ceci pour toutes les colonnes de Q
pour se rendre compte que Q est diagonale par blocs avec n fois A sur la diagonale : Q = diag(A,---,A).

On sait qu’alors det(g) = det(Q) = (det(A))™.
Ainsi, d’apres ce qui précede, det(p) = (det(A))?™.

Méthode 1 : On va montrer par récurrence forte sur n € N* que F vérifiant ces conditions dans My (C) est
toujours finie et que son cardinal est inférieur & 2™.

Initialisation : si n = 1, les seules matrices A € M7 (C) telles que A2 = Iy sont A = (1) et A = (—1). Alors,
F comporte donc 1 ou 2 éléments, en prenant F = {(1)}, F = {(—=1)} ou F = {(1),(—1)} et on a card (F) < 2.

Hérédité : soit n € N*, supposons que toute famille § contenant des matrices de My (C) avec k € [1;n] et



vérifiant les hypotheses de I’énoncé est finie et de cardinal inférieur & 2¢. On prend maintenant une famille
non vide ¥ = (Ai)icr € (Mn1 ((C))I telle que Vi € I, A? = I et V(i,j) € I2, AjAj = AjA;

e SiF= (In+1) oud = (— In+1) oud = (InJH,—InJr])7 alors ¥ est finie et card () <2 < 21,

e SiF +£ (In+1) et F # (— In+1) et F #£ (In+1,—1n+1) (ou dans lautre ordre bien sfir), il existe un
indice ip € I tel que Aj, # +I,47. Comme A;, est une symétrie, on a C™*! = E1(A;,) @ E_1(Ai,)
avec 1 < p = dim (E1(Ay,)) <Sn—Tet1 < q=dim(E_1(Ay)) <n—1car Ay, # £In4. Pour
tout i € I, AjAj, = Aj,A; donc les sous-espaces propres E1(Ai,) et E_1(Ai,) de la symétrie Aj,
sont stables par Aj. Soit une base B = (vi,---,vp, w1, -, wq) de C™*+1 adaptée a la décomposition
C™1 = Eq(Ai,) @ E_1(Ai,). Notons P la matrice de passage entre la base canonique de C™*!

et la base B. Les stabilités de Eq(Ai,) et E_1(Ai,) par tous les Aj se traduisent par le fait que
Bi

Viel Dy =P TAP = <o

CO ) car D; = P TA;P est la matrice de I’endomorphisme a; de
i

\

C™t! canoniquement associé & A; dans la base B. Comme Ai2 = Ih41, On a Di2 = Ih41 donc
B = I, et C7 = Iq. Or V(i,j) € 12, AjA; = AjA; se traduit par V(i,j) € I, D;Dj = D;D; donc
V(i,j) € 1%, BiBj = BjB; et V(i,j) € I, CiCj = C;Cy.

Ainsi, F, = (Bi)ier € (MP(C))I est une famille telle que Vi € I, B = I, et V(i,j) € I?, B{Bj = BjB;
et Fq = (Ci)ier € (Mq((C))I est une famille telle que Vi € I, C7 = Iq et V(i,j) € I, CiCj = CjC;. Par

hypothese de récurrence, on a donc card (F,) < 2P et card (F4q) < 29. Comme les matrices de F sont

B 0
0 C
a card (F) < card (¢ (Fp x Fq)) = card (F, x Fq) = card (F;,) x card (Fq) < 2P x 29 = 2"+,

Par récurrence forte, on a établi que si une famille ¥ = (A{)ier € (Mn(C)) vérifie Vi € I, A? = I, et

des images de couples (B, C) € F, x Fq par I'application (B,C) — P ( ) P~ qui est injective, on

V(i,j) € 12, AjA; = AjAq, alors cette famille est finie et card (F) < 2™.

Méthode 2 : montrons par récurrence sur le nombre p de matrices d’une famille de matrices de méme
taille n € N* (quelconque) que si une famille ¥ = (Ai)1<icp de p matrices ne contient que des matrices
diagonalisables qui commutent deux & deux, alors il existe une base de K™ (et donc P € GL,,(K)) formée de
vecteurs propres de toutes ces matrices (telle que Vi € [1;p], P~'A;P est diagonale).

Initialisation : si p = 1, il n’y a qu’une matrice A; € M, (K) dans la famille F = (A1) et Pexistence de
P € GL,(K) provient de 'hypotheése que A est diagonalisable.

Hérédité : soit p € N*, supposons que toute famille de p matrices de méme taille n (quel que soit n € N*) qui
sont diagonalisables et qui commutent deux a fois codiagonalisent. Soit F = (Aq,--+,Ap41) € My (K)PH!

telle que Aq,---,Ap41 sont diagonalisables et commutent deux a deux. Comme A,17 est diagonalisable,
T

K" = @ Ea, (ApH) en notant A7, - - -, A, les valeurs propres distinctes de A, 7. Comme A, ---, A, commu-
i=1
tent avec A1, les sous-espaces propres de A, 1 sont stables par Aq,---, A, et les endomorphismes induits

par Aq,---,Ap sur Ex, (Ap41) (pour i € [[1;7]]) sont diagonalisables car Aj,---, A, le sont.
Par hypothese de récurrence, comme les endomorphismes induits par Aq,---, A, dans Ex, (Ap41) sont tous

diagonalisables et commutent deux a deux, il existe une base B; de Ex, (Ap41) qui est une base de vecteurs



propres communs & tous ces endomorphismes induits.

.

Posons B = By I1---IIB,, alors B est une base de K™ car K" = @ Ex. (Ap+1) et les vecteurs de B sont des
i=1

vecteurs propres de Ay, -+, Ap, par construction et de A, 1 car ce sont des vecteurs non nuls d’un Ej, (Ap+1 ).

Par principe de récurrence, on a bien établi la propriété énoncé plus haut.
Dans notre cas, pour F = (Ai)iec1 € (Mn((C))I telle que Vi € I, A? =1, et V(i,j) € 2, AiAj = AjA; les Ay
sont diagonalisables car X2 —1 = (X —1)(X +1) est scindé & racines simples et annulateur des A;. Le résultat
prouvé ci-dessus montre que si on prend une famille finie J C I, les matrices A; de la famille 7 = (Aj);¢;
codiagonalisent, il existe une matrice P € GL,(C) telle que Vj € J, P_1AjP = Dj diagonale. Mais les Dj
contiennent seulement des +1 sur la diagonale car Sp(A;) C {—1,1}. Il y a donc au plus 2™ matrices Dj
possibles donc, par injectivité de I'application M — PMP~' il y a au plus 2™ matrices A;j dans la famille .
On vint donc de montrer que si J C I est fini, alors card (J) < 2™. Ainsi, I est fini et card (I) < 2™.

a. Si (P,Q) €EE2et A€ R,onauA\P+Q) = AP+ Q)(X+1)=AP(X+ 1)+ Q(X +1) = Au(P) + u(Q) donc

u est linéaire et u va bien de E dans E, ce qui montre que u est un endomorphisme de E. Par différence
d’endomorphismes, v est aussi un endomorphisme de E.

n n
Comme u et id g commutent, par le binme de NEWTON, on a v* = (u —idg)™ = > (—=1)" 7% <k> uk. Or,

k=0
par une récurrence facile, on a u* : P — P(X + k) donc, pour tout polynome P € E et tout n € N, il vient la

relation v(P) = 3 (—1)n—k (Z) WK (P) = éo(q)n*k <‘;) P(X + k).

k=0
d
b. Pour P € E non constant qu’on écrit P = > apX* avec d > 1 et aq # 0 de sorte que deg(P) = d, on a
k=0
d

v(P) =P(X+1)=P(X) = > arx((X+1)* = X*). Or les termes en X* s’éliminent dans le développement de
=0

K
(X+1)* — X* donc deg(v(P)) < d —1 car tous les polynomes Dy = ay ((X +1)* —X*) sont de degré inférieur
ak—1et deg(v(P)) < Max (deg(Do), -, deg(Dq)).
Soit donc p € N et un entier n > p + 1, comme on perd au moins un degré en appliquant v a chaque étape,

deg(v*(X?)) < p —n < —1 donc v*(XP) = 0 car le seul polynome de degré négatif est le polynéme nul. On

a donc, en posant P = XP dans a., v*(P)(0) =0= > (1)“"<E)P(O +k)= Y (1)K <Z) kP =0.

k=0 k=0
c. Soyons plus précis, avec les notations de la question précédente, toujours si P n’est pas constant, par
d k=1 7K\ . k\ i
le bindme de NEWTON, on a v(P) = P(X+1) — P(X) = > ak( > (‘)Xl) = Y ak(.>X1 donc
k=0 i=0 \1 0<i<k<d 1

d—1 d k . d
v(P)= > ( > (1k(i))x1 donc, comme le terme en X4~! de polynéme est (d g

)ad =dag #0,0n a
i=0 “Mk=it1

méme deg(v(P)) = deg(P) —1=d — 1 et dom(v(P)) = dag = deg(P) x dom(P).
Pour n € N, comme on perd exactement un degré & chaque application de v, on a v'*(X™) constant et, avec

la relation précédente sur les coefficients dominants, v*(X™) = n(n —1)---2 x 1 = n! car X™ est unitaire.

n n
Ainsi, en prenant P = X™ dans a., on a v*(X™)(0) = nl = Y (-1)""k (E)P(O +k) =Y (1)K <E) k™.
k=0 k=0

d. Soit P € Ker(v), on a P(X+1) = P(X). Si P était non constant, par le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, il



existerait A € C tel que P(A) = 0. Ainsi, P(A+1) = P(A) donc A et A+ 1 sont des racines de P. Par récurrence
simple, Vp € N, P(A 4+ p) = P(A) donc tous les A 4+ p sont des racines de P pour tout entier p € N. Or ceci
donne une infinité de racines de P ce qui est absurde. Ainsi, P est constant. Réciproquement, si P = «,

v(P) = o — a = 0. Par double inclusion que Ker(v) = Ro[X]. Comme Ker(v) # {0}, v n’est pas injective.

e. D’apres b., pour tout n € N*, R, [X] est stable par v car le degré de v(P) est inférieur a celui de P. On
peut donc considérer 'endomorphisme induit vy, : Ry [X] = Rp[X] tel que vy, (P) = v(P) = P(X+ 1) — P(X).
D’apres la question d., Ker(vy,) = Ker(v) N Ry [X] = Ro[X] = Vect(1) est de dimension 1 donc, avec la formule
du rang, rang (vn) = (n+1) — 1 = n. D’aprés ce qui précéde, Im (vn) C Ry_1[X] donc, par inclusion et

égalité des dimensions, on obtient Im (vn,) = Rny—1[X].
Soit Q € E, traitons deux cas :
SiQ=0:v(0)=Q=0donc Q €Im(v).

SiQ #0: posons d = deg(Q) € N, alors Q € R4q[X] = Im (vq41) donc il existe P € Rqy1[X] tel que
va+1(P) =v(P) = Q et on a encore Q € Im (v).

On vient de montrer que Im (v) = E, donc que v est surjective.

a. L’ensemble F est une partie de I’espace vectoriel £(E) par construction. De plus, F # () car 0 € F. Enfin,

si(f,g) €F2etAe K, ona (AMf+g)op=Afop+gop=—Apof—pog= —po (Af +g) donc, comme

A+ g € L(E), on a AMf + g € F. Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de £(E) donc est un espace vectoriel.
b. e Soit x € Im (p), alors p(x) = x donc f(x) = fop(x) = —p(f(x)) € Im (p) : Im (p) est stable par f.
e Soit x € Ker(p), p(f(x)) = —fop(x) = —f(p(x) = —f(0g) = O donc f(x) € Ker(p) : Ker(p) est stable par f.

c. Pour f € F et x € Im(p), on a f(x) = f(p(x)) = —p(f(x)) = —f(x) car f(x) € Im (p) donc f(x) est un
vecteur invariant par p puisque Im (p) = Ker(p —ide) = Eq1(p). on en déduit que 2f(x) = Og donc que

f(x) = Og. Ainsi, 'application induite par f sur Im (p) est application nulle de Im (p).

d. Soit r = rang(p) et B = B’ I B” = (v, +, Vs, Vr+1, ", vn) une base adaptée & la décomposition

E = Im (p) @ Ker(p) avec B' = (v1,---,vy) une base de Im (p) et B” = (vyy1,--+,vn) une base de Ker(p).

On sait que P = Mat g(p) = <Ig 8) et, d’apres ce qui précede, A = Mat 5(f) = <g E) si f € F avec

K = Mat g (f[ker(p)) car Im (p) et Ker(p) sont stables par f et que f induit sur Im (p) 'application nulle.
L’application ¢ : F — M,y _(K) définie par ¢(f) = K est bien définie, elle est linéaire. Soit f € F tel que

@(f) = 0, alors Mat ¢ (f) = <0 0

0 O) = 0 donc f = 0 et ¢ est injective. Pour K € M;,_(K), si f est 'unique

endomorphisme de E tel que Mat 5(f) = A = (g ](2)7 on a AP = (g g) = 0 = PA donc AP = —PA et

fop = —pof d’ou f € F. Par construction, on a @ (f) = K donc ¢ est surjective. Ainsi, ¢ est un isomorphisme

qui conserve donc les dimensions, ce qui assure que dim(F) = dim(My_,(K)) = (n — r)? = (dim(Ker(p))?.



Si p est un projecteur, alors p est la projection sur Im (p) parallelement & Ker(p). Avec une base B adaptée

I
0
Comme la trace de p est celle de sa matrice dans n’importe quelle base : Tr (p) = Tr (D) = r = rang (p).

& la décomposition E = Im (p) @ Ker(p) : D =Mat (p) = ( g) ou v =rang (p) = dim(Imp).

n
Si V(i,j) € [1;m]%, i #j = piopj = 0, alors en développant on a P2 = > piop; = > pi par
1<ijg<n k=1

hypothese donc P? = P car les py sont des projecteurs ; P est donc aussi un projecteur.

T T
Réciproquement, si P est un projecteur, on a Im (P) = Im ( > pi) C > Im(py) et, par linéarité de la trace,
i=1 i=1

o

dim(Im (P)) =rang(P) =Tr (P) = >_ Tr (pi) = i:: rang (pi) = i::] dim(Im (pi)). On en déduit donc que :

i=1 i=1

=

T T
eIm (P) = > Im(pi) (silinclusion était stricte : dim(Im (P)) < dim ( > Im(
i=1 i=1

n
0) < 3 dim(Im (p1))).
=1
T n '
e La somme des Im (p;) est directe d’apres le cours car dim ( Z} Im (‘pi)) = 21 dim(Im (py)).
1= 1=

Par conséquent : Im (P) = é;Im (pi)-

Soit alors x € E, on a pi(x)ljxi € Im (pi) donc x; = pi(xi) mais aussi x; = P(xq) car x; € Im (P) D Im (p3).
On en déduit que P(x;i) = i:] pj(xi) = p(xi) + > pj(xi) donc 3 pj(xi) = 0 et comme la somme élm (pi)
est directe, on a Vj # i, pj](;i) = 0 donc p; Opi](i; =0. . =

n
SiP= 3 aX¥, ona an # 0 car P est exactement de degré n. De plus, pour z € U, on a par inégalité
k=0

n n n
triangulaire [P(z)] = | 3. axz®| < X |ak]lz¥| = 32 Jax| = M’ car |z| = 1. Ceci justifie bien I'existence de
k=0 k=0 k=0

¢]

Sup |P(z)|. Mieux, comme tout complexe z de U s’écrit z = el avec 8 € [0;27], on a 1’égalité des ensembles
z|=1

{IP(2)| | z € U} = {|P(e!®)| | 8 € [0;27]} et la fonction f : 8 > |P(e!®)| est continue car composée de NE
cos, sin et autres fonctions polynomiales. D’aprés le théoreme des bornes atteintes, f est donc bornée sur le

segment [0; 27t] mais elle y atteint ses bornes, ce qui montre que M = Sup |P(z)| = Mm]( [P(z)].
j2I=1 2=

e Pour le cas particulier n = 1, on a P = ap + a1X avec a; # 0 et P(1) = ao + a1 et P(—1

PUDEPCT) 4y g, = POL=PCD) PP

3 Alnsi, |ag| <

de sorte que ap =

lai] < W < % = M. Comme 1 et —1 sont les racines secondes de I'unité, cela nous fait

penser & utiliser les racines (n + 1)-iemes de I'unité dans le cas général.
2im
e Pour n quelconque, soit w = en+T la premiére racine primitive (n + 1)-iéme de I'unité. On va estimer P
. . n . .
en les w) pour j € [0;n]. Pour j € [0;n], P(w)) = 3 arw!* et, par hypothese [P(wl)] < M = Sup |P(z)|.
k=0

|z|=1

n . . n . on . n n o
Soit m € [0;n], 3 w ™P(w) = 3 @™ 3 arwt = 37 ( > w*me’k> ak.
j=0 j=0 k=0 k=0 \j=0
n

oo n . _ wk—m)(n+1)
Orsik € o;n]etk#m onad o ™Mk =3 @wkmi = 1 1‘” (km_r:) =0 car ™ £ 1 et
=0 =0 —w
wk=mm+) — ((FIk=m — 7 Sik=m,ona > o Mw* =n+1. Ainsi, 3 0 ™P(w) = (n+1)am
j=0 j=0

ce qui implique (n 4 1)|am| = w ™P(w))| < > Jw ™|P(w))] £ (n+ 1)M donc |ax| < M.
=0 j=0

j j



Comme dim Ry, [X] =n + 1, il suffit de montrer que cette famille de n + 1 polyndmes est libre.

n
Méthode 1 : soit (Ag,--+,An) € R™T tel que > A;P(X + ai) = 0. En utilisant la formule de TAYLOR, on

1_0
obtient 3" A¢ 3 PO ad) e _ 3 ) (27\1 ))Xk_0<:>Vke [o;n], Zm% =0 (1).

o ¥= K k=0
Comme le polynoéme P est de degré n, pour chaque entier k € [[0;n], le polynéme P est de degré n —k ;

ainsi (P,P’,---,P(M) est de degrés échelonnés donc (P,P’,---,P(™) est libre et c’est donc une base de Ry [X].

n n
Tout polynéme U € R, [X] s’écrit U = 3 u P et les relations (1) prouvent donc que . A;U(ai) =0 (2).
k=0 i=0
Pour tout j € [[0;n], soit Lj = [] (X — a;). Alors Lj(ay) =0sii#jet Lj(aj) # 0. En prenant U = L; dans
i

(2), MLj(aj) = 0 = A; = 0. La famille (P(X + a;)) est donc libre : c’est une base de Ry [X].

0gign

n n
Méthode 2 : soit (Ag,---,An) € R™ ! tel que > A{P(X+ ai) = 0. Si on écrit P = > bpX¥, by, # 0 car P
i=0 k=0

n n n n
est de degré n et on a > A Y. b(X + a;)* = 0. On inverse cette somme et > by > Ai(X + a;)¥ = 0.
i=0 k=0 k=0 i=0

n n k k ..
Avec le binéme de NEWTON, il vient > by > Ay > ()al‘]XJ = 0. On inverse encore et on obtient
)

k=0 i=0 j=0
n n k
> (o))
j=0 “k=j )

n n
Pour j = n, cela donne by, > A; =0 donc > Ay =0 car by #0.
=0 {=0
t n v n n
Pour j =n — 1, cela donne nbn_1 Y A; + by, > Aia; = 0 donc, grace & la relation ci-dessus, > Aja; = 0.
i=0 i=0 i=0

n k—i ) n k—
> )\iai_’)XJ = 0. Comme (1,X,---,X") est libre, ¥j € [0;n], Db < ) S Al =o.

i=0 K=j

n
Par récurrence, on montre en considérant tous les j € [0;n], que Vm € [0;n], > Aja]™ =

i=
Si on pose V = € Mn41(R) et L € My41,1(R) définie par 'L = (Ao -+ An), on a VL = 0. Mais

i
(aj)ogi,jgn
la matrice de VANDERMONDE V est inversible car det(V) = [[ (aj —a;y) # 0 car les ag,-- -, an sont
0<i<jn

distincts. Ainsi, V7'VL =L =0 et la famille (P(X + a;)) est libre, c’est donc une base de Ry [X].

o<ign
a. (In+M)(M2—M3) = M2+ M3 = M3 = M* = M2 — M* = 0. Ainsi, si I, + M est inversible, on multiplie
cette relation & gauche par (I, + M)~! et on trouve M? — M3 = 0 donc M? = M3.

b. Par calculs, on trouve —X3 4+ X2 = (=X? 4+ 2X — 2)(X + 1) + 2 et, en divisant cette relation par 2, on
2

obtient (—X3 + X2)U + (X + 1)V =1 avec U = % et V= %

M2 72M+21n) _

MZ =M+ 2ln)

c. Supposons que M? = M3, alors en remplacant X par M ci-dessus, on a (I, + M)( p

1 MZ—2M 421,

donc I, + M est inversible et (I, + M) 5



