CHAPITRE 4
FAMILLES SOMMABLES

4.1.1 : Borne supérieure‘

PROPOSITION 4.14 :
Si A et B sont des parties de [0;+00] et A € [0; +0¢0], on a I’implication A C B = Sup(A) < Sup(B)
et les deux relations Sup(AA) = ASup(A) et Sup(A + B) = Sup(A) + Sup(B).

DEMONSTRATION :

® Si A et B sont des parties de [0; —‘rOO] et A C B, comme Sup(B) est un majorant de B, c’est donc aussi un
majorant de A, donc Va € A, a € B donc a < Sup(B). Ainsi, Sup(B) est plus grand que le plus petit majorant
de A qui est Sup(A) par définition. On a bien Sup(A) < Sup(B).

® Montrons maintenant que si A C [0; +00] et A € [0; +00], on a Sup(AA) = A Sup(A).
-SiA=0ousiA= {O}7 ona 0 =A X0 qui est vrai méme si A = 400 par convention.
-Si A # {0} et A = 400, alors +00 € AA et Sup(A) > 0 donc 400 = 400.
-SiA# {0} et A=0,alorsona0=0.
-Si A # {0} et A €]0;400[, Vy € AA, Ix € A, y = Ax doncy < ASup(A). Ainsi, ASup(A) est un
majorant de AA donc Sup(AA) < ASup(A). De plus, si x € A, Ax € AA donc Ax < Sup(AA) et on a
< Su‘p;\(A) done Suy;\(A) Sup(A)

)
est un majorant de A d’ott Sup(A) < — et Sup(AA) = ASup(A). Par
antisymétrie, Sup(AA) = A Sup(A).
® Si A et B sont des parties de [0; +00], montrons que Sup(A + B) = Sup(A) + Sup(B).
-Si A =0, c’est évident car A + B = B et Sup(A) = 0.
-Si +00 € A ou +00 € B, alors +00 € A + B et on a +00 = +00.

-Si A # (et B # ) (par symétrie) et +00 € A U B, alors si x € A + B, I(a,b) EAXB, x=a+b
donc x < Sup(A) + Sup(B) donc Sup(A + B) < Sup(A) + Sup(B). Soit ¢ > 0, Sup(A) — % n’est

pas un majorant de A donc il existe a € A tel que a > Sup (A) — % De méme, il existe b € B tel
que b > Sup(B) — % donc, par somme a +b € A+ Bet a+b > Sup(A) + Sup(B) — € ce qui

prouve que Sup(A + B) > Sup(A) + Sup(B) — ¢. En passant a la limite quand € tend vers 0, on a
Sup(A + B) = Sup(A) + Sup(B). Ainsi, Sup(A + B) = Sup(A) + Sup(B).

’4.1.2 : Familles de réels positifs‘

( Ly

PROPOSITION , REGLES DE CALCULS SUR LES SOMMES 4.15 :

Soit un ensemble I, I’ C I, A € [0; +o¢] et deux familles (xi)ic1 et (yi)ier d’éléments de [0; +o00].
(i) > xi < Y. x4 (restriction).

el iel
(i) Y (Axi4yi) =AD xi + Y yi (linéarité).
iel iel iel

(iill) SiViel, xi <yi, alors ) x; < Y yi (croissance).
iel iel




2 FAMILLES SOMMABLES

DEMONSTRATION :

(1) Notons Al = { Z xi|] € fPf(I/)} de sorte que Z X{ = Sup(A/), alors A’ CA = { Z xi|] € fPf(I)}
ig) il igJ

car toute partie finie | de I’ en est une de I. Ainsi, par définition, E Xi = Sup(A/) < Sup(A) = Z Xi.

iel’ iel

(il)7 Soit A = {in 1] € ?f(l)}, B = {Zyi 1] € ?f(l)} et C = {Z(xi +y) | T € ?f(l)}.
ie]J ie]J i€]

Par définition, in = Su’p(A), Zyi = Sup(B) et Z(Xi + yi) = Sup(C). Or, par définition, on a

iel iel iel

A+B= { Sxit Y uil(0,)) € fPf(I)z}. Ainsi, C C A + B (avec ] = J') done Sup(C) < Sup(A + B).
i€] ieJ’
Réciproquement, sis € A+ B, s = Z Xi+ Z Yi avec (], ]/) S fPf(I)Z donc, en notant K = JUJ' € fPf(I), on
igJ ieJ’
as < Y. xi+ Y yi par positivité des x{ et des yi donc s < Sup(C). On a donc aussi Sup(A+B) < Sup(C).
ieK ieK

Ainsi, Sup(C) = Sup(A + B) = Sup(A) + Sup(B) d’ott la relation attendue : Z (Xi eri) = Z xi + Z Yi.
iel iel iel

(it)y A/ = { S (wi) | ] € Tfa)} = AA done (i) = Sup(A’) = Sup(AA) = ASup(A) =A T xi.

i€] i€l iel
(iﬁ) Soit | € 'J)f(l), alors Z Xi < Z Yi par compatibilité de < avec la loi + donc, par définition, on a
ie]J ie]
Z xi < Sup(B) = Z Yi. Z Yi est donc un majorant de A, d’olt Z Xi = Sup(A) < Z Yi.
ig] iel iel iel iel

THEOREME DE SOMMATION PAR PAQUETS (ENORME) 4.16 :

Pour tout recouvrement disjoint I = |_| Ix d’un ensemble d’indices I, et toute famille (x;)ic1
keK

d’éléments de [0;+oc], on a > xi = Y, ( > xj>.
iel keK Vel

DEMONSTRATION : o Soit ] une partie finie de I et posons L = {k e K | LN # @} et, pour tout
kel Jx =]NI € Pe(I). Comme |_|]k = U(]ﬂlk) = m(|_|1k) =JNIl=7] ona

kel kel kel
Z card (Jx) = card (]) donc, puisque Yk € L, card(J N Ix) > 1, L est un ensemble fini (c’est-a-dire
kel
L € P¢(K)) avec en plus card (L) < card (]).
® Par commutativité d’une somme finie, Z Xy = Z Z Xj). Par compatibilité de < avec la somme, comme
i€J kEL Vi)
> Xj < > Xj par définition, > ( > Xj) < >0 ( > X]'). Par définition encore, comme L € P¢(K),
j€k jelk kel ‘jeJk keL Mjely
on a Z ( Z Xj) < Z ( Z X]'). On a donc in < Z ( Z Xj) ; ceci étant vrai pour toute partie
kel VNjely KEK Vjely ieJ KEK Vjely

] € P¢(I), on a bien la relation attendue : »_ xi < . < > Xj).

i€l KEK Vjelx

® Soit [ une partie finie de K, comme il s’agit d’une somme finie, par linéarité, Z ( Z Xj) = Z Sup(Ak)
kel Vjelx kel

ol Ax = { Z Xj | Jx € fPf(Ik)}. Par définition de la somme, on obtient Z ( Z Xj) = Sup(AL) en notant

i€k keL “Njely
AL = 3 Ax = { > ( > Xj) | Ox)xer € 1 ﬂ’f(lk)} Alors 3 ( > Xj) = > x<rx
kel kel Ve« KeL kel Ve« . e iel
kel
(tout est fini) d’ott VL € P¢(K), Sup(AL) < in et Z ( Z Xj) < in donc Z ( Z Xj) < in.
iel kel “Mjelx iel keK Mjelx iel

® On conclut par antisymétrie a 1’égalité attendue : Z Xi = Z ( Z Xj).
iel KeK Njelx




THEOREME DE CALCUL DES SOMMES DE FAMILLES POSITIVES 4.17 :
Soit trois ensembles I, I’ et ], o une bijection de I’ dans I, deux familles (xi)ic1 et (yi)icj
d’éléments de [0; +-0c] et une famille (uij)¢j)c1x; d’éléments de [0; +oo].

® > Xxi = ), Xg(ir)- En particulier, si I' =1, >~ xi = ) x5(i) est invariant par permutation

i€l ver i€l i€l
des termes, elle ne dépend par de ’ordre de sommation.

o Y uy=Y% (z ui,j) =3 (z um) (théoréme de FUBINI).

(i,j)elx] iel MjeJ jeJ “Miel
o > xiyj= (Z xi) X (Zyj) (familles produits).
(i,j)elx] i€l je]

DEMONSTRATION : o I = O‘(I/) = |_| {O‘(i/)} d’apres la bijection 0 et sommation par paquets.

el
el x]= |_| ({1} X ]) = |_| (I X {]}) et sommation par paquets.
iel je]
e Par FUBINI, )  xiyj = > (inyj) => (M(Zlﬁ)) = (ZX1> X (Zyj).
(i,j)elx] el Vi) iel i€ iel ie]

4.1.3 : Familles complexes‘

THEOREME SUR LES PROPRIETES DES FAMILLES SOMMABLES 4.19 :
Soit I, I et ] trois ensembles, A € K, (xi)icr, (Yi)icts (Uij)(i,j)eix)s (ai)ier et (bj)je; des familles
sommables d’éléments de K = R ou C. Soit aussi ¢ : I’ — [ une bijection et deux familles
(Un)nen €t (vin)nen sommables d’éléments de K. On a alors les propriétés suivantes :

(i) Restriction : si I’ est une partie de I, alors (xi)ic;r est sommable.

(ii) Linéarité : la famille (Axi 4+ yi)ie1 est sommable et > (Axi +yi) =A > xi + D yi-
iel iel iel

(iii) Croissance : si K= R et si Vi € I, x; <y, alors > xi < > yi.

iel iel
Dxi| < ) xal-
iel iel
(v) Sommation par paquets : pour tout recouvrement disjoint (Ix)xex de I, c’est-a-dire

que 1 = I_I I, la famille ( > xj) est sommable et > xi = > ( > xj).
keK jelx kek i€l keK “jely

(iv) Inégalité triangulaire :

(vi) Changement d’indice : (xq(i/))icrr est sommable et > xi = > xq(ir)-
iel el

(vii) Théoréme de FUBINI : les familles (Z ui)j> et (Z ui,j> sont sommables et on a

i€l el i€l el
la relation de FUBINI > ujj= ) (Zui‘j) => (Z ui,j).
(i,j)€Ix] iel VjeJ jeJ “iel
(viii) Familles produit : la famille (aibj)( j)cixj est sommableet 3 aib; = ( > ai) ( > b]-) .
(L,j)elx] el S
(ix) Approximation : Ve >0, 3] € P¢(I), | D xi — Y. Xj’ <e.
i€l j€]
n n
(x) Produit de CAUCHY : en posant pn, = > UW{Vj = ) UkVn_k = ), Un_kVk pour tout
o<ij<n k=0 k=0
i+j=n
’ +o00 +o0 +oo
entier n € N. Alors (pn)nen est aussi sommable et > py = ( > un) X ( > vn).
n=0 n=0 n=0




4 FAMILLES SOMMABLES

DEMONSTRATION : (1) Z |xi| < Z |Xi| < +00 d’aprés la partie restriction de la proposition 15.
iel’ iel
(ii) Déja, Z |7\Xi + yi| < Z(|)\||X1| + |yi|) = |7\‘ Z ‘Xi| + Z |yi| par inégalité triangulaire et les parties croissance et
iel iel icl iel
linéarité de la proposition 15 dans le cas positif. Ceci assure déja que la famille (?\X;L + Ui)iel est sommable.

@ On prend ici A = T et K = R et on s’intéresse & la “somme”. Pour tous réels X et Yy, en traitant les 6 cas (non exclusifs
mais exhaustifs), on a (x +y)+ +x  +y = (X +y)~ +xT +yt:

-six 2 0ety >0, celaseréduitd (x+y)+0+0=0+x+1y.

-six <0ety <0, celaseréduitéO—l—(—X)—F(—y) = (—(x+y))+0—|—0.

-six 2 0ety<Oetx—+y >0,celaseréduita (x +y)+0+ (—y) =0+x+0.

-six 2 0ety<Oetx+y <0,celaseréduit a0+0+ (—y) = (—(x+y)) +x+0.

-six <O0ety>=0etx—+y >0,celaseréduita (x +y)+ (—x) +0=0+0+vy.

-six <O0ety>=>0etx+y <0,celaseréduit a0+ (—x) +0=(—(x+1y)) +0+y.
Ainsi, par linéarité dans le cas positif, Z(Xi —|—yi)+ + Z x; + Z y; = Z(Xi —i—yi)_ + Z er + Z yf ce qui donne

iel iel iel i€l i€l iel
bien 32 (xi +y1) = X0 +y) T = Lty = D + Duf - (T + Tui) = Txi+ T
iel iel iel iel iel iel iel iel iel

e OnprendiciA = 1 et K = C et on s’intéresse & la partie “somme”. x; = Re (Xi) +1i Im(xi) et y; = Re (yi) +1i Im(yi).
Comme on sait que Re (xi +yi) = Re (xi) + Re (yi) et Im(xqy +yi) = Im(xi) + Im(yi), par définition de la somme,
Z (X'l + yi) = Z (Re (Xi) + Re (yi)) +1i Z (Im(xi) + Im(yi)) ce qui donne, par linéarité dans le cas réel, la linéarité
iel iel icl
dans le cas complexe, Z(Xi + yi) = Z Re (Xi) + Z Re (yi) + i( Z Im(xi) + Z Im(yi)) = Z xi + Z Yi.

iel iel iel iel iel iel iel
® On prend ici yi = 0 et K = R et on s’intéresse & la partie “multiplication par un scalaire”.

SsiA =0, ()T =M et (i) T = Ax{ done Y (Axi) = S (i)t = S (i) T =AY % =AY ) par
iel

i€l iel iel iel
linéarité dans le cas positif donc Z (7\Xi) = 7\( Z X:r — Z X;) =A Z Xi.
iel iel iel iel
SsiA <0, (W) T = A et (ki) = =M, (W) = 2 (i) T= (i)™ = (=A) oxy —(—A) o xi
iel iel iel iel iel
par linéarité dans le cas positif donc Z (Axi) = (77\)( Z Xy — Z Xj_) = (77\)( — Z Xi) =A Z Xi.
iel iel iel iel iel

® On prend ici yi = 0 et K = C et on s’intéresse & la partie “multiplication par un scalaire”. On écrit A = A1 + iA2 avec

(7\1 R 7\2) € R? et Re (7\Xi) = MRe (xi) — A2 Im(xi) et Im(?\xi) =\ Im(xi) +MRe (xi) donc, au niveau de la somme,
cela domne 3" (Axi) = 3" Re (Axi) +1 3 Im(Axi) = S (ARe (xi) — A2 Im(xi)) + i( S (A1 Im(xi) + A2Re (xi)))
iel iel

iel iel iel
donc Z (?\Xi) =\ Z Re (Xi) —A2 Z Im(xi) + 1A Z Im(xi) + iAo Z Re (Xi) par la lindarité dans le cas réel, ce qui
iel iel iel iel iel
donne bien la relation 3 (Axi) = (A1 + mz)( S Re(xi) 413 Im(xi)) AT xi.
iel iel iel iel
(iii) Z Yyi = Z((yi—xi) +Xi) = Z(yi —Xi)—‘r Z X{ = E Xi par linéarité et car Z(yi —Xi) S Ri par sommabilité.
iel iel iel iel iel iel
(iv) Dans le cas réel, in = ZX?_—ZX?’gZX?——I—EXi_=Z|Xi|carZX?—>OetZXi—20.
iel iel ) iel iel iel iel . iel iel
Dans le cas complexe, on pose A = ret® = E Xi avec T = |?\| = 0etyi = e_lexaL de sorte que, par linéarité, on a

iel
RS et Xi = T. Ainsi, € (Yi) = 7 en identifiant la partie réelle, ce qui donne, par inégalité triangulaire dans
y i0 R y
iel iel iel
Yoxi|=r=> Re(yi) < X [Re(yi)| < X Jyil = X [xif car [Re(yi)| < |yil.
i€l iel iel iel iecl
(v) Pour k € K, comme [ C I, la famille (Xi)ielk est sommable donc, par croissance, les familles (X?)ielk et (X;)ielk

> xi

ielyx

le cas réel,

< Z Z |Xi| par inégalité triangulaire et croissance

aussi. La famille ( Z Xi) est aussi sommable car Z
€K keKielyx

ielyx keK
donc Z Z Xi
Kek el

< Z |Xi‘ < 400 par sommation par paquets dans le cas réel positif.
iel

Dans le cas réel, par croissance, on a aussi ( Z X:'_) et ( Z Xf) sommables. Ainsi, d’aprés la sommation par
i€l €K i€l kekK
+

paquets dans la cas des réels positifs, et par linéarité puisque Vk € K, Vj € Iy, Xj =% = X;, on parvient & la relation



attendue, Yxi = xF — xi = 2 D - Y Yxy = 2 (zxj— zx;): O k.

iel iel iel kekjelx kekjely kek Njelg jelx kekjely
Dans le cas complexe, Z Xi = Z Re (Xi)—|—i Z Im(Xi) = Z Z Re (Xj)—|—i E Z Im(Xj) par définition et d’apres la
iel iel iel keKjelx keKjelx

sommation par paquets dans le cas réel. Ainsi, par linéarité complexe puis réelle, on obtient souhaitée, la sommation par paquets

dans le cas complexe, in = Z ( Z Re (Xj)—i_i'zl: Im(xj)> = Z Z (Re (Xj)-i-ilm(Xj)) = Z Z Xj.
jelk

iel kek Njelg Kekjely KeKjelx
(vi) I = O'(I/) = I—I {O'(i/)} d’apres la bijection 0 et sommation par paquets précédente.

el
(vii) Ix ] = |_| ({l} X ]) = |_| (I X {]}) et sommation par paquets.
iel je]
(viii) Par FUBINI, m)%x] aivy = 3 (% aib;) = = (ai(%bj)> = (% ai) (%b])

(ix) Dans le cas réel, par caractérisation epsilonesque de la borne supérieure, comme (X?)iel et (Xl_ )ieI sont sommables, il
- - - - + + + - - —
existe deux parties finies ]Jr et ]~ de I telles que Z X{ — €< Z x{ < Z X; et Z X; — €< Z Xy < Z X; -

iel ieJt iel iel ie]- iel
En posant ] = J¥ U J™, J est encore une partie finie de I (qui contient J et J7) et, par croissance de la somme, on a les
deux encadrements E X?_ — ¢ < E X?_ < Z X?_ et E X; — €< Z x; < Z x; En soustrayant ces deux inégalités
iel ie] iel iel i€] iel

attention), on obtien xXi — € < Xi < Xi + € ce qui assure la majoration Xi — Xj| < €. Méme si ce n’es
ttenti btient < < + i la majorati j| < e. Méme si ce nest
iel ie] iel iel jeJ
pas demandé, en prévision de l’approximation dans le cas complexe, on constate que, par construction de cette partie J, dés
que ] C J' C I avec ]’ finie, on a encore Z Xi — Z Xj‘ < €. Attention, ce n’est pas vrai pour toute partie | qui vérifie
iel ey’
l’approximation, c’est vrai pour celle qu’on a construit !
Dans le cas complexe, comme (Re (xi))ier et (Im(xi))ie1 sont sommables, il existe, d’aprés le cas réel, deux parties finies
€ €
J1 et J2 de I telles que Z Re (xi) — Z Re (Xj)‘ < et ' Z Re (xi) — E Re (Xj) < 5. En posant la partie
icl jeT V2ol i€l V2
] = JTUJ ™, J est encore une partie finie de I (qui contient JT et J7) et, par croissance de la somme, on a les deux encadrements
+_ . < + < + - < - < = o . )

E X4 [N Z Xi S E x; et Z Xy £ < Z X, S Z X; En soustrayant ces deux inégalités (attention), on obtient

i€l i€ i€l i€l i€ iel

E xXi — & < Z xi < Z Xi + € ce qui assure la majoration Z Xi — Z Xj‘ <e.

iel i€] iel i€l j€]

(X) Il suffit de décomposer N? en réunion dénombrable de “diagonales finies” : Nz = |_| {(i)n — i) | i€ [[O;TL]]} et

neN
d’utiliser la sommation par paquets.

PROPOSITION DE COMPARAISON 4.18 :
Soit I un ensemble, (xi)ic1 une famille d’éléments de K et (yi)ic1 une famille de réels positifs.

Si on suppose que Vi € I, |xi| < yi et que (yi)ic1 est sommable, alors (xi)ic; ’est aussi.

DEMONSTRATION : 11 suffit d’écrire que Sxil € X yi < +oc.
iel iel



