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a. Bien sir que non, on a vu dans le cours un contre-exemple d’une fonction continue par morceaux, positive,

intégrable et qui ne tend pas vers 0 en +oo.

b. Avec sin(x —t) = sin(x) cos(t) —cos(x) sin(t) et la linéarité de I'intégrale, comme les fonctions sont toutes
continues sur le segment [0;x], ¥x > 0, g(x) = f(x) + sin(x) fo" cos(t)a(t)f(t)dt — cos(x) fOX sin(t)a(t)f(t)dt.
Comme cos a f et sin a f sont continues sur R, par le théoreme fondamental de l’ir}tégration, la dérivée de
fonction x - [ " cos(t)a(t)f(t)dt est x > cos(x)a(x)f(x), et ( fo" sin(t)a(t)f(t)dt> = sin(x)a(x)f(x). Par
opérations et simplifications, g’'(x) = f'(x) + cos(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt. Puis,
g"(x) = f"(x) —sin(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt+cos(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt+cos?(x)a(x)f(x) +sin?(x)(x)f(x) donc
g"(x) = f(x) + f(x) = 9(x) + a(x)f(x) = —g(x) donc g”" + g =0 (E) sur Ry.

c. Les solutions réelles définies sur R, de cette équation différentielle (E) sont les fonctions g telles que
J(A,B) € R?) ¥x > 0, g(x) = Acos(x) + Bsin(x) donc |g| < |A| + |B| = C par exemple et g est bornée.
Comme f(x) = g(x) — fox sin(x — t)a(t)f(t)dt, en passant aux valeurs absolues avec I'inégalité triangulaire,
on obtient, ¥x > 0, [f(x)| < |g(x)| + f" | sin(x — t)]|a(t)|[f(t)]dt < C + f f(t)|dt car |sin| <

d. Posonsh : x — f f(t)|dt, comme la fonction |a| |f| est continue sur R, par le théoréme fondamental

de Dintégration, la fOHCthIl h est dérivable sur Ry et h/(x) = |a(x)||f(x)| < Cla(x)| + |a(x)|h(x) d’apres la
question c.. En notant A(x) = fox\a(t)|dt, on a (e_A(X)h(x))/ < Cla(x)le A = ¢( - e—A(x))/. On
integre cette inégalité entre 0 et x pour avoir e_A(X)h(x) < C(1 — e_A(X)) < C. Alors, on peut majorer
Vx >0, h(x) < CeA™ et comme a est intégrable, A est croissante (car A’ = |a| > 0) et possede une limite

+oo
finie Cexp (f \a(t)|dt) en +oo donc A est bornée sur R, d’otl h est bornée sur R, car [h| < Ce?

Enfin, f est aussi bornée sur Ry car |f| < C+h.

Toutes les solutions sur Ry de (E) sont des fonctions bornées sur R, si a est intégrable sur R.
a. G est bien définie car t — |x — t|g(t) est continue sur le segment [0; 1] pour tout x € [0;1]. Pour justifier

la régularité de G, on écrit G(x =1 f |x — t|g(t)dt = 1 f x—t)g(t)dt+ = 1 f t)dt par CHASLES
car [x —t| =x—tsit € [0; x] et |x —tfj=t—xsite [x, 1]. On en déduit par linéarité de l'intégrale que
_x [ _1 X ! .
=3 fo g(t)dt f tg(t)dt+ = f tg(t)dt > fx g(t)dt. Comme les fonctions t — g(t) et t — tg(t)

sont continues sur [0; 1], le théoréme fondamental de I'intégration montre que G est de classe C! sur [0; 1] avec

G’(x)z%foxg(t)dt—i-%g( )—%()—%()—%f:g(t)dw g(x zf glt dt——f g(t)dt. Sous cette

forme, G est aussi de classe C! car g est continue, donc G est de classe C2, avec G”(x) = %X) + @ = g(x).

b. Si on pose f(x) = G(x) + ax + b, alors f(0) = G(0) + b donc f(0) = 0 <= b = —G(0). De plus
f(1)=G(1)+a+bdouf(l) =0<«= a=-b—G(1) = G(0) — G(1). Par conséquent la fonction f : [0;1] = R

définie par f(x) = G(x) — (G(1) — G(0))x — G(0) vérifie bien f(0) = f(1) =0 et f' =G" = g.



c. Sih: [0;1] — R vérifie aussi h de classe C2 sur [0;1], h = g et h(0) = h(1) = 0, alors f—h” = (f—h)"” =0
ce qui prouve, comme [0;1] est un intervalle, que (f — h)’ est constante puis que f — h est affine. Or
(f—h)(0)=0—-0=0et (f—h)(1) =0—0 = 0. Ainsi, la fonction affine f — h s’annulant en deux points
distincts, on a f — h = 0 donc h = f.

Conclusion : il existe une unique f : [0;1] — R de classe C? telle que f/ = g, f(0) = f(1) = 0 et on a

100 =1 ( [ x—te@ar—( [ 0 -0gmat— [ taagx— [ rgar) = [ I F 2 g,

a. Par intégration par parties, comme f est de classe C! sur [a;b] et que cos est C' sur R, on a, pour

b
tout entier n > 1, la relation I, = [ — 1 cos(nt)f(t)]z +1 f f'(t) cos(nt)dt. Comme f’ est continue sur
n nJa

le segment [a;b], il existe M > 0 tel que ¥t € [a;b], |f'(t)] < M. Par inégalités triangulaires, on obtient
| <1 <|f(a)| + [f(b)| + (b — a)M) donc lim I, =0 (lemme de RIEMANN-LEBESGUE).
n n—-+oo

sin(t)

b. Tout d’abord, g : t est continue sur R% et prolongeable par continuité en 0 en posant

g(0) = 1 car sin(t) T En posant u : t — % et v:tr 1—cos(t), les fonctions u et v sont de classe C'

2
sur RY et lim u(t)v(t) =0 car 1 — cos(t) ~ Lot lim u(t)v(t) = 0 par 1 — cos(t) = O(1). Les intégrales
t—0+ o 2 +o0

t—+oo
400 of —+o00 — —
f mdt et f wdt sont donc de méme nature. Or g : t — T—cos(t) est continue et positive
0 t 0 t* t
2
sur RY, prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = % toujours car 1 — cos(t) ~ % et |g(t)] < t%

—+oo _
ce qui garantit son intégrabilité sur R;. Ainsi, fo wi(t)

oo sin(t) dt = f+°° 1 —cos(t) qt= T
—Jo t )

dt converge car elle converge absolument,

+o0 i
f &(t)dt converge aussi et on admet que A = (DIRICHLET).

0 t 0 t

sin(nt)?

c. La fonction f,, : t — 5 est continue sur |0; ] et se prolonge par continuité en 0 en posant

Jus
nsin(t) 2

2,2
fn(0) = n car sin(nt) vt et sin(t) Tt donc fn(t) ~ % = n?. Ainsi, J,, est bien définie pour n € N*.

Or on sait que cotan’(t) = 7+(t) et cotan (t);% donc, en posant u = —cotan et v : t + sin(nt)?,
sin

les fonctions u et v étant de classe C! sur }O; %} et comme 1112)1+ cotan (t) sin(nt)? = 0, par intégration par
t—

/2
2sin(nt) cos(nt)cotan (t)dt = fo sin(2nt)cotan (t)dt.

i 29m/2 /2
parties,ona J, = | — cotan (t) sin(nt) ] +f

n 0

/2 /2 i
L’équivalent de cotan en 0 nous incite a écrire J,, = fo sin(2nt) (cotan (t) — %)dt + fo Mdt
sin(2nt)

3
an). Comme on se rappelle que tan(t)§t + % + o(t3),

1 1_1 1 1 t? 2 t
- o tr_r___ . @ _q _,(1_7_14_0(4[))__,_5_0(:().
t3 ( tZ )

(les deux intégrales convergent car

on a cotan (t) —

Ainsi, la fonction h : t — cotan (t) — % se prolonge par continuité (avec h(0) = 0) en une fonction

1
sin?(t

s ()50 D al) 5 et s
t sin“(t) o t 0t 1_?+O(tz) 0t 3 o 3

dérivable sur le segment [0; 721} avec h'(0) = —%. Comme h/(t) = t]—z -

, le calcul analogue

1 1




permet de conclure que h est de classe C! sur le segment [O; %} car lim+ h'(t) = —— = h/(0). La premiere
to

3
t] d al i ™% (cot 1) sin(2nt)dt = 1 ™% h() sin(2nt)dt = 0
question nous apprend alors que lim [ (co an (t) — z) sin(2nt)dt = Lam (t) sin(2nt)dt = 0.
De plus, par le changement de variable t = ¢(u) = ZL’ comme @ réalise une bijection strictement croissante
n
/2 i n7w ¢i
de classe C' de ]0; nw] dans }0; E} , on a la relation f mdt = f wdu et cette quantité tend
2 0 t 0 u
vers A quand n tend vers +oo d’apres la question b.. Au final, en sommant, il vient 1111 Jn = %
n—+oo
En fait, la suite (Jn)n>1 est constante et elle vaut 721, mais c’est une autre histoire !
6.4|Ona -2Xxt1 _ xtx+1_ 1 + 1 _ 1 L xtT=x_ 1 +1_ 1 Onpeut
x(x+1)2 T x(x+1)7 T (x+1)F T x(x+1) 0 x4+ x(x+1) 0 (x+1)F T x x+1 P

bien sir aussi appliquer les techniques usuelles ou procéder par identification.

1

La fonction f: t +—t est continue par morceaux sur |0; 1] (c’est-a-dire continue par morceaux sur tout

segment inclus dans ]0; 1]) car ses seuls points de discontinuité sont les réels 1 avec n € N* et tout segment
n

inclus dans ]0; 1] ne contient qu’un nombre fini de tels points.

De plus, f est positive et majorée par 1 car Vt €]0;1], 0 < HJ < % < HJ +1donc0<t “J < 1, ainsi,

1
par comparaison, f est intégrale sur ]0;1]. On en déduit que fo f(t)dt converge d’ou 'existence de I.

1 1
Orli= lm f(t)dt = lim y t TJ dt. D’aprés CHASLES, en coupant aux points de discontinuité de
n

a—0tJa n—+oo t
—1
f, on a f11/nt “J at — :2::1 L]//(;_]) “J dt = Z f]/(k+])tdt car Vt € } k—ll—l 1] HJ =
-1

T, f://(tﬂ) tdt = 2]?— Z(kl 72 = ZkZZEQk—:]])Z' Ainsi, I = nl_i}zmoo :;1 % La série ké:] %

converge car % ol k]—z (on le savait déja car fo] f(t)dt converge) donc I = z %
n n

Mais S, = kZ::1 % vérifie S, = 15];::1 ((k—:71)2+%_ klj) = % ﬁ 1 Z (k+1)z et,
avec la classique valeur de ¢(2), on a I = % + %(7‘5 - 1) = é ~ 0, 82.

Comme la fonction g : t — %(t) est continue (et méme de classe C>°) sur D =]0; 1[U]1; +00], la fonction f
n

est bien définie sur D car pour tout réel x appartenant & D, le segment [x;x2] est inclus dans D

Soit G une primitive de g sur D, alors f(x) = [G(t)]XZ = G(x?) — G(x) donc f est C> sur D car G l'est.

x

Six €]0;1[,on a0 < x? < x < 1, g est décroissante sur [x?;x] et u 1 est décroissante sur R* . donc on
u
peut encadrer fx 1__dt = x = < fx dt _ — _f(x) < x = :fxz |_dt. Or lim X=X —¢
x2 In(x?) 21n(x) x2 In(t) In(x) x  In(x) x—0+ In(x)
donc, par encadrement, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(O) 0.
Comme g(t) ST on est conduit & transformer f(x) en f(x) = f: dt + f (m - ﬁ) dt. Or
2 2
f: t%ldt =1n (%) = In(x+1) tend vers In(2) quand x tend vers 1. En posant h : t — ﬁ — tl—]
1 1 1 1 1 u 1
onah(l+u)=—F—— — ,:,(ui - 1):7(1 + Y% +o(u)—1)=: 4 o(1) donc h se
0u7%+0(u2) uou ]—;—‘,—o(u) ou 2 02

prolonge par continuité en 1 en posant h(1) = % Ceci signifie que h étant maintenant continue sur le segment



H;ﬂ (par exemple), y est bornée (par M). Pour x € B, } on a donc ‘ f dt) < M|x? —x| —> 0. Par

2
x
encadrement, lin} h(t)dt = 0 puis, par somme, lin% f(x) = In(2). Par conséquent, la fonction f prolongée
X— x X—

par f(0) =0 et f(1) = In(2) est continue sur R..

tdt
tin(t)’

x
Plus simplement, en écrivant f(x) = f on pouvait aussi encadrer par exemple pour x €]0;1],
X

2 2 2
x? fx dt < f(x) < xfx dt _ car on a Iinégalité vVt € [x%;x], X2 <1< %, In(t) < 0 et x > x%.
x  tin(t) x  tln(t) t t
2 x? x?
Si x > 1, comme Vt € [x;x?], XT >1> %, 'inégalité devient x? fx tlfxﬁ > f(x) > xfx tlfxt(t)'
Par encadrement, on peut prolonger f par continuité en 1 (& gauche et & droite) avec f(1) = In(2) car
2
xX
fx tl?lt(t) =[In|In()[]X =n|nGx2)| - n|inx| = In(2).
D’aprés ce qui précede, f est C' sur D avec f'(x) = 2xG'(x?) — G'(x) = 2xg(x?) — g(x) = Xl_1 done,
nx

classiquement, lim] f/(x) = 1. Par le théoreme de prolongement C', f est de classe C' sur R avec f'(1) = 1.
X—>

De méme, comme li%1+ f'(x) = 0, la fonction f est de classe C! sur Ry et f'(0) = 0.
xX—

2

> X —X

~ n(x?)

croissances comparées, HT f(x) = 4o00. La fonction f' est donc continue sur [0;1] et vérifie '(0) = 0,
X—+00

Puisque ' > 0 sur R?, la fonction f est strictement croissante sur Ry et Vx > 1, f(x) donc, par

(1) =1 et Wx €]0;1], f(x) = X=1. Ainsi, f est une primitive de la fonction continue g : x — =1 sur
In(x) n(x)
10: 1] tell (0) =0 et g(1) = 1. Donc [ g=1(1)=1(0) = [ X=Lax = n(2).
1] telle que g(0) = 0 et g(1) = 1. Donc | g = o =

1
a. Ip = j;) V1 — xZdx est I'aire d’'un quart de cercle de rayon 1 donc Iy = % Ou alors on pose le changement

/2 /2 .
de variable x = sin(t) d’ou Ip = foﬁ V1 —sin?(t) cos(t)dt = foﬂ Mdt = [m} ==

2 4 4

1 1
(sin est C' de {O; g] dans [0;1]). Plus simplement, I; = fo xV1 —x2dx = [— %(1 —x2)3/2}0 = %

Pour x €]0;1[ et n € N, 0 < x™1v/1 —x2 < x™V1 —x2 qu'on intégre sur [0;1] pour avoir 0 < I,41 < In

(Pinégalité stricte vient du fait que les deux fonctions ne sont pas constamment égales).
Ainsi (In)n>o0 est strictement positive et strictement décroissante.

b. Sin € N, les fonctions u : x —%(1 —x%)3/2 et v : x = x™ sont de classe C' sur [0;1] donc, par

intégration par parties, puisque u’(x) = xv1 —xZ et v/(x) = nx™~ ', on a la relation :
n
Int1 = f VT2 ax = [ X (1= x2)*/2) “f (1 —x2)3/2dx = nf (1 —x2)3/2dx.
En écrivant (1 —x?)3/2 = (1 —x?)v/1 —x2 et par linéarité : 1,11 = %In,] — %InH donc I4q = %Inq.
n
c. On en déduit donc, d’apres a., que 0 < I 11 = —*—1I,_1 < I, < In_7 donc —— < In 9. Ansi,
n+3 n+3 In_1q
par encadrement, on a lim In 7 done In ~ Ih_1.
n—+4oo [, _1 +oo

d. Pourne N* upy1 = (n+1)(n+2)(n+3)Ini1ln = (n+1)(n+2)nly 11, d’apres b. donc uny1 = un et

la suite (un )ne N+ est constante. Comme ug = 6Ipl; = %, onadoncVn =1, (n+1)(n+2)(n+3)Ih 1l =2

>
D’apres c., 12 ~ Inln_1 = T . En passant a la racine, comme I, > 0, I, ~ l I
P ns ] nn+1)(n+2) +o<>2n P " ™ oo n’



a. La fonction g : t — tf(t) est continue sur le segment [a; b] ce qui justifie 'existence de I'intégrale f: tf(t)dt
dans laquelle on effectue le changement de variable t = @(u) = a+b —u avec ¢ qui est bien de classe C' sur
le segment [a;b] et qui vérifie @(a) =b et @(b) = a. Ainsi, d’apres le cours et d’apreés 'hypothese faite sur
f, on a fab tf(t)dt = fba(a +b—u)f(e+b—u)(—1)du= fb(a +b —u)f(u)du. Par linéarité de I'intégrale,

b
on a donc I = (a—|—b)f f(t)dt — I ce qui prouve que I = f tf(t)dt = a—|—b f
a
o )
b. La fonction g : t — % = tf(t) est continue sur le segment [0;7] donc | = f %
1+ cos“(t) 0 1+ cos“(t)
existe. On vérifie bien que Vt € [0;7], f(m —t) = _sin(m—t) = f(t) ce qui montre avec la question a.

1+ cos?(m —t)

que On %dt = % On %dt = %[— Arctan(cos(t))|§ = %2

a. La fonction f :]0; 1[— R définie par f(x) = (XZJW = x"2/3(1 —x)~1/3 est continue sur ]0;1[. De
plus, f(x) ~ ﬁ et f(x) ot XZ]T donc, d’aprés RIEMANN puisque 1§ < % < 1, f est intégrable sur B, 1 {
et }O 2} donc sur ]0; 1[. Par conséquent, U'intégrale fo] (xz—dﬁ converge donc I existe.
Meéme si ce n’est pas demandé, on peut transformer I'intégrale I en posant x = @(u) = 1_&733 car la fonction

¢ : R% —]0; 1] est une bijection strictement croissante de classe C ! dont la bijection réciproque est la fonction

o0 —+oo
o ! . Par changement de variable, I = f flo(u)e'(w)du = fo ] —Cli—uu3 (apres calculs).

X 3

, — 1 T du 10 .
On effectue ensuite le changement de variable u = ¥ (v) = + dans o car ¥ :J0;1] — [1;+o0] est
v u

400 0
une bijection strictement décroissante de classe C' donc f du 3 = — f vdv 7 (apres calculs). On
1 14+u T 14wV

obtient donc, puisque v est une variable muette qu’on remplace avantageusement par u et que 1’on factorise

]+u3:(1+u)(u2_u+1)712f+00 du 7f1 du3+f1 udu 7folmzj: . du

o 1+v Jo1+u o 1+ud 1+4° w—u+1

2 2
b. Avec cette expression de I, et en mettant u? —u+ 1 sous la forme (uf l) +% =3 <1 + (b) ), on

2 4 V3
2
: —du :
- = J L aretan (2475 )| = 5 Areran (5
trouve I = = Arctan = Arctan ar
f0u—u+1 ff( (Zu—1)) V3 V3 Mo V3 V3P
V3

imparité de Arctan. Or Arctan (L) =T donc I = 27

P V3/ o6 3V3
Analyse : soit f : Ry — R vérifiant les hypotheses de I’énoncé. On peut ré-écrire la troisieme condition,

x+f(x)

puisque f’ est continue de primitive f, sous la forme Vx > 0, f 24t > f(x+f(x))—f(x) = f '(t)dt.

X

Dans cette derniére intégrale, on effectue le changement de variable t = x + f(u) = ¢(u), licite puisque ¢

est strictement croissante, de classe C' et réalise une bijection de [0;x] dans [x;x + f(x)], et on obtient
x+f(x) T sz

f f'(t)dt = f(x + f(x) f f'(x + f(u))f'(u)du. Par linéarité de l'intégrale, comme on a
i PTRY) ! ! / /

Vx >0, fo (1) dt}j; (x + F(w))f (W) du, il vient Vx > 0, f ( — f/(x +f(t)))dt > 0.

Or, par hypothese, Vt € [0;x], f'(t) > 0 et f'(t) — f'(x+f(t)) <Ocart <x < x+f(t) puisque f" est croissante.



La fonction g : t — f/(t) (f/(t) — f'(x + f(t))) est continue et négative donc fox () (F(t) = (x +(t)))dt <0
et on conclut que fox /() (f(t) — '(x + f(t)))dt = 0. Un théoreme du cours nous apprend, pour x > 0,
que g étant continue et négative et d’intégrale nulle sur [0;x] ne peut étre que la fonction nulle. On a donc
Vx >0, Vt € [0;x], f'(t)(f'(t) — f'(x + f(t))) = 0 donc '(t) — f'(x + f(t)) = 0 car f'(t) > 0. Pour x > 0 fix¢,
on prend t = 0 et on obtient f'(x) = f(0) donc " est constante sur R donc sur Ry puisque f est de classe
C! sur R,. Comme f(0) = 0, il existe donc une constante a € R telle que Vx > 0, f(x) = ax. Mais f est
supposée strictement croissante ce qui impose a > 0.

Synthese : Soit a > 0 et f : x — ax, alors f(0) = 0, f’ est croissante et f = a est strictement positive et, pour
tout réel x > 0, fox f(t)2dt = fox a?dt = a?x = af(x) = a(x + f(x)) — ax = f(x + f(x)) — f(x).

En conclusion : par double implication, on a montré que les fonctions f vérifiant les conditions de I’énoncé

sont exactement les fonctions linéaires f : x — ax avec a > 0.

a. En prenant x =y = 1 dans la relation (1), on a f(1) = 2f(1) donc f(1) = 0.

Pour x > 0, en prenant y = 1 dans (1), on obtient f(1) = f(x) + f(l) donc f(l) = —f(x).
x x x

2x 2
b. Soit x > 0, les intégrales f f(t)dt et f] f(t)dt sont bien définies car f est continue sur les segments
X
2x
[x; 2x] et [1;2]. Dans 'intégrale f f(t)dt, on pose t = @(u) = ux qui est de classe C' sur le segment [1;2]
x
2 2
et on a donc par changement de variable (version sup.) f h f(t)dt = f] f(ux)xdu. Or f(ux) = f(u) + f(x)
X

2x 2
donc, par linéarité de l'intégrale, f f(t)dt = xf] f(u)du + xf(x). En divisant par x > 0, on a bien la

X
. . l 2x _ 2
relation attendue, f(x) = - fx f(t)dt f1 f(t)dt.
c. Comme f est continue sur R%, elle y admet une primitive F et, par le théoreme fondamental de

F(2x) — F(x)

Pintégration, il vient f(x) = — (F(2) = F(1)), ce qui prouve par opérations que f est de classe

C' sur R%. On peut donc dériver (1) par rapport a y, ce qui donne ¥(x,y) €]0;+0c[?, xf'(xy) = f'(y) (2).
(1)
x

En prenant maintenant y = 1 dans (2), on a ¥x € R, f'(x) = . Ainsi, comme R’ est un intervalle, il

existe une constante C € R telle que Vx > 0, f(x) = f'(1) In(x) + C (3). En prenant x = 1 dans (3), comme
f(1) =0, on a C =0 donc Vx > 0, f(x) = f'(1) In(x).
Les f: R% — R continues telles que V(x,y) €]0; +oc[?, f(xy) = f(x) + f(y) sont proportionnelles a In.

a. Soit h: R — R définie par h(x) = x — cos(x). h est dérivable sur R et h/(x) = 1+ sin(x) > 0 donc,
comme R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux
réels a < b tels que h(a) = h(b) et on aurait Vx € [a;b], h’(x) = 0, ce qui est impossible car f' ne s’annule

qu’en les réels de la forme —% +2km (k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1 et

h(1) =1 —cos(1) > 0. Par le théoréme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0; 1] tel que h(c) = 0 donc
un unique point fixe ¢ de cos sur R. On trouve numériquement ¢ ~ 0, 74.

b. Supposons qu’il existe une fonction f: R — R dérivable telle que fof = cos. En appliquant f, on obtient
fofof=focos donc cos of =focos ce qui, en ¢, devient f(c) = cos(f(c)). D’apres 'unicité montrée a la

question a., on en déduit que f(c) = c. Si on dérive f o f = cos, on obtient f x (f' o f) = —sin ce qui, en c,



devient f'(c)? = — sin(c) < 0 car, comme ¢ €]0; 1[C]0; [, on a sin(c) > 0. NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f: R — R dérivable telle que f o f = cos.
c. Supposons qu'il existe une fonction f : R — R continue telle que fo f = cos. Comme en b., on a f(c) = c.
Si f n’était pas injective sur [0; 1], alors il existerait deux réels x et y tels que 0 < x <y < 1 et f(x) = f(y) et
on aurait fo f(x) = fo f(y) = cos(x) = cos(y) et la fonction cos ne serait pas injective sur [0;1]. NON !
Alnsi, f est injective sur [0; 1] donc, par continuité, elle y est strictement croissante ou strictement décroissante.
Comme f est continue en c, il existe o > 0 tel que Vx € [c — asc + «f, 0 < f(x) < 1 (il suffit de prendre
e = Min(c,1 —c) ~ 0,26 > 0 dans |f(x) — f(c)| < ). On aurait donc, comme f est strictement monotone sur
[c — ;¢ + o et que f([c — ;¢ + «]) C [0; 1], intervalle sur lequel f est aussi strictement monotone (la méme
monotonie) et, par composée, la fonction f o f = cos serait strictement croissante sur [c — a;c + o). NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f : R — R continue telle que f o f = cos.
a. Pour x € D, comme x? — 2xcos(8) + 1 = (x — cos(8))? + sin?(8) = (x — ') (x —e710) = |x — 92 > 0
car x # £1, la fonction fy : 8 — In(x? — 2xcos(8) + 1) est continue sur le segment [0;271] donc I(x) existe.

2i —2ik 2ik
b. Comme X? — 2X cos (R—n) +1= (X—e 11]1(71) (X—e Tlt n) pour k € [0;n— 1], et que les e n " sont les
n

. N s ik7t .
n racines n-iemes de 'unité, comme les e =1, on peut factoriser P,, = (X™ —1)2.

. 2 — 0 " k(2m —0) s .
c. Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN Ry (x) = £— > f,(04+ ——— ) associée & la fonction
n k=0 n

27
fyx continue sur le segment [0; 27]. D’apres le cours, HT Rn(x) = fo fx(0)d0. Avec la question précédente,
n—-+oo

n—1 . _2ik n—1
Ru() = 25 5 tn ((x = e*R)(x = e 77 )) = 2 (T (2 = 2xcos (E7) 41) ) = 4T (1),
N k=0 n k=0 n n

m x"=0donc lim Tin(jx™ —1])=0x0=0. Ainsi, I(x) = 0.

|58
n—-+4oo n—+oco M

i|x , nlx) == ™ —xT = X == —x" xX) = x|).
o Silx|>1,0naRy(x) =4 1n (]x™1 ") =4min(| |)+47T1n(|1 ™) donc I(x) = 4min(|x|)
n n

e Six| <1,

Petit rappel ........... ou pas : pour tout x € R% et tout z
X? = elaFiP)In(x) — galn(x)eibn(x) — ya(cos(bn(x)) + isin(bln(x))). Ainsi, [x*| = x¢ = xRe@ > o,

a. SiRe(s) > 1, pour k € N* on a = — 1 et la série de RIEMANN > !

a+1ib € C avec (a,b) € R2, on pose

’ % converge d’apres le

kRe(s) = kRe(s)
cours donc la série kz;] kis converge absolument donc elle converge, ce qui assure que la suite des sommes
. N 1 - " N1fs N17Re(s) ]
partielles (kz:: F)N;] converge. De plus, pour N € N*, o = = ; —s|NRe(S)’1

_

Uim

— =0 R 1. Par diffé de suit tes, la suite (S .
Suu S|NRe(s)_] car Re(s) > ar différence de suites convergentes, la suite (Sn(s))nen

converge, ce qui assure l'existence de ((s) (la fonction de RIEMANN définie dans le cours si s > 1 est réel).

b. Avecs € C\ {1}, la fonction g5 : t — ﬁ est continue par morceaux sur le segment [1;N + 1] donc
N+1
f1 ﬁdt existe. Avec la relation de CHASLES, et comme g5 est constante sur l'intervalle [k;k + 1] et
1 N+T 4 N k41
t L k € [1;N], 1 _at=
vaut - pour [15N]) onaf] T k§1 fk Py
c. On suppose a = Re(s) > 0 et on pose b = Im(s), la fonction hs : t — 1_1

e[

N k+1 N
1 1 1
Msdt:k;fk Edt= 2 s

est continue




par morceaux sur [1;4o00[ puisqu’elle 'est sur tout segment inclus dans [1;+o0c0[. Pour t € [1;+00[, il

. . 1 1 B |_tJ at+ib ta-i—ib B | LtJa eib In([t]) taeib ln(t)| ,
vient hg(t) = (atio — O afib = Jarip ] o~ donc |he(t)| = SNk quon
; [t]ya ibl jad}
||_tJaelbln(|.:EJ)_ta| ‘(t) 1 n(t)_]‘

peut écrire |hg(t)] = L = i

partie entiere, pour un réel t > 1, on a 0 < t —1 < [t] < t donc |t] ot don [t]® ~ t
oo

De plus, par définition de la

¢ et, en

posant {t} = t — [t] € [0;1] la partie fractionnaire de t, on a % = % =1- y 1+ O(%)
(oo}

|(M)a mm(tu)

—1| 1)@t n(i-y) _ 4
en notant y = Q I {O;l[ et \hs(t)| ~ t |( U) € }
t +oo

et on arrive

t¢ t“
1— b(=ytow) 4 1— 1—ib ) —1
5 he ()] = I( ay+0(y))i | _ 100 —ay +o(y))( —iby Fo | _ o( 1) Alors,
+o00 t +o0 t +o0 ta+
par critére de RIEMANN, hg est intégrable sur [1;4+o00[ car a +1 > 1 donc (ls — )dt existe.
. L1 qers o N1_5 _ -s N
Si s était un réel différent de 1, on aurait directement : t sdt = [ } Vérifions que cette

relation est vraie méme si s est complexe. Pour z = « + 1(5 € C avec (o, B) € € R2, f, : t > t7 = t%etPIn(®)
est dérivable sur RY par opérations et Vt > 0, f,(t) = at® 1elP (b 4 t“(%)eiﬁ in(t) — %ﬂst"‘eirs n(t)

donc f,(t) = zf,—1(t) donc, par le théoreme fondamental de l'intégration, en prenant z =1 —s € C*, on
. N N f (t) N t1-s N Nl—s 1
S — — z —
obtient ‘f] t7sdt = f1 f,_1dt = [ L = { } )

z 1—s 1—s

N T—s N+1
Ainsi, pour N € N*, Sn(s) = ( > is) ~ N = f s dt — t Sdt — L qui s’écrit aussi, par

k=1 k 1—s 1 1—
linéarité de Uintéeral C N+ 1
inéarité de l'intégrale et CHASLES, SN (s) = fN 0N t+f ( )d T

N+ N+1 N+
1 _ 1 _ |1 _ 1 : 1
Comme ‘fN Lthdt‘ = ‘fN NSdt‘ = ‘NS = NRe(S)’NEToofN LtJSdt—Ocaur Re(s) > 0 et,
avec la convergence précédente, (Sn(s))nen+ converge donc ((s) existe et, comme ((s) = th Sn(s), on
— 400
+o0 1

obtient la relation {(s) + f ( t—s) dt.



