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La fonction g : x — 1/tan(x) est continue, positive sur [O; % [ Deplus, Vx € ] = }0; g [, g(x) = _—1
7T
tan (; — x)

1

donc, puisque tan(u) Su,ona Péquivalent g(x) ~ donc g est intégrable sur [O; % { par comparaison

/2

2

/2
aux intégrales de RIEMANN car % < 1. Ainsi, fo g(t)dt converge donc I existe.

La fonction ¢ : x — (/tan(x) est de classe C', bijective et strictement croissante de ] dans R% et on
2

14t () oomme on a 9(x) = ran(x) = M

24y/tan(x) 1+ tan”(x)

2
fiu— 1? 7 qui est continue sur R%, le théoréeme de changement de variable montre que, en posant
u

a o'(x) = ¢'(x) = f(o(x))e’(x) en posant

+
u = y/tan(x) = ¢ (x), on a la relation I = fo = f(u)du. Il y a maintenant deux méthodes :

(1) Par le changement de variable u = 1_ ¥ (v), comme 1 réalise une bijection C' strictement décroissante
v

+ 2 0 2 +
de R% dans R7, j;) * _2u du= M(, iz)dv = f - —=— dv apres simplifications.

1+u4 +001+(1/v)4 v 0 14+v

orL= [ gy H]™ = 7 pepl dé le dénomi

rL = fo T du = Arctan(u ) o T 2 e plus, on peut decomposer le dénominateur
avec les identités remarquables car 1 + u* = (1 —|— u ) —2u? = (u? - V2u+ )(u —|— V2u + 1)

+
ce qui nous incite & écrire I + 2L +1 = fo - u + f Zﬁu u + f 4du d’ou
+o0 22 +V2u +1) . . .
I+V2L4+1= du donc, avec des techniques classiques, on obtient
V2 fo (W2 —V2u+1)(u? +vV2u+1) a a

_ [T 2 _ [T 4 _ PN Bl Vo
H—ﬁL-H—fO U}_\ﬁu_'_]du—fo (ﬁu_])2+]du—2ﬁ[Arctan(\/§u 1)}0 = =5

s _1(3V2n _ ):ﬁW:L
On en déduit queIfz( 5 V2L 3 /3

(2) Par une décomposition en éléments simples classique (mais hors programme en PSI) on arrive a la

relation piT _ i( u _ u ) _ 1 <2u—\6+ﬁ_2u+\[—ﬂ>
1+u4 \[ uz—\/iuﬁ—] uz—&—\/iu—i—l 2\6 uz—ﬁu+1 u2+\ﬁu+1

donc 2u2 _ 1 ( 2u—V2  2u+V2 )+ 1 n 1
22\ —Vou+1 W+ V2u+1 Z(uz—ﬁu—l—w Z(uz—i—ﬁu—l—])

+o0 +oo
calculs, I = 2\1—5 [In (Ez%\gﬁilﬂo + % [Arctan(ﬁu — 1) + Arctan(v/2u + ])}o =

a. f est continue et 2m-périodique donc bornée sur R par M = I\ﬁ)azx ] [f(x)| et Vx € [1;+o0],
x€|0;27

et, apres

N

\Lf
0] <

x

ﬁ&\z

f(t) e f(t)
D’apres RIEMANN, f —dt converge donc t e est intégrable et I'intégrale f1 tTdt convergente.

b. Si f € E, ses primitives sont de la forme F : x — f t)dt + A avec A € R. Ces fonctions F sont
2n-périodiques, par périodicité de la fonction f, si et seulement si 'on a, pour tout réel x :
X427 x+27 27
F(x + 2m) = F(x <:>f dt_f f(t)dt <= [ f(t)dt =0 = [ f(t)dt = 0 <= c(f) = 0.
X 0

c. Sif € E, bien stir g = f — c(f) est encore continue et 2n-périodique donc g € E. Par linéarité de 'intégrale,



onac(g) =c(f—c(f)) =c(f) —c(c(f)1) = c(f) —c(f)c(1) =0 car ¢(1) =1 ot 1 est la fonction constante.
d. Puisque c(g) = 0, g admet une primitive 27-périodique (elles le sont toutes en fait), par exemple

X
G:xr fo g(t)dt. On effectue une intégration par parties avec G et t — % qui sont de classe C! sur [1;%]

x x X
six>1,etona f1 @dt = {@L + f1 %dt. Or G étant périodique, elle est bornée sur R donc

+
lim 6() = 0. De plus, on a vu a la question a. que f = izt)dt converge car « =2 > 1 et G € E. Ainsi,
x—4o00 X 1 t
+oo +oo

9(t) 9(t)

par somme, f1 n dt converge et on a méme f1 n dt )+ f
- q(t) c(f) _ *g(t)

e. 1l suffit décrire que f f dt + f dt. Or f dt = c(f) In(x) et x — f1 n

X
admet une limite finie en +o0o d’apres la question précédente. Ainsi, f] @dt e c(f) In(x).
o0

27
f. Comme t — |sin(t)| est continue et 2n-périodique, et que c(f) = Zi j;) | sin(t)|dt = 2 on a d’apres la
s m

question précédente f1 b %t)dt o 2in(x) — +o0 donc f1 | STt| dt diverge.
[e’¢) Vi

a. La fonction y% —y’?4+y"? —(y+y’+y”)? est continue sur R, par hypothese donc elle y admet des primitives.
De plus, y* —y"? +y"? = (y+y'+y")* = —2y"* —2yy’ —2yy” Zy/ "= —(y?) =) = 2yy) = (—(y+y)?)
Ainsi, —(y +y’)? est une primitive sur R de y2 —y2 +y"? — (y +y’ +y”)?.
2 "2
b. L’inégalité classique |yy”’| < % montre, par comparaison, comme y? +y”’? est intégrable sur R,

—+oo

par hypothese, que yy” est aussi intégrable sur Ry . Ainsi, I'intégrale fo yy” converge.

Pour x € R,, par intégration par parties puisque les fonctions y et y’ sont de classe C' sur [0;x], on

x x +oo
a fo y'? = [y} - j;) yy”. Or on sait que fo yy” converge et que, par le théoréme de la limite
X
monotone, comme x fo y'? est croissante sur R, elle admet une limite finie ou elle tend vers +oo
quand x tend vers +oo. Il en est donc de méme pour yy’. Mais si on avait llmgy' = 400, on aurait
oo

X 29x
xEToc fo yy' = XET@O [%]o = 400 ce qui montrerait que XETwyz(x) = 400, en contradiction avec la

Rl TN 4 oo o
convergence de fo y~. Ainsi, par I’absurde, on a prouvé que fo y’s converge.

2 2
c. Comme avant |yy’| < % donc yy’ est intégrable sur R par comparaison car y? et y’2 le sont et, &
+oo X
nouveau, fo yy’ converge. Or 2 fo y(t)y'(t)dt = Y25 = y(x)? — y(0)?, donc y? admet une limite finie en

400
+00. Mais comme fo y? converge par hypothese, cette limite est forcément nulle donc HT y(x) = 0.
X—+00

N 12 12
d. A nouveau, |y'y”| < y—gy— donc y'y” est intégrable sur R, par comparaison car y’> et y”? le sont

IS Jroo/// x " __[,,/2]1x ()2 L. :
donc l'intégrale s Yy converge. Ainsi 2 o Y (t)y” (t)dt = [y"?]¥ = y'(x)? —y/(0)? admet une limite finie

—+oo
quand x tend vers +o00. Si on note { = 1111 y'(x)? € Ry, comme fo y’? converge, on a forcément £ = 0
X—+00

ce qui montre que lim y'(x) = 0.
X—+00

"

e. Comme y, y', y” sont de carrés intégrables d’apres ce qui précede, la fonction y + vy’ + y” Dest aussi

donc y? —y? +y"? — (y +y' + y”)? est intégrable sur R, par somme. De toutes facons, pour x > 0,
X
fo W2 —y?+y"? - (y+y +v")?) = [~(y +y)?|§ d’apres la question a. et Em(g +1y)? = 0 d’apres les
o0



“+oo
questions c. et d.. En passant & la limite, on a fo (Y2 —y? +y"? - (y+v +y")?) = (y(0) +y'(0))%.

+ +
fo 0092 - fo Ooylz + f - f y+y +y")? = (y(0) +y'(0))? par linéarité de I'intégrale d’otr
+oo +oo +o0o
2 "2 2 _ / 2 9e 2 "
fo y? + j;) y fo y fo (y+v +y")* + y(0) +y'(0))* = 0 et I'inégalité attendue.

f. Pour qu’il y ait égalité dans I'inégalité de la question précédente, il est nécessaire et suffisant que ’on ait

y(0) +y'(0) =0 et que (E) : y”+1y' +y = 0. Comme les racines de X? + X + 1 sont j et j2, les solutions
sur Ry de (E) sont les fonctions y : x — (A cos (\2[ ) + Bsin (?x))e% avec (A,B) € R?. Comme

y(0) = A et y'(0) = -2 + @7 la condition y(0) + y’(0) = 0 équivaut a A + \[B =0ou A = —/3B.

2
+ + +00
Ainsi, les fonctions y telles que fo Ooy’z = fo Ooyz + fo y”’? sont les fonctions (en posant A = 2B € R)
Yy :ix > )\( — ?cos (éx) + % sin (?x))eiTX = Asin (%x — g)e%.
a. Six =0, la fonction t — M est nulle sur Ry donc y est intégrable et f(0) existe.

L’existence de f(x) et celle de f(—x) sont équivalentes par imparité de la fonction sin et, en cas de convergence,
on aura f(—x) = —f(x) donc f est une fonction impaire sur son ensemble de définition.
cos(xt)

etv:ite— ] —:tz’ alors u et v sont de classe C! sur Ry, u(0)v(0) =0

Soit x > 0, posons u : t —> —

2
et lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées. Ainsi, comme u’(t) = sin(xt) et v/(t) = 1t les

— 400 (] _|_t2)2’

+ —
intégrales fo = t:li%dt et f = %dt sont de méme nature et, en cas de convergence, on

% (1 —t%) cos(xt) (1 — %) cos(xt) . ( 1 )
aura f(x) = A———>5—%dt. Or t —» ~———5 3~ est continue sur R, et g«(t) = O =
(X) fO X(] +t ) 9x - X(] +t2)2 + 9X( )+oo tZ
donc gy est intégrable sur R;. Ceci montre I’existence de f(x) pour x € R. Ainsi, la fonction f est définie
. . - +oo (1 — %) cos(xt)
et impaire sur R et vérifie Vx € R*, f(x) = ———5—dt.
p x ) (X) j; X(] +t2)2

b. Pour x > 0, puisque f(x) existe, on effectue le changement de variable t = ¥ = @(u) avec @ strictement

+o0 i +oo usi
croissante, de classe C! et bijective de R* dans RY, et f(x) = f E.Smiz.ldu = f uzmin(uz)du'
0 X4 uox 0 X" t+u

+ + i
Alnsi, f(x)—1= j;) > (ﬁ - i) sin(u)du = —x? fo ~ ug:zni_(’_ul{z)du. Comme on sait que |sin(u)| <u

et que la fonction u +— ﬁ est intégrable sur Ry, on peut majorer par inégalité triangulaire et on
x“ 4+ u

: 2 [t _du 21 u)]" _ omx 4o
obtient 0 < |I — f(x)| < x f —tt— =X [f Arctan <7>] = X Par théoréme d’encadrement,
0 x“+u X x/10 2

comme lim ™ =0, on obtient la limite lim f(x) = L.
x—0F x—0t
. | _ tZ‘ ., . R TTY
Comme | cos(xt)| < 1 et que la fonction t — 77 est intégrable sur R, encore une fois par inégalité
triangulaire, avec I’expression vue en a., on a |f(x)| < 1 f Mdt Par encadrement, m f(x) = 0.
xJo  (14+1t%)? —+oo

sin(t)

+
c. Comme l'intégrale f o dt converge d’apres I’énoncé, on peut utiliser CHASLES pour 1’écrire sous la

K7t+70 gin )

forme I = Z f

dt. Pour k € N, on effectue le changement de variable t = u+ kn = ¢y (u) dans



du.

fkn+n sin(t)
t

k47t T g4q
5 dt avec @y de classe C! sur le segment [0; T} pour avoir f sin(t )d = f sin(u + k)
7T

k7t t 0 u + km

kTt+71 g4 T i

. vk s . . sin(t) . 1k sin(u)

Or sin(u + kn) = (—1)" sin(u) ce qui donne bien fkﬁ 0 dt = (—1) fo Tt T du. Finalement, on a
+oo L1 d

bien une expression de I sous forme de somme de série numérique, I = > (—1)¥ f stn(u)
=0 0 u+km

™ sin(u)

Posons, pour k € N, ux = fo T du. Alors ux > 0 car sin est strictement positive sur ]0; 7| et que
u

sin(u) sin(u) sin(u)
u+ kn u+t(k+1)m  u+knr

7T
par croissance de l'intégrale. De plus, si k > 1, il vient 0 < uy < fo idu en majorant sin(u) par 1 et

est continue sur [0;7t]. Comme Yu € [0;m], , on obtient ux41 < ux

l donc, par encadrement, lim w, = 0. Comme la suite
k k—+o0
, . N . . . k
(uk) k>0 est décroissante et tend vers 0, le critére spécial des séries alternées montre que Y (—1)*uy converge.
k>0
On le savait déja d’apres la question précédente. Mais il dit aussi que les sommes partielles consécutives

en minorant u + k7w par k. Ainsi, 0 < ug

n
constituent un encadrement de la somme I. Ainsi, pour tout entier n, en notant S, = > (—1)*uy, on a
k=0

la double inégalité Syn4+1 < I < San. En particulier, up —u; < I < up done I > up —uy. Or, en écrivant
1 nsin(u)

wo—wr = [sin(u) (L - A Jau = [ TS0 ulu 1)

u = ————du, comme u —
non nulle sur [0;7], on a up —uy > 0 donc I > 0. On le sait déja car on connait l'intégrale de DIRICHLET

est continue, positive et
u—+7

oo sin(t) o , RPN .
I= fo : dt = = mais ce n’est pas au programme et ce qui précede montre bien que I > 0.

Comme f(0) =0 et lh?)h f(x) = 1> 0, la fonction f n’est pas continue en 0.
x—

0

. in
a. Comme 0 € R\ 7Z, e'® # 1 d’ou Vt € [0;1], e'%t # 1 et la fonction t +— 117?’7& est continue sur

1 .
le segment [0;1]. Ainsi, 'intégrale fo et x H_eitdt est bien définie. Comme e"Ot™ = (e!®t)™ avec

. ing,n  n=l ) ino,n n=1 .
MOIVRE et e'®t # 1, on a la relation Hefie’: = > (e*®t)* donc e'® x ]]eiii = 3 etttk par
— € k=0 — € —

1. _ _in® n-1 1 n-1 . get1 77 n—1 i(k+1)0
linéarité de I'intégrale, f elex]eitdt = 3 eilktn)e f thdt = 3 etlk+1)o [7} = e

0 1— =0 0 K=o k+1 =0 k-+1

. Lo . Tl 1m6 1n9t
On effectue ensuite le changement d’indice m =k + 1 et on a blen = f ﬁdt
—e

1 0 0
b. Posons I = fo 1e7wtdt, qui existe bien car t — ]eiiet est continue sur le segment [0;1]. Pour
—e —e

n_ike iko

n € N* si on note S, = Y ek , qui est la somme partielle d’ordre n de la série Y. €—, on a donc
k=1 k>1
N s T 0 eimom .
d’apres a. et par linéarité de 'intégrale, S;, — I = —fo etV x jdt. Par inégalité triangulaire, on
—e
1 o |e1'.n6 n| 1 e ) ) i ) o
a|Sn — I < j;) let?] x mdt = J, mdt. Il s’agit de minorer le dénominateur en écrivant
—e —e

[T — €2 = (1 — cos(8)t)? + sin?(8)t? = 1 — 2cos(8)t + t*> = (t — cos(8))? + sin?(8) pour t € [0;1]. Ainsi,

[T — e'9¢? > sin?(0) donc |1 — e*®t| > |sin(0)] > 0 et |Sp — I| < f1 gt = ! Par
- - " = Jo |sin(0)] (n+1)|sin(9)|
1 +00 ike 1 i0
encadrement, lim S, =1Icar lim —— =0donc » & = € o dt
n—s400 n—toon + 1 1k 0 1—e"t



cos(0) —t + isin(0)
t2 — 2tcos(0) 4 1

c. t— est continue sur [0;1] car t* — 2tcos(8) + 1 = |1 — e'®t|? > 0. Par définition

L T cos(8) —t +isin(6) ! cos(0) — t ! sin(0)
d’une intégrale complexe, dt = dt+1 dt.
& P fo t2 — 2tcos(0) 4 1 fo t> — 2tcos(0) + 1 0 t> —2tcos(0) + 1
0) —t 1 !
Or cos( t = —1n(? - 2tcos(0) +1)] t2 — 2tcos(0) + 1) = 2(t — cos(6)) d
0 = 2tcos(®) 11 5 n( cos(0) + 1) , car ( cos(0) + 1) (t — cos(0)) donc
L cos(0) — t 1 1
t=—-In(1-2 1)=—In(2-2 0)).
Js T 2tcos(e) 710t T2 (1~ 2eos(®) +1) = =35 In(2 — 2cos(0))
L sin(0) L sin(0) L sin(0)
De plus, dt = dt =
b fO t> — 2tcos(0) + 1 0 t2 —2tcos(0) 4 cos?(0) + sin?(0) fO (t — cos(0))? + sin?(0)
1
. 1 sin( sin(0) t— COS(G) !
Comme sin(0) # 0, on a donc \]; 7 2tcos = f (t o e))zdt [Arctan (T@))}o
sin(0)
1 .
donc f 5 sin(6) dt = Arctan (ﬂ) + Arctan (C 0s(0) ) par imparité de Arctan.
0t~ —2tcos(0) +1 sin(0) sin(0)
.. 1 cos(8) —t+isin(0) 1 1 — cos(0) cos(0)
s, s= w22 prctan (1=E0500) | pran (£250))
insi fo 2~ 2tc0s(0) 1 1 5 n ( cos(0))) + iArctan Sin(0) +iArctan Sin(0)
k@ oo ike 1 e
d. Si @ €]0;7[, on a bien 8 € R\nZ. D’apres b., lasérie Y. €— convergeet > &— = € RN dt. Or,
1 i0 1 19(1 —e iet) 1 _
en multipliant par la quantité conjuguée, —& __dt = € V= Yt = t dt
phant bat fa 4 juguée, |, 1 — et Jo 1 — 2 Js 2 —2tcos( )+ 1
est I'intégrale de la question c.. En identifiant parties réelle et imaginaire des séries et des intégrales, on a donc
+oo “+o00 .
cos(k0) 1 cos(0) — t stn(kG) 1 sin(0) .2 (e)
—_—t = dt et dt. Or1— 0)=2 =
k; k fo t* — 2tcos(0) + 1 kz fO t* — 2tcos(0) + 1 cos(®) A2
donc —15 In (2 —2cos(0)) = —15 In (4 sin? (%)) =—1In (2 sin (%)) Comme sin(0) = 2sin (%) cos (%) on
. 1— cos(e)) ( 251n2(9/2) ) 0 ) } P 71[
Arct —— ) = Arct = Arct t 0/2)) = = = ==
a aussi Arc an( Sin(0) rctan 35in(0/2) c0s(0/2) rctan (tan(/2)) Scar 5 € 25
De plus, Arctan (Z?;EZ;) = Arctan (tan (% - 9)) = 721 — 0 car % -0¢c } - 721; % [
—+o0 +oo
- cos(k0) T sin(k@) 9 , =« )
A1n51,k§]T——In(251n(§)>etZ 2—1—2—9—5—5
a. Pour n € N, la fonction f,, : t — e~ (I=U%™ est continue sur R, et [fn(t)] = t"et = o(g—z) par
o0

+oo .
croissances comparées donc f,, est intégrable sur R et l'intégrale I, = fo e~ (=Dt 4t existe. Pour tout

n € N* on pose u(t) = t™ et v(t) = eiij])t, u et v sont de classe C! sur Ry et tETm u(t)v(t) = 0 par
croissances comparées donc I, = 0 — — = eli-Dtyn—Tgq¢ = w1n4 par intégration par parties.
Par une récurrence tres simple, puisque Iy = {ei(l_]])t} o =7 ]_ L= i"; L ,onavVn € N| I, =nl (%)H—H .
b. Pour n € N, la fonction gn : t et sin(t!/#)t" est continue sur R, et |gn(t)] < et/ tn = o(t]—z)
par croissances comparées donc g, est intégrable sur R et 'intégrale J,, = f:oo et sin(t'/4)t"dt existe.

On effectue dans J,, le changement de variable t = u* = @ (u) avec ¢ qui est strictement croissante, de classe
1 G oo 4n43 oo iu, 4n+3
C! et bijective de Ry dans R, de sorte que J,, = 4 fo e Ysin(u)u 3 du =4Im (fo e Hettutnt du)

in+4

. 4(n+1)
donc Jn = 4Tm (Iny3). OF Lings = (4n+3)!<%) = (4n +3)! (ﬁ) = (4n +3)I(=1)™+T est



+o0 1/4
e—t

réel donc J,, = f sin(t"/#)thdt = o.

0

a. L’ensemble E est inclus dans le R-espace vectoriel CO(R,, R) et il est non vide car la fonction nulle, qui

est continue sur R, vérifie x*f(x) - 0 pour tout réel « € R*. De plus, soit (A, n) € R? et (f,g) € E2, il
X—+00

existe par définition des réels strictement positifs « et f tels que x*f(x) — 0etxPg(x) —> 0. Supposons
X—+00 X——+00
par exemple que « < B, comme la fonction x — x*~B est bornée au voisinage de +o0o car o — p < 0, on a

X(AMF + pg)(x) = Ax*f(x) + uix* PxPg(x) = 0 donc Af + pg € E car cette fonction est continue sur R,.
X— 100
Par conséquent, E est un sous-espace vectoriel de C°(R,, R) donc est lui-méme un espace vectoriel.
b. D’abord, pour x € R4, la fonction h : t — e%f(t) est continue sur [x;+oo[. Par définition de E, il
existe « € R% tel que x*f(x) — 0, donc h(t) =t~ %e 't*f(t) = o(t"%e™ ") = o(e™"). Par comparaison
xX—+00 +oo +o0
& une intégrale de référence, h est intégrable sur [x; +oo[ donc g est bien définie sur R,. Par CHASLES,
o +oo x .
pour x € Ry, il vient g(x) = e* fo e Hf(t)dt — e~ fo e 'f(t)dt. Comme h est continue sur R, par le
X
théoreme fondamental de 'intégration, la fonction H : x fo e tf(t)dt est de classe C! sur l'intervalle R,

et H(x) = h(x). Ainsi, par opérations, g est de classe C' et g est solution de (E¢) sur R, car, pour tout

x € Ry, ¢'(x) =X f0+°° e~ tf(t)dt — eX fo Cet(t)dt — eXe M (x) = g(x) — F(x).

Comme les solutions réelles de 1'équation homogene (Efp) : y' —y = 0 sur R, sont toutes les fonctions
zx 1 x = Ae* avec A € R, par théoréme de structure, les solutions réelles de (E¢) sur Ry sont toutes les

+
fonctions yi : x ()\ + f = e_tf(t)dt) e*. On a yp = g, vérifions que g € E.
X
+oo +oo . s .
Pour x € Ry, [x*g(x)| = ’x"‘e"f e_tf(t)dt‘ < x"‘e"f t~%et*f(t)|dt par inégalité triangulaire.
X X

Soit &€ > 0, comme x*f(x) — 0, il existe un réel A € R% tel que Vt > A, [t*f(t)| < e. Ainsi, des que

X—+00

+
x = A, on a [x*g(x)| < ex“e"f

[e%e] —+00
t~%e tdt < exo‘e"x*"‘f e tdt car Vt > x, t%* < x % car a = 0.
X

X

+
Comme fx e tat = [—e i = e, on a donc Vx > A, [x*g(x)| < e. Ainsi, x*g(x) X_>—+>OOO donc

g € E. Or x — e* n'appartient pas a E car Voo € Ry, x*e* — 400 par croissances comparées donc yx
X—+00

“+o00
n’appartient a E que si A = 0 et on peut donc conclure que g : x — e* f e~ 'f(t)dt est I'unique solution
x

de (Ef) appartenant a E.

/2
a. Pour x € Ry, la fonction fy : t — sin*(t) est continue sur le segment [O; %] donc f(x) = j; fx (t)dt existe.

Pour x € R*, la fonction fy : t — sin™(t) est continue sur ]0; %} et fi(t) ~t* = 1 car sin(t) vt donc,

0 1%
o, o n/2 . .
comme f, est positive et par critere de RIEMANN, fo fx (t)t converge si et seulement si —x < 1 < x > —1.
Par conséquent, le domaine de définition D¢ de f vaut D¢ =] — 1; 4+00[.

b. Pour x > 0, les fonctions uy : t + sin*(t) et v : t — —cos(t) sont de classe C' sur ]O; %} et

/2 +oo

Um u,(t)v(t) = 0 donc f(x + 1) = fﬁ u (t)V'(t)dt = [ux(t)v(t)]g/2 - f ul (t)v(t)dt par intégration
t—0+ 0 0

/2

par parties d’ott f(x + 1) = xfoﬂ/z sin* 71 (t) cos?(t)dt. Ainsi, f(x +1) = xfo sin* 1 (1) (1 — sin?(t))dt



ce qui donne f(x + 1) = x(f(x — 1) — f(x + 1)) par linéarité de l'intégrale (les deux convergent) donc
(x + )f(x +1) = xf(x — 1) ce qui donne (x + 1)f(x + 1)f(x) = xf(x)f(x — 1) dott ®(x + 1) = &(x).

c. Pour (x,y) € (Df)? tel que x < y, comme Yt € }O;%}, sin(t) < 1, on a sin*(t) > sinY(t) donc, par
croissance de I'intégrale, f(x) > f(y). Ainsi, f est décroissante sur D¢ ce qui entraine, par positivité de f, que

f)f(x — 1) = f(y)f(y — 1) si (x,y) € (R%)? tel que x < y. La fonction x — o) est décroissante sur R? .
X

D’apres la question b. et par une récurrence facile, ® est constante sur les entiers naturels non nuls et

Ve N, o(n) = ¢(1) = 1(0)f(1) = T x [~ cos(t)]T/? = 2. De plus, soit x > 1, on a [x] <x < [x] +1 par

définition de la partie entiére donc, avec la question c., S(x]+1) < () < (LXJ) qui devient, comme

[x] +1 ox
0, —*—xZ2 < <—><701 <1 =1
ona lx] >0, g x5 S ) < 77 g LXJ + LXJ - xriee [x] P
encadrement. De méme, il vient lim -—X— = 1 donc, par encadrement, lim ®(x) = Z. Enfin, pour
x—+00 LXJ +1 x—+00 2
un réel x > 0, on a VYn € N; ®(x +n) = ®(x) avec la question b. donc, comme liT O(x +n) = 723 par
n—+oo

caractérisation séquentielle de la limite, ®(x) = % La fonction @ est donc constante sur R* ou elle vaut %

d. Comme f est décroissante sur D¢, pour x > 0, on a f(x + 1) < f(x) < f(x — 1) donc, comme f(x) > 0, on
a l’encadrement f(x + 1)f(x) < f(x)? < f(x)f(x — 1) et, avec la question précédente, 2(71]) < f(x)? < ZL
X X

Comme —"— ~ T et que f(x) > 0, par encadrement, on a f(x) ~ [

2(x + 1) 400 2x +oo |/ 2%
a. Soit z € C, posons f, : t — e ? pour tout I’exercice. Traitons quatre cas :

e Siz =0, la fonction f, est constante et vaut 1 donc f, admet une limite finie { = 1 en +oo.

e SiRe(z) > 0, comme |f,(t)| = e—Re @t , Um |f, = 0 donc f, admet une limite finie { = 0 en +oo.
t—+oo
iy

e SiRe(z) <0, tliprm |f2(t)] = +o0 car |f.(t)] = e~Re@t done f, n’admet pas de limite finie en +o0.
— o0

e SiRe(z) =0 et Im(z) # 0, supposons que f, admet une limite finie £ € C en +o0o, par caractérisation

séquentielle de la limite, on aurait 1lim fz(nin) =L car Um N — 400, ce qui s’écrit
ST =\ (2] n ST [T (2)]

aussi lim T = lim (—1)™ ={, et c’est absurde.
n—+oo n—-+oo

Ainsi, t — e7*' admet une limite finie en 400 si et seulement si Re (z) > 0 ou z = 0.
. +oo
b. Comme [f,(t)] = |[e"Re @t=iIm@)t| = ¢~Re @)t qyon sait, pour a € R, que fo e®tdt converge si et

seulement si a < 0 d’apres le cours, et que f, est continue sur Ry, la fonction f, est intégrable sur R si et

seulement si Re (z) > 0.

zt

c. Soit z € C, la fonction g, : t — e~ *" est continue sur R,.

. +oo +o0 .
e Siz =0, g, est constante et vaut 1 donc fo go(t)dt = fo 1dt diverge.

. x t e—zt 1 — e %% L. .
e Siz # 0, pour x € Ry, fo e “tdt = {f T]o =— Ainsi, avec la question a., comme

+OO . . x . . . ’ .o .
fo e Ztdt converge si et seulement si x — fo e *'dt admet une limite finie en +o0o par définition,

“+oo
fo e~ *tdt converge si et seulement si Re (z) > 0.

d. Comme h : t+— e 20f(t) est continue sur I'intervalle R, , par le théoréme fondamental de I'intégration,



la fonction F est de classe C' sur R car c’est la primitive de h qui s’annule en 0. Comme f(:roo e Zotf(t)dt
converge par hypothése, la fonction F admet une limite finie en +o0o par définition. Comme F est continue
sur Ry et admet une limite finie I = f:oo e *otf(t)dt en +oo, il est classique que F est bornée sur R.
En effet, en prenant e = 1, il existe un réel A € R, tel que Vx > A, |F(x) — 1| < ¢ = 1 ce qui montre que
[F(x)| = [(F(x) = 1) +I| < |F(x) —=I|+|I] < |I]4+1. Comme F est continue sur le segment [0; A], elle y est bornée
par le théoréme des bornes atteintes donc il existe M € R tel que Vx € [0; A], |[F(x)| < M. Par conséquent
Vx € Ry, |F(x)| < Max(|I] +1,M) et F est bien bornée sur R,.

e. La fonction a, : t — e~ (*720)'F(t) est continue sur Ry et |a,(t)] = [e” F=Z)t||F(t)| +:OOO(|e*(7'*Z°)t|)
d’apres la question précédente donc, d’apres la question b. et par comparaison car Re (z—zo) > 0, I'intégrale

+
fo ~ |a,(t)]dt converge donc a, est intégrable sur R.

—(z—2zo)t .
f. Comme z # zp, en posant u : t > —& 2 etv = F, les fonctions u et v sont de classe C' sur
z—zp
R, d’aprés d. et lim u(t)v(t) = 0 d’aprés d. car F est bornée sur Ry et que lim e~ (#720)t puisque
t—+oo t—+oo
o . . L +oo oo _—(z—z0)t
Re (z—zp) > 0. Par intégration par parties, les intégrales fo u(t)V/ (t)dt = fo eiox(e‘“tf(t))dt
z—z9

+ +

et fo OOu’(t)v(’c)dt = fo > e~ (2720)'F(t)dt ont méme nature. Or t — e~ (*720)'F(t) est intégrable sur R,
+ _,—zt

x (e"Z0tf(t))dt = fo o —e TH(Y)

z— 2z

400 g2t 400

converge et on a la relation fo eif(t)dt =0- L/; e~ (=720)F()dt car F(0) = 0. Ainsi, par linéarité
Z—2Z0

_e—(Z—Zo)t

+o00 +o00
d’apres e. et fo e~ (2720)tE(t)dt converge. Ainsi, fo dt

z— 20

+ +
de l'intégrale, fo > e #H(t)dt = (z — z0) fo > e~ (2720 E(t)dt.

La fonction f : x — Arcsin <l> —1 est continue sur [1; +00[. De plus, Arcsin’(y) = S — +%+o(y3)
x/ x

V1—-yZo
3

et, en intégrant ce développement limité, on a Arcsin(y) Syt }6L +o0(y?) car Arcsin(0) = 0. Ainsi, on obtient

_ oL m 1 - o - -
f(x) a3 + 0(x4) car xEToo " 0 ce qui montre que f(x) el Par comparaison aux intégrales de

+oo
RIEMANN, on en déduit que la fonction f est intégrable sur [1; 4+o00[ donc f1 f(x)dx converge.

+oo
Méthode 1: dans I = f] (Arcsin (l) — l) dx, on pose u : x ++ x et v = f qui sont de classe C' sur ]1; +o0[
X

X

et, comme liTJr u(x)v(x) = (1) = %—1 par continuité de Arcsinenlet lim u(x)v(x) =0 car xf(x) ~ —,
X— X

—+00 +00 6X

+00 +oo
on obtient la relation [ =1— T — f xf'(x)dx =1-T — f x (12 <1 - ])> dx ce qui se simplifie
1 1 X 1 1

2 2
X
i +oo 1 X . 1 .. . .
enl=1-—-=— f - (1 — 7)dx. On pose ensuite x = ———~ = (p(u) avec @ bijection strictement
2 Tox x2 —1 sin(u)
Lo o (u) —1 cos(u)

d te de classe C! de |0; 2| dans J1; fl=1-T_ (Coslu) 1y (_ cosfu) yy,
écroissante de classe e |0;% | dans J1;+o00] e 5 fﬂ/z sin(u) cos(w) S () u
o 7/2 1 — cos(u) /2 2sin*(u/2) /2

Ainsi, 1=1-T Iocos gy —q-x du=1-T4[-21 2)]
s 2 Jrfo sin(u) v 2" j;) 2sin(u/2) cos(u/2) " 2" n{eos(u/2)) 0

et enfin [ =1+ 1n(2) — % ~0,12.



+
Méthode 2 : dans I = f] = (Arcsin <l) - l)dx, on pose 6 = Arcsin(1/x), c’est-a-dire x = — 1(9) = ¢(0)
X X sin

avec @ qui est une bijection de classe C' strictement décroissante de }O; ﬂ dans [1; +o00[. Par changement de

0 /2
variable, il vient I = f 6 — sin( )( cos( ) de = f (G.COS(GZ) — C(_)S(e) )de. Les deux fonctions
/2 sin( 0 sin(0) sin(0)
a: 0 — Gcos(z) et b : cos(e) ne sont pas intégrables en 0% car a(@)~ b(e)wl. Par contre,
sin(0) in(0) 0 00
. s 7T/zecos(e 7/2 cos(0) ) } .7-[} .
on peut écrire I = al;r& (fs sm(G)z ae — fs sin(0) d®) car, pour ¢ € |0; ik les deux fonctions
7'(/2
a et b sont continues sur le segment [ ] C?s((g)) de = [m(sm(e))]ﬁ/z = —In(sin(e)) et, en
e sin

posant les fonctions uw : 8 — 0 et v:0 — — qui sont de classe C' sur [a; %}, par intégration par

( )
/2

o 70 | J““ 1o iyt [ o ()] e
parties, fs sin(0 )2 sin( fe 9 ) + sin(e) + |In | tan 5 . ce qui
/2

donne f /2 8 cos( 2)d9 = -7 4 ( < )) Alors, en regroupant les termes, on parvient a
€ sin(0) 2 sin(

7/2 9 cos(0) m/2 cos(0) e ¢ tan (e/2) ) ¢ c

—4do — e =-=1 —In|————%|. C ~veett (*)Nﬂ

fs sin(0)? fa sin(0) 2 + sin(e) n sin(e) omme sin(e) s e anz) %2

en passant & la limite quand ¢ tend vers 07, on a I =1+ In(2) — % ~0,12.

Comme f est de classe C! sur R, f’ est continue sur R donc en particulier en 0. En prenant ¢ = q > 0, il

existe n > 0 tel que Vx €] —n,m[, |f'(x) — f'(0)] < e = ¢ = f'(x) > 0. Alinsi, f est strictement croissante
sur | —n;m[. Posons m = Min(—f(—m),f(n)) > 0. Si, par exemple, m = f(n) (l'autre cas est similaire), par
le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel qu’on note —a € [—m;0[ (avec 0 < o < 1) tel
que f(—a«) = —m car f réalise une bijection entre [—;0] et [f(—); 0] qui contient —m (faire un dessin).

En posant p =n >0, on a donc o > 0, B > 0 et m > 0 tels que f réalise une bijection strictement croissante
entre | —o; B[ et ] —m; m[. Notons encore f cette restriction de la fonction initiale et posons ¢ = f~'o(—f). On
le peut car —f réalise une bijection strictement décroissante de | — «; B[ dans | — m; —(—m)[=] — m; m[ et que
£~ réalise une bijection strictement croissante de | —m;m[ dans | — «; b[. Par conséquent, par composition, V
réalise une bijection strictement décroissante de | —«; B[ dans |—o; B[ et on a Vx €] —oi; B[, W(x) = f~To(—f(x))
donc f(P(x)) = —f(x) et on a bien f(x) = —f(P(x)).

b. Comme V¥x €] — «; B[, '(x) > 0, la fonction bijective f~' :] — a; B[] — o; B[ est aussi de classe C' et P

est donc de classe C' par composition. De plus, Vx €] — «; B[, ¥/ (x) = —f'(x) x m
Enfin, ¥ est involutive car ¥x €] — o B[, $2(x) = £ o (—F(F~ 1 o (—£(x)))) = F~ (= (=f(x))) = £~ (£(x)) = x.

—t
a. La fonction g : R% — R définie par g(t) = eT est continue sur R%, g(t) = o(e™t) et 'intégrale de
102 +oo . . . +oo eit .
référence f o e~ tdt converge. Ainsi, par comparaison, f Tdt converge pour tout x > 0 ce quil montre

xX
o3} —t
que f est bien définie sur R*. De plus, par CHASLES, Vx > 0, f(x) = f £ —dt — f dt En posant

x ,—t
G : RYL — R définie par G(x) = f1 ert, la fonction G est la primitive de g qui s’annule en 1 par le

théoreme fondamental de I'intégration car g est continue sur I'intervalle R* . Ainsi, comme f = G(1) — G,



par opérations, f est de classe C! sur R% et Vx > 0, f'(x) = —G'(x) = —g(x) = e
X
—t

—t
b. Méthode 1 : pour x > 0, comme Vt > x, — < 1 done eT < &— car et > 0, par croissance de 'intégrale,
X X

+oo -t +oo -t +00 —x
onaft)= [ frars [T emar= 1 [T et = St = £
).

Méthode 2 : soit g : R} — R définie par g(x) = e _ f(x). D’apres a., la fonction g est dérivable sur R
x

—X —X —X
et Vx > 0, g'(x) = —¢— — &5 + £~ = €5 < 0 donc g est décroissante sur l'intervalle R*. Comme
x x x x

lim f(x) = 0 en tant que reste d’une intégrale convergente, on a lim g(x) = 0 donc g reste positive sur
X—r+400 X—+00

—X
R* ce qui montre que Vx > 0, f(x) < eT.
c. Pour x > 0, on pose u:t+ e tetv:tr In(t). Comme les fonctions u et v sont de classe C' sur [x; +o0]

et que tliﬂl u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, on obtient, par intégration par parties, la relation
—+oo

+00 +oo
f) = [ u R)dt = fuepF* = [T w@)v(r)dt = —e X n(x) + f e~tln(t)dt.
X X
d. La fonction f est continue sur R%. D’apres b., f(x) = o(e™™) donc, comme en a., f est intégrable

en 4+00. Soit h : t — e “In(t), la fonction h est continue sur RY et h(t) = o(e~t/2) par croissances
o0

1
comparées donc h est intégrable en +00. De plus, h(t) Eln(t) §o<\iﬁ) et l'intégrale de RIEMANN fo f‘—}

converge donc, par comparaison, h est intégrable en 0. Par conséquent, h est intégrable sur R% donc,
e} +oo +o00 . +o00 ,
Vx > 0, h(t)dt‘ < f [h(t)]dt < fo [h(t)|dt ce qui montre que x — f e~ 'In(t)dt est bornée
X X
sur R%. On en déduit avec c. que f(x) 5 —e *In(x) + 0(1) = —e *In(x) + o(e *In(x)) qui s’écrit aussi

+
f(x) Y —e *1In(x) T In(x) 5 o(L) et f est donc intégrable en 0T. Ainsi, fo > f(x)dx converge.

Vx
Les fonctions u : x — x et v = f sont de classe C' sur R, lim, u(x)v(x) = 0 car u(x)v(x) = xf(x) ?xln(x)
x—0
et lim xIn(x) = 0 par croissances comparées et lim u(x)v(x) = 0 car 0 < u(x)v(x) = xf(x) < e™™ avec
x—0+ xX——+00

la question b. et lim e * = 0 (encadrement). Ainsi, par intégration par parties, on obtient la valeur

X—+00
[ t0a= [T W v = vl - f(f GV (ax = [ e xae = e =1,

° (x
f:oo (f:oo ) f (f dx) dt = f0+<><> tap 1.

dx
+
Avec FuBint (HP), fo > f(x)dx



