SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 3
INTEGRALES

[3.1 Intégrales sur un segment et développements Iimités}

b
On effectue dans I = f xf(x)dx le changement de variables x = ¢(t) = a +b — t et on trouve par linéarité
a

. .
- o a + b _sinx_
que I = (a+b) fa f(x)dx — I d’ott fa xf(x)dx = f x)dx. L'application f : 1+ cos®x est
continue et f(m — x) = f(x) : f” _xsinx g @ [T _sinx 4 @ [ — Arctan(cosx) T n*

"Jo 1+ cos®x 2Jo 14 cos®x 2 o 4

1/n
n 2 n 2
un = [] (1 + k2> donc v, = In(u,) = 1 >oln (l + k—z) Or x — In(1 + x?) est continue sur [0;1],
n nyx—q n
1 /2
par somme de RIEMANN et IPP : lim v, = . In(14+x?)dx = In(2) — 2 + % dott Um u, =285
e

n—+oo n—-+oo

Pour x € ]O; % [, on a cosaxcosx +1 > 14 cosa > 0 ce qui justifie 'existence de I'intégrale, on pose alors

/2 1 2 ! du o
u = tan our avoir dx = = avec quelques
(2) p fO cosxcosx + 1 x 1—|—cosocf0 oy 2 sin« qued
14+ (utan (E)

formules de trigonométrie de derriere les fagots comme 1+ cos « = 2 cos? (%) et 1 —cosx = 2sin? (%)

a. Par le changement de variables x = 1 — t on trouve J(p,q) = J(q,p) et par intégration par parties
(W= (-2 et v/ =xP): J(p,q+1) = f)%}}(pw,q).

+1
b. On a J(p,0) = [L—H} = % donc, par récurrence et en utilisant la question a., on trouve la formule
P o P
1q! 1q!
finale : , =_49 +1, 1NN =.. = P9 +q, - P9
J(p,q) er11(19 q—1) (p+q+),l(p q,0) CETES

On pose ¢ : t — e ¥'F(t). Alors @'(t) = (f(t) — kF(t))e~ ¥t < 0 par hypothese.
Ainsi @ est décroissante et comme @(0) =0, on a ¢ est négative.
Mais ¢ est positive par construction donc elle est nulle ; et comme f = F/, on a f nulle.

OnaM :l—&-wzl—i—]i—i-o( 1 )gréceauDh de la fonction In ; d’ou le

Inx Inx +oo xlnx xlnx
développement In (1 + tn(1 + VX)) =1 4 o( ] ) d’olt xInx1n (1 + M) =1+0(1) et
Inx +oo x lnx xlnx Inx +o0

Inx
n(x+1))" _ - ] - , .
a <lnx > = exp (1+0(1)) e + o(1) : la limite est donc égale a e.

On sait que e* — 1§x + o(x) donc le DL, (0) de (e* — 1)™ est (e — 1)“?x“ + o(x™). De plus, on a

n n .. P P
(eX—1)" = S (-1)n=k (k) e par le binome de NEWTON ; or le DL, (0) de e** est e** = Z k X +o(x™) en
k=0
composant celui de e* par kx (qui tend bien vers 0 quand x tend vers 0). Alors, en sommant ces DL on obtient

(-1 = 3 (= 1) ( ) pog KPP _ 3 (i (—1)nk (’ka) %-l—o(x“) et en identifiant les coefficients

0 p=0 \k=1

n n
dans les deux expressions (unicité) : Vp € [0;n —1], 3 (—1)“k<z) KP=0et > (—1)"K (Z) K" =nl
k=1 K=1

1



@ a. Soit ¢ : Ry — R, définie par : Vx > 0, (p(x) = f t)dt + f t)dt — xf(x) ; alors ¢ est dérivable
car f est dérivable et f~! continue et : Vx > 0, ¢’(x) = f(x) +(x)f~ (f( )) —f(x) — xf’(x) = 0 donc, comme
R, est un intervalle, ¢ est constante sur R+ et ©(0) = 0 donc ¢ est nulle sur R.
b. Soit x € Ry fixé, on définit Py : Ry — R par: Yy € Ry, dx(y) = fox f(t)dt + foy f71(t) — xy. Uy
est encore dérivable et V/ (y) = f~'(y) — x et comme f~! est strictement croissante, {5 est décroissante sur

[0; f(x)] et croissante sur [f(x); +o00[, elle est par ailleurs nulle en f(x) d’aprés la question a. donc elle est
positive sur Ry et nulle seulement en f(x).

a. Soit f: Ry — R, définie par f(x) = ! ; £ est continue et positive sur Ry et f(x) ~ %
Vi3 +x2 +x+1 +oo 3
et % > 1 donc f est intégrable sur R par critere de RIEMANN.
L n+i dx
b. Comme f est décroissante sur Ry, on a, pourn € N: f(n+1) < f < f(n) ; or
n \/x +x2+x+1
n+1 1
fn+1) ~ f(n) ~ donc dx ~ .
+oo +oo % f VX3 2 x4 14003
C’est plus délicat pour le second équivalent : on constat que pour x € [n;2n], % < f(x) € 1—; car
(x+1)2 x2
2n 2n 2n
x3+x2+x+1 < x3+3x24+3x+1. Ainsi: [ —2 } < f dx < [_—2} = 2_\/2. Or on
x+Tin X3 X2 Xt Vxin Vvn
2n -1/2 -1/2 2n
aaussi[ —2 } zi[(H—l) —<2+l) } ~ 2_\ﬁdoncf dx ~ Z—ﬁ.
vVx+11ln \/E n n +oc0 \/TT. n \/X3+X2—|-X+]+O° n

Soit f : Ry — R définie par f(t) = ——1— alors f est continue et positive sur R et f(x) ~ Lz
Vit + 1241 Foo x
et 2 > 1 : f est intégrable sur R, par critere de RIEMANN. Pour x > 0, on encadre, sur l'intervalle

1 1 . e s R
[x;2x] : < < ——, la croissance de l'intégrale donne la double inégalité :
’ Vit 212 41 Vit 1 Vi

2x 2x 2x
f S S— Arctan(2x) — Arctan(x f (7 - —) f dt . Comme,
X/t 2t2 41 \/t4+t2 x
Arctan(2x) —Arctan(x) = T — Arctan (i> — T+ Arctan (1 ) ~ l on a enfin : fzx
2 2x +oo 2X A /t4 + tZ 1 +OO ZX

Sia>0,o0na FZ:—)JX <up < nn"t(] car t — ticx est décroissante.

Si & > 1, par encadrement lim un =0. Si « =1, avec les sommes de RIEMANN :  lim u, = In(2).
n—-+o0o n—-+oo

Si « €]0; 1], la minoration montre que hm Un = +00. Six <0, un =>n+1,0n a encore 1iTJ1r1 Un = +o00.
n—+oo

gn réalise une bijection strictement croissante C*° de [n;+o0o[ dans Ry d’ol I'existence et I'unicité de x,.

n+1 2 2
n(n—l—]):f etdt>1caret >21doncgn(n)=0<1=9gn(xn) <gnn+1)=n<xp<n+1.
n
. . 2 . . L _n2
On se sert ensuite de la croissance de t — et” pour obtenir par croissance de 'intégrale xp, —n < e™ ™
s n2
On peut en déduire par exemple par un nouvel encadrement que x,, — n e n
(o]

On justifie que V'existence des intégrales I,,, puis on obtient par IPP la relation In11 = e — (n + 1)I,. Par

récurrence, on arrive & b, = (—1)™*'nl. On conclut & la convergence souhaitée par le CSSA. On pouvait
bien str utiliser le théoreme de convergence dominée pour avoir le méme résultat plus rapidement.



[3.2 Fonctions intégrables}

=P donc f est intégrable

B B
fite M est continue et positive sur ]0;1[. On a \ln(t)z oct ~ 1
(- t9) (- T -y
B
1. |: . . 5 N 9 ” |].Tl(t) dt 1
sur |—;1| si et seulement si &« — B < 1 d’aprés RIEMANN. "En 07 : ~
{2 “-P P (t—t2)% o t¥n(t)|”

1

5 et d’apres les

intégrales de BERTRAND, f est intégrable sur }O; E] si et seulement si x < 1 ou (ax =Tet B <1).

D’abord, la fonction fy,y, est continue et positive sur [1;+oo[ pour tout couple (x,y) € R2.

e Siy > 0, par croissances comparées, on a lim t*e™*"¥ = 07 donc, puisque In(1 + u)~u, on obtient
0

t—+oo

x —ty
Péquivalent fy . (t) ~ L€
équivalent fy  ( )+oo e

fx,y est intégrable sur [1; +oo[ par comparaison aux intégrales de RIEMANN.

eSiy=0et x>0, im t* = 400 et In(1 +t*) = xIn(t) + In(1 +t7*) donc fx o(t) ~

donc, encore par croissances comparées, fy y(t) = o(tlz) ce qui prouve que
o0

x In(t) :

—4o0 +oco t*

1

Six>1, avec 1 < a < x, fx,o(t) = o(t—a> par croissances comparées donc fy o est intégrable sur [1; +oo].

Six <1, ona fyot) > % pour t assez grand donc fy,o n’est pas intégrable sur [1; 400l

eSiy=0etx=0,foo(t) = n(2) donc fo,0 n'est pas intégrable sur [1; +ool.
e Siy=0etx <0, fyolt) e t* = %X donc fy o est intégrable sur [1;+oo[ si et seulement si x < —1.
o0
_ —x ty _
eSiy<Oetx>0,fxy(t) = W —|—xln(t% j:;(] +t7e?) ol th%n," et on a trois cas :

Six <0, fry(t) vt donc fy n’est pas intégrable sur [1; +oo[ car tLiTOO fry(t) = 400.

Six =0, fxy(t) ol —}ZLJ[ donc fy,yy n'est pas intégrable sur [1; +oo[ car tEToo fx,y () = +o0.

Six >0, fry(t) folte donc fy y, est intégrable sur [1;+o0[ si et seulement si x > 2.
oo

tx—1

En conclusion : fy, est intégrable sur [1;+oo[<= ((y > 0) ou (y =0 et |x| > 1) ou (y < 0 et x > 2)).

Soit f :Ja;b[— R définie par f(t) = In <b_t> ; f est continue sur ]a;b[, positive sur ]a; a—&—b} puis

t—a
a+b
2

négative sur [ ;b{ donc de signe constant au voisinage des deux bornes. Posons c

2

= atDb foegt

2

intégrable sur |a; b si et seulement si elle l'est sur [a;c] et sur [c;b]. Or f(t) ~—1In(t—a) or In est intégrable

a

sur |0;1] donc t — In(t — a) Pest sur Ja;a + 1]. Ainsi f est intégrable sur ]Ja;c]. De méme f est intégrable
sur [c; b[ et par conséquent sur |a; b[. Reste a effectuer le changement de variable u = a+b —t et on trouve

b a b b
b—t) 4 — w—a) gy — b—t b—t) 4 —
[ m <t_a> dt= [ tn (b_u>( dw)=—["n (t_a) dt done [ “in <t_a> dt = 0.

La fonction fp, : t ——dX &gt continue et positive sur [1;400][, et fp(x) ~

x\V/ x2P+1 41 oo Pt

1

3 donc f, est
2

2
intégrable si et seulement si p > —% d’apres le critere de RIEMANN. On pose x = ¢(t) = (tan t) 2p+1 qui

1

T, T

est un C'-difféomorphisme de [4, 5 [ dans [1; +oo[ donc, sip > —» comme une primitive de t —

1

st
sin(t) o

+ /2
t»—>ln(tan (%)) et que tan (%) =2-1: j‘] > dx 2 dt

xV/x2PH1 11 T 2p+1Jnsa sin(t)  2p

3

2+1 n(V2+1).



Posons f : t + |1 —t*|P alors f est positive et continue sur |0;1[. Six =0,onaf=0si f >0, f=1si

B =0 et f non définie si B < 0. Si o > 0, 1112)1+ f(t) = 1 donc f est prolongeable par continuité en 0 et donc
t—

intégrable sur [O; %[ Sia<0,o0naVtelo;1], f(t) moz’c"‘f3 car |1 —t%| =t% —1 r(;zto‘. Alors, par le critere de

RIEMANN, f est intégrable sur }0; %[ si et seulement si —af <1 <= aff > —1.

Voyons ce qui se passe au voisinage de 1 si o # 0 en posant t = 1 — h (avec h €]0;1[), alors on a le calcul
f(t) =f(1 —h) = exp (BIn|1 — (1 — h)*) Sexp (Bn|ah + o(h)]) = exp (Bn(h) + B In|a| + o(1)) f(?(|oc\h)f3

donc toujours d’aprés RIEMANN : f est intégrable sur B, 1[ si et seulement si g > —1.

(f est intégrable sur ]0;1]) <= («a =0et B > 0) ou («>0et B >—1)ou (e« <O0et B <—1et af > —1).
|in(t)|Pat t)|Pdt 1

3.19)f: t— est continue et positive sur J0;1[. On a Lull «—p donc f est intégrable

(t—t9) =% T (-1
sur [1'1 [ si et seulement si « — B < 1 d’aprés RIEMANN. "En 07 : |ln(t)|5 to et d’apres les
2 P ' St Ot“|1()|—B P
intégrales de BERTRAND, f est intégrable sur }O; %] si et seulement si «c < 1 ou (c=T1et p <1).

On a foc,ﬁ(t)?t% sio>0; fo(‘[g(t)fg l‘r;gl) sioe=0et fu,p(t)~ ‘Xhé(t) sio> 0.

0o t
A % . ) n2) . aln(t)
De méme fq g (t) L sias 0; fo,p(t) L sla= 0 et fo,p(t) L sta> 0
Ainsi, avec les criteres de RIEMANN et le fait que “h}s(t) =o0 1L sip<let ‘xhé(t) =0 11+ si
t 0 t7 2 t +o0o Tz

B > 1, on a intégrabilité de fo g sur R ssi (oc>Oet1<[3<oc+1) (oc<Oet oc+1<B<1).

La fonction f : x — % est positive et continue sur R* et f(x) ~ 2x~%e™2* = o(e™) et f(x)~ 1—“
X +o0 +oo 0 x

donc f est intégrable sur R% si et seulement si « < 1 d’apres le critere de RIEMANN.

Posons f: t — % qui est continue sur R% ; on a 1m(1) f(t) = 0 donc f est prolongeable par continuité

en 0. De plus f(t )§ (t]—2> et 2 > 1 donc f est intégrable sur [1;+oo] (car positive sur [1;+o00[) et donc sur

R%. On pose t = ¢(u) = ﬁ avec @ de classe C', strictement décroissante et bijective de R* dans R’ donc

+oo 1 w3 In(1/u)du
I = — ———*>%— = —I; donc I; = 0.
! fO u? (1 +u2)2 ! !

Comme f intégrable sur [1;4o0[, I, = aEToo Ia f(t)dt et on pose u(t) =1n(t) et v(t) = ﬁ qui sont
C' sur [1;4q] : fff(t)dt— {2(1+t } +1 f —2 —In(a +1 f )dt ce qui donne
j’]“ f(t)dt = 2(_11%(22)) + }1(2 n(a) — n(1+a?) + ln(Z)). On passe a la limite quand a tend vers +o0o et on
trouve I, = % On aurait pu poser le changement de variable t = \/u pour simplifier un peu !

Posons f : t — % qui est continue sur R* ; on a f(t) ?;ln(t) or In est intégrable sur ]0;1] donc f
est intégrable sur ]0; 1] (car négative sur |0;1]). De plus f(t) =0 (t 1/ ) et % > 1 donc f est intégrable sur
[1; 4+00[ (car positive sur [1;+o0c[) et donc sur R*. On pose t = @(u) = — avec ¢ de classe C', strictement



+oo 1w n(1/u)du

décroissante et bijective de R dans R* donc I1 = = —Iy donc I} = 0.
) + * ! f o’ 14+ u? ! !
f intégrable sur [1; +oo[, I, = hm f t)dt et on pose u(t) = In(t) et v(t) = % qui sont C! sur [1;4q] :

Lfmm:{%d)r+ﬂa(“ :3%M®+LGG——Lyn:ZELLH()—mU+®+m@)

T+t 11 t(1+1t) 1+a t 14t 1+a
On passe a la limite quand a tend vers+oco et on trouve I; = In(2).

On a In (tan()) ~ —1In(cos(6)) donc comme lim cos(0) =07 et li%1+y In(y) = 0 : prolongement par
it [< i y—
2 2

-1
continuité en % De plus, cos(0) In (tan(6)) ~ n(0) io(\/é ) intégrable d’apres RIEMANN.
0

. T b o . b b
Sio < ba <b < 5, ona fa cos(0) In (tan(0))do —b[sm(e)ln(tan(e))}a - fa coe( ) par IPP donc
I, = fo cos(0) In (tan(0))do = sin(b) In (tan(b)) —fo cocie(e) = sin(b) In (tan(b)) —ln (tan (%—!—%)) =
—cos(h) In (tan(h))+1In (tan (%)) = —(140(h)) In (h+o(h))+In <%+o(h)) avecb = %—h: I=—1n(2).

a. Vt € R, [f(t)e ™| = |f(t)| or f est intégrable donc f(x) existe car t — f(t)e X! est intégrable sur R.

~ . 0 . 400 .
Pour x € R, on a f(x) = fR e~ Itlemitxgqt = fioo e(1=1)tge 4 fo e(=1-tgt = . —]ix + —llix =1 sz.

b. Par exemple, pour t € R, on a |[f(x —t)g(t)| < ||f]|oo|g(t)| d’ott Uintégrabilité. Si par exemple x > 0, on a
0 X
_ —|x—t|—|t]| _ 2t—x —x x—2t 3¢ —x
(h*h)(x) fR e dt fioo e dt + fo e *dt + fx e dt = (x 4+ 1)e *. On effectue ensuite

le changement de variable u = —t pour constater la parité de h * h.
c. On calcule ensuite en utilisant le théoréeme de FUBINI : (f * g f (f f(t—u) du> e xtat =

fR (fR f(t —u)e~*tdt | g(u)du qui devient avec le changement de variable (facile & justifier) v =t —u :
(fxg)(x) = fR (fRf(v)e—mdt) e~ NUg(u)du = (fRf(v)e—ixtdt) x (fRe—iwg(u)du> =F(x) x §(x).

La fonction f: Ry — R définie par f(x) = %H est continue et positive sur Ry et f(x) o % avec 3 > 1
x o0 X

donc f est intégrable sur R, d’apres le critere de RIEMANN. On effectue ensuite le changement de variable

_ 1 N Y o o o 1 (1 o +oo ydx
x = (les bonnes hypotheses sont vérifiées) car I = fR+ f= f " f= f i uzf(u>du = fo S

+oo

+oo +oo

1 dx 2 2x — 1 s
I+I X + dx = = —_ = —Arctan( ) = —=.
Zf x> 4+ Zfo X2 —x+1 [\@ V3 0 V2

On vérifie que :]0; 1] — R définie par f(t) = %— “J est continue par morceaux sur |0; 1] (ce qui par définition
1

signifie que f est continue par morceaux sur tout segment inclus dans ]0;1]) : c’est le cas car f admet en —
n

Alors I =

N\—‘

1

1
(n € N*) des limites a gauche, a droite. f est intégrable car positive et majorée par 1 et f f= lm f.
0 n—+oodJ1/n

o 1/(k— 1) & 1 1 B LA
Or f1/n f= E f1 = k§:2 (m(k) In(k—1) (—k — E)(k 1)) =1n(n) k§:2 . par CHASLES.
i > 1 (L] )ar=1- ~
Or on sait que k§:] k O—oln(n) + v+ 0(1) donc f]o;” " " dt =1 —vy avecy ~ 0,577.



Continuité sur le segment {O; %} par prolongement par continuité donc intégrabilité. Puis changement de

variable u = % — t et somme. Réponse : I = % Sia=0, m = %, Ip converge et vaut %
1 + 1
T+ tan®(t) 1+ tan™*(t)

Si « < 0, on prolonge encore par continuité sur le segment ; = 1donc I, = %

Par I’absurde, s’il existe x € [a;b] tel que f(x) < 0, alors on construit g de classe C* positive telle que g soit

strictement positive sur |x — h;x + h[ et nulle ailleurs (on I’a vu en cours avec la fonction h telle que h(x) =0

six <0et h(x)=e"/*six>0) dou la contradiction.

Ensuite, il suffit de prendre m = 1 T[\/linf qui existe car f est continue sur un segment et qui est strictement
a;

positif car il existe ¢ € [a;b] tel que Mir]lf = f(c) > 0.
;b

)

Continuité sur |a; b[ et équivalent simple en a™ et b~ donc intégrabilité avec RIEMANN : % < 1.

t—a

Y out=a+ (b—a)sind. Réponse : [ = .

Changement de variable u =

-+

/2 7T
Changement de variable u = 71 — x sur la seconde intégrale pour avoir fo Lz = f Lz

1+ sin“x /2 1+ sin“x’

Puis u = tan(x) et décomposition de la fraction rationnelle en éléments simples. Résultat : I = \%

a. f(t) = J{n;(t]) se prolonge par continuité a [0;1] : f(0) =0 et (1) =1 d’ou la convergence de I.

b. On effectue le changement de variable t = @(x) = e~ avec @ qui est bien une bijection de classe C' de

+o0 X —2x
R*% dans ]0;1[ et on a I = f € —€ dx. On ne peut pas séparer directement I'intégrale en deux car
+ 0 x

+oo e X . +oo e X — e—Zx +oo e X +oo e—Zx .
f =—dx diverge. Par contre, pour a > 0, f —dx = f =—dx — f dx ce qui en

0 X a X a X a X

" L, . . +o0 e X — efzx 2a e X .
posant u = 2x dans la derniére intégrale se ramene a f ——dx = f dx. On a vu que ceci
a X a x
. . . .. +oo e_x — e—ZX
tendait vers In(2) lundi dernier. Ainsi, [ = lim E—Ff —dx =1n(2).
a—+ooJa X

SioczO,onaf:Osi[5>0,f:1 si B =0 et f non définie si B < 0.
On suppose dorénavant que « # 0. Posons f : t +— |1 — t*|B alors f est positive et continue sur ]0; 1[.

e Sia >0, lir(a)m+ f(t) = 1 donc f est prolongeable par continuité en 0 et donc intégrable sur [0; % {
t—

e Sia<0,o0naVte€l0;l] f(’c);t"‘f3 car |1 —t%| =t%¥ —1 ?;t“. Alors, par le critere de RIEMANN, f est

intégrable sur ]0; % [ si et seulement si —af < 1 <= aff > —1.

e f(t) =f(1—h)=exp (BIn|1 — (1 —h)%|) S exp (BIn|ah+o(h)|) 5 exp (Bn(h) + B In|x|+o(1)) 3/(|oc\h)[3
en posant t =1 — h (avec h €]0;1[). Toujours d’aprés RIEMANN : f est intégrable sur [%;1 [ ssip > —1.
(f est intégrable sur |0;1]) <= (a=0et p = 0)ou (a>0et B> —T)ou (a <Oet B < —1et af >—1).

f(t) r(\;ln(t) ?O(\Lﬁ) donc f est intégrable sur ]0;1] (référence ou RIEMANN). Par développements limités
(ou asymptotiques) : f(t) = (1 4+ a+b)In(t) + atlb O(%) Sil+a+b#0,ona lim f(t)==+o00
400 t t t—+oo
donc f n’est pas intégrable sur [1; +00[. De méme, si T+a+b=0et a+2b # 0, on a f(t) o a—|:£72b donc f
oo

n’est pas intégrable sur [1; 4+o00[ avec le critére de RIEMANN. Si1+a+b = a+2b =0, alors f(t) = 0 (t]—z)
o0

donc f est intégrable sur [1; 400 par ce méme critére. La CNS cherchée est donc (a = —2 et b =1).
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e Si0<x, onaF(x)= f]x f(t)dt = [tin(t) —t —2(t+ ) In(t+1) + 2t + (t+2) In(t +2) —t]] = [G(O)]} (la
valeur G(1) disparaitra). On sait que f0+00 f(t)dt = lim F(x) — Xl_i:gh F(x) = [F(x)]™ = [6(x)]§*>°. Mais

lim G(x) = 21n(2) alors que par DL, G(x) = o(1) en écrivant (x+1) In(x+1) = (x+1)(ln(x)+ln (1 +%))

x—07F
Ainsi : hm G(x) =0et f f(t)dt = —21n(2). Une autre méthode ci-dessous.
+oo _ [t t(t—|—2)) _ (t(t+2)) _ 1
o fo f(t)dt = fo In ((tJr T dt. Avec u(t) = In 1) et v(t) = t, u et v sont de classe C
R et Ui = 1 =0 (classique) : [ f(Har= [ 2dt i se calcul
sur R et lim u(t)v(t) = Jm u(t)v(t) = 0 (classique) : fo (t)dat = fo R qui se calcule
aisément.
- 1 1 1 . ¢ eroi
Vn > 2, v <un < wp avec vy = Zz W et wnp = Zz () it T étant décroissante,
) n+1 . ST
continue sur [2;+o0[: ¥Vn >3, f(2)+ f f(t)dt <f(2)+ f (t)dt par comparaison série/intégrale.

Orsia>2: fan f(t)dt = {m(ln( ))} = In(In(n)) — In(In(a)) donc wy ol In(in(n)).

a
1 o1 ( 1 ) i 1a s ( 1 )
Kin(k)  kin(k) + 1 4% K2 in2(k) =05z ) ainsi la série kgz Kin() ~ Kin(x) £ converge ce

qui se traduit par wn — vy = O(1). Mais comme UWm wy =400, 0n a upy ~ wy ; puis vy ~ In(ln(n)).
+oo n—-+4oo —+oo +oo

De plus

£3.3 Intégrales impropres convergentes}

a. Posons f(t) = Ar%%n(t) pout t > 0, alors f(t) ot tb]’] donc uy, existe (et ceci indépendamment de la
valeur de n) si et seulement si b < 2 par le critere de RIEMANN.

b. e Soit maintenant b < 2, alors comme f(t) e Ztlb donc f est intégrable sur R% si et seulement si b > 1
oo

+oo Arctan( )
et nous poserons dans ce cas Iy, = —_—

o dt >0 (si b €]1;2[ donc).

Arctan(t) Arctan(n) n dt dt
Sib<1 IPP, dt = — tg:t—
#Sib<tparIPP [ (ot T o T T S g e

+
est intégrable sur R ssi b > 0 et dans ce cas, on note J, = fo ~ T b)(ld:— RIS >0 (si b €]0; 1] donc).
+oo Arctan(t)

n n
e Si b < 0, comme f ———5——*dt diverge, on a f ArL%n(t)dt ~ f ArLc;n(t)dt et on encadre
0 t 0 t +oo J1 t

oM dt n Arctan(t) M dt n Arctan(t) .11 s ™ dt 1
1 f] e < f] b dt < 7 f1 ng donc fo — 0 dt est "de l'ordre de f1 ne donc de T

— oo Arctan(t) . . nArctan(t) .. o ™1 n Arctan(1/t)dt
eSib=1, fo fdt diverge aussi, et comme f] tibdt =5 f] —dt — f1 —

Arctan(1/t)
<P

)

car la fonction t —

n
on a j;) Arctan(t) dt ~ an;(n) est intégrable sur [1; 400/

t 400

e Sib €]1;2], on a donc un o I—% et > un converge si et seulement si a > 1.
o0 n>1

e Sib €)0;1[, on a donc un ~ ——T——p—7 et > u, converge si et seulement si a +b > 2.
+oo (1 —b)n n>1

e Si b €] —00;0], on a donc (par majoration ou minoration) Y. u, converge si et seulement si a +b > 2.
n>1

wﬁ‘) donc > uy, converge si et seulement si a > 1 (BERTRAND).

eSib=1,onau, ~
+o0 2n n>1



a. Par opérations, ¢ est de classe C' sur ]0;7n]. Par DL, on montre qu’on peut prolonger ¢ par ¢(0) = 0

1

puis, par le théoreme de prolongement C', ¢ de classe C! sur [0; 7] avec ¢’ (0) = 3

+oo
b. On l'a déja fait en cours par une intégration par parties ; I = fo f(t)dt.

sin ((n + %)x)

c. Les f, : x — S oin (z)

sont continues sur ]0;71] et se prolongent par continuité en 0 en posant

7 Sin ((n + z)x) —sin ((n + %)x)

fa(0) =n+ 1 Ainsi, les I, existent. De plus, I,117 — Iy = f < dx. Or
2 0 2sin (E)
sin(a) — sin(b) = 2 cos (a '; b) sin (a > b) donc Inyy — Iy = fon cos((n + 1)x)dx = 0.
Ainsi, la suite (In)n>o0 est constante et vaut Ip = g
(n+1/2)m . .
d. Comme F((n + 15)7[) = fo f(t)dt, en posant le changement de variable t = (n + %)x, on obtient
1 sin ((n + 7)x)
F((n + %)7’[) = fo %dx et on transforme 1; en % — Zsinl(x/Z) + Zsin1(x/2) pour avoir la

relationF((n—l— ) f o(x sm<(n+ ))dx—i—ln.

7T
e. Comme on sait que, puisque ¢ est de classe C! sur [0;7], on a )\lim o @ (x)sin (?\x) dx = 0, d’apres
—+o0

la question c. : Um F((n + l)n) = T Comme F admet comme limite I en +oo, il vient finalement
n—+oo 2 2
) ) 1 T +oo sin(t)
= F — = = =
XETOC F(X) ngToo ((Tl + Z)Tt) 2 fO t dt.

a. f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0 car f(t) Tt de plus f(t) = O(lz) donc f est
oo

t
intégrable sur Ry d’apres RIEMANN et f f(t)dt converge.
it —it\3 3it —3it it —it

b. -st:(e —e ) _ett—e —3e" +3e" _ 3 i) — Lein(3t

s 2 —si 3 stlt) = 3 sin(3Y).
c. Par linéarité de l'intégrale I(x) = 3 f Smtdt 3 f 511(3 )d t (les 2 intégrales convergent d’apres

toosin(3t) 9stnu u _3 51nt _3 [ stnt

a.). Or fx Tdt = f3x 3.2 du en posant t = 3 donc I(x f dt f dt ce

qui donne bien I(x) = i f Sit—gtdt avec la relation de CHASLES.
X

d. On a w(t):

_ 43 33 o
t-t/e tzo(t )sint _ %i_é + o(t) donc ¥ se prolonge par continuité en 0 en posant
(0) = 0 donc ¥ est bornée au vmsmage de 0 car elle est continue sur [0;1] par exemple. Par conséquent

t 1 3
f b(t)dt=o(1). Or fx %dt: fx ¥dt+fx b(t)dt = n(3)+o0(1). Aufinal, lim I(x) = 3 1n(3) = L.
a. g:t— et est C et strictement positive sur R donc f est la primitive de g qui s’annule en 0 et a ce
titre elle est bien définie, C*° et strictement croissante car f' = g > 0. Comme g(t) = et = = 0(t1 ) g est
o0

+oo
intégrable sur R d’apres RIEMANN donc fo g converge ce qui garantit une limite finie pour f en +oo.

b. C’est une inégalité de convexité (plutét de concavité d’ailleurs) qu'on démontre aisément en étudiant
@ x> x—In(1+x)sur ] —1;+occ[. En effet ¢’(x) = ] _T_ et @(0) = 0.
X




2 2
Soit n € N* et t € [0,/n] alors x = £ et y = — appartiennent & | — 1; +00|.
n n
. 12 12 T . . .
Ainsi In (1 + —) < = qu’on multiplie par n et qu'on compose par la fonction exp qui est croissante pour
n n
2\ _
obtenir (1 + t—) < et’. En passant 3 I'inverse, on a bien et < (1 + %) "
. 2\ )
De méme In ( ) qu on multiplie par n et qu’on compose par exp : (l — —) <e V.
n

2 _
On a bien (1 —%) <e ¥V K (1—}—%) npouurte [0,v/n]. Pourt=n,0<e ™ <2 Mcar2<e.
c. @ : 0+ /n cos(8) est une bijection de classe C! strictement décroissante de [0; %} sur [0;/n]. En posant

vn 2\ "M 0 2 n
t= /i cos(0), [ (1 _ L) dt = fn/z (1 - M) (—/msin8)d8 = /m Iany car 1—cos? 8 = sin? 6.

n n

d. ¢ : 6 +— y/ncotan () est une bijection C' strictement décroissante de {%,%} sur [0;4/n]. Ainsi

fﬁ%dtz‘fﬂﬂ ] n(— @ ) e—\ﬁf n2"=204d0 < /1 lan_s.

o (1+(t*/n)) 7/2 (1 + cotan *6) sin” 0

s vn
e. Pour n € N* on integre sur [0;4/n] avec b., c. et d. : /nloni < fo e tat < vnlzn_2. Comme

. R . . T
classiquement I, ~ [/, il vient lim Vnlmyr = Um nlm_2 = i Par encadrement, on a donc
+o0 i/ 2n n—4oo n—4oo 2

. . _ . _ym s, . [t . ﬁ
xEToo f(x) = nLIToo f(yn)=1= 5 cequis écrit aussi fo e =
+oo x
a. Six > 2, f f(t)dt > f f(t)dt > Xf(x) donc hm xf(x) = 0 car l'intégrale converge. Si x > 1,
x/2 2 X—+00
x +1
f1 t(f(t) — f(t + f] tf(t)dt — f1 tft+ 1) f1 tf(t)dt — f (t — 1)f(t)dt. Ainsi, comme
X x+1
xEToo xf(x) = 0: f1 t(f(t) — f(t +1))dt = f1 tf(t)dt — fx t)dt + f t)dt donc on parvient a

f1+oot(f(t) —f(t+1))dt = ff tf(t)dt + f:oo f(t)dt.
! Z)dx = 1n(2) +% si

—+oo —+o0
b. D’apres RIEMANN f1 x~%*dx converge et d’apres a., on a f] x(iz — (7
X X

+1)
+oo 1 1 ) 22—0( ] 21—0( .
oc:ZetL X(ix“ii(x G dx:2 X 2 “Jr] 5, Smon.

La fonction f :]0; 1[— R définie par f(x) = ) est continue et négative sur ]0; 1] et se prolonge

(T+x)V1—x2
par continuité en 1 avec f(1) = 0 car In(x) ~ x—1 donc f(x ) ST x)\;lijxx/] = 2” \[_

) par croissances comparées. Au final, d’apres les intégrales de RIEMANN

. De plus, au

1
VX

1
(% < 1), f est bien intégrable sur ]0; 1] ce qui prouve la convergence de j;) f.

voisinage de 0, f(x) Y In(x) = o(

La fonction sin est une bijection de classe C! strictement croissante de }0; % { dans ]0; 1], ce qui prouve par

/2 i
cosede:f” In(sin0)

/2 3
changement de variable que I = f tn(sin 0) -
0 1+ sind

0 (1+4sin0)cosd

Pour reconnaitre le changement de variable proposé, qui est valide car 8 — tan (%) est une bijection de classe

C' strictement croissante de ]O; %[ sur ]0;1[ et que la fonction t — 2 ( 2t

est continue sur
4+t \1+ tz)
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. I /2 2 0/2 C s .
10; 1], on transforme I par trigonométrie en I = f n ( tan ( / ) ) 1 do ce qui s’écrit aussi

0 1+tan? (0/2) 2tan (0/2)
1+tan? (0/2)

L[ g (2ran(02) i L 2(9)) fore
I= fo 21n <1+tan2 (9/2)> = (e/z)+2tan (9/2) X p 14 tan 7 de. Par théoreme de changement

1
; 2 2t 2t 2 2t
d ble, I = l( )dt.O 1 t:l( )t t)=2—-——=---4d
e variable fo (]+t)2n e n pose alors u(t) = In Ty et v(t) it T4 de
sorte que u et v sont de classe C' sur ]0;1] et 111(1)1+ u(t)v(t) = 0 par croissances comparées car u(t) Y In(t) et
t—
. . 1—1%) 2 .
t) ~2t. Comme u(1)v(1) = 0, par intégration par parties, comme u’(t) = 7( et vV(t) = —5—, il
v()O LL( )V() p g p p U’() t(1+t2) V() (1+‘t)2
; 120 -9 't ' 2tdr 2 1 n
ent I = — ————-dt = -2 + = | In(141t°) =2 Arctan(t)— |, = In(2) — = ~ —0.87.
Vi fo(1+t) o 1+t2 "Jo 1442 = [tn( )—2Aretan(t) =] = n(2) -

[3.4 Exercices aux oraux des étudiants de PSIlj

. . Y -
Soit x € R fixé, Fy : y — f et’dt est dérivable sur R et Fl.(y) = eY’ > 1. Donc Fy est de classe C*,
X

. . Y .
strictement croissante. lim Fy(y) = +oo car Vy > x, Fx(y) = f dt=y—x. Siy <x, Fx(y) <y—xdonc
X

y——+oo

f(x)
lim Fy(y) = —00. Fx : R — R est donc bijective : Iy = f(x) € [x; +o0], f Yetar=1.

y——oo
. . f(x) 2 f(x)2
Comme f(x) > x, on a xEToof(X) = +o0. Six >0, (f(x) —x) < f et dt < (f(x) — x)ef™" par
croissance de t — et sur Ry. On en déduit que f(x) —x < e~ * donc hT (f( x) = 0. L’inégalité
X—+00
précédente montre que f(x) —x e car e~ (F)*—¥%) < f(x)i—zx <let0<f(x)2—x% <e™ (2x+e XZ).

+oo e

WV

f f
Comme f ) e dt =1 f ) dt = f(x) —x, ona: f(x) < x+ 1 donc tm f(x) = —o0.
X — 00

X X

On montrerait de méme que f(x) — x est équivalent & e=*" quand x tend vers —oo.

. . . . f(x) .2 f(x) .2
La fonction f est strictement croissante car si x < x/, on a 1 = f et dt > f et dt donc
x x/

f(x') : .
1= et ar = Fxr (f(x")) > Fyr(f(x)) et Fxs étant strictement croissante, f(x) < f(x).
X/

Mieux, par CHASLES : Vx € R, Fo(f(x)) — Fo(x) = 1 donc f(x) = Fy ' (Fo(x) +1) et comme Fy ' est de classe
C® car Fy ne s’annule pas, on a f de classe C* par composée et on retrouve les limites en +o0o0 déja établies.

(%)
Par parité de t > et’, ¥x € R, f Yetat = f foo © = 1 donc f(—f(x)) = —x. Si le point de
X
coordonnées (x,f(x)) appartient au graphe de la fonction f, le point de coordonnées (—f(x), —x) aussi : le

graphe de la fonction f est symétrique (par une symétrie orthogonale) par rapport & la droite y +x = 0.

a. Six > 0, la fonction t +— % est continue sur [O; l} donc F(x) existe. Si 0 < x < y, on a
x + sin“(t) x

Vv at Vx  at Vv at Vv at ro
F(x) = —at —et_> —at_> —==—>— donc F est décroissante.
() j;) x+sin2(t)+ﬁ/y x +sin?(t) ~ fO x +sin?(t) ~ fO y + sin?(t)

b. O < <la intégrant ———— < F(x) < 4y donc _lim F(x) = ¢
na el S onc, en intégran by ) (x) ~z donc_lm (x) = +oo et on a

méme 'équivalent F(x) ~ iz Par minoration, lim F(x) = 4o0.
+o00 X x—0+

1

c. On prend, pour x > 0, ny tel que nym < = < (ny + 1)7 ce qui se traduit par ny = {]J Alors, par
X XTT

A n 1/x
m-périodicité de I'intégrande et CHASLES, on a ‘F(x) —ny fo ﬁ%‘ < fnxn ﬁ < 7;(
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T dt ™2 2dt oo 2du [ 1 ( T+x )ro"
fO x + sin?(t) fO x + sin?(t) fO x(1+u?) +u? Vx(x+1) reran x o one

s
f dt = u car sin(m — t) = sin(t) et grace au changement de variable u = tan(t).

0 x—l—sinz(t) f\/]—i—x
Ainsi : F(x)~ —1— L= ( )
insi : F(x) S o car —=o o
. o ., F(x) — F(0) -
a. Soit F la primitive de f qui s’annule en 0. Alors Vx > 0, g(x) = =———— donc, comme F est dérivable

X

sur Ry et que F =f,ona lim g(x) =F(0) = f(0).
x—0+t
On dérive g(x) = F(x) —F(0) pour obtenir : Vx >0, ¢'(x) = _Fx) —FO) _ZF(O) + fx) = fx) —9(x) g(x).
X X X X

Avec 0 < a < b, on a par IPP, en posant u(t) = g%(t) et v( ) = t, u et v de classe C' sur [a;b] d’ot :

f g?(t)dt = [tg%( Zf )g(t)dt. Ainsi : f g9° dt—Zf t)dt 4+ ag®(a) — bg?(b).

b
b. Grace a l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, f f(t)g \/f 2 (t dt\/f g?(t)dt. On le reporte ci-
b
. 2 24 2
dessus : fa g2 (t)dt \/f £2( dt\/f g%(t)dt+ag?(a) —bg?(b) gz\/fa f (t)dt\/fa g2(t)dt+ag?(a).
b b b
o 2 _ 2 2 2 2 2
c. @ On a un double produit : fa g~ (t)dt 2\/fa f (t)dt\/f(1 g7 (t)dt+ fa f2(t)dt < ag (a)+fa f2(t)dt

2
b b b
ce qui équivaut a <\/f g (t)dt — \/f fz(t)dt> < ag?(a) + f 2(t)dt. En passant & la racine, comme
a a a

\/fb 92(t)dt\/fb f2(t)dt < ‘\/fb g*(t)dt — \/fab f2(t)dt
de 2 sur R, on a \/f g(t)2dt < \/f dt+\/ (a)2 +fo+oo 02t

On fait tendre a vers 0 (on le peut) : \/fo \/f 2dt. Ainsi b f 24t est majorée

b +
et fa 2 (t)dt < fo Oofz(t)dt par intégrabilité

sur R : g est de carré intégrable sur R,.
+ +
En passant a la limite quand b — 400 : \/fo - g(t)?dt < 2\/f0 ~ f(t)2dt

e On peut passer a la limite quand a — 07 dans la relation de a. : fo t)dt =2 f t)dt — bg?(b).
Comme f et g sont de carrés intégrables sur R, on sait qu’alors fg est intégrable sur R donc les intégrales
+
f t)dt et f t)dt convergent ce qui montre I'existence de lim bg?(b) = ¢ € R,. Si on avait
0 b—+oco
¢

¢ > 0, alors on aurait g (x) fodbw ce qui contredit I'intégrabilité de g2 sur R, par critére de RIEMANN. Ainsi
oo X

L. +oo +oo
lim bg?(b) = 0 et en passant & la limite quand b tend vers +oo0 : fo g?(t)dt =2 fo f(t)g(t)dt

b—+oco
a. Bien str que non, on a vu dans le cours un contre-exemple d’une fonction continue par morceaux, positive,
intégrable et qui ne tend pas vers 0 en +oc.

b. Avec sin(x—t) = sin(x) cos(t) —cos(x) sin(t) et la linéarité de I'intégrale, comme les fonctions sont toutes
continues sur le segment [0;x], Vx > 0, g(x) = f(x) + sin(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt — cos(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt.

Comme cos a f et sina f sont continues sur R, par le théoreme fondamental de 'intégration, la dérivée de
!/
X X
fonction x — j; cos(t)a(t)f(t)dt est x — cos(x)a(x)f(x), et ( fo sin(t)a(t)f(t)dt) = sin(x)a(x)f(x). Par

opérations et simplifications, g’(x) = f'(x) + cos(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt. Puis,

11



g’ (x) = " (x) —sin(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt+cos(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt+cos?(x)a(x)f(x)+sin?(x)(x)f(x) donc
g’ (x) = f"(x) + f(x) — g(x) + a(x)f(x) = —g(x) donc g’ +g =0 (E) sur Ry.

c. Les solutions réelles définies sur R de cette équation différentielle (E) sont les fonctions g telles que
J(A,B) € R? ¥x > 0, g(x) = Acos(x) + Bsin(x) donc |g| < |A| + |B| = C par exemple et g est bornée.
Comme f(x) = g(x) — fox sin(x — t)a(t)f(t)dt, en passant aux valeurs absolues avec I'inégalité triangulaire,
on obtient, ¥x > 0, [f(x)] < |g(x)| +f"|sm(x—t)|\ (V)|[F(1)]dt < c+f f(t)|dt car | sin| <

d. Posonsh : x — f f(t)|dt, comme la fonction |al |f| est continue sur R, par le théoréme fondamental

de lintégration, la fonctlon h est dérivable sur Ry et h'(x) = |a(x)||[f(x)] < Cla(x)| + |a(x)|h(x) d’apres la
question c.. En notant A(x) = fox|a(t)|dt7 on a (e—A(x)h(x))/ < Cla(x)[e™*™ = ¢( - e—A(x))/_ On
integre cette inégalité entre 0 et x pour avoir e’A(X)h(X) < C(1 — e*A(X)) < C. Alors, on peut majorer
Vx = 0, h(x) < Ce*™ et comme a est intégrable, A est croissante (car A’ = |a| > 0) et posséde une limite

“+o0
nie exp a(t t) en oo donc €S ornee sur 5 ou es ornee sur car NS e
finie C o d +o00 donc A est borné R, d’olt h est borné R, h| < Ce?

Enfin, f est aussi bornée sur R, car |f| < C+h.

Toutes les solutions sur R de (E) sont des fonctions bornées sur R si a est intégrable sur Ry.

—at
a. Pt e\/{ est continue et positive sur R%. Si a < 0, tLiToocpa(t) = 400, st a =0, @qlt) od ﬁ

donc I(«) et J(«) divergent car t — ﬁ n’est pas intégrable sur [1; 4+o00[ (RIEMANN).

De plus, si « > 0, on a @«(t) +—Ooo<t] ) et pult )o+ ﬁ et t — \[ donc I(«) et J(«) convergent.

b. Pour « > 0, on effectue le changement de variable x = ot (avec t — ot qui est une bijection strictement

croissante de classe C' de [1;4o00[ dans [«; +00[) dans les deux intégrales pour avoir I(e f —dx
\F
2
et J(a dx Alors J(« e % du= /T avec le changement de variable x = uz.
-7 ) - ) o

Par une simple IPP, comme x > \% et x — —e % sont de classe C! sur [«; +oo[ et que le crochet converge :
X

—x 7+t 400 _—x + —x
o) = [_ L} — £ __a < ! =£ =
Voal(o) iR fcx s x avec Zoc\ff o/
X oS £ = o(S0) il vient V&) v S5 done I(a) £
Vila T Va " a/a U ) e L e done 10 1 5
a. D’abord, pour tout x € R, 'application t — cos(x — t)f(t) est continue sur [0;x] donc le réel u(f)(x)

existe bien (intégrale d’une fonction continue sur un segment). La fonction u(f) est donc bien définie sur R.

+
focOOZX\[dX

e Xdx =

Comme [

De plus, puisque par trigonométrie on a cos(x —t) = cos(x) cos(t) + sin(x) sin(t), on peut écrire par linéarité
de l'intégrale que ¥x € R, u(f)(x) = cos(x) fOX cos(t)f(t)dt + sin(x) \/: sin(t)f(t)dt ce qui garantit que u(f)
est continue car les fonctions t — cos(t)f(t) et t — sin(t)f(t) sont continues sur R ce qui montre que les
fonctions t — j;x cos(t)f(t)dt et t — j;)x sin(t)f(t)dt sont aussi continues sur R (elles sont d’ailleurs méme
de classe C', voir b.). Enfin la linéarité de u provient de celle de Iintégrale, il suffit de 1’écrire.
Par conséquent, u est un endomorphisme de E.

t = f cos(t)f(t)dt et t — f sin(t)f(t)dt étant respectivement les primitives s’annulant en 0 des
fonctions t — cos(t) ( ) et t — sin(t)f(t) par le théoréme fondamental de I'intégration, et puisque d’apres a.
onaVx € R, u(f)(x) = cos(x) j;)x cos(t)f(t)dt+sin(x) fox sin(t)f(t)dt, la fonction u(f) est, par opérations, de
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classe C' sur R avec u(f)'(x) = f(x)—sin(x) fox cos(t)f(t)dt+cos(x) fox sin(t)f(t)dt car cos?(x)+sin?(x) = 1.
Ainsi, u n’est pas surjective car les fonctions continues qui ne sont pas de classe C' (comme la valeur absolue
par exemple) n’auront pas d’antécédent par u. On peut aussi constater que u(f)(0) = 0 ce qui montre que
les fonctions dont la valeur en 0 n’est pas nulle ne peuvent pas étre dans Im (u) non plus.
c. Sif e Ker(w), u(f) = 0 donc u(f) = 0 d’'ott f(x) = sin(x) fo" cos(t)f(t)dt — cos(x) f: sin(t)f(t)at (1)
pour tout réel x d’apres le calcul précédent. Ainsi, comme avant, f est de classe C! sur R et on peut dériver
une fois de plus, ce qui donne Vx € R, f'(x) = cos(x) fox cos(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)f(t)dt = u(f)(x) =0
apres simplifications. Ainsi, f est constante car R est un intervalle. Mais comme f(0) = 0 par la relation (1)
ci-dessus, f est la fonction nulle sur R ce qui prouve que Ker(f) = {0}. Ainsi, u est injective.

a. Six>a,onaVt=0, [f(t)e ™ = [f(t)|e ™ < Cette ™t = Ce™(x~ Dt et t s e~ (X~ est intégrable sur
R, car x — a > 0 (fonction de référence). Ainsi, par comparaison, la fonction t — f(t)e " est intégrable sur

+oo
Ry. Ainsi, l'intégrale fo f(t)e~*'dt est absolument convergente donc convergente et F(x) existe.

b. Comme a < 0, F est définie sur R d’apres a.. Comme lim f(x) =1,ona lim (f(x) —1) =0 ce qui
X——+00 X——+00

+ + +
nous incite & écrire, pour x > 0, xF(x) = x j;) > (f(t) = T+T1)edt =x fo OO(f(t)—1)e"‘tdt—i-x fo T e xtat

+ —xt 7+ +
ce qui donne xF(x) = x fo = (f(t) — 1)e"‘tdt—|—x{— & }0 =x fo C>O(f(t) —1)e **dt+ 1. Par conséquent,
x

+
on a Pexpression plus compacte xF(x) — 1 = fo > (f(t) — 1)e *txdt.

Revenons & la définition de la limite. Soit e > 0, il existe donc m > 0 tel que ¥x > m, |f(x) —1| < % On peut

7 . m +m .
donc écrire avec CHASLES xF(x) —1 = f (f(t) —1)e **xdt + f (f(t) —1)e **xdt. Comme f est continue
0 m
sur le segment [0;m], f — 1 est bornée (par M) sur ce segment done, par inégalités triangulaire sur les réels
et sur les intégrales : |xF(x) — 1] < Mx fm e Xtdt+ £ f+oo e Xtxdt <M(1 —e¥m) + £ f+oo e *txdt
' = 0 2Jm = 2Jo ’

Enfin, 111?)1+ M(1 — e ™) = 0 donc il existe o > 0 tel que ¥x €]0;a], 0 < M(1 — e ™) < % On en déduit,
X—
. +m . £ £ .
puisque f e *'xdt =1, que si x €]0; ], on a [xF(x) — 1| < £ + & = ¢ ce qui prouve que lim xF(x) = 1.
0 2 2 x—0+
Autre méthode : On pouvait aussi le faire avec le théoreme de convergence dominée & parameétre continu
qu’on verra plus tard dans année. En effet, en posant t = ¥ = ¢ (u) avec ¢ qui est une bijection strictement
X

+oo
croissante de classe C! de Ry dans R, on a xF(x) = fo f<9>e_“du pour x > 0. Comme f est continue
X

sur Ry et admet une limite finie en +o00, il est classique que f est bornée sur R.
Hi) Vu e Ry, 1 f(E) Y =h(u)=e "ecar lim f(x)=1.
(H1) Vu € Ry, Hm f()e (w)=e im f(x)

(H2) Vx €]a;+o0], la fonction u f(g)e*u est continue par morceaux sur R, h aussi.

X

(H3) V(u,x) € Ry x]a;+o0],

f(%)e*u’ < |[flfoo, my €™ =W(u) et P est continue et intégrable sur R..

+ +
Par le théoreme évoqué, lim xF(x) = f = h(u)du = j;) T e tdu = 1.

x—0+ 0

La fonction g : x — /tan(x) est continue, positive sur [O;g[. De plus, Vx € | = }0;%[, g(x) =
] donc, puisque tan(u) =u, ona Péquivalent g(x) ~ \/17 donc g est intégrable sur [O; % [
7T
——x
2

tan (g — x) /2
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/2
par comparaison aux intégrales de RIEMANN car % < 1. Alnsi, fo g(t)dt converge donc I existe.

La fonction ¢ : x + y/tan(x) est de classe C', bijective et strictement croissante de ] dans R% et on

2
a ¢'(x) = m. Comme on a g(x) = y/tan(x) = %@’(x) = f(e(x))@'(x) en posant
2u?

fiu— —— qui est continue sur R7, le théoreme de changement de variable montre que, en posant
u
. too . .
u = /tan(x) = ¢(x), on a la relation I = fo f(u)du. Il y a maintenant deux méthodes :

(1) Parle changement de variable u = 1 ¥ (v), comme 1 réalise une bijection C! strictement décroissante
A%

+oo 2 0 2(]/\))2 ( ) oo . ) . .
* . * 2u — _ 1 — 2 1 Q
de R%} dans R7, j; —— du f+oo T (1/‘))4 2 dv j; T dv apres simplifications.

+
OrL = f T _u du = [Arctan(uz)} T T De plus, on peut décomposer le dénominateur
o 1+4u’ 0 2 ’

avec les identités remarquables car 1+ u* = (1 + u?)? — 2u? = (W2 — V2u + 1)(u? + V2u + 1)

+o0 2 +o0 +o0
ce qui nous incite & écrire I + V2L +1 = fo ]iu 7du + fo %du + fo ] Jrz 7du d’ou
u u u

+ 2
[+V2L+1= f - 2(u” + V2u+ ) du donc, avec des techniques classiques, on obtient

o (ur —V2u+ 1) +V2u+1)

I+\ﬁL—|—I=fO+OO mdu:ﬁjwm u—Z\[[Arctan(\[u 1)}+Oo @
(3\257t \[L) \[ 27 m

ﬁ'

(2) Par une décomposition en éléments simples classique (mais hors programme en PSI) on arrive & la

On en déduit que I = %

relation 24 = (72 _ ) - <2u—\6+\/§72u+\6—ﬁ)
T+t V2N = Voubl o+ V2u V2N —Vau+1 w4 V2u

2u2 _ 1 ( 2u—+2 2ut++2 ) 1 1 5

donc — + + et, apres
C2V2\ —V2u+ T W V2u 1 2 = Vau 1) 2 +V2u ) P

calculs, I = 1—\[[ (u n ?ﬁi : )} + \L[Z [A‘rctan(\ﬁu -1) +Arctan(ﬁu—|— 1)}:00 = \%

a. D’apres le théoréme de la limite monotone, la fonction h admet en +oc une limite ¢ finie ou —oo car elle
+oo
est décroissante. Or fo h converge ce qui n’est possible que si £ = 0. Ainsi, comme h est décroissante et

de limite nulle en 400, elle ne peut étre que positive sur R;.

n
b. Pour t > 0, comme h est positive, la suite (Sn)n>o0 est croissante si Sy, = > h(kt). De plus, pour
k=0

kt kt
* = < 1 B 4 S
tout k € N*, on a th(kt) f(kq)t h(kt)du < f(kq)t h(u)du par croissance de l'intégrale car h est

décroissante sur [(k — 1)t;kt]. En sommant pour k € [1;n] et par CHASLES, on obtient la majoration

n
tSn = th(0) +t > h(kt) < th(0) + f u)du < th(0) + f (uw)du.

k=1

La suite (Sn)n>0 est donc croissante et majorée donc elle converge, ce qui montre la convergence de Y h(nt).

n>0
. n .
Comme f : t — _sin(t) est continue sur [1;4o00[, la convergence de f = %dt est équivalente a
tin(l +1t) T tin(1+1)
+ i (n+1)m i .
celle de fﬂ = %dt On pose, pour n > 1, u,, = fnﬂ %dt de sorte que u, est du signe
. .
de (—1)™ et la série ngl uy, est donc alternée. Avec t = u+nm, u, = (—1)" fo oy nﬂ)sl:ln((lui g
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Clairement (v +nm)In(1 +u+nn) < (u+ (n + 1)) In(l +u+ (n + 1)n) donc la suite (Jun|)n>1 est
s

décroissante et puisque |u,| < fo — (11 ) < — (711—1—717'[)

en majorant brutalement, on en conclut
+oo
que lim |un| = 0. Par le critére spéciale des séries alternées, la série |, u,, converge et onnote S = > un
+oo

n— n>1 n=1

sa somme mais aussi les sommes partielles S, = > uy.

k=1

Soit x > 7, si on note ny le plus grand entier tel que nym < x < (nyx+1)7, on a d’apres le relation de CHASLES :

x  sin(t) _ sin(t) ) _ _lx . _
fn T+ n(l + t) dt=Sn 1+ pr T 10 (1 + 1) dt. Or xEToo Ny = 400 car ny = - donc xHToo Sn,—1=Set

_sin(t) (x — nym) o . x  sin(t)
< < tend 0 . Par s — — 2 _dt
‘fn mtin(1 ’ Sxn(T+x)  xIn(1+x) qui tend vers 0 en 0. Far somme, x m tin(1+1)
+ - ;
admet une limite finie en 400 donc f = ﬁdt converge et f L(t)dt =S.
m  tn(l+1t) tin(1+1)
On pouvait aussi poser u(t) = tl(]i) et v(t) = — cos(t) de sorte que u et v sont de classe C' sur [1; +ool.
n
. +oo Sl‘rl _sin(t) 1 1
Comme 1 t)v(t) =0, dt et c ( — )dt sont de
(A u(tv(y) J; T+1) f st~ 2 1+t tt+1)in(1+1)?
méme nature. Or g :t+— — ] vérifie = (l) ce qui justifie 'intégrabilité
J t2In(1 +t) t(t+1)ln(1+t)2 9()+oo0 i2) codn &
. . sin(t)
de g sur [1;4o00[. Par conséquent ] (1l + 1) dt converge.
L, nm (k+T1)
Par contre, f n’est pas intégrable sur [1;4+oc0[. En effet, on pose u, = f [f| = Z f (t)|dt et
7T

(k+1)7 (k+1)t—7/6 (k+1)t—7/6
| HOI=| f(t)]at > 1 — 1 _qt> T 1 = w.

ke krttmt/6 2 Jxntn/6 tin(l +t) 37 (k+D)rn((k+1)n)

n—1
Ainsi un = > wy et la série > wy diverge (séries de BERTRAND car wy ~ ;) par comparaison a
K=1 K> +o0 3k In(k)

une intégrale. Encore un cas de fonction non intégrable dont 'intégrale converge.

a. Par intégration par parties, comme f est de classe C' sur [a;b] et que cos est C' sur R, on a, pour

b
tout entier n > 1, la relation I, = [ — 1 cos(nt)f(t)]i +1 f f'(t) cos(nt)dt. Comme f’ est continue sur
n nJa

le segment [a;b], il existe M > 0 tel que Vt € [a;b], |[f'(t)] < M. Par inégalités triangulaires, on obtient
| <t <|f(a)| FIE)] + (b — a)M) donc lm I =0 (lemme de RIEMANN-LEBESGUE).
n n—+oo

sin(t)

b. Tout d’abord, g : t — est continue sur R% et prolongeable par continuité en 0 en posant

g(0) = 1 car sin(t) Tt En posant u : t — % et v:tr> 1 — cos(t), les fonctions u et v sont de classe C!

2
sur R et lim u(t)v(t) =0 car 1 — cos(t) ~ et lim u(t)v(t) =0 par 1 — cos(t) = O(1). Les intégrales
t—0+ o2 +00

t—+oco
+0o0 g1 “+oo — —
fo Wdt et fo ]:%(t)dt sont donc de méme nature. Or g : t — 1:%@ est continue et positive
2
sur R, prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = % toujours car 1 — cos(t) ~ % et [g(t)| < t%

+oo 1 — cos(t)

ce qui garantit son intégrabilité sur R, . Ainsi, fo dt converge car elle converge absolument,

2
+o0 sin(t) toosin(t), _ ptel—cos(t) .. =«
fo " dt converge aussi et on admet que A = f " dt = fo —z dt = 5 (DIRICHLET).

sin(nt)?

c. La fonction f, : t — (t)z est continue sur }O; %} et se prolonge par continuité en 0 en posant
nsin
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fn(0) = n car sin(nt) Tt et sin(t) Tt donc fn (t) Y nt—zt = n?. Ainsi, J,, est bien définie pour n € N*.
Or on sait que cotan’(t) = —— 12(t) et cotan (t)r(\;% donc, en posant u = —cotan et v : t — sin(nt)?,
sin

les fonctions u et v étant de classe C! sur }O; %} et comme li1(1)1+ cotan (t) sin(nt)? = 0, par intégration par
t—

; 2. 7/2
parties, on a ], = | — cotan (t) sin(nt) ]
n

/2 . /2 .
. +f0 2 sin(nt) cos(nt)cotan (t)dt—fo sin(2nt)cotan (t)dt.

in(2nt)

/2 /2
L’équivalent de cotan en 0 nous incite & écrire J,, = fo sin(2nt) (cotan (1) — %)dt + fo st " dt

es deux intégrales convergent car ——-—=~2n). Comme on se rappelle que tan(t)=t + & —i— o(t
les deux intégral t car SN 5y @ 1 3 3

0

1 1 1_1 1 t2 2 t
on a cotan (t) — t=—5——— — 7:7(2— — 1) (1 — = -1+ ot )):—7 + of(t).
tot+%+0(t3) tot 1+%+0(t2) ot E o 3

Ainsi, la fonction h : t — cotan (t) — % se prolonge par continuité (avec h(0) = 0) en une fonction

érivable sur le segmen 5| avec (0) omme h'(t) " eIy

2 — :%7+:%(17+>:l2(17(1+%)+o(t2)>:f%+o(l)nou8
t sin (t)ot t27?+0(t4)0t ]7?4»0(,(2) o0t 0

, le calcul analogue

1 1

permet de conclure que h est de classe C! sur le segment [0 E} car lim h/(t) = 1

= h/(0). La premiere
t—0+ 3

i d al i " 1) sin(2 i " () sin(2 0
question nous apprend alors que nl_lﬂrloo fo (cotan (t) — {) sin(2nt)dt = nl—l)Too fo h(t) sin(2nt)dt = 0.

De plus, par le changement de variable t = ¢(u) = %7 comme @ réalise une bijection strictement croissante
n

/2 i nm i
de classe C' de ]0;nn] dans ]O; E} , on a la relation f Mdt = f Mdu et cette quantité tend
2 0 t 0 u
i

vers A quand n tend vers +oo d’apres la question b.. Au final, en sommant, il vient 11111 Jn = 5
n——+oo

En fait, la suite (Jn)n>1 est constante et elle vaut %, mais c¢’est une autre histoire !

s
a. f est définie et dérivable par opérations sur D = U }an > 2k +1)m— 2 [ (1a ou sin ne vaut pas —1).
keEZ

our x comme 1— sin(x) _ 2 1 () = 2 cos(x) (1 + sin(x))?
Pour x € D, Trsint) ~ Txsinpg T (- (1 + sin(x))2 z) % (1 —sin(x)% + (1 + sin(x))?

ce qui donne apres simplifications la relation f'(x) = % (— Arctan(sin(x)))’. Ainsi, la fonction
sin

x — f(x) + Arctan(sin(x)) est constante sur chaque intervalle du type Iy = ]2k7‘[ - E 2k +1)m— 721 [

Comme f et x — Arctan(sin(x)) sont 2n-périodiques, il suffit de trouver cette constante sur 1o = } _m3n [

. T
272 U
Or f(0) + Arctan(sin(0)) = % donc Vx € D, f(x) = % — Arctan(sin(x)).

—t —+oo
a. La fonction g : t — eT est continue sur R’ et I'intégrale f f converge pour x > 0 car g(t) =0 (t]—z)
X o0

. 7’ +OO N . . . 7 .
par croissances comparées et que f S—zt converge d’aprés RIEMANN. Ainsi f est bien définie sur R?.
x

+oo x
Comme f(x) = f] g(t)dt — f] g(t)dt et que g est continue sur R, d’apres le théoréme fondamental de
—X

€
X

I'intégration, la fonction f est de classe C! sur R% et Vx > 0, '(x) = —g(x) = —

1

b. Six > 0, on pose u(t) = —e et v(t) = 1 comme les fonctions u et v sont de classe C' sur [x; +oo]
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et que tli:ll u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, on obtient par intégration par parties la relation
—r+0o0

_ e X [T tat 1 _ 1 . .y
f(x) = . Or, comme Vt > x, < , par croissance et linéarité de 'intégrale, on a
2 tz x2

X x t
+oo ,—t +oo ,—t +oo —X —X —X
R | ez“:%j‘e*azifzo@f)0mmmm@~97.
x t x X X x X~ +oo X +oo X
—t
Si x €]0; 1], on écrit f(x) = f dt + f dt et, comme eT v %, ceci nous incite a écrire la relation
1 -t 1 -t
f € _at = f e —Tap4 f Tat = —1In(x) + f € —T4t. Par convexité de la fonction exp, on a
x t x t x t t
1 -t
U > 14w donce Vi €]0;1], 0 < T—e t <t done 0 < % Ainsi,ogf %dt@—x@donc
X

1 e*ti] L.
f 7dt?0(l). Ainsi, f(x)

. " —1In(x) +0(1) = f(x) + o(In(x)) ce qui signifie que f(x) v In(x).

0
—X
c. La fonction f est continue sur R*, on a f(x)~—1 :<L>etf ~ & = <i>d’a es la
nction ntinue sur R, on a f(x) 3 n(x) =0 e (x) odialeil] . pres
question précédente donc f est intégrable sur R par comparaison aux intégrales de RIEMANN. De plus, les
fonctions u = f et v = id sont de classe C' sur R*, avec xf(x) v In(x) et xf(x) s e ™ d’apres b. donc

1i1g)1+ u(x)v(x) = lim u(x)v(x) = 0 par croissances comparées ce qui montre, par intégration par parties,
xX— X—+

que j:r x)dx = — f x)dx = f;oo e Xdx = [—e X]J* =1.

Avec le théoreme de FUBINI (hors programme), on aurait pu utiliser les intégrales doubles pour avoir plus
+o00 +oo +oo 7t +oo t —t +o0

4 _ _ € — —t — [_p—t]Ftoo _

simplement fo f(x)dx = fo (fx dt)dx- fo (fo " dx)dt— fo e tdt = [—e ] 1.

Les solutions réelles de 'équation homogene (Eo) : y’ —y = 0 sont les fonctions y, : x — Ae™ avec

A € R et elles sont définies sur [1;+00] en entier. On effectue une variation de la constante en cherchant
les solutions de (E) sous la forme y : x — A(x)e™ avec A : [1;400[— R dérivable. En remplagant dans (E),
L Ve =
X

: N e X x ot
on parvient a y' —y = <= N(x) = £&—. On prend par exemple A : x — f —dt.
X

Ainsi, les solutions de (E) sur [1;+oo[ forment un espace affine et s’écrivent yy : x +— (oc + f dt)

—t —t
avec o € R. La fonction g : t — eT est continue sur [1;4o0[ et eT o(e™") donc, par comparaison, g

o0
_t . ’
est intégrable sur [1; +o0[. Ainsi, hm o+ f dt =oa+ f n =—dt. Pour que y soit bornée, comme

—t +oo e—t
lim e~ = +oo, il faut absolument que « + f dt =0, ce qui impose & = — f] Tdt = xp. Seule

X—+00

+o00 +oo —t
la fonction b = yu, : x > ( - ‘f] ert + f1 ert) e* = —e¥ f ert (par la relation de CHASLES)
X

est éventuellement bornée parmi les solutions de (E).

x [Tt x [Tt 1 R :
Comme Vx > 1,[b(x)| = e fx Tdt <e fx ?dt = < 1 car . < st t > x, cette fonction b est

bien bornée sur [1;+oo[. Conclusion : (E) a une seule solution bornée qui est b et elle tend vers 0 en +oo.
On peut se restreindre a 0 < x <y car échanger x et y dans cette inégalité ne change rien.

Pour y > 0, p > 0, on étudie alors la fonction fpy : x = |[x —y[P — [xP —yP| = (y — x)? —yP +xP sur

I'intervalle [0;y]. Cette fonction est dérivable et f}, | (x) = —p(y — x)P~1 + pxP~1. Traitons alors trois cas :

esip=1,f,, est de dérivée nulle donc constante sur cet intervalle et 'inégalité est établie.

esi0<p<1,commet— tP~! est décroissante et que f;)y (%) =0, la fonction f}, ,, est croissante sur ]O; 121 [
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et décroissante sur ]%;y [. Comme fp, 4, (0) = fpy(y) = 0, la fonction f,  est positive sur [0;y].
e sip>1, comme t— tP~! est croissante et que f;‘y (%) =0, la fonction f,, ,, est décroissante sur }O; 121[ et
croissante sur }%;y [. Comme fp 4, (0) = fp y(y) =0, la fonction f, y est négative sur [0;y].
On en déduit bien que (V(x,y) € R%, xP —yP| < [x —y[P) <= p < 1.

On pose u = f2 et v : t > t de sorte que u et v sont de classe C' sur [0; 1] par hypothese. Par conséquent, par
intégration par parties, on obtient f 2at = [tf(1)]d -2 f tf(t =-2 f tf'(t)f(t)dt car f(1) = 0.

1

Par I'inégalité triangulaire, on a fo f(t)2dt < Zfo [f'(t)]|f(t)|dt puis, par celle de CAUCHY-SCHWARZ, on

1 [ 1

244 < 2012 2 : :
trouve j;) f(t)2dt < 2\/f0 tof (t)dt\/fo f~(t)dt (1). Il y a maintenant deux cas :
1 1 1
: 244 — : 2 201 (4)2
o si fo f(t)“dt = 0, on a bien fo f(t)<dt <4f0 tof/ (1)~ dt.

1 ] [ ]
o si fo f(t)2dt > 0, en divisant par fo 2(t)dt dans (1), on a fo f(t)2dt < 2 fo t2¢/2(t)dt puis

le résultat de I’énoncé résultat en élevant au carré cette inégalité.

1 1
Dans tous les cas, on a bien j;) f(t)2dt < 4 fo t2f/(t)%dt si f est de classe C' sur [0;1] et f(1) = 0.

Pour le cas d’égalité, on doit avoir égalité dans CAUCHY—SCHWARZ ce qui donne 'existence d’une constante

A telle que ¥t € [0;1], tf'(t) = Af(t) (E) car les deux fonctions t — tf'(t) et t — f(t) doivent étre colinéaires.
1 1

De plus, comme fo f(t)?dt = 0, on doit avoir —2 fo tf'(t)f(t)dt > 0 ce qui impose A < 0. Ainsi, en résolvant

’équation différentielle (E), on a Vt € [0;1], f(t) = at® avec « € R et les conditions “f de classe C' et

f(1) = 0” imposent que f = 0. On n’a égalité dans cette inégalité que pour f égale & la fonction nulle.

a. La fonction nulle (qui est bien continue) appartient clairement & Wy qui est donc non vide.
Soit (f, g) € W2 etAe R alors AMf+g € Wh Car par linéarité de l’intégrale on a pour tout x € R :

f:: (M + g)(t t—7\f dt+f dt—Z)\f dt+2f dtszXX+h)\f+g.
Ainsi, Wy, est un sous-espace vectoriel de CO( R, R) donc lui-méme un espace vectoriel.

Pour a > 0, soit la fonction py : t — b définie sur R. Alors, avec le changement de variable t = u + h, on
apa €W des que « = 2"/ Ainsi pyi/n # 0 € Wh,.

b. Toute fonction h-périodique d’intégrale nulle sur une période appartient & Wy, car on aura alors la relation
vx e R, 0= f::j t)dt =2 f t)dt = 2 x 0 = 0. En particulier f,, : t — sin (%) est élément de

Wh pour tout entier n > 1. Ces fonctions forment une famille libre, car ce sont des vecteurs propres pour

P
la double dérivation, associés a des valeurs propres distinctes. Ou alors on écrit > Afx = 0, on dérive
k=1

P
deux fois p fois et on a Vd € [1;p], > k?d\fr = 0. Si on considere le DL en 0 & I'ordre 1, on a donc

k=1
P
vd e [1;p], kzl k?4+1A = 0. On en déduit que Ay = --+ = A, = 0 par un déterminant de VANDERMONDE.
. . . . x+h
c. Soit f € ﬂ Wh,. Fixons x € R et h > 0. Raisonnons sur x, x+h, x+2h, x+3h, x+4h et posons J; = f f,
ZP}LOO 3h 4 )
X+ x+ x+4h
_ _ _ . _— ;L .
]2 = fx+h f, J3 fx+2h f, J4 = fx+3h f. On a J, = 2J; mais aussi J3 = 2], (poser x’ = x + h) et de méme

X X

x+4h x+2h
4 = 2J3. On applique la relation avec h' = 2h d’ou f=2 f soit encore J3 + J4 = 2(J1 4+ J2) ce
+2h
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qui donne 4J; + 8J1 = J; +2J; donc J; = 0. Ainsi I'intégrale de f sur tout [x;x + h] avec h > 0 est nulle. On
en déduit que f = 0, soit par théoreme fondamental, soit directement avec la continuité de f : si par exemple
f(xp) > 0 on construit un petit intervalle autour de xo sur lequel I'intégrale de f est strictement positive.

Méthodel:SoityE R, si on écrit z =1+ iy = pe'® avecp>0et9€] —% z[carRe( ) > 0, on a donc

pcos(0) =1 et psin(0) =y donc tan(0) =y ce qui montre que Arctan(y) = arg(z) = arg(1 + iy).

Soit x € R\ {—1,1}, x est solution de (E) si et seulement si arg ( L )+arg(l +ix) 1 _}_ = %
—x X
qui équivaut, par les propriétés de l'argument, a arg (( L )(1 + ix) (1 + . + )) = % On doit
—x X

donc trouver les réels x € R\ {—1,1} tels que (

(

Méthode 2 : On constate que x = 0 est solution de (E). Six # 0 est solution de (E), on applique tan a ’égalité
tan(a) 4 tan(b)

) (1 +1x)( + 4 ) est imaginaire pur. Or
14 x

1 . —3X + 1(2 — X ) . . _
= X>(1 + ix) (1 + ; +x> r— . Finalement : x est solution de (E) <= x = 0.

Arctan (] 1 ) + Arctan (1 J_ ) =T _ Arctan(x) et, comme on sait que tan(a +b) =

—x X 2 1 —tan(a)tan(b)
1 1
et tan (E — 6) = ¥, on obtient % =1 ce qui se simplifie en —% =1 donc x = —2.
2 tan(0) 1— 1« x x x
T1—x T4+x
Réciproquement, comme r = Arctan( ) + Arctan(—2) + Arctan(—1) < 0 donc x = —2 n’est pas solution de
(E), en fait r = 72 Alinsi, la seule solutlon de (E) est x = 0.

La fonction f : x — w
x

nuité en 0 en posant f(0) = 2 car th (t) 5 t+o(t) donc th (3x) —th (2x) = 3X—2x+o(x) puis th (3x) —th (Zx) ~X.

est continue sur R’ par continuité de th. Or, f se prolonge par conti-

t_ -t -2t -2t —2t
De plus, th (t) = &< —l—e 2 Ainsi, 1—th(t) = 2 ~ 2¢72L. P t
e plus, th (t) e e insi, (t ) T e_Zt 2 ar conséquent,
_ _ _ —4x _ 5,—6% —4x —6% —4x —4x
fx) = 1 th(Zx) (1—thBx) _ 2e 2e" ™ to(e™) +o(e”™) _ 2e” 1 o(e™ ) 2 dott
X +oo X +o0 X +oo X

+oo _
f(x) = O(e™™) = 0 (%) et f est intégrable sur R* par RIEMANN d’ou fo th (3x) — th (2x)
0o 0o X
wth(3x) —th(2x) ., pwth(3x)  rvth(2x)
De plus, fo — dx = fo E— dx fo E—

— 3 2 3
la premiere et y = 2x dans la seconde et fu wdx = f h Mdyff " Mdy = f Ythxgy,
X 0 y 0 y 2u x

3 3
Or In (E)th (2u) = th (2u) f *dx < qu thx gy < th (3u) fzuu % =1n (%)th (3u) car th est croissante.

2u X X

— 3
> wdx = lim * mdx =1ln (i) car lim th (y) —
X u—+ooJ2u  x 2 y—+oo

dx converge.
x

dx (les deux convergent). On pose y = 3x dans

+
Par encadrement, f o

Comme la fonction g : t — —— est continue (et méme de classe C*) sur D =]0; 1[U]1; +00[, la fonction f

In(t)
est bien définie sur D car pour tout réel x appartenant a D, le segment [x;x?] est inclus dans D
Soit G une primitive de g sur D, alors f(x) = [G(t)]"2 = G(x?) — G(x) donc f est C>® sur D car G lest.

X

Six €]0;1], on a 0 < x? < x < 1, g est décroissante sur [x%;x] et u — 1 est décroissante sur R* , donc on
u

X 2 X 2 x? 2
t encad 1 gt =2x=x < At _p(x) < X=X = l_4t. Or tlim X=X =
bett ehcadret fxz In(x?) 21n(x) fxz In(t) () In(x) fx In(x) S In(x)
donc, par encadrement, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
2 2
Comme g(t) ST on est conduit & transformer f(x) en f(x) = f: t1f1dt + f: (ﬁ - ﬁ) dt. Or
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x? 2
f 1 _dgt=1n (g>=m(x+l)tend vers In(2) quand x tend vers 1. En posant h : o -1
x t—1 x—1 Int t-—17
_ 1 1_1( 1 )_1 u _1
1 . R e P —1) =140
on a h(1 +u) — e w Ou(+2+o(u) )02+0()donchse

Ou—7+o(u2) ]_E+O(u)

prolonge par continuité en 1 en posant h(1) = % Ceci signifie que h étant maintenant continue sur le segment

DI;Z!} (par exemple), y est bornée (par M). Pour x € B;Z} on a donc ‘ f dt‘ < M|x? —x| I 0. Par

2
x
encadrement, lin} h(t)dt = 0 puis, par somme, 1irr% f(x) = In(2). Par conséquent, la fonction f prolongée
xX—> X X—

par f(0) =0 et f(1) = In(2) est continue sur R..

x
Plus simplement, en écrivant f(x) = f tdt o pouvait aussi encadrer par exemple pour x €]0; 1],

x  tln(t)’

2 2 2

x2 fx dt < f(x) < xfx —dt _ car on a l'inégalité vt € [x%;x], X <1< X, n(t) < 0 et x > x2.
x  tin(t) x  tin(t) t t

2

2 x x2
i 1 2], X2 > 1 > X Pinégalité devient 2 [ —dt_ > > dt__
Six > 1, comme Vt € [x;x7], o > 12> | linea ité devient x fx @ > f(x) > xfx oy
Par encadrement, on peut prolonger f par continuité en 1 (& gauche et & droite) avec f(1) = In(2) car

f:z ﬂflt(t) =@ = |n(x?)| - n|nx| = n(2).

D’aprés ce qui précede, f est C' sur D avec f/(x) = 2xG'(x?) — G'(x) = 2xg(x?) — g(x) = "1;1 donc,
nx

classiquement, lin} /(x) = 1. Par le théoréme de prolongement C', f est de classe C! sur R% avec f'(1) = 1.
x—

De méme, comme lh?)lJr f'(x) = 0, la fonction f est de classe C! sur Ry et f'(0) = 0.
xX—

2
Puisque ' > 0 sur RY, la fonction f est strictement croissante sur Ry et Vx > 1, f(x) > 71‘ & 2’3 donc, par
n(x
croissances comparées, 11141_1 f(x) = 4+o00. La fonction f' est donc continue sur [0;1] et vérifie f'(0) = 0,
X—+00

(1) =1 et Vx €]0;1], (x) = X=1. Ainsi, f est une primitive de la fonction continue g : x — X=1 sur
In(x) In(x)

[0;1] tell 0)=0etg(1)=1.D f1 = £(1) fo—f"‘—‘d n(2).

;1] telle que g(0) =0 et g(1) = 1. Donc 0 97 (0) Oln()X—n(

+
a. Méthode 1 : Par le changement de variable x = In(t) bijectif et C', f1 oof(t)dt a méme nature que

+oo . . R R too ; ey i

fo x%e™dx qui a elle-méme la méme nature que f1 x%e'™dx par continuité sur Ry de x — x%e'*. Or

. X . XXX o X 1 . . .

par une IPP simple, pour X > 1, on a j‘] x%edx = [ } - = f1 x*~'e*dx. On continue jusqu’a
i I

+ : . n—1 X .

avoir F(X) = f T xeixdyx = (X"‘ — &xx-1 4 ) eX A+ Ln IT (x—k) f x* e dx. Sin=|«| +2,
1 i K=0 !
+00 : o

a—n>1et f x*~Te™dx converge, ainsi F(X) ol X%eX done |F(X )| ~ X"‘ — +00: f f(t)dt diverge.

Méthode 2 : Si cette intégrale convergeait, ses parties réelle et 1mag1na1re convergeraient aussi. Fn posant
DX f (n(1))” sin(ln(t))dt, on aurait L = lim F(x) = f] an(ln(t))dt. Soit p € N*|

X——+00

x € [ezr’”*?;ez"”*T} = In(t) € [2p7[+ %;2p71+ 5%} = sin(In(t)) = -, In(t) > 2pm et ] > e (2pHm

>

Alors F(ezp”+57ﬂ> — F(ez"“"'%) = fezpwg f(t)dt > %(621”‘"’57” — e2P7t %> 2pm) e~ (ZPFNT = g, Or,
e

N [—

comme o« > 1, 1111 ap = 400 ce qui est contradictoire avec 1111 F( Zp”+Tn) — F(eZP“’L%) =L-L=0.
p—+oo

. . . 7 +OO
Ainsi intégrale f1 f(t)dt est divergente.
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¢4
b. De la méme maniere, si cette série convergeait, la série > (n(n)® sin(ln(n)) convergerait aussi. En
n

n>1
2 (In(k)™ . A : . : . .y
notant S, = >, ~+——2—sin(In(k)), il existerait S € R tel que 1111 Sn =S. Or, si p € N*, considérons

=1 n—

up = [e2P™FE | +1 et v, = {ezw”‘s?ﬂJ, alors Vk € [up;vp], f(k) > ;(an) e~ (P17 ce qui donne en

~

vP 7T 7T
sommant : Y. f(k) > %(v]9 —up +1)(2pm)Xe=ZPHDT > %(eZP“JFST —eZWWZ)(Zpﬂ)“e*(Zp“)” =bp. Or,
k=u,
comme o0 > 1, lim a, = +o00 ce qui est contradictoire avec lim S, —S, _1=S—-S=0.
p—+oo p—+oco P P

Ainsi, la série numérique > f(n) est divergente.
nxl
X

Soit F la primitive de f qui s’annule en 0 (qui existe car f est continue sur Ry ) : Vx >0, F(x) = f f(t)dt.

0

+oo
Par hypothese, on sait que HT F(x) =t = fo f(t)dt. Par intégration par parties, t — t et F étant de
X—+00

classe C! sur le segment [0;x], on a fox tF(t)dt = [tF(1)]X — fOXF(t)dt:xF(x)f fOXF(t)dt: fOX(F(x)fF(t))dt.

Soit & > 0, puisque lim F(x) = ¢, il existe xo € Ry tel que Vx > xo, £ — % < F(x) < € (car F est croissante).
X

—+oo

Ainsi, Vt € [x0;x], 0 < F(x) —F(t) <€ —F(t) < 3 £ donc on I'encadrement :

< fox t(t)dt = fOX(F(x) ~F(t))dt = fo"" (F(x) — F(t))dt + j:)(F(x) — F(£))dt < xol+ £(x — x0)-

£ o _ ZXOE o > l x < 9 A x _
xol + 2(x x0) < ex <= x = x1 = = —xo Vx = Max(xo,%1), . fo tf(t)dt < e d’ont fo tf(t)dtJ:OOo(x).

a. Soit gy : t = — l_t3 . Six > 0ousix < —1, la fonction gy est continue sur le segment [0; 1] donc f(x) existe.
X

Six =0, gx(t) = 3—3 donc f(0) n’existe pas d’aprés RIEMANN (3 >1). Six=—1,t3 —1=(t—1)(t2 +t+1)

1

donc gy(t) ~ donc f(1) n’existe pas d’apres RIEMANN (1 > 1). Si x €] — 1;0], la fonction gy n’est

3(t—1)
méme pas définie sur ] 1[ et f(x) n’existe pas. L’ensemble de définition de f est donc D =]—o0; —1[U]0; +00].
b. Six>0,0<f f dt _ — donc lim f(x) = 0 par encadrement. Et f(x) — 1 = f] _ —tat
. 5 S DAL . X3 0 X3(X3 +t3)

donc ‘f(x) - %

<X 1t3dt— 1_ done 1‘(7()—i = O(i) = o(]—> donc f(x) ~ ne
Nl I In® 3 6] 5 °0\3 3

X 0 X7 +oo +00 X

On pouvait encadrer — 1 < f(x) < % pour avoir la limite et I’équivalent mais c¢’est moins précis.
X

x7 +1
e Six<tonane bl o = gy < e et emna)
d’ot f(x) = 617 (2 In(—x—1)=2n(—x)—In(1—x+x2)+2n(—x)+2v/3 Arctan ( i >+2\[Arctan (\}3:))
Comme — In(1 — x +x?) 4+ 2v/3 Arctan ( ox ) + 2v/3 Arctan (\}g) = 0(1), on a f(x) ~ m(_sﬂ
a. f est continue et 27m-périodique donc bornée sur R par M = x»lc—vl[o(;l?n] [f(x)] et ¥x € [1;+00], | =% ‘ < tM"‘

f(t)

+oo +
D’apres RIEMANN, f1 %dt converge donc t — T est intégrable et I'intégrale f] ~ dt convergente.

oo f(t)
Tt

b. Si f € E, ses primitives sont de la forme F : x — f t)dt + A avec A € R. Ces fonctions F sont
2n-périodiques, par périodicité de la fonction f, si et seulement si 'on a, pour tout réel x :
2m) = F(x t)dt = Jr27tftdt XJr27Iftdt*O 2T[ftdt*O f) =0
F(x +2m) = F(x) <= jﬁ = jﬁ (t)dt <= J; (t)dt = 0 <= j; (t)dt =0 <= c(f) = 0.
c. Sif € E, bien siir g = f — c(f) est encore continue et 2n-périodique donc g € E. Par linéarité de I'intégrale,
onac(g) =c(f—c(f)) =c(f) —c(c(f)1) =c(f) — c(f)c(1) =0 car ¢(1) =1 ou 1 est la fonction constante.
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d. Puisque c(g) = 0, g admet une primitive 27-périodique (elles le sont toutes en fait), par exemple

1

X
G:x— t)dt. On effectue une intégration par parties avec G et t — + qui sont de classe C! sur [1;x
0 9 & t

X
six > 1, et on a f;{ @dt = {@L + f: Gt( )dt Or G étant périodique, elle est bornée sur R donc

+
lim G(v) = 0. De plus, on a vu a la question a. que f = izt)dt converge car « =2 > 1 et G € E. Ainsi,
x—+o0 X 1 t
+oo +o0 +00
9(t) 5 9(t) 4, Gt
par somme, f1 n dt converge et on a meme f1 . )+ f
e. Il suffit décrire que f f 9(t) dt+ f e(f) dt. Or f dt = c(f) In(x) et x — f 9(t)
o . s . o X f(t)
admet une limite finie en +o0o d’apres la question précédente. Ainsi, f1 Tdt o c(f) In(x).
o0
. - 1 2
f. Comme t — |sin(t)| est continue et 2m-périodique, et que c(f) = P fo |sin(t)|dt = £, on a d’apres la
o’

question précédente f1 b @dt o 2in(x) — +o00 donc f] | STt| dt diverge.
[e’¢) T

a. D’abord, pour n € N, la fonction t — (In(1+1t))™ est continue sur le segment [0; 1] donc u, existe.

Pour t € [0;1], 0 < n(1+1t) < n(2) < 1 donc 0 < In(1 + )™ < In(1 +t)™ ce qui donne en intégrant entre
Oet 1:0< unt1 < up et la suite (un)nen est décroissante.

b. La suite (un)nen converge car elle est décroissante et minorée par 0. De plus, en intégrant entre 0 et 1
I'inégalité 0 < (In(14t))™ < (In(2))™, on obtient 0 < un, < (In(2))™ donc n]iToo up = 0carn(2) ~ 0,69 < 1.
c. Par intégration par parties, en posant les fonctions u : t + (In(1 +t))™*" et v : t = 1+t dans
Up = f; (In(141t))™*'dt (wet vsont C! sur [0;1]) : upny1 = [(1+t)(1n(1+t))n+‘};—(n+1) f()] (In(1+t))™dt
ce qui donne la relation wn 11 = 2(In(2))" " — (n + Nuy

d. On a0 < upy1 < un dapres a. donc 0 < 2(In(2))™*!" — (n + 1)un < u,, d’apres c.. Ainsi, on obtient
(n+ un <2(In(2)™ " et 2(n(2))™*! < (n + 2)u, comme attendu en exploitant chaque inégalité.

In"t1(2) In"*t1(2) In"t1(2) In"t1(2) In"*t1(2)
. Dapresd., 2 <y, < et ~ ~ t 1
e. D’apres d., N2 SUn ST et comme ey S o ——", on peut conclure
Lo T . n"t1(2)
par le théoreme des gendarmes a 1’équivalent suivant : u,, Fodiamal
[e’e} n
f. Si on pose vy = —=1— >0, alors vy ~ n(2) d’apres e. donc > —Sn— diverge (série harmonique).
n™(2) +oo M nSo In"(2)
- . y flt) —f(t—1) o
a. Comme f est dérivable sur R, elle y est continue. Or, Vt # 0, f'(t) = — (1). Ainsi, par

opération, f est de classe C' sur R*. Si on suppose f de classe C* sur R* pour k € N*, alors la relation (1)

montre qu’elle est aussi de classe CX*1. Par principe de récurrence, f est de classe C*™ sur R*.
t t — sf
Soit t > 1, f] sT2f(s —1)ds = f] Mds puisque Vs € [1;t], f(s —1) = f(s) — sf'(s) d’apres 1’énoncé,
s

t t t
ainsi. [[*s=2¢(s —1)ds = [ - @} — (1) — " Gion Ton déduit bien £(t) = o) = [ 5205~ mas].

1 s 1 t 1

— uf x
b. Comme avant, si x > 1, on a ffu’zf(uf 1)du = f: L;f(u)ds = {— M} =f(1) — f(x) donc
X

u u 11
+oo
I’hypothese ”f1 u2f(u — 1)du converge” de 1’énoncé se traduit par I'existence de { = liT M Si on
X—+00 X
f( )

avait { # 0, la quantité garderait un signe constant au voisinage de +oo donc f(x) aussi. On aurait aussi
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- - +
fx) ~ { donc fx=1) ~ { qui devient M ~ L. Montrer comme f = Lau diverge par RIEMANN,
X oo x—1 +o0 X +00 X 1 u
. s C . .o too 5 f(u) +oo
on arriverait a une contradiction. Ainsi £ = 0 et on a donc f1 u “flu—1)du = {f —} .= f(1). Alors,
u
t +o00o
(Y2 _ (e o _ s—2(s —
(1) f1 s™°f(s—1)ds ft s~ “f(s — 1)ds avec CHASLES d’ou Vt > 1, tf f(s—1)ds

+o0 . +o0
c. Comme f; u™2f(u—1)du converge, on en déduit que . li1+n ft s72f(s—1)ds = 0 (une sorte de reste)
—+00
+o00 +o00 t ( ) .
—2c(c _ _ —2¢(c _ _ —2c(c _ oy —
car ft s o f(s —1)ds = f] s~ f(s — 1)ds f] s “f(s — 1)ds. D’apres a., tJJr " = 0. On a aussi

o0
i =D gy, 2D =1 Au final, lim f(t) = Um (@ ft = )> 0—0=0.
t—+oo t t—=+oo t—1 t t—+oo t—+oo t t

Appliquons le théoréme des accroissements finis & f (qui est bien dérivable sur [t — 1;t]) entre t — 1 et t :
Juy €]t —15t[ f(t) —f(t—1) = (t— (t —1))f (u) = f'(u). Or comme f'(t) = o(1), f(t) —f(t— 1) = o( ) donc

) = fO = =1 _ (l) F(L) = (L) Cf(t—1) = f _
f'(t) = n =oly 'Slf(t)Jr_ooO " , comme f(t) —f(t 1)—f(ut)etut+ootcart T<ug <t,

/(uy) +=Ooo(t]—k) donc f'(t) = f)—flt—1) zooo(tk%) Par récurrence : Vk € N, lim t*f/(t) = 0.

t t—+oo

+
d. D’apres c., Jto > 0, Vt > to, |f'(t)] < t]—z donc ' est intégrable sur [to; +oo[ d’aprées RIEMANN, ainsi

+ t
ft ~ f'(u)du converge et f admet bien une limite finie £ en +oo car Vt > to, f(t) = f(to) + j:( f'(u)du (2).
0

0

—+o0
En passant & la limite dans (2), ¢ = (0) + f u)du donc f(t) — ¢ = — j; f'(u)du.

Un petit lemme préalable : si g et h sont mtegrables sur R, et h est positive avec g(t) = o(h(t)), alors
o0

+oo +oo
[ gwau = o(ft h(u)du). En effet, soit ¢ > 0, Jto = 0, Vt > to, |g(t)] < e[h(t)] = eh(t). On

+o00
inteégre entre t et +00 (on le peut) et ‘ f ~ g(u)du < f f u)du. Clest fait !
t = Je
too . / 1 &
Comme f(t) — ¢ = — ft f'(u)du, en appliquant le lemme car f'(t) = o(t—k> pour k > 2 (les hypotheses
o0

sont vérifiées), on a f(t) — € = o(f—|rC>Q idu) = o(é) (L)
’ too Nt W oo T\ (k= T oo T\ (T
—t
a. La fonction g : t — eT est continue et positive sur R%. On a g(t) = o(e™t) = ; O(t] ) et l'intégrale
oo o0

+oo +oo
f f:t converge par critere de RIEMANN donc f g(t)dt converge pour x > 0 par comparaison. Ainsi, f
x

+oo x
est bien définie sur R . De plus, f(x) = f] g(t)dt — f1 g(t)dt avec CHASLES donc, d’apres le théoreme

—X
fondamental de D'intégration, f est de classe C' sur R7 et Vx > 0, f'(x) = —g(x) = —&—.
X

b. e Si x > 0, par intégration par parties en posant u(t) = —e~ " et v(t) = 1? comme u et v sont C! sur

—X +oo ,—t
[x;4+o0o[ et lim wu(t)v(t) =0, on obtient f(x) = &— — f e _dt Orvt>x, & < -, d’oi la majoration
t—+o0 X x t t X

+oo —t +oo —X —X —X —X —X
0< f eift < iz f e tdt =5 = o<e—). Ainsi, f(x) € +0<L> d’ott f(x) ~ €—.
x t x< Jx +o0 + x

X X oo X +oo X

-Six>o,f(x)=f dt+f ey tf f _—1dt+f Tat = —n(x) +f _]dt

e —1 e t—1

par CHASLES et linéarité de 'intégrale. fo dt converge puisque h : t +— se prolonge par

T o—t
continuité en 0 en posant h(0) = —1 (par développements limités), il vient f gdtoi O(1) (et méme
X

t
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1T —t 1 _—t 1 —t
. e —1.. _ e —1 e _ _
lim dt = fo —at) donc fx —at=1(x) = —In(x).

x—0t Jx t

—X
c. f est intégrable sur R* car elle y est continue et que f(x) ~ —1 = (i> et f ~ & = (1—)
st intégr sur RY car y est continue et que f(x) o n(x) =o 7 (x) odiloi] .

De plus, u = f et v = id sont de classe C' sur R}, et lim xf(x) = lim xf(x) = 0 par croissances
x—0+ X—+00

comparées avec la question b. car xf(x) v In(x) et xf(x) o e~ ™. Ainsi, par intégration par parties, on a
oo
+oo “+o0 “+o0
N X — —X — [_p—Xx]too _
donc fo f(x)dx =0 fo (—e ™)dx j; e Xdx = [—e ] 1.

On pouvait prévoir ce résultat en admettant pouvoir inverser les intégrales doubles (théoréme de FUBINI),

fo+°° f(x)dx = fo+°° (f:oo eT_tdt) ax= [ et:dtdx = f:oo (fot et;tdx> dt = f:oo e Xdx = 1.

(3.69) P S — > 1. Diapres S Nt e g

. 0sons wun = W = (F) pour n > 1. D’aprés STIRLING, on a "y ~ \/27t7n+_00\/ﬁ( + o(1))
donc up = e(2m)~ /™1 4+ 0(1))"/™. Or lim (27n)~"/"™ = lim exp( — lln(27m)) =e® =1 car
n

n—-4oo n—+oo

lim In(27n)
n—+o00 n

tend vers 1. Ainsi, Um u, =e.
n—+oo

Indication donnée pendant 'oral et qui permettait de se passer de ce passage par les o(1) : montrer que si
1

= 0 par croissances comparées et (1 + o(1))"/™ = exp (lln(1 +0(1))) = exp (o
o) n o)

1

on a deux suites strictement positives (un)nen et (vn)nen telles que u, ~ vy, alors ut ~ vit.
+oo +oo

1 1
. . n T 1 Un . .
En effet, si lim "0 =1 ona % = (u—“) = e“ln(W) or lim In (u—“) =1n(1) = Um LI
n—+00 Vn v Vn n—-+oo Vn n—+oo n
n
. Wl . . Lo N .
donc on a bien lim =% =1 qui est la définition de uf' ~ vi*. En utilisant ce résultat, toujours d’apres
n—+oo 7 +oo
Vn
n" e 1 1
STIRLING, on a — ~ donc un, ~ e(27m)~1/™ et on conclut comme avant car lim e(27mn)”1/™ = e,
n! +oo 2mn +oo n——+oo
15 15~ ¢(k
On pouvait penser aux sommes de RIEMANN mais vy, = In(un) = = > (In(n) — In(k)) = = 3 f(—)
N k=1 Myx=1 \N

avec f : x — —In(x) mais f n’est que continue sur l'intervalle ]0; 1] et pas sur un segment donc on ne peut
1
pas appliquer le théoréme sur les sommes de RIEMANN. Pourtant fo (—Inx)dx = [x —xIn(x)]0! =1 et si

lim v =1 alors lim un, =e' =1 par continuité de exp.
n—+oo n—+oo

1 x
a. Par hypothese, A = fo f > 0. Comme f est continue sur [0; 1], en posant F : x — fo f(t)dt, la fonction F
est la primitive (donc de classe C') de f sur [0;1] qui s’annule en 0, elle est strictement croissante car f > 0
donc réalise une bijection de [0;1] sur [0; A]. Pour n € N*, les conditions imposées & xo, x1, - * -, Xn reviennent

a vk € [1;n], F(xx) — F(xk—1) = A donc, puisque xo = 0 est attendu, Yk € [0;n], Flxk) = KA " Ceci montre
n n
Iexistence et 'unicité de la subdivision demandée et qu’on a Vk € [0;n], xx = F~! (M)

2 () -

est continue par morceaux sur le segment [0;1] par composée, un théoréme du cours montre que l'on a

k

n
b. Pourn > 1, up = > h<7) en posant h : x — goF '(xA). Comme h
k=1

1
n n

1 1
. _ _ p _ ] 1 L .
nl—l>Too Up = fo h(x)dx = fo h(e(t))e’(t)dt en posant x = @(t) avec @ : t — AF(t) une bijection strictement
1
Jo 1o

1
bt

1
croissante de classe C' de [0; 1] sur [0; 1]. On parvient donc & Um 1w, = 1 f goF 1 oF(t) x f(t)dt =
n—+oo A Jo
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n . . .
a. Soit x € R\ZT[ Z, alors Dn(x) = %+Re ( Z elkx> = %+Re (elxeixxi_:) car e'™™ # 1. Par conséquent,
e —

en introduisant 1’angle moitié ce qui

Dn(x) = % + Re <e b3
2isin (—

i(n+1)x 2isin (T))
X
(3)

(2n+1)x x

+sm( - )—sin(;):sin«n—l—g)x)

2sin (z) 2sin (z)

donne Dy (x) = avec une derniere formule de trigonométrie.

1
2

de classe C! sur [0; 7] si

b. Si ¢ € C'([0; 7], R), par intégration par parties en posant u = ¢ et v(t) = 7005}\&

7T 7T /
A>0, f ) sin(At)dt = {— M} —|—f Mdt. Par inégalité de la moyenne et |cos | < 1
A 0 0 A
s

‘ fo”@(t) sin(?\t)dt‘ < %(|(p(a)\+|(p(b)\+ fo"\@q). Par encadrement : _lim [ o(t) sin(At)dt = 0.

A—+o0

< eis s m 217 L i 29T 2
c. Pour n > 1, par linéarité de l'intégrale, fo xDp (x)dx = {XI} + > fo xcos(kx)dx. Or {%}o =
k=1

sin(kx)
k

et, par intégration par parties en posant u(x) = x et v(x) = ,on auetvde classe C' sur [0;7]

_ cos(km) — 1

et f xcos kx = —ff 51n kx 2

7T
de sorte que 'on parvient a fo xcos(2kx)dx = 0 et

g 2k + 1)x)d 2 dinsic [ xDambdx =T -5 2
fO XCOS(( —|— )X) X = —W msi : fO X Zn(x) X = T — kZ::O W
7t x sin ((Zn + ) )
D’apres la question a., f xDon (x)dx = f x——— 2L dx = f o (x)sin ((Zn + ) )dx en posant
0 0 X
Zsin( )
2
@ x> X . La fonction ¢ est continue sur ]0; 7] et se prolonge par continuité en 0 en posant ¢(0) =1
X
2sin (7)
2

2sin (i) — X Cos (i)
car sin(u) Tw De plus, @ est de classe C! sur |0; 71| par opérations et Vx €]0; 7], @’(x) = 2 - 2-.
4sin? (=
sin (2)

X
2(= 4+ 0(x?)) =x(1 +o(x)
Or ¢'(x) S (2 2 _|>_ o(xz() ) 57 ‘2(;2]) S o(1), on a xlgg)l ¢’ (x) = 0 ce qui montre par le théoréme

de prolongement C' que ¢ est de classe C' sur le segment [0; 71| et que ¢’(0) = 0.

s s
La question b. prouve alors que lim o XPan (x)dx = lim o @(x) sin ((Zn + %)x) dx = 0.

n—-+oo n—-+oo

“+ o0

Par conséquent, la série > 2 > converge et Z

2 1
—= . Mais en posant S;, =2 Z
>0 (2k 41 ) "

o (2k+1)2 T o 2k +1)?

L - _Tn S

et Th = —,on a Ty = + -+ =1 en séparant les termes pairs et impairs.

n kZ::] k27 2n — Z (Zk)z Z (2k-|— ]) 4 ) p p p

Comme on sait que la série de RIEMANN kz>:1 iz converge (2 > 1) vers ((2), en passant & la limite ci-dessus :
2 +oo 2

o2) = @ + % On en déduit classiquement : ¢(2) = > k]—z = %

k=1
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n 1
a. Pour n € N*  u,, est bien défini et strictement positif. Ainsi v, = In(u,) = In ( IT 0+ K) “) donc
n

k=1
n
=1 Z ( ) Comme la fonction f : t — In(1+1) est continue sur le segment [0; 1], par le théoreme
n :
1
sur les sommes de RIEMANN, on a liT vn= ) f= [(1+x) In(14+x) —x]} =2n(2) — 1. Par conséquent,
n—+0o0
par continuité de exp, lim un, = lm e’r =2 M)~ = ca—)
n—-+oo n—-+oo e

1

1
I\ 7= I\ 7= n
b. On peut écrire un = - (@) "= <(2ni)) ™. Or on connait I'équivalent de STIRLING n! ~ /2mn B,
n\ nl n'nl +00 e

1

. (2n)! VAmm (2n)2en (v2)a™ 4 mn
Ainsi n"n! -‘:t;o \/Zﬂnnnnnezn -‘:t;o e - ﬁ( ) On en déduit que tn +_oo ( (7) ((g) ))
Totiuy, = ern(VZ(2)"+((2)") Z otk n(VZro(1) = 4y Frn@to() _ 314 ( )y +o(1))

+oo +oo +<x> e +oo e
en effectuant un développement limité & ’ordre 1 de exp en 0.
On retrouve ’équivalent u,, ~ { = 4 dela question a.. Mais on a beaucoup mieux, u, —{ ~ ZIn(Z)’
+oo e +oo en

a. La fonction f : t — Sltit est continue sur R, en posant f(0) = 1 (classique). Or u:t — 1 — cos(t) et

v:t— L sont de classe C! sur R* et, par DL ou croissances comparées, lim u(t)v(t) =0= Tlim u(t)v(t).
t t—0+ t—+o0
400 +oo o4 400 +oo 1 _ R
Ainsi, par IPP, les intégrales fo uv = fo %ntdt et fo w' = — fo ]t%slcdt ont méme nature.

Or la seconde est absolument convergente car la fonction g : t —

]_t%st se prolonge par continuité en 0 en

+oo s
posant g(0) = % par DL et g(t) = 0 (t]—z) Ainsi, f %dt converge (mais pas absolument) pour x > 0.
oo x
400 _: doo s X s
Soit donc F: Ry — R définie par F(x) = f Sltitdt = fo Sltitdt - fo Sltitdt. Comme f est continue
X

sur Ry, la fonction F y est C' et vérifie F/(x) = —f(x) = —$X par le théoreme fondamental de Iintégration.
X

b. G : x — x est aussi de classe C! sur R donc, par IPP, on a f F(x)G'(x)dx = [F(x)G(x)]gffoa F/(x)G(x)dx

pour un réel a > 0 ; ce qui donne fo F(x)dx = aF(a) + f sin(x)dx = aF(a) + 1 — cos(a).
+o0 +
Or par IPP encore, aF(a) = a[w} + af 17%&( = cos(a) — 1 + af > 1—cosx gy ef
t a a X a X
_ 1—cosx 3, _ too o T cosx 4o 4 T cosx .
on obtient f F(x)dx = af 2 dx = afa 2 dx afa 7 dx =1 afa 7 dx qui se

transforme par une ultime IPP, u(x) = sinx et v(x) = iz, en foa F(x)dx = 1+ $ia _ 7q f smxd
x a

“+o0 . +00
Enfin ‘f smxd ‘ f dx — 2]—2 donc lim 4 — lim SIX 4y — 0 et on peut enfin

a x3 B a a——+oo a a—+oo J a X

X a—+oo JO

+o0 +0o0 o5 a
conclure a la convergence 'intégrale proposée et que I = fo ( f SItntdt> dx = Um F(x)dx = 1.

a. Comme f : t — \i[ est continue et décroissante sur R, on pense a une comparaison série/intégrale.
t

k+1 k
Pour n > T et k € [n+1;2nf, on a fk f(t)at < f(k) = ﬁ < J f(t)dt. On somme ces inégalités
Zn-H 2n
pour k € [n + 1;2n] pour avoir I'inégalité [Zﬁ]iiﬂ = f o Sn f dt = 2vt]2r. Or
n

VAT =2(V2—T)ymet VAT =2y T -2+ —z\ﬁ(\/zJr % - \/1 + %) +~ooz(ﬁ—1)\/ﬁ.
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Ainsi, on arrive a ’équivalent S, +~ 2(v/2 — 1)y/n par encadrement.
o0

n n
b. On peut aussi écrire S,, = nx— S — et, comme f : t — — 1 st continue sur le
P " Z:: n+ =vn nkZ1 Lk V14t
n

1
segment [0; 1], par le théoréme sur les sommes de RIEMANN, ona lim Sno— fo f=[2vV1+t]) =2v2-2.

n—+4o0 \/E

On retrouve bien I’équivalent de la question a. : Sy o 2(vV2 = 1)y/m.
o
a. Soit x € R,sh(x) =1 <= eX¥—e X =2+=e?* —2e¥—1=0<=y?> —2y—1=0en posant y = e* > 0.

Le discriminant de cette équation vaut A =4 +4 =8 = (24/2)? donc y = H%ﬁ mais comme y > 0, on a

forcément y = 1+ /2 donc sh (x) = 1 <= x = In(y) = In(1 + v2) = «.
b. Vt € [0;a], 0 < sh(t) < 1 car sh est croissante donc 0 < (sh (t))™*! < (sh (t))™. Ainsi, par croissance de
I'intégrale, 0 < Inq1 < In. La suite (In)n>o0 est donc décroissante et minorée par 0 donc convergente.

Avec la question d. (qui se démontre indépendamment des questions b. et c.), si on note £ = liT I, et si
n—+oo

on avait { > 0, on aurait 1111 (nIn+(n—1)Ih_2 = +0oo ce qui contredit le fait que nly +(n—1)I_2 = In(2).
n—+oo
De méme, ¢ < 0 est impossible et on en déduit donc que ¢ = 0.
La bonne méthode est d’utiliser le théoreme de convergence dominée : Vt € [0; «, hT (sht)™ =0 avec la
n—
¢4 x
3 3 . n 3 n — —
domination ¥n € N, Vt € [0; «[, |(sht)™]| < 1, alors nl—l>Tooj; (sht)™dt = fo 0=0.

x —x\ 2 x —x\ 2 2x —2x 2x —2x
c. Soit x € Rchz(x)—shz(x):(ie te )_(e _Ze ) —e- +2+e e fl—e¢ =4_

4 !

2
d. Soit n > 2, en posant u(t) = (sht)"~ ! et v(t) = ch (t), on a u/(t) = (n—1)ch (t)(sht)™ 2 et v/(t) = sh (t )
les fonctions u et v sont de classe C' sur [0; «] donc I, = fo u(t)V'(t)dt = u(t)v(t)]§ — fo u(t)v(t)dt d’o

In = [(cht)(sht)*1]& —(n—1) focx(cht) (sht)™2dt. De plus, I = (cha)(sha)* ™! —(n—1)(I,_2 +1) car
(cht)? =1+ (sht)?. Ensuite I, = v2 — (n —1)I,_2 — (n — 1)I,, car choe = /1 + (sha)2 =2 et sho = 1,

ce qui revient & la relation attendue nl,, + (n — I,,_2 = v/2.

e. Comme la suite (I)nen est décroissante, pour un entier n > 2 fixé, on a I,_» > I, ce qui donne

nlp +(n— N2 = V2 > (2n — 1)I,, ou encore I, < 3 \/E]. De méme, I, > I,42 donc, comme
n_

(M4 2) g2+ M+ DIy = v2, V2 < (2n +3)I, , cest-a-dire I, > V2 . Par encadrement, I,, ~ 1
2n+3 400 v/2n

1
a. [p = f V1 — x2dx est 1'aire d’un quart de cercle de rayon 1 donc Iy = % Ou alors on pose le changement

/2 /2 i
de variable x = sin(t) d’ou Iy = f V1 — sin?(t) cos(t)dt = f Md = [Zt—i—sim(Zt)} =I

2 4 4

1 2\3/2 ! 1
T - } 1
3( x%) o 3
Pour x €]0;1[ et n € N, 0 < x™1V/1 —x2 < x™/1 —x2 qu'on intégre sur [0; 1] pour avoir 0 < In4q < I

(Pinégalité stricte vient du fait que les deux fonctions ne sont pas constamment égales).

(sin est C' de [O; g] dans [0;1]). Plus simplement, I; = fo xV1 —x%dx = [—

Ainsi (In)n>o0 est strictement positive et strictement décroissante.
b. Sin € N, les fonctions u : x —%(l —x%)3/2 et v : x = x™ sont de classe C! sur [0;1] donc, par
n—1

intégration par parties, puisque 1/ (x) = xv/1 —xZ et v/(x) = nx™~ ' on a la relation :

1 n
ber = fo X (VT )an =[5 (=235 4+ 2 [ 29200 = 1 [Tnm1(1 - x2)3 20

En écrivant (1 —x?)3/2 = (1 —x?)v/1 —x2 et par linéarité : 1,11 = §In4 — §In+1 donc Ing1 = —"—1In_1.
n
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c. On en déduit donc, d’apres a., que 0 < Iny1 = ——1I,,_1 < In < In_7 donc —— < I < 1. Ainsi,
n—+3 n+3 I
par encadrement, on a lim In =1ldonc I, ~ Ih_1.
n—+oo [h_ +o0

d. Pourne N* upy1 = (n+1)(n+2)(n+3)Ini1ln = (n+1)(n+2)nly 11, d’apres b. donc un 1 = un et

la suite (un )nen+ est constante. Comme ug = 6Ipl1 = %, onadoncVn =21, (n+1)(n+2)(n+3)In41ln = %

T 1 T
. En passant a la racine, co ely>0,1, ~ — [ .
2T1(TL+1)(T‘L+2) +Oo Zn 11 passaln T lIl 1N 1 fen Zn

D’apres c., 12 ~ Inl, 1 =
—+o0

a. Il est clair que f est un polynéme de degré n et de coefficient dominant (T]l)

b. f est de classe C™ sur [0; 1], positive. Si k =0, f(x) = (1 — x)™ donc f est décroissante sur [0; 1] et varie

de 14 0. Si k =n, alors f(x) = x™, donc f est croissante sur [0;1] et varie de 0 & 1.

Si k € [[1;n — 1], on calcule f'(x) = (2) (kx* 7T =)™ % — (n = k)x*(1 = x)™ 1) qui se simplifie en
(2) RN = %) = (R —K)x) = (2) X711 = x)™ % T(k — nx) donc f est croissante
. . n\ /kyk/m—kyn-k
sur [0;k/n] et décroissante sur [k/n;1] avec pour valeur maximale 5 (7) <7) . Sin = 2k, alors
n n

2k
f(1—x) = (k)(] —x)*(1 = (1 =x))* = £(x) donc le graphe de f admet un axe de symétrie d’équation x = %

n! X1 —x)"

c. Six €]0;1[ et k € N est fixé, quand n tend vers +oo, f(x) = (- KDkl (1 —x)F

or on peut aussi écrire

k
(n%!k)! =nn—1)...n—k+1) f:on donc f(x ):Ozo Wnk(l —x)™. Pas la bonne question !!!!
. N . . X + 7k 1
d. On intégre par parties dans I k (si k < n) en posant u(x) = T et v(x) =x""*, uetvsont C' sur [0;1]
k1l n—kql 1
et W(x) =xKet vV(x) = —(n—k) (1T —x)" %1 Ly = {X k—:l }0 + T]z__i_]; o (Z)Xk]ﬂ — )R
n—x /(M (n—Kk)n! n! n .
Mais =K = = = L Ainsi I =1 .
k+1 <k> k+DKmn—k)!  (k+D(n—k—1)! \k+1 ok = ke
. n+1 1
On en déduit que Yk € [0;n], Inx =Inn = fo x"dx = [1: T 1}0 = %_H

La fonction f : t — % est continue sur ]rmt; +00[ et f(t ) = O( ) donc f est intégrable sur [4; +oo[. De
s

plus, comme sin(t) = sin(n—t), on a sin(t) ~m—t donc f(t) ~ ﬁ ~ L donc f se prolonge par continuité
7T —T) T T

o sin(t)

5 dt existe.
t° —mt

+
en 7 en posant f(m) = % Par conséquent, f est intégrable sur ]mt; +oo[ donc 1 = f
s

(+D7 sin(t)
27

n
Pour tout entier n € N*, posons u,, = f dt. Ainsi, si on définit la somme partielle S, = > uy

nr 1t — 7t k=1
SITL +o0 sin(t)

1, = 5 Ldt=1
pourn > 1,ona Sy f P R— dt On sait d’apres ce qui précede que 1_1)3}00 Sn fﬂ P R— dt =1
o Sur [kr; (k+ 1)7, sin est du signe de (—1)* donc wy aussi est du signe de (—1)% : > uy est donc alternée.

K>1
e Par l'inégalité de la moyenne, on a |uy| < f (D7 __at < 1 donc lim 0
uw U = V.
& YETE, KN Jin tt—mn)  k(k+1)m k-rtoo ¥
kD7 | sin(t)] m | sin(u 4 k)| stn( )
LU 2t Js (u+ k) (u + (k — f (u+ k) (u+ (k — 1)) O 1 posan
sin(u) 31n(u)

7T
u =t—km. Ainsi [ugs1|—|uk| = f du ce qui devient

o ut(k+ l)ﬂ)(u+k7t)du_f0 W’ (ut (k1))
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_ (rsin@ut k=Dr—u—(k+Dm) " du
|u‘<+‘|_|uk‘_fo (u+(k+1)7{)(u+kﬂ)(u+( ﬂ)du——ano (u+ (k+ 1)) (u+km)(u+ (k= 1)7)

donc |uxy1] — huk| = < 0 donc (Juk|)k>1 est décroissante.

s
—2m
fo (u+ (k+ 1)n)(u—|—k71)(u+ (k = 1)m)
Le critére spécial des séries alternées montre alors que Y ui converge, on le savait déja. Il nous apprend
k>1

—+oo
aussi que le signe de I = Y uy est celui du premier terme, c’est-a-dire de uy qui est positif. Ainsi, I > 0.
n=1

a. Pour x € R, la fonction fy : t — Enit,)tz dt est continue sur R* (et méme sur Ry six # 0).
X

De plus, si x # 0, fx(t) ~ ln(zt) = o(i> par croissances comparées donc fy est intégrable sur ]0;1] par
ot x* o+t \Wt
critére de RIEMANN. Par contre si x =0, lim tfo(t) = lim tn(t) = —oo donc fp n’est pas intégrable sur
t—0t t—0+ t

10;1] car %():Jr O(fo(t)) et que t — % n’est pas intégrable sur ]0; 1].

()

Pour tout x € R, fy(t) fodis

=0 (#) donc fy est intégrable sur [1; 4+o00[ par RIEMANN.

Au final, le domaine de définition de F est D = R* et F est clairement paire sur Dp.

1

b. Comme ¢ : u+ —+ est une bijection de classe C' strictement décroissante de R% dans R%, le changement
u

0
de variable t = ¢(u) = i montre que F(1) = eroo % ( - &)du = —F(1) donc F(1) = 0.

+ +
c. Soit x > 0, en posant t = xu (facile & justifier), F(x) = f ~ En(t)z dt = f ~ %xdu. Or

0 x4+t 0 x° +x"u
tn(xu) = tn(x) + n(w) done F(x) = 20 7 Tp) —mx(") (Arctan(u)]g* = 700

Comme F est paire, au final, on obtient Vx € R*, F(x) = F(|x|) = tn Jx ‘

2| |
a. Pour n € N, on définit f, : }0; E} — R par fo(t) = S”,l(nt).
2 sin(t)

théoreémes généraux et elle se prolonge par continuité en 0 en posant f,, (0) = n car sin(u) T Ainsi, pour

Alors f,, est continue sur }0; 721} par

/2
n € N, J, est bien définie en tant qu’intégrale de fonction continue sur un segment. Jo = fo 0=0et

/2 /2
1= fo 1= % Comme sin(2t) = 2sin(t) cos(t) et sin(3t) = —4sin(t) +3sin(t), o = fo 2cos(t)dt =

2sin(]g 2 =2et )5 = [

0

(3 —4sin?(t))dt = j:t/z(z cos(2t) + 1)dt = [sin(Zt) + t} :/2 = %

/2 i el
b. Pourn € N, par linéarité de I'intégrale, on obtient J,, y2—Jn = f sin((n + 2)t) — sin(nt)

or on sait que

0 sin(t)
/2 : 7t/2
sin(a) — sin(b) = 2sin (¢ ; b) cos (& —Zi— b) donc Jnyz2 —Jn = fon 2cos((n+1)t)dt = Z[M(T(Ln%])t) .
) s . . . 2(=1)P . .
d’ott Jn42 —Jn = 0 si n est impair et Jny2 — Jn = P sl n = 2p est pair.
)

e Comme J; =J3 = %, par une récurrence immédiate, on a Vn € N, Jon 1 = Z.

2
()k

2k +

n—1 —
e Pour n € N, par télescopage, Jon =Jo + Y. (Jak+2 —J2k) = Z
k=0 =

stn(xt)

c. Pour x > 0, on effectue une intégration par parties en posant u : t — et v = f qui sont de

b
classe C! sur le segment [a;b] et on trouve f f(t) cos(xt)dt = [%

a

]f f'(t) sin(xt)dt. Or on
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peut majorer

pour la partie “toute intégrée”

[sin(xt)f(t) } b

sin(bx)f(b) — sin(ax)f(a) < 2|[f]|oo, [a;b]
x X

x

a

b b b — a)||f .
et ‘lf f/(t) sin(xt)dt‘ < lf [f'(t)]dt < ( Ol1loc, (asv) par inégalité triangulaire sur les intégrales
X a X a X

car f et f' sont continues sur le segment [a;b] donc elles y sont bornées. Ainsi, par inégalité triangulaire,

2||f b — f/
[lloe,fasb) + (0 = @)[}']loo, fast) — 0. Par encadrement, la majoration
X X— 400

b
on arrive a ‘f f(t) cos(xt)dt‘
a

b
précédente permet de conclure que lim f f(t) cos(xt)dt = 0.
x—+oo J a

d. Toujours par linéarité de l'intégrale et avec la formule sin(a) — sin(b) = 2sin (& E b) cos (& '2~_ b), on

/2 :
frouve Jnt — Jn = fo 2sin(t/2) cc:T(l(éZ)n +1)t)/2)

dt. Or sin(t) = 2sin (;) cos (2) donc, en simplifiant,

/2
Jne1 —Jn = L/; 1(t) cos ((Zn;r ])t)dt. D’apres le lemme de RIEMANN-LEBESGUE vu en c., comme
cos (—
2

% est de classe C' sur le segment {0; %} et lim 2n2—1—1 = +o00, on a nhT (Jas1 —Jn) =0.

cos (7) n—-+oo

f:t—

La suite (Jan4+1)n>0 est constante donc elle tend vers % Comme J2y = Jon41 — (Jan+1 —J2n), ce qui précede

montre aussi que liT Jon = % Comme on a les indices pairs et les indices impairs, (Jn)n>o tend vers Z.
n—+oo
. nlo(-nk o (-t 4
On en déduit que lim = 1 ce qui s’écrit aussi Y =
notoo 1y 2k 4 1 2 Zen+1 4

. 1 1 . s Mgt _ 1 kooat
a. Les fonctions t — T et t — Z sont continues et décroissantes sur R’ donc fk e < ” < fk —

k+1 k
et fk % < ]3—2 < fk : dt pour k > 2. On somme le premier de ces encadrements pour k € [2;n]
n+1 n n
pour avoir 1 + f dt Z % <14+ f dt et le second pour k > n (tout converge) pour obtenir

+oo too +oo LA T
dt dt 1 1 1 1
= < Ainsi, 1 +1 1) —1n(2) < =< 1+1 et < —- < —.
fn 2 S kz\f insi, 1 +In(n +1) n()\];::]k\ + In(n) n\kgnkz\n—1
n 1 +oo 1 1
On en déduit par théoreme d’encadrement que Z = ~ In(n) et -5 ~ .
k=1 k + k=n ke +oon
= 1
On peut procéder de la méme maniére pour montrer que ». —3 ~ —— mais on peut aussi établir que
k=n k> 400 2n
2 1 1 2k — 1 2 2 ; A
= {——>5 — —5 = —5—— car 2k* — 4k + 2 < 2k“ — k ce qui, en sommant et par télescopage, donne
K (k=17 kT K (k—1)? A P pag
= 1 IS 1
la majoration < ———. Ainsi, —- = O(—)
) Z K T 2(n—1)? k;n K> +oo \n?

1
(1+¢)"
donc f,, est intégrable sur R, d’aprés RIEMANN car 3n > 1. Ainsi, pour tout entier n > 1, le réel u,, existe.

b. Pour n € N* la fonction fn, : Ry — Ry définie par f(t) = est continue sur Ry et f,(t) ~

tSn

c. Soit n € N* on effectue une intégration par parties en posant u(t) = et v(t) = 1 dans

(1+ t3)”
I'expression de 1, les deux fonctions u et v sont de classe C! sur Ry et tli_T u(t)v(t) = u(0)v(0) = 0 donc
—+00
—+oo “+o00 3
_ t } _ —3nt
Un [(1 +t3)n 0 fo (] +t3)n+1 :

Pintégrale (les deux intégrales convergent), on obtient u, = 3n(un, —un41) donc unyq =

En décomposant t3 = (1 +t3) — 1 et en utilisant la linéarité de

d. viig1 —vn = aln(n+ 1) + In(un41) — xln(n) — In(un) = aln (1 + l) +In (1 — SL) donc, avec les
n n
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développements limités, vy y1 — vy = = + O(%) — i + O(%) +:Oo (cx — %)% + O(ﬁ)

o Si o # %, Vngl —Vn ~ (oc > donc > (vn41 — vn) diverge par RIEMANN.
+oo n>1
donc > (vni1 —vn) converge par RIEMANN.

24
n
1
3
) n>l1

e Six= %, V41 —vn+:OCO(
Ainsi dualité suite-série, la suit sl 0) si et seulement si o = L
, par duallte sulte-serie, la sulte (Vn)n>1 converge (VeI‘S un ree ) S1 et seulement S1 x = 3 .

Comme v,, = % n(n)+in(un) = In (n'/3u,) et que 1111 vn = {, en utilisant la continuité de I’exponentielle,
n——+oo

1/3,,  — ¢ P . e
on en déduit que nBToon un, =e" # 0. On a donc Iéquivalent u,, fodirmg
Tout d’abord, comme la fonction fp : RY — Ry définie par fp(t) = M%%n(t) est continue et que

fu(t) Y tb%]’ la fonction f, est intégrable sur |0;n| (pour tout entier n € N*) si et seulement si b —1 < 1.

Ainsi, la suite (un)n>1 est bien définie si et seulement si b < 2.

a. Sib>0etb#1,onadoncb €]0;1[U]T;2[...4 terminer.

e Soit maintenant b < 2, alors comme f(t) o ZtLb donc f est intégrable sur R’ si et seulement si b > 1 et
oo

f+°° Arctan( )

nous poserons dans ce cas I, = dt > 0 (si b €]1;2] donc).

dt
(1—b)(1+t%)t>!

5= > 0 (si b €]0; 1] donc).

n Arctan( ) ,. _ Arctan(n) n d
at (1 —b)nt! _fo (1=1b)( Jtrtz)t

L . o +oo dt
est intégrable sur R’ ssi b > 0 et dans ce cas, on note J, = fo (=00 + tz)t
+o0 Arctan(t)

. s . n Arctan(t) n Arctan( )
. < —_—— A4t~ [AdhdindldNTA
b. e Si b < 0, comme l'intégrale f;} A dt diverge, on a fo b dt ol f1 b dt et

Md oo (MArctan(t) o oomo M dt " Arctan(t) . s [Tt
f] s < f] o dt < 5 f1 0 donc fo e dt est ”de l'ordre de f donc

eSib< 1, parIPPf =t etg:t—

on encadre

13

de ——.
nb-1
+oo
eSib—1, f Arctan(t)

nArctan(t) . g M1, (™ Arctan(l/t)dt
, ; ST ar=T [ ar - [ ATEEEES

dt diverge aussi, et comme f] g g ,

on a fn Arctan(t) dt ~ min(n) car la fonction t — Amtaig(]/t) est intégrable sur [1;+o0].
0 t +o0 2 t

e Sib €]1;2], on a donc un o I—‘l’l et Y. un converge si et seulement si a > 1.
° n>1l

® Sib €)0;1[, on a donc upn ~ ———T——p—7 et > u, converge si et seulement si a +b > 2.
+oo (1 —b)n n>1
e Sib €] —o0;0], on a donc (par majoration ou minoration) > u, converge si et seulement si a +b > 2.
n>l
. min(n) . .
c. Sib=1,onauy, ~ ——;=* donc > un converge si et seulement si a > 1 (BERTRAND).
+oo  2n n>1

a. La fonction y? —y'24y"2 —(y+y'+y")? est continue sur R, par hypothese donc elle y admet des primitives.
De plus, y* —y? +y"? — (y+y'+y")* = —2y —299 —2yy’ —Zy’ "= =) =) = 2uy) = (—(y+y)?)-
Ainsi, —(y +y’)? est une primitive sur Ry de y2 —y2 +y"2 — (y +y’ +y")?.

2 "2
b. L’inégalité classique |yy”’| < % montre, par comparaison, comme y? + y”? est intégrable sur R,

—+oo

par hypothese, que yy” est aussi intégrable sur R. Ainsi, l'intégrale fo yy” converge.

Pour x € R,, par intégration par parties puisque les fonctions y et y’ sont de classe C' sur [0;x], on
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a fx 2 = [y — “yy”. Or on sait que [ yy” converge et que, par le théoreme de la limite
0 Yy~ = YYlo o yy . q 0 vy g que, p

X
monotone, comme x — fo y’? est croissante sur R, elle admet une limite finie ou elle tend vers 4oo
quand x tend vers +oo. Il en est donc de méme pour yy’. Mais si on avait llmyy’ = +o00, on aurait
o0

X 29x
lim f yy' = Um {L] = +00 ce qui montrerait que lim y2(x) = 400, en contradiction avec la
x—+o00 JO x—+oo L 2 1o X ——400

+o0 +oo
convergence de fo y2. Ainsi, par 'absurde, on a prouvé que fo y’? converge.

2 2
c. Comme avant |[yy’| < H—EL donc yy’ est intégrable sur R, par comparaison car y? et y’? le sont et, &

nouveauf+oo ! or2 [~ "(t)dt = [y?)X = 2 _y(0)%,d 2 admet limite fini
» J, vy’ converge. Or 2 | y(t)y'(t)dt = [y*]y = y(x)= —y(0)*, donc y~ admet une limite finie en

+oo
+00. Mais comme fo y? converge par hypothese, cette limite est forcément nulle donc liT y(x) = 0.
X—>400

N 2 "2
d. A nouveau, |y'y”| < MJ;— donc y'y” est intégrable sur R, par comparaison car y’> et y”? le sont
. ’ +OO . . x 2 2 2 . . .
donc l'intégrale fo y'y” converge. Ainsi 2 f; y'(ty” (t)dt = [y"°]5 = y'(x)* —y’(0)* admet une limite finie

—+oo
quand x tend vers +o00. Si on note { = liT y'(x)? € Ry, comme fo y’? converge, on a forcément £ = 0
X—+00

ce qui montre que lim y'(x) =0.
X—+00
e. Comme vy, y’, y” sont de carrés intégrables d’aprés ce qui précede, la fonction y +y’ +y” Dest aussi

donc y? —y? +y"? — (y +y' +y”)? est intégrable sur R, par somme. De toutes facons, pour x > 0,
X
fo (2 —y?+y"? — (y+v +v")?) = [-(y +v')?]§ d’apres la question a. et Em(g +1y")? = 0 d’apres les
o0

. . +oo
questions c. et d.. En passant & la limite, on a fo W —y?+y"? = (y+v +v")?) = (y(o) +y'(0)%
“+o0

400 +oo +oo
2 _ 12 "2 __ l M2 _ ! 2 fndaritd LA 3 AN
fo y fo Y+ fo y fo (y+y +y”")* = (y0) +y'(0))” par linéarité de l'intégrale d’on

400 +oc0 +oo +oo .« 4 s
fo Y2+ j;) Y2 - fo y? = j; (y+y +y")? + (y(0) +y'(0))? > 0 et I'inégalité attendue.

f. Pour qu’il y ait égalité dans I'inégalité de la question précédente, il est nécessaire et suffisant que ’on ait
y(0) +y'(0) =0 et que (E) : y” +1y’ +y = 0. Comme les racines de X? + X + 1 sont j et j2, les solutions

sur Ry de (E) sont les fonctions y : x — (A cos (?X) + Bsin (%x))e% avec (A,B) € R?. Comme

y(0) = A et y'(0) = -2 + @7 la condition y(0) +y'(0) = 0 équivaut & 2 + ﬁB =0ouA = —/3B.

2 2 2 2
+ + +
Ainsi, les fonctions y telles que fo Ooy’z = fo Ooyz + fo Ooy”z sont les fonctions (en posant A = 2B € R)
Yy :ix > )\( — ?cos (éx) + % sin (éx))eiTX = Asin (%x — g)e%.

Questions de cours :
e Soit un intervalle I et f,g : I — R deux fonctions continues par morceaux et de carré intégrables sur

2 2
I. Alors, puisque |[fg] < %&7 Iintégrale fI fg converge par comparaison. Soit ¢ : R — R définie par

o(t) = fl(f + tg)? ; lintégrale converge car (f + tg)? = f2 + 2tfg + t?g? est intégrable sur I par somme
de fonctions intégrables. Ainsi, ¢ est bien définie et elle est polynomiale par linéarité de I'intégrale et on a
2
_ 2 2 : .
o(t) = fIf +2tf1fg +t fg . Traitons deux cas :

— Si fl g% = 0, alors ¢ est affine et positive sur R donc elle est constante et on a donc fI fg = 0.

2
Alors I'inégalité (fI fg) < fl 2 x .[1 g? est clairement vraie (0 < 0).
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— Si fl g? > 0, comme ¢ est positive sur R, son discriminant est négatif (on ne peut pas avoir deux

2
racines réelles car ¢ serait négative entre les deux). Ainsi, A =4 fI 2 x fI g2 —4( fl fg) < 0 ce qui

2
est a nouveau 'inégalité (flfg) < flfz X flgz.

2
Dans les deux cas, on a I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ : (fI fg) < fl 2 x fI g’

e Soit la fonction f : Ry — Ry telle que f est nulle sur [O; ﬂ et, pour tout entier n € N* la fonction

f est affine sur {n — 22%;11} et sur [n;n + 22%} avec f(n - 22%) = f(n + 22%) =0et f(n) = 2™ et

telle que f soit nulle partout ailleurs que sur ces intervalles. Alors f est intégrable sur Ry et on trouve

f f = 2 bien que la fonction f ne tende pas vers 0 en +o0o. En effet, si x, = n + 22%, on sait calculer
+

e o5 ] - 1
fo 21 7 X PASLI (2 X 22]‘) ( - 2—) qui tend vers 2.

b
a. La fonction g : t — tf(t) est continue sur le segment [a; b] ce qui justifie I'existence de I'intégrale f tf(t)dt
a

dans laquelle on effectue le changement de variable t = @(u) = a+b —u avec ¢ qui est bien de classe C' sur

le segment [a; b] et qui vérifie ¢(a) =b et @(b) = a. Ainsi, d’apreés le cours et d’aprés ’hypothese faite sur
b a b

f, on a f tf(t)dt = fb (a+b—u)f(a+b—u)(-T)du= f (a+b —u)f(u)du. Par linéarité de 'intégrale,
a a

b b b
on adonc I=(a+b) f f(t)dt — I ce qui prouve que 1 = f tf(t)dt = azib f f(t)dt.
a a a

b. La fonction g : t — % = tf(t) est continue sur le segment [0;7] donc J = f %
14 cos“(t) 0 1+cos“(t)
existe. On vérifie bien que Vt € [0;7], f(m —t) = _sin(m—t) _ f(t) ce qui montre avec la question a.

1+ cos?(m —t)

™ tsin(t) n ™ sin(t) n x_ T
—so—dt = = ———F—dt = = |— Arct t = =.
que -[;) 1+ cos?(t) 2Jo 1+ cos?(t) 2[ retan(cos(t))] 4

a. La fonction f :]0; 1[— R définie par f(x) = W =x"2/3(1 —x)71/3 est continue sur ]0;1[. De
2 —

1 1 ) N . 1 2 . , 1
lus, f(x) ~ ———= et f(x) ~ ——= donc, d RIEMANN - <2< 1, festint bl [7;1{
plus, f(x) S TI— et f(x) o 7273 done, dapres puisque 3 < 2 est intégrable sur |2
1
dx ;
et } 2] donc sur ]0; 1[. Par conséquent, l'intégrale fo (xz - x3)1/3 converge donc I existe.

w3
1T4+u
@ : R% —]0; 1] est une bijection strictement croissante de classe C' dont la bijection réciproque est la fonction

—+oo —+oo
e ix 1 X = Par changement de variable, I = fo flo(u))e'(w)du = fo ] —(li—uus (apres calculs).

Méme si ce n’est pas demandé, on peut transformer 'intégrale I en posant x = ¢(u) = 3 car la fonction

+
On effectue ensuite le changement de variable u = ¢ (v) = 1 dans f1 > ] iu 3 car P :]0;1] — [1;400[ est
v

“+oo
une bijection strictement décroissante de classe C' donc f1 — f] T3 + (apres calculs). On

1 + u?
obtient donc, puisque v est une variable muette qu'on remplace avantageusement par u et que 1’on factorise

+oo 1 1 1 1
3 _ 2 _ du du udu (] +u)du _ du
Tl = (1w —ut 1), 1= [ y= [ s+ [ /, =)

1+u T1+u 1+u3_ T+u —u+1

2 2
b. Avec cette expression de I, et en mettant u?> —u+ 1 sous la forme (u— l) +% =3 (1 + (M> ), on

2 4 V3
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2
—du

1 1
_ _ 2 u—1\] _ 4 1
trouvelffo uz—u+1 \[f <]+(2u—1> ) = \/g{Arctan< /3 )}o \/gArctan(\/g) par
V3
imparité de Arctan. Or Arctan (%) =T donc I = 32\7/%.

a. Soit f: Ry — R définie par f(t) = v/t + ay/t + 1 +by/t + 2. La fonction f est continue sur R pour tout

(a,b) € R2. De plus, comme Yt > 0, f(t) = \/‘E(l +a\/1 —|—%+b 1+%) et que /1 —Q—x?l + % + 0(x?),

on obtient en 400 le développement asymptotique f(t) = \/’E(U +a+b)+ (% + b)% +0 (tlz))
“+o0
eSilT+a+b#0,f(t) ~(1+a+b)y/tdonc lim f(t) = +oo selon le signe de 1+ a+b : f f diverge.
+o0 t—4o00 0

eSil4+a+b=0cet % +b #£0, alors f(t) -~ w\/‘g/z) donc f garde un signe constant au voisinage de 400
(o)

. +° gt . s +oo . . too |
et, puisque f] ﬁ diverge d’apres RIEMANN, f] f(t)dt diverge aussi donc fo f diverge.

: _ a _ _ 1 P oo gt
eSilT+a+b=0et 5 +b =0, alors f(t) = 0 (m> donc f est intégrable sur R, car f1 372 converge
N . . . ’ +m
d’apres RIEMANN. Ainsi, 'intégrale fo f converge.
. +oo . . a <1
Par conséquent, fo f converge si et seulement sil+a+b=>+b=0, cest-a-direa=—-2etb=1.

b. Dans ce cas, fox f(t)dt = [%ts/z - %(t—l— 1)3/2 4 g(t—|—2)3/2} donc, puisque (1 +u)3/? *1 + == 3u +0(u?),

3/2 3/2 3/2 32
o o204 - {119 +0(). Ao

o VX
obtientl:f (VE+aViFT+bvET2)dt= lim f (t)dt

3
4
g (1 —+/2) ~ —0,55.

Analyse : soit f: Ry — R vérifiant les hypotheses de ’énoncé. On peut ré-écrire la troisieme condition,
. , . .. X 2 x+f(x) ,
puisque f’ est continue de primitive f, sous la forme Vx > 0, j;) f/(t)dt = f(x+f(x))—f(x) = f f/(t)dt.
X
Dans cette derniere intégrale, on effectue le changement de variable t = x + f(u) = @(u), licite puisque ¢
est strictement croissante, de classe C' et réalise une bijection de [0;x] dans [x;x + f(x)], et on obtient
x+f(x)
f f'(t)dt = f(x + f(x)) — f(x) = f f'(x + f(u))f'(u)du. Par linéarité de l'intégrale, comme on a
x
x
Vx >0, f £(t)2dt > f f(x + f(w))f (w)du, il vient Vx > 0, f £(£) (F(t) — ' (x + £(1))) dt > 0.

Or, par hypothese YVt e [0;x], f'(t) >0et f'(t) —f'(x+f(t)) < O0cart < x<x+f(t) puisque f' est croissante.

[0
La fonction g : t — /() (f/(t) — f'(x + f(t))) est continue et négative donc fo () (F/(t) — ' (x + (1)) dt < 0

et on conclut que fo /() (f(t) — '(x + f(t)))dt = 0. Un théoreme du cours nous apprend, pour x > 0,
que g étant continue et négative et d’intégrale nulle sur [0;x] ne peut étre que la fonction nulle. On a donc
Vx >0, Vt € [0;x], /() (f'(t) — f'(x + f(t))) = 0 donc f'(t) — f'(x + f(t)) = 0 car f'(t) > 0. Pour x > 0 fix¢,
on prend t = 0 et on obtient '(x) = f(0) donc " est constante sur R donc sur Ry puisque f est de classe
C! sur R,. Comme f(0) = 0, il existe donc une constante a € R telle que Vx > 0, f(x) = ax. Mais f est

supposée strictement croissante ce qui impose a > 0.

Synthese : Soit a > 0 et f : x — ax, alors f(0) = 0, f' est croissante et f' = a est strictement positive et, pour
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X X
tout réel x > 0, fo /(t)%dt = fo a?dt = a?x = af(x) = a(x + f(x)) — ax = f(x + f(x)) — f(x).
En conclusion : par double implication, on a montré que les fonctions f vérifiant les conditions de I’énoncé
sont exactement les fonctions linéaires f : x — ax avec a > 0.

Méthode 1 : Comme f’ est bornée sur Ry, on a ff' = O(f) donc, comme f est intégrable sur R et que

—+oo

+o0
ff' est continue sur Ry, la fonction ff’ est aussi intégrable sur Ry par comparaison. Ainsi, fo f(t)f'(t)dt

x
converge ce qui garantit 'existence d’une limite finie de fo f(t)f'(t)dt quand x tend vers +oo. On peut

2\ 1% 2 2
_ 2000 > x y :{f()}:f(x)_f(o) .
donc poser ¢{ XEToof (x) = 0 car fo f(t)f'(t)dt > 1, 5 > Comme f est positive,

f(x) = 1/f2(x) donc, par continuité de la fonction racine, liT f(x) = v/£. Mais comme f est intégrable sur
X—400

R, on sait d’aprés le cours que ceci impose v/{ = 0 donc 11111 f(x) = 0 comme attendu.
X—>+0o0

Méthode 2 : (méthode proposée par 'examinateur 777) supposons que f ne tende pas vers 0 en +o00. En
niant Ve > 0, Ja € Ry, Vx > a, 0 < f(x) < ¢, il existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout réel a > 0, il existe
x > a tel que f(x) > e¢. On crée une suite de points (xn)n>o de la maniere suivante :

- avec a = %, il existe xo > % tel que f(xp) > e.

- soit n € N tel que les réels positifs xg, - - -, xn, soient définis, alors on prend a = 1+x, = 0 et il existe
Xnt1 > 14 xqn tel que f(xn41) > e.
Par construction, on a défini une suite strictement croissante (xn)nen telle que Vn € Ny xp41 —xn > 1 et

f(xn) > &. Par une récurrence simple, on montre que Vn € N, x, > n donc 1111 Xn = +o00.
n——+oo

Par hypothese, il existe M > 0 tel que ¥x > 0, |f'(x)] < M. D’apres le théoreme des accroissements finis,
[f(x) — f(xn)| < M|x — x| donc f(x) = f(x) — f(xn) + f(xn) > ¢ — M|x — x| donc f(x) > % des que

Ix —xn| < ﬁ Posons o« = Min (ﬁ, %) >0, on a donc Vx € [xn — o xn + o, f(x) > % Par construction,

les segments [xn — o;xn + &f ne se chevauchent pas car o < On en déduit, puisque f est positive,

N [—

o vn € N, ‘/;)x.l-s-“f(t)dt > i (ka-"_af(t)dt) > (n+ 1)(2a)(e/2) = (n + Nae (I). Or la fonction

k=0 ¥ XkTX

X +oo
X fo f(t)dt est croissante et elle tend vers fo f(t)dt par hypothese ce qui est contredit par I'inégalité

. . Xnto _
(I) qui prouve que xEToo fo f(t)dt = +o0.

On a donc prouvé par Pabsurde que lim f(x) = 0.

X——+00
[0 4
Pour tout « € R, la fonction fy : t +—> 1:_ " est continue sur R% .

e Comme fy(t) Y t* = t_%, la fonction fq est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si —x < 1 <= a > —1
par comparaison et par le critere de RIEMANN (en 07).

e Comme fq(t) o S lp——
oo

= T fo est intégrable sur [1;+o00] si et seulement si 1 — x> 1 <= a < 0

par comparaison et par le critéere de RIEMANN (en +00).
Ainsi, fy est intégrable sur R si et seulement si a €] — 1;0[. Et comme fo est positive, l'intégrale

+oo
fo fo(t)dt converge si et seulement si f, est intégrable sur RY, c’est-a-dire si et seulement si « €] —1;0[.
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a. Six =0, la fonction t — t?i% est nulle sur R donc y est intégrable et f(0) existe.

L’existence de f(x) et celle de f(—x) sont équivalentes par imparité de la fonction sin et, en cas de convergence,

on aura f(—x) = —f(x) donc f est une fonction impaire sur son ensemble de définition.
Soit x > 0, posons u : t _cos(xt) etv:t ] —:tz’ alors u et v sont de classe C' sur Ry, u(0)v(0) =0
2
et lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées. Ainsi, comme w/(t) = sin(xt) et v/(t) = ——t  les
t%Jroo()() p p ) () ( ) () (]_|_t2)2;

+ i + —t2
intégrales f = Mdt et f = %dt sont de méme nature et, en cas de convergence, on
0 T+t 0 x(14+t7)

+o0 (1 —t7) cos(xt 1 —t%) cos(xt . 1
aura f(x) = fo %dt Or gy : t— (x(1—|)——t2)g) est continue sur Ry et gy(t) +:000(t—2)

donc gy est intégrable sur R.. Ceci montre l'existence de f(x) pour x € R. Ainsi, la fonction f est définie

+ _ 42
et impaire sur R et vérifie Vx € R*, f(x) = fo ~ %dt
X

b. Pour x > 0, puisque f(x) existe, on effectue le changement de variable t = ¥ = @(u) avec @ strictement

+oo i +oo i
croissante, de classe C' et bijective de RY dans R, et f(x) = f u SIYW gy = f uzmin(uz)du.
0 X g4pLox 0 x°+u

- +oo . too sin(u) . .

Ainsi, f(x)—1= (L - l) sin(u)du = —x? ——5——>—du. Comme on sait que |sin(u)| < u

H0-1= [ (g 1) sint) Jo s que |sin(w)] <

et que la fonction u +— ﬁ est intégrable sur Ry, on peut majorer par inégalité triangulaire et on
X" +u

: 2 [t __du 21 u)]" - omx £ )
obtient 0 < |I — f(x)|] < x f — s = x [f Arctan <7)} = X Par théoréme d’encadrement,
0 x“4+u X x/J1o 2
comme Um ™ =0, on obtient la limite lim f(x) =1
x—0+ x—0t
)
Comme | cos(xt)| < 1 et que la fonction t — ﬁ est intégrable sur R, encore une fois par inégalité

2
1t |2 dt. Par encadrement, lim f(x) = 0.

triangulaire, avec ’expression vue en a., on a |f(x)| < 1 f P
g , p ’ ‘()|\X 0 (]+t2) X—r 400

sin(t)

+
c. Comme l'intégrale f o dt converge d’apres I’énoncé, on peut utiliser CHASLES pour 1’écrire sous la

k77t
forme I = Z f sin )dt Pour k € N, on effectue le changement de variable t = u+ kn = ¢ (u) dans

k77 gin
J %

k7t

du.

k77 sin(t) dt = f” sin(u + kn)

dt avec declasseC1s le segment |[0; our avoi
vec Qi ur gment [0; 7t] pour v1rf 6wt

k7t t

K7+ i
Or sin(u + kn) = (—=1)¥ sin(u) ce qui donne bien f T sint )dt (—1)k fon sin () du. Finalement, on a

k7 t u + km
. . - . £ 7 sin(u)
bien une expression de I sous forme de somme de série numérique, I = > (—1) o urk
k=0 U K7

ook
d. Posons, pour k € N, u, = f wdu. Alors ux > 0 car sin est strictement positive sur ]0; [ et

0 u—+km

que u — sinfu) est continue sur [0;7]. Comme Yu € [0;7], sin(u) < sin(u) , on obtient ux41 < ux
u + km +k+1)n " u+tkn
7T
par croissance de l'intégrale. De plus, si k > 1, il vient 0 < uy < fo kidu en majorant sin(u) par 1 et
en minorant u + k7t par km. Ainsi, 0 < ux < % donc, par encadrement, klim ux = 0. Comme la suite
—+o0
(uk) k>0 est décroissante et tend vers 0, le critére spécial des séries alternées montre que Y (—1)¥uy converge.
k>0

On le savait déja d’apres la question précédente. Mais il dit aussi que les sommes partielles consécutives
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n
constituent un encadrement de la somme I. Ainsi, pour tout entier n, en notant S, = > (—1)*uy, on a
k=0

la double inégalité Son4+1 < I < Son. En particulier, up —u; < I < up done I > up —uy. Or, en écrivant
1 mtsin(u)

Uy — uy = fonsin(u)(i - )d = " mein(u) u(u +m)

0 u(u+m)
non nulle sur [0;7], on a up —uy > 0 donc I > 0. On le sait déja car on connait l'intégrale de DIRICHLET

du, comme u — est continue, positive et

u—+m

+oo gin(t) T , P .
I= fo L dt = 5 mais ce n’est pas au programme et ce qui précede montre bien que I > 0.

Comme f(0) =0 et 1112)1+ f(x) =1 > 0, la fonction f n’est pas continue en 0.
X—

a. Les fonctions u : t — At + cos(t) et v : t — % sont de classe C! sur [1;+oo[ et tli_T u(t)v(t) = A donc,
— 400

oo A — sin(t)

par intégration par parties, la convergence de

+
dt équivaut a celle de f1 > M%zos(t)

¢ cotsz(t)

+oo
est continue sur [1;4o0] et %Z(t) = <t]7> donc f1 Cotsz(t) dt est absolument convergente
o0
. R . At _ A . . o oo A .
par comparailson et, meme si t —> oSl est continue sur [1;4o00[, I'intégrale : ¢ dt ne converge que sl
oo A — sin(t)

: dt converge si et seulement si A = 0.

A = 0 d’aprés RIEMANN. Ainsi, par somme, f1
X
b. Comme f est continue sur R, on peut définir F : x — j; f(t)dt la primitive de f qui s’annule en 0. De

plus, f est continue sur le segment [0; T] donc elle y est bornée, et étant T-périodique, elle est bornée sur R.

Méthode 1 : notons M = ||f||oc,r. Soit x > 0 et Pentier ny tel que n,T soit le plus grand multiple de
T inférieur & x, ce qui se traduit par n,T < t < (ny + 1)T < n, < % < ny +1 donc ny = {?J

x M= A(k+1)T x T .
Par CHASLES, F(x) = fo f(t)dt = kzo fkT f(t)dt + fn Tf(t)dt. Posons I = fo f(t)dt, ce qui donne

F(x) = nXI—i—f:T f(t)dt. Par inégalité triangulaire, on a ‘ f: T f(t)dt‘ < f: Mt = M(x—nyT) < MT et on

a donc F(x) = nyI+0(1). L'inégalité nyT < x < (nyx+1)T montre que x —ny T = O(1) donc ny = %4—0(1).

oo

-
Posons m = % fo f(t)dt = % qui représente la valeur moyenne de f sur une période, de sorte que ce qui

précede s’énonce F(x) = Loy 0(1) = mx+ 0(1).
+oo T +o0
T
Méthode 2 : posons m = %fo f(u)du = @, g:x— F(x)—mxeth:x+— g(x+T)—g(x). Comme F est

dérivable par le théoreme fondamental de I'intégration, g et h le sont aussi et on a h/(x) = ¢'(x + T) — g’(x)
donc W' (x) = F(x+T) —m —F(x) + m = f(x + T) — f(x) = 0 par hypothése. Comme R est un intervalle,
h est constante et h(0) = g(T) — g(0) = F(T) — F(T) = 0 donc h est nulle sur R. g est donc T-périodique et,
comme avant puisque g est continue, elle est bornée sur R donc F(x) = mxt o(1).

Concluons : les fonctions uw : t — At — F(t) et v : t — 1

w(tv(t) = At — (mt+0(1))
+o0 t
At —F(t) _ At—mt— (ZF(t) -mt) _ A-—m) n F(t) - mt F(t) — mt ( 1
t

nature. Comme =0 —) d’apres
t? t t 2 oo \t? P

1 , —
sont C' sur Ry et tLlToo u(t)v(t) = A — m car

+o0o )\ — +oo —
. Par intégration par parties, f1 }\tﬁdt et f1 MtizF(t)dt ont méme

+oo A — f(t)

ce qui précede, comme a la question a., f1 dt converge si et seulement si A = m.
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a. Soit h: R — R définie par h(x) = x — cos(x). h est dérivable sur R et h/(x) = 1+ sin(x) > 0 donc,
comme R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux
réels a < b tels que h(a) = h(b) et on aurait ¥x € [a;b], h/(x) = 0, ce qui est impossible car f' ne s’annule

qu’en les réels de la forme 7% +2km (k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1 et

h(1) =1 —cos(1) > 0. Par le théoréme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0;1] tel que h(c) = 0 donc
un unique point fixe ¢ de cos sur R. On trouve numériquement ¢ ~ 0, 74.

b. Supposons qu'il existe une fonction f : R — R dérivable telle que fof = cos. En appliquant f, on obtient
fofof=focos donc cos of =focos ce qui, en c, devient f(c) = cos(f(c)). D’aprés 'unicité montrée a la
question a., on en déduit que f(c) = c. Si on dérive f o f = cos, on obtient ' x (f' o f) = —sin ce qui, en c,
devient '(c)? = — sin(c) < 0 car, comme ¢ €]0; 1[C]0; [, on a sin(c) > 0. NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f: R — R dérivable telle que f o f = cos.
c. Supposons qu’il existe une fonction f : R — R continue telle que fof = cos. Comme en b., on a f(c) = c.
Si f n’était pas injective sur [0; 1], alors il existerait deux réels x et y tels que 0 < x <y < 1 et f(x) = f(y) et
on aurait fo f(x) = fo f(y) = cos(x) = cos(y) et la fonction cos ne serait pas injective sur [0;1]. NON !
Ainsi, f est injective sur [0; 1] donc, par continuité, elle y est strictement croissante ou strictement décroissante.
Comme f est continue en c, il existe o > 0 tel que Vx € [c — asc + «f, 0 < f(x) < 1 (il suffit de prendre
¢ = Min(c,1 —c) ~ 0,26 > 0 dans |f(x) — f(c)| < ¢). On aurait donc, comme f est strictement monotone sur
[c — ;¢ + o et que f([c — ;¢ + «]) C [0; 1], intervalle sur lequel f est aussi strictement monotone (la méme
monotonie) et, par composée, la fonction f o f = cos serait strictement croissante sur [c — a; ¢ + «f. NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f: R — R continue telle que f o f = cos.

a. Pour n € N*| la fonction f,, : x — x™e®* est continue sur Ry et |[fn(x)| = xMe /2 = o(%) par
oo \x

“+oo
croissances comparées donc f,, est intégrable sur Ry et I, = fo fn(x)dx existe. Pour tout entier n > 1,

wx
les fonctions w : x — x™ et v : x = &— sont de classe C' sur Ry, u(0)v(0) = 0 et 1111 u(x)v(x) = 0 par
w X—+00

—+o0
croissances comparées donc, par intégration par parties, In = — 2 o x"lewXdx = — 1, 4. Par une
w w
récurrence simple, on en déduit que I, = n!(—j)™*' car w = j2 donc 1_ .
w
+oo +o0
Ainsi, pour k € N*, on a Im(I3x—1) = 0 = Im (fo x3k*1e“’xdx) = —fo x3k—Te=x/2 gin (?x)dx.

Dans f(;roo x3k=Te™*/2 5in (?x) dx = 0 (vue sur R} ), on pose x = @(t) = t'/3 avec ¢ qui est une bijection
. : 1 " " 1 (1/3)—t'73/2 o (V3,173 ,-2/3
strictement croissante de classe C' de R} dans R7 et 3 fo t e sin (Tt >t dt =0
too w13 (V3,13 n o
donc, en posant, n =k—1,on aVn € N, fo e sin (Tt )t dt = 0. En définissant g : Ry — R
— It 3
e (B9)

b. L’énoncé nous incite a admettre le théoreme de STONE-WEIERSTRASS, il s’agit de l'approximation

+oo
par g(t) =e , la fonction g est continue et non nulle sur R et Vn € N, fo g(t)t™ =o.

uniforme de toute fonction continue sur un segment par des polynomes. Soit donc e > 0, il existe par

ce théoreme un polynéme P € C[X] tel que Vt € [a;b], |[f(t) — P(t)|] < ¢, cest-a-dire ||[f — P|| [a;p] < €.
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d b _ b b_
Ainsi, en écrivant P = > anX™, on a f (f — P)f = f f|]2 — f f|P or, par linéarité de l'intégrale,
n=0 a a a

b _ b
f TP = Z f f(t)thdt = E f t)t™dt = 0 donc f (f—P)f = f [f|2. Or, par inégalité triangulaire,
a
‘ f f—P f‘ |f— P[] < [If = Pl[oo,[asb] f [f| < e(b— a)|[f]|oo,[a;b) car f est bornée sur [a;b] puisque

continue sur le segment [a;b]. En faisant tendre e vers 0, il vient f |f|> = 0. Comme |f|? est positive et
a
continue sur [a; b] non réduit & un point, |f|? est nulle sur [a;b], donc f est nulle sur [a;b] comme attendu.

/2
La fonction f : t — % est continue sur le segment [O; E} donc I = f % existe.
14+ msin“(t 2 0 1+ msin“(t)
tan?(t)
1+ tan?(t)’

1 _ 1 1+ tan?(t) Or ¢

)
721 on en déduit que, pour t € {O; I [,

[ et, puisque sin?(t) = 5

Soit maintenant f définie sur [O;

1+ msin?(t) 14+m tan’() 14 (m 1) tan’(t)’
1+tan?(t)

:t — tan(t) est une bijection

on a f(t) =

strictement croissante et C' de [0; %{ dans RY et ¢'(t) =1+ tan?(t), donc par changement de variable,

+oo0 oo
= . du {¥ Arct (\/ 1 )} = —" ___ 1y avait d’autres questions
fo T+ m+d [ Vmrr 0 mET, Wmi1 Y K '

; . 1 1

a. Pour x € R, la fonction gy : t — VAT est positive et continue sur R* et gy(t )r(\; /D et
1 s o s o . 1

gx (1) fodbe=zersn D’apres le critere de RIEMANN, gy est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si x + 7 < 1 et

gx est intégrable sur [1;+oo[ si et seulement si % +x > 1 donc f est définie sur I = } — % E{ car pour une

fonction continue positive, la convergence ou ’absolue convergence de 'intégrale sont équivalentes et que gy
est intégrable sur R si et seulement si elle 'est sur ]0; 1] et sur [1;+o0].

b. Pour x € I, on pose t = 1_ @(u) avec @ qui est strictement décroissante, de classe C! et bijective de
u

0 \/E d +oo d .
R dans RY et f(x) = [ o dy) — —du__ f(_x) donc f est paire.
% dans R% et f(x) f+oo T e 2 fo YT ) (—x) donc f est paire
. 1 efxln(t) a
c. On a admis qu’en notant g : (x,t) — = ,onaVvx €1, f/(x) = 99 (x, t)at

VI +1) Vi(1 +t) o
(c’est la formule de LEIBNIZ). On peut bien slir le montrer en utilisant deux fois le théoréme de dérivation
(—in(y)?e ™ _ (—n(1)®
= >0,
V(1 + 1) V(1 + t)

" +oo 629 : . o
on a f (x,t)dt > 0 donc f est convexe. Comme f est paire et dérivable, sa dérivée en 0 est

2
sous le signe somme(voir plus tard dans I’année). Comme g—g (x,t) =
x

nulle donc, comme f’ est croissante car f” > 0 sur lintervalle I, ' est positive sur [O; %[ et négative sur

] -1 O] donc f admet son minimum absolu en 0. Comme f(0) = f+oo " —— [2 Arctan(\/{)} o s
2’ o Vi(1+1t) 0 ’
on a bien Vx € I, f(x) > f(0) = .
1 41/ —x T ) . 1 dat
d. Comme 7(]/2) = fo t"\/ fo pres /2) = [(]/2) — 0,on évalue la différence entre fo 7{‘\/{(1 .y
1 1 1 1
dt dt dt tdt t
t INRy. O - = —F —— et <t
o g PO S - fOtX\/ fo 5Vt fOtX\f( I

! tdt Tt [aB/x 1
fo V(1 + 1) S fo x=(1/72) [(3/2) —x}o (3/2) —x S dou Uo tx\[@ +1)  (1/2) —x‘ st
_ [ dt +oo ! dt _
e. Avec CHASLES, f(x) = fo 00 + f] t’ﬂ/{(]—i—t) et fo VIO F0 1 (/2) —x + 0(1)

1
2
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+o0 +o0o —(1/2)—x 7+oo
avec d.. Deplus,ng1 ¢<L dt :[t } :%éldonc

V(1 +t) £<+(3/2) —(1/2) —x (1/2) +
L+00J[X\/{<(1M£:_O(l). Par somme, f(x )% m + 0(1). Or l]/z)— (1/2]) = +oo donc
_ 1 1 s o 1
f(x) ; (/2) = + O((]/Z) — x)’ d’ou f(x) 02— . Par parité de f, on a aussi f(x) ~ _T+ )
a. En prenant x =y = 1 dans la relation (1), on a f(1) = 2f(1) donc f(1) = 0.
Pour x > 0, en prenant y = i dans (1), on obtient f(1) = f(x) + f( ) donc f(l) = —f(x).
b. Soit x > 0, les intégrales fxz t)dt et f t)dt sont bien définies car f est continue sur les segments

2x
[x; 2x] et [1;2]. Dans l'intégrale f f(t)dt, on pose t = @(u) = ux qui est de classe C' sur le segment [1;2]
X
2 2
et on a donc par changement de variable (version sup.) f " f(t)dt = f] f(ux)xdu. Or f(ux) = f(u) + f(x)
X
2x 2
donc, par linéarité de l'intégrale, f f(t)dt = xf] f(u)du + xf(x). En divisant par x > 0, on a bien la
xX

2
relation attendue, f(x =1 f t)dt — f f(t)dt.

c. Comme f est continue sur R*, elle y admet une primitive F et, par le théoreme fondamental de

F(2x) — F(x)

Iintégration, il vient f(x) = — (F(2) = F(1)), ce qui prouve par opérations que f est de classe

C' sur R%. On peut donc dériver (1) par rapport a y, ce qui donne V(x,y) €]0;+0c[?, xf'(xy) = '(y) (2).

(1)

En prenant maintenant y = 1 dans (2), on a ¥x € R, f'(x) = . Ainsi, comme R’ est un intervalle, il

existe une constante C € R telle que Vx > 0, f(x) = /(1) In(x) + C (3). En prenant x = 1 dans (3), comme
f(1) =0, on a C =0 donc ¥x > 0, f(x) = (1) In(x).
Les f: R% — R continues telles que V(x,y) €]0; +oo[?, f(xy) = f(x) + f(y) sont proportionnelles a In.

a. Soit h: R — R définie par h(x) = x — cos(x). h est dérivable sur R et h/(x) = 1+ sin(x) > 0 donc,

comme R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux

réels a < b tels que h(a) = h(b) et on aurait Vx € [a;b], h/(x) = 0, ce qui est impossible car f' ne s’annule
qu’en les réels de la forme —% +2km (k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1 et
h(1) =1 —cos(1) > 0. Par le théoréme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0; 1] tel que h(c) = 0 donc
un unique point fixe ¢ de cos sur R. On trouve numériquement ¢ ~ 0,74.

b. Supposons qu'il existe une fonction f : R — R dérivable telle que fof = cos. En appliquant f, on obtient
fofof=focos donc cos of =focos ce qui, en c, devient f(c) = cos(f(c)). D’aprés I'unicité montrée a la
question a., on en déduit que f(c) = c. Si on dérive f o f = cos, on obtient ' x (f' o f) = —sin ce qui, en c,
devient '(c)? = — sin(c) < 0 car, comme ¢ €]0; 1[C]0; [, on a sin(c) > 0. NON !

Par ’absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f: R — R dérivable telle que f o f = cos.
c. Supposons qu'il existe une fonction f : R — R continue telle que fo f = cos. Comme en b., on a f(c) = c.
Si f n’était pas injective sur [0; 1], alors il existerait deux réels x et y tels que 0 < x <y < 1 et f(x) = f(y) et
on aurait fof(x) = fof(y) = cos(x) = cos(y) et la fonction cos ne serait pas injective sur [0;1]. NON !

Alinsi, f est injective sur [0; 1] donc, par continuité, elle y est strictement croissante ou strictement décroissante.
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Comme f est continue en c, il existe o > 0 tel que Vx € [c — a;c + «f, 0 < f(x) < 1 (il suffit de prendre
e = Min(c,1—¢) ~ 0,26 > 0 dans |f(x) — f(c)| < €). On aurait donc, comme f est strictement monotone sur
[c — ;¢ + o et que f([c — «;c + «]) C [0; 1], intervalle sur lequel f est aussi strictement monotone (la méme
monotonie) et, par composée, la fonction f o f = cos serait strictement croissante sur [c — a; ¢ + o). NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f : R — R continue telle que f o f = cos.

Les fonctions f : x — In (sin (l>> etg:x—1In (cos <l>) sont continues sur [ = } ;; +o0 [ car les fonctions
X X T

1

sin et cos sont strictement positives sur }O; % [ Comme lim sin (7) =1, f se prolonge par continuité

x—(2/m0)+ x
en Z en posant f(;) = In(1) = 0. Par contre, lim cos (l) =0" donc lim g(x) = —oc.
Tt s x—(2/m)t X x—(2/m)t
e Comme sin (l) ~ Letin (sin (l>> = —1In(x) +1In (M), on a ln <sin (l)) = —In(x) + o(1)
x/ 400 x x (1/x) x// 400
donc In (sin (l)) ~ —1n(x) et lm f(x) = —oo. Ainsi, f n’est pas intégrable sur I et, comme f est
X +o0 X—>+00

L +oo (1 .
négative sur I, fz/ In (sm (7)> dx diverge.
7T X

e Comme ¢ : t+—> % est de classe C', bijective et strictement décroissante de | = ]O; I [ dans [ = } ;; +00 [,
T

on sait d’apres le cours que les intégrales fl g(x)dx et f] g(o(t))e’(t)dt sont de méme nature. Dans le cas

+ 0 /2
de convergence, on aura fz/oo In (cos (1 )) dx = f P In(cos(t)) ( - g—z)dt = fo M
s s

—(1- 2
ln(c:zs(t)) _ nQ (]tz cos(t)))’ comme 1 — cos(t) N %, on a h(t) N —15 car In(1 —u) T donc

dt. En posant

h:t—

lim h(t) = —% et on peut prolonger h par continuité en 0 en posant h(0) = —=

1
t—0+ 2

(t) = In(cos((n/2) —u))) _ In(sin(u)) iz

. De plus, en posant t = %—u

((r/2) —u)? (/2) —u)? 0
1 ] o . o
In(u)=o (—), onah(t) = o (7> et g est intégrable sur ] par comparaison aux intégrales de
W3elom ) 7a- TR g Jp p g

avec u € J, h In(u) comme avant. Par conséquent, comme

0

.. +oo 1
RIEMANN. Ainsi, fz/ In (cos (7)) dx converge.
7T

X

. . . ind
a. Comme 8 € R\ 7Z, e'® # 1 d’ou Vt € [0;1], et # 1 et la fonction t > e'® ]_eie: est continue

1—e

gl Pinté Voo, 1—e ™o 0 i0

sur le segment [0; 1]. Ainsi, l'intégrale fo e’ X ]7dt est bien définie. Comme e™0t™ = (e!%t)™ avec
i0 L1 —elmO k o 1—e™m W incine,k
MOIVRE et e'”t # 1, on a la relation ——5— = Z (e91)% donc €€ x =&t — S ikt )0tk pyur
—e'? 1—e'% k:O
1. __in® n—-1 . 1 n—1 (k1 n—1 ot(k+1)0
linéarité de I'intégrale, f elexwiietdt = Y eilkt)o f that = Y et(kt1e [—} = €
0 T—e"t k=0 0 k=0 k+1 —0 k+1
. o . “ 1m0 1 _ emet
On effectue ensuite le changement d’indice m =k + 1 et on a blen = f o,
—e'

1 i0 i0
b. Posons I = fo 1671(%‘1"’ qui existe bien car t — 167*])( est continue sur le segment [0;1]. Pour
_e —e

n o ike k@
n € N*, si on note S, = >, &—, qui est la somme partielle d’ordre n de la série > €— on a donc
k=1 k>1
N PR P . 7 1 i0 einstn sz s . .
d’aprés a. et par linéarité de l'intégrale, S, — 1 = — L/; et x jdt. Par inégalité triangulaire, on
—e
T 0 lemOn| 1 tn . . . . -
a|Sn —1I < f;) let?] x mdt = J, mdt. Il s’agit de minorer le dénominateur en écrivant
—e —e
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[T —e¥¢]2 = (1 — cos(8)t)? + sin?(8)t? = 1 — 2cos(8)t + t* = (t — cos(8))? + sin?(8) pour t € [0;1]. Ainsi,

1= %42 > sin?(0) donc |1 — 04| > [sin(0)] > 0 et [sn —1] < [ —to—at = 1 . Par
o @™ = Tlsine)
1 oo iko 1 e
encadrement, lim Sy =1Icar lim —— =0donc >, &— = € —dt.
n—+o0 n—+oon 4+ 1 =1 Kk 0 1—e"t
et 8O tHEsin0) (e sur [0;1] car t? — 2tcos(68) +1 = |1 — ¢'9t|> > 0. Par définition

2 _2tcos(0) +1

L T cos(0) —t + isin(0) L cos(0) —t ! sin(0)
d’ t 1 lexe, dt = dt dt.
HHe mmegrale compiexe fO t2 — 2tcos(0) 4 1 fO t> — 2tcos(6) + 1 o t> — 2tcos(0) + 1
cos(6) — t 1 [ 2 }‘ 2 :
t = —-|In(t" — 2t 8) +1 e — 2t 8) +1) = 2(t - 9)) d
Or fo : —2tcos(6)—|—ld P n( cos(0) + 1) , car ( cos(0) + 1) (t — cos(8)) donc
L cos(0) —t 1 1
dt =—=1In(1-2 0 1)=—1In(2-2 0)).
fo t> — 2tcos(6) + 1 2 n( cos(0) +1) 2 n( cos(9))
1 sin(0) L sin(0) 1 sin(0)
De plus, dt = dt =
¢ P fO t> — 2tcos(6) + 1 fO t> — 2t cos(0) 4 cos?(0) + sin?(0) fO (t — cos(8))? + sin?(0)
1
Comme sin(@) # 0, on a donc f1 stn(0) = f sin e) dat = [Arctan (ﬂ)}1
’ 0 t* —2tcos(0 (t cos 9)>2 sin(0) 0
sin(0)
1 i _
donc f > sin(6) dt = Arctan (M> + Arctan (C?S(e) ) par imparité de Arctan.
0 t° —2tcos(0) +1 sin(0) sin(0)

Alnsi, fo] cos(8) —t +isin(0) at=—1m (2 —2cos(0))) +iArctan (w) +iArctan (L(e))

t* — 2tcos(6) + 1 2 sin(0) sin(0)
. _ . . ko oo ike 1 e
d. Si 6 €]0; 7], on a bien 6 € R\nZ. D’apres b., la série > eT converge et ek =Jo 3 € S0, dt. Or,
K> k=1 -

7’(
t2—2tcos( 0) +1

1 i0 101001 _ o—10 1
en multipliant par la quantité conjuguée, fo —& -dt = f e(]igzt)dt = j; dt
e e

T—e't 0 |1 —e"t

est I'intégrale de la question c.. En identifiant parties réelle et imaginaire des séries et des intégrales, on a donc

+oo 1 _ T i 1 i
3 cos(kB) _ f . cos(0) — t dtet S sin(k6) _ f S sin(0) dt. Or 1—cos(0) = 2sin? (Q)
=k 0t~ —2tcos(0) +1 =k 0 t° —2tcos(0) +1

donc —15 In (2 —2cos(0)) = —15 In (4 sin? (%)) =—1In (2 sin (%)) Comme sin(0) = 2sin (%) cos (%) on

. 1—cos(0)) _ 25in?(0/2) _ — 0 @ n.n
a aussi Arctan( Sin(0) ) = Arctan (Zsin(e/z) cos(G/Z)) = Arctan (tan(B/Z)) =35 car 3 € ] ik [

De plus, Arctan (cos(G)) = Arctan (tan (E — 6)) =I_
sin(0) 2

s ) T _9 } _TT.TT [

7 car b S )

+oo +oo

Ainsi, > % =—1n (2 sin (g)) et Z sm(kﬁ) % +
k=1

3.100) a. Pour n € N, la fonction f,, : t — e~ (I~UH™ est continue sur Ry et [f(t)] = t™e™* = O(t] ) par
o0

-9 =

N D

us T _
2 2

oo .
croissances comparées donc f,, est intégrable sur Ry et l'intégrale I, = fo e~ (1=t q¢ existe. Pour tout

(-T)t
n € N* on pose u(t) = t™ et v(t) = 6_7], u et v sont de classe C' sur R, et th_T u(t)v(t) = 0 par
11— —+o0

+oo . i
croissances comparées donc I, = 0 — - n] f e(i=Dtn—Tg¢ = Mlnq par intégration par parties.
i—

. . (1 1)t . . n+1
Par une récurrence tres simple, puisque Iy = [e_ ] }0 = % = l; 1 ,onaVn € N, I,, =n! (%) .
i— —1

b. Pour n € N, la fonction gn : t > e=t'" sin(t'/4)t" est continue sur Ry et [gn ()] < et = o(%)
+oo t
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. . s o too /s, .
par croissances comparées donc g, est intégrable sur R et 'intégrale J,, = f et sin(t! /)t dt existe.

0

On effectue dans J,, le changement de variable t = u* = @(u) avec ¢ qui est strictement croissante, de classe

+00 “+oo .
C! et bijective de R, dans R, de sorte que J,, = 4 fo e Usin(uWutt3du = 4Im (fo e Ueltyints3 du)

L7 Ane 4(n+1)
done Jn = 4Im (Inss). Or Lyngs = (4n+3)!(%) = (4n + 3)! (ﬁ) = (4n + 3)(—1)™HT est
+oo
réel donc J,, = j;) et sin(t!/M)that = o.

3.101) D’apreés I’énoncé, on pose g : Ry — R définie par g(y) = f(,/y) pour y > 0. Comme t — /t est de classe
C> sur R% a valeurs dans R’ et que f est de classe 4 sur R% , par composition, g est de classe C* sur R% .

Par la formule de TAYLOR-YOUNG, comme f est de classe C* et paire donc que f/(0) = 0 et f/(0) = 0, on a

£10) 5 f@(0) 4 4 . . e
> X + 52 % +o(x*). En composant par ,/y, on obtient le développement limité d’ordre

f(x) 5 £(0) +

N . (0 (o
2 en 0 pour g, a savoir g(y) = f(,/y) §f(0) + %y + %gz +o(y?).
1 ) o : 7(0)
Aspect C' : comme g admet un développement limité d’ordre 1 en 0, g est dérivable en 0 et g’(0) = >

/!
Pour y > 0, on a ¢'(y) = % Or, f étant de classe C> avec f'(0) = 0 car f est paire, on a le
Y

développement limité & l'ordre 1 suivant de f' en 0, & savoir f’(x)if"(o)x + o(x). En posant x = /v,

f//(o)
—— 4 0o(1) donc que lim g¢'(y) = g'(0) et ¢’

on obtient f’(f) 7(0)\/y + o(y/y) qui justifie que ¢'(y) = n
y—

est continue en 0. Avec ce qui précede, on a bien établi aspect C' de g sur R,.

(V) g’ =90 _ FOA) =TV ome ¢ ost

Aspect c?: pour y > 0, comme ¢g’'(y) = —¥2% on a =
) 2y y—0 2yv/y

de classe C3 et paire sur R, elle admet un développement limité en 0 & I'ordre 3 par TAYLOR-YOUNG qui

“)
s’écrit, comme '(0) = (0) = 0, '(x) :f”(o)x + f‘&ﬁ + o(x?) donc, en composant par \/Y, on obtient
’ 7 (4)
f’(\f)—f”( )\f—i— ( )y\f—i-o(y\f) Ceci montre que 2 (ylj — 9'(0) _ £7°(0)

0 o 12
"(y) = o’ (4)
fois dérivable en 0 avec g”(0) = lim 2 () —g'(0) _ F7(0)
y—0+ y—0 12

+0(1) donc que g est deux

. Montrons que g” est continue en 0.

Apres calculs, on a Yy > 0, ¢g’(y) = ff/l(l{;zf (\/13) Or f’(\/g)?f”( )\f—|— ( )y\f—&- o(y /Y)
f(4)( 0) 5

et, comme " est de classe C? sur R, on a par TAYLOR-YOUNG f”(x) ?f”(O) +—

£ (0)
2

x% 4+ o(x?) donc, en

composant par /y, cela donne f’(,/y) = f"(0) + y + o(y). En reportant dans lexpression de g”(y),

£(4) (0)
2
)

-
(4) (4)
y+ O(U)) - (f”(O)\/ng f 46(0)y\/ﬁ+ o(y\/ﬁ))} 5 f 4]2(0) + o(1). Ceci

“4)
montre que lim g”(y) = ¢”(0 )
y—0+t 12

9"(v) = g [va(r© +

donc que g est de classe C? sur R, avec ce qui précede. Par le

théoréme de prolongement C' (ici de ¢’ en 0), le calcul préalable de g’ (0) n’était pas nécessaire.

3.102) a. Par convention, si t > 0, on prendra 0t = lim x' = lim e!'"(® =o.

x—0+ x—0t

Méthode 1 : comme In : R} — R est de classe C? et concave car Vx > 0, In”(x) = —iz < 0, on sait que
X
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V(a,b) € (R%)?, VA € [0;1], In(Aa + (1 —A)b) = Aln(a) + (1 —A) In(b). Comme exp est croissante, on en
déduit que exp(In(Aa+ (1 —A)b)) =Aa+ (1 =A)b > a*b'* = exp(Aln(a) + (1 — A) In(b)).
Avec t €]0;1], (u,v) € (R, )?, considérons des cas :

esiu>0etv>0,onprendA=t, a=uetb=v ci-dessus et on a bien utv!' =t < tu+ (1 — t)v.

esiu=0etv>0,onautv "t =0et tut(1—t)v=(1—t)v > 0doncon a bien utv' =t < tu+ (1 —t)v.
esiu>0etv=0,onauv"t=0et tu+ (1 —t)v =tu> 0 donc on a bien utv! "t < tu+ (1 —t)v.
esiu=0etv=0,onautv!"t=0et tut (1 —t)v =0 donc on a bien utv!' 7t < tu+ (1 —t)v.

Méthode 2 : soit t €]0; 1], soit g¢ : Ry — R définie par g¢(u) = ut —tu—(1—1). La fonction g est dérivable
sur R* et continue sur Ry avec g¢(0) =t—1<0etonaVu>0, gi(u) =tu'"! —t = t(% — 1) donc
u

gt est croissante sur [0;1] et décroissante sur [1;4+o00[. Comme g(1) = 0, la fonction g¢ est négative sur R
donc Vu € Ry, Vt €]0;1], u* <tu+ (1 —1t) (1). Traitons deux cas :

esiv=0,utv"t =0et tu+ (1 —t)v =tu > 0 donc on a bien utv! 7t < tu+ (1 —t)v.

t
e si v > 0, en remplagant u par % dans (1), on a (5) < tY% + (1 —t) puis, en multipliant par v > 0,
v v v
t
ona XY =uh!~t <tu+ (1 —t)v comme attendu.
v
b. Pour A € Ry et des fonctions g,h : [0;A] — R continues, comme |g|P et |h|9 sont continues sur un
) A 1/p A 1/4 . . TN

segment, les réels 1 = (fo |g\p) € Ryet] = (fo |h\q) € Ry existent. Si A = 0, 'inégalité a
établir est claire car elle se ramene a 0 < 0. Si A > 0, traitons des cas :

e si [ =] =0, comme les fonctions |g|P et |h|9 sont continues, positives, on en déduit que g =h =0

o . A A 1/p A 1/q
sur [0; A, ainsi, on a bien I'inégalité fo |[ghldt =0< 0= (fo |g\p> X (fo |h\q> .
A A 1/p A
51 = = = = P q
esil=0et] >0, comme avant, h OdoncfO [gh| =0<0 (L/; lg] ) X (j; [k )

A A 1/p A 1/q
esil>0et] =0, comme avant, g:Odoncf |gh|=0<0:(f |g|p) X(fo |h|q) .

1/9

osiI>Oet]>0,pos0nst:l }Ol[u*|9( 9[” € Ry etV*‘ DIk € Ry pour x € [0;A], on a
P

i Iq
1 ot— 1 domeuty!—t — 190G _ lgGnGIl 4o Jan(al o 119" 1 [hGIP oo
q I I ’ I p I’ q J°

A 1/9
([ melaax)
A /4
([ nelaax)
0
A A 1/p A 1/4q
.y , _ q
de l'intégrale. Par conséquent, j;) [g(t)h(t)|dt < 1] = (fo \g(t)|pdt) X (fo [h(t)] dt)
A A 1/p A 1/q
N N . < 9z sz P q
Dans tous les cas, on a I'inégalité fo [g(t)h(t)]|dt < (j; lg(t)] dt) X (fo [h(t)] dt) .

c. Sip > 1, pour tout n € N, la fonction a,, : t — t™f(t) est continue sur Ry et, si A > 0, d’aprés b., on

A A A 1/p A 1/q
a [ (ol = [ [(f(0)et/P) (et P)at < (fo |f(t)|petdt) X (fo tnqe—tq/vdt) . Comme f

A +
est strictement positive par hypothese, fo [f(t)[Petdt < M = f (t)|Petdt = fo Oo(f(t))petdt > 0. De

=t+1—t =1 par croissance

IlJfOA|g(x)h(x)|dx<t X 5 )1/p+(1t)

+
plus, on se rappelle de la fonction I' définie sur R’ par I'(x) = fo T pTetat qu’on note I'(x) = (x — 1)!

méme pour un réel x > 0 (justifié car ¥n € N*| I'(n) = (n — 1)!), ce qui permet d’écrire, avec le changement
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de variable t = B = @ (u) avec @ qui est une bijection C T strictement croissante de R’ dans R, la relation
q
+o0 +oo nq ng+1 a4oo nq+1
f thde~ta/Pat = f (pLQq e v Pau = <E) f ute ™ "du = (E) (nq)!. Pour A € Ry,
0 0 q q q 0 q

A nt(1/a) 1/q
fo thf(t)dt < m1/P (JE) ((nq)!)Vq = K(zl) ((ng))'/9 (2) en posant K = M'/P (%) € R;.

“+o0
Ceci justifie que l'intégrale j; t"f(t)dt converge car la fonction an, est positive. De plus, en passant a la

limite dans (2) quand A tend vers +, on a uy < K(%) ((nq)))1/4.

Pour n > 1, on a donc |u, |~ /™ > K=/™ x ﬂ ((ng)))~1/("9)_ On sait que T est convexe et croissante sur
un intervalle du type [o; +00[ (en fait o« ~ 1 ,46) donc deés que n est assez grand et que nq +1 > «, on a
(na)! < (Ing]+1)! donc ((na)) /) > (|ng] +1))~1/ > ((|ng)+ 1))~/ Alors, pour n assez
grand |un|~"/™ > v, = KT/™ x % x ((|ng) +1)H~1/nal),

Si (an)nen et (bn)nen sont deux suites strictement positives telles que a, o bn et (cn)nen une suite telle
oo

l/cn

. 1/cn 1/cn _ ( 1 (an))
ue hm cnp = 400,0naa ~ b en écrivant = ex In
d Sdoo =t T4 1/C P Cn bn

D’aprés STIRLING, en notant tn, = [nq| et puisque |[nq| ~ ng, 1IT th = +o00, hT (tn+1)" 1/t =1 et
—+o00 o0 n——+oo

=1 =1
lim (\/Zmn> tn 1, 0on a vy o 9 % (\/Zmn(t—“) ) 4 e e donc, par comparaison aux
0 p e

n—-+oo +oo p tn +o00 np
séries de RIEMANN, > |un|~"/™ diverge.
n>0
d. Sip =1, pour n € N, en écrivant t"f(t) = (f(t)e')(t"e '), comme lim t™e™' = 0 par croissances

t—+o0
comparées, on a t"™f(t) = o(f(t)e') donc, par comparaison, la fonction a, : t — t™f(t) est continue et

intégrable sur Ry donc u, existe. Pour n > 1, la fonction b, : t — t™e™' est dérivable sur R, et

b/ (t) = nt"Temt — the™t = t"Te7t(n — t) donc by, est positive, croissante sur [0;n] et décroissante

sur [n;4oo[ donc maximale en n ol elle vaut b,(n) = n™e ™. Ainsi, pour n > 1, on a la majoration
+o00o +o00 +o00
— n — t t — n t
Up = fo thf(t)dt = fo f(t)etbn(t)dt < bn(n )fo f(t)etdt = Mn"e " si M = f dt > 0.
—1/n o M~ V"e e .. . )
Par conséquent, u,, > = v, et, comme v;; ~ = et que la série harmonique Z — diverge, par
n +oom A1 n
comparaison, la série 3 |un|”"/™ diverge.
n>1
: 2 a? a 2 a? .
3.103 | a. Les fonctions fq : t — exp ( —t° - t—2> et gq 1 t — t—zexp ( —t° - t—z) sont continues sur RY
. ., 7 2 2 2
et prolongeables par continuité en 0 en posant fq(0) = gq(0) = 0 car exp ( -t — ‘tl—z) T exp ( - ‘E—) et
2 2
lim %4 = +oo et que lim e* = lim xe * = 0. De plus, exp ( — % - a—2> ~ e et lim tPet =
t—0+ t xX——00 X——00 t +o00o t—+4o0

tEToo et = 0 donc fal(t) +—Ooo<t1 ) et gq(t )+zooo(t]—z). Ceci assure, par comparaison aux intégrales de

RIEMANN, que fq et gq sont intégrables sur R* donc que I(a) et J(a) existent pour tout a > 0.

b. Dans I(a), on pose t = & = @(u) avec ¢ de classe C! et bijective strictement décroissante de R% dans RY.
u

0 2 +o0 2
Par changement de variable, I(a) = f+oo exp (— % —uz) (— 1%) du = L/; u% exp <—Uz - %)du =J(a).

+ 2 2
c. D’apres b., I(a) = w = % o = (exp ( —t? - (;7) + t% exp ( —t? - ‘E))dt par linéarité
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+ 2 2 2
de T'intégrale donc I(a) = %j; > ( t%) exp ( e %)dt' Or —t2 - &4 = (t - %) — 2a d’ou

t
2
exp (—tz — %) @ exp ( (t %) ) (mise sous forme canonique). Toujours par linéarité de l'intégrale,
. . . e_ +oo a a 2
on obtient bien la relation I(a) = 1 (1 + t—2> exp ( - (t - ;) )dt.
d. Dans l'intégrale de la question précédente, on pose x = t — % = o@(t) avec ¢ qui est une bijection
strictement croissante (car ¢’(t) =1+ t% > 0) de classe C' de R* dans R car Lim o(t) = —oocara>0
——00
—2a +o00 2 —2a +o0 2 +o00 2
i = . Ainsi = € —o(t) 4 = € -x =2 -x
et tLlToocp(t) +oo. Ainsi, I(a) 5 Jo € @’ (t)dt ) ¢ dx ﬁ) e dx par

+oo
parité de la fonction x +— e*". Par conséquent, I(a) = e~2¢ fo e dx = ?e—m avec le rappel de

I’énoncé concernant l'intégrale de GAUSS.

x
3.104) a. Pour x €] — 1;400], soit fy :J0;1[— R définie par fy(t) = ttlllgt). La fonction fy est continue sur

10; 1] par opérations. Comme In(t) Tt 1 en posant u =t — 1 dans In(1 4+ u) T ona fx(t) Tt" 71 donc

fx se prolonge par continuité en 1 en posant fx(1) = 1. De plus, fy(t) ?;t" In(t) = o( 1]_X ) par croissances

t 2

comparées car < 0 donc, comme

1% ]%X < 1, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, fy est

1
intégrable sur ]0; 1] ce qui montre la convergence de fo fx(t)dt.

b. Soit —1 < x <y, Vt €]0;1], t¥ = X1 > V) — ¥ > 0 car In(t) < 0 donc, t*In(t) < t¥In(t) <0 et,
1 1
puisque t—1 < 0, f(t) > fy(t) > 0. Par croissance de I'intégrale, H(x) = fo fx(t)dt > fo fx(t)dt =H(y) >0

ce qui montre que H est positive et décroissante sur | — 1; +o0].
tin(t)

c. La fonction a : t — est continue sur ]0; 1], se prolonge par continuité en 1 en posant a(1) = 1

car In(t) ¥ t — 1 comme ci-dessus et, par croissances comparées, elle se prolonge aussi par continuité en 0 en

posant a(0) = 0. La fonction positive a ainsi prolongée est continue sur le segment [0; 1] donc elle y est bornée

par le théoréme des bornes atteintes et il existe M > 0 tel que Vt €]0; 1], 0 < a(t) < M. Alors, pour x > 0,
1 1 xq1
ona0< H(x) = fo t*~Ta(t)dt < Mfo - Tdt = M{%}O = % car lim t* = 0. Comme lim % =0, par
encadrement, on a lim H(x) = 0.
xX——+400

On pouvait aussi utiliser le théoreme de convergence dominée a parametre continu.

1 (+% _ 4x+1 1
d. Pour x > —1, avec 'indication, H(x) —H(x+1) = fo (t tt )]ln(t)dt =— fo t¥In(t)dt et, en posant
tx+1
u:te— In(t)etv:t—
x+1

qui sont C! sur ]0; 1] et qui vérifient lim w(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 par
t—0+ t—1-

. , 1 1 £* tx+1
croissances comparées, on a — fo t*In(t)dt = f t = { (

0 x+1 7])2 (1) par intégration

1
J=
x+1)%Jo  (x+
par parties. Comme H est décroissante sur | — 1;+o00[, on a Vx €] — 1;0[, H(0) < H(x + 1) < H(1) donc
H(x+1) ?+O(1) et (1) montre que H(x) ~ % car O(1) = o(*).

-1+ (x4 1) -1+ (er])z
+o0 too 1
e. Comme lim H(m) =0 daprésc.,onaVvn € N, Hn) = Y (H(k—1)—H()) = > -5 par
m—r+o0 k=n+1 k=n+1 k

1

dualité suite-série avec la relation de la question d.. De plus, comme g : x —> est continue et décroissante
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k+1 k
sur R%, on a Vk > 2, fk g(x)ax < kl—z < fk_] g(x)dx. Pour n > 1, en sommant pour k > n + 1, puisque

e o0 1 +o0 1 400 400
g est intégrable sur [1;+oo[ par RIEMANN, f g(x)dx = [f f} < H(n) < [f f] = g(x)dx
n xIn XIn-1 n—1
par CHASLES donc 1 < H(n) < 17] (1). Pour x > 1, H étant décroissante sur [1;+oo[ d’apres b.,
n n—
Ix] < x < |x]+1 = H(|x] +1) < H(x) < H(|x]) donc ﬁ < H(x) < H1 - avec (1) done
x x| —
. _L ] < H(®x) < . 1_ 5 Comme . J_ i 1_ 50 i, par encadrement, on trouve H(x) fod i
n—1 n—1 1 n 1
De la méme maniére, pour n € N*, on a H(0) —H(n) = (H(k) =H(k+1)) = ¥ ——5 = > - donc,
K=0 K=o (k+1)° =1
+oo 2
comme nETooH(n) =0, on a H(0) = P =((2) = %.

3.105 | a. La fonction f : t — su;i(t) est continue sur R* et se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1 car

+oo gin(t)

+00 i
sin(t) St La convergence de fo fdt équivaut donc a celle de j‘] sin(t)

dt. Dans cette derniere
intégrale, on pose u : t +— —cos(t) et v :t ]; de sorte que u et v sont de classe C! sur [1;+oo| et que

+00 gi
. li1+n u(t)v(t) = 0 ce qui, par intégration par parties, montre que la convergence de f1 s”lﬁdt équivaut
—+00

+
a celle de f1 ~ %z(t)dt. Soit g : [1;+o0o[— R définie par g(t) = Cotsz(t), alors g est continue sur [1;+0o0]

et g(t) = O(tlz) donc, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, g est intégrable sur [1;+o0[ donc, a

..o oo t o
fortiori, j‘] C%2()&[ converge. Ainsi,

+oo sin
e

dt converge.

1 —cos(2t)
B 2

1 cos(2t)
f(H)] > 1 —
omali(t)] > L <o

b. Pourt € R*, comme | sin(t)| > sin?(t) . Comme en a., 'intégrale

+oo
dt converge en réalisant une intégration par parties. Par contre, I'intégrale f1 dt diverge

2t
sin?(t)

f+°° cos(2t)

1 2t
fs +oo sin?(t)dt . . -, ,

par critere de RIEMANN. Par somme, f1 B diverge donc la fonction positive g : t > n’est

sin?(t)

pas intégrable sur [1;+oo[. Comme Vt > 0, |f(t)| > "

= ¢g(t), par comparaison, f n’est pas non plus

intégrable sur [1;4-o00[, donc a fortiori pas intégrable sur R .

2
c. Posonsu:— 1—cos(t)etv:t— % de sorte que u et v sont de classe C' sur R?. et, comme 1—cos(t) Y %

done u(t)v(t) F% et u(t)v(t) = O(%), ona lim u(t)v(t) = 0= lim u(t)v(t). Ainsi, par intégration par

+oo t—0+ t—+o0
+00 gi + + — + in?
parties, on a fo ~ sm:t(t) dt =0— fo OC(] - cos(t))( - tlz)dt = fo = 1:%@(“ = fo > zsmt#dt.

On pose maintenant t = 2u = @(u) avec ¢ qui est une bijection C' strictement croissante et R’ dans R%

. toosin(t) . 2 sinz((Zu)/Z) I sin? (u)
et on a, par changement de variable, fo Tdt = fo ?(Zdu) = fo ?du.

3.106] a. Puisque f est une fonction positive, on peut définir g = vf = /2 et h = 2/f = °/2. Comme

les fonctions t + /t et t ~ t>y/t sont continues sur R, par composition, g et h sont continues sur
[0;1] car f est continue sur [0;1]. D’apres l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ associée au produit scalaire

1 1 [ [
, o] CO(10- 2 2 :
(a,b) — fo a(t)b(t)dt sur lespace vectoriel C°([0;1], R), on a ’fo gh‘ < \/j;) g° x \/fo h*, ce qui donne
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1 2 1 1
exactement, en élevant au carré, I'inégalité (fo f3) < fo 2 x fo f.

Si on a égalité dans cette inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, alors les vecteurs g et h sont colinéaires.
® Soit g =0 ou h =0, et dans ce cas f = 0.
e Soit g et h sont non nulles, alors il existe A € R’ (car g et h positives) tel que h = Ag, ce qui s’écrit
Vx € [0;1], f(x)%/? = Af(x)'/? donc f(x) = 0 ou f(x) = v/A. Comme f n’est pas nulle, sinon g et h
le seraient, et que f est continue sur [0; 1], on a forcément Vx € [0;1], f(x) = v/A par le théoreme des
valeurs intermédiaires.

Dans les deux cas, f est constante et positive sur [0; 1]. Réciproquement, si f est constante et positive (valant
1 .\2 1 1
\ . . 37 6 _ 5 _ 5
o) sur [O,l],alorsona(fo f) =a® =« xoc—fo f xfo f.
Il y a égalité dans (f1 f3)2 < f] 2 x f1 f si et seulement si f est constante et positive sur [0;1]
0 =~ Jo 0 e
b. L’hypothese faite sur f nous incite & utiliser la dérivation. Soit la fonction g : [0;1] — R définie par
x \2 x
glx) = (fo f) — fo 3, alors g existe car f et f3 sont continues sur [0;1], et g est méme dérivable sur

I'intervalle [0; 1] par le théoréme fondamental de I'intégration avec Vx € [0;1], ¢'(x) = 2f(x) fox f(t)dt — £3(x)

2
d’ott ¢'(x) = 2f(x) ( fox f(t)dt — fzﬁ) Comme f" est positive sur [0; 1], la fonction f est croissante sur [0;1]
donc positive sur cet intervalle car £f(0) = 0. De plus, pour x € [0;1], on a Vt € [0;%], 0 < f/(t) < 1 donc
. X 21 f(x)? X o
0 < f(t)f'(t) < f(t) ce qui donne 0 < f f(t)f'(t)dt = [—} = 2 < f f(t)dt en intégrant et par
0 2 Jo 2 0
croissance de l'intégrale. Ainsi, Vx € [0;1], g’(x) = 0 donc g est croissante sur I'intervalle [0;1]. Comme
1 1 2
g(0) =0, on a donc ¢(1) > 0, ce qui s’écrit bien fo 3 < (L/; f) .
c. Sl y a égalité dans 'inégalité de la question b., on a g(1) = 0 donc g est constante sur [0;1] et

2
Vx € [0;1], ¢'(x) = 0 < (f(x) =0 ou fox f(t)dt = %) Or, pour x €]0;1], par linéarité de I'intégrale,

fo" foyae — 102 _ [ fwat— I CH () (1) dt = fo"f(t)m — #(1))dt = 0 et la fonction t — £(t)(1 — (1))

2 0

. - X f(x)z ,
est continue et positive sur [0;x] donc fo f(t)dt = = (Vt € [0;x], (f(t) =0 ouf(t)=1)).

Ainsi, 8l y a égalité dans D'inégalité de b., f = 0 ou (Vt € [0;x], (f(t) = 0 ou f/(t) = 1)). Supposons
que (Yt € [0;x], (f(t) = 0 ou '(t) = 1)), posons alors m = Sup({t € [0;1] | f(t) = 0}), qui existe car
A ={te0;1] | f(t) = 0} contient 0, est inclus dans R et est minoré par 0. Considérons trois cas :

e Sim =0, alors Vt > 0, f(t) # 0 donc f'(t) = 1 et, par continuité de la fonction f sur [0;1], on a

Vx € [0;1], f'(x) = 1. Comme [0; 1] est un intervalle et f(0) = 0, on a donc Vx € [0;1], f(x) = x.

e Sim €]0; 1], il existe une suite (tn)nen € AN telle que nlem tn, = m par caractérisation séquentielle

de la borne supérieure. Par continuité de f, on a donc f(m) = (tn) = 0 donc m € A. Comme

lim f
n—+oo
f est croissante sur [0; 1], on a Vx € [0;m], f(x) = 0. Pour t €lm; 1], t ¢ A donc f(t) # 0 donc f'(t) =1
et, par continuité de ' en m, on a donc f'(m) = 1, ce qui contredit le fait que f est constante (et nulle)

sur [0;m]. Ce cas ne se peut !

e Si m =1, comme ci-dessus, on a Vx € [0;m], f(x) =0 donc f est nulle sur [0;1].
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Ainsi, I’égalité dans b. implique que f = 0 ou que Vx € [0;1], f(x) = x.

1 112
Réciproquement, si f est nulle sur [0;1], on a bien fo P =0= (fo f) et si f:x — x, on a bien I’égalité

Le=[l=i=@ =51 = (L)
0 410 4 2 2 1o 0 '
Par conséquent, il y a égalité dans b. pour une fonction f : [0;1] — R de classe C' telle que f(0) = 0 et

Vx € [0;1], f'(x) € [0;1] si et seulement si f est nulle sur [0;1] ou si f: x — x.

3.107 ) a. Les fonctions u : t — At + cos(t) et v :t+— % sont de classe C' sur [1;+oo] et tliT u(t)v(t) = A donc,
— 400

—+o0 el —+oo
par intégration par parties, la convergence de f1 )\%m(t)dt équivaut a celle de f] M%Zos(t)dt. Or
+o00o
t = cos(t) est continue sur [1;+oo] et cos(t) = 0(-) donc f wdt est absolument convergente
+2 2 fo t? 1 t?

—+oo
par comparaison et, méme si t —> 7\—;‘ = A st continue sur [1; +00], intégrale f A4t ne converge que si
t 1 t

oo A — sin(t)

A = 0 d’aprés RIEMANN. Ainsi, par somme, f1 .

dt converge si et seulement si A = 0.

x
b. Comme f est continue sur R, on peut définir F : x — J;) f(t)dt la primitive de f qui s’annule en 0. De

plus, f est continue sur le segment [0; T] donc elle y est bornée, et étant T-périodique, elle est bornée sur R.

Méthode 1 : notons M = [|f||o,r. Soit x > 0 et I'entier ny tel que nyT soit le plus grand multiple de

T inférieur & x, ce qui se traduit par nyT < t < (ny + 1)T < ny < % < ny + 1 donc ny = {_’FJ
Par C F “rwac= 5 T fa Y f(t)dt. P 1= [T ft)a id
ar CHASLES, F(x) = fo (t)dt = kz::O fkT (t)dt + ot (t)dt. Posons I = fo (t)dt, ce qui donne

X X X
F(x) = an—f f(t)dt. Par inégalité triangulaire, on a ‘ f f(t)dt‘ < f Mdt = M(x—n,T) < MT et on
nT ny T ny T
adonc F(x) = nyI+0(1). L’inégalité nyT < x < (ny+1)T montre que x —nyT = O(1) doncny, = X+0(1).
+oo +o0 +oo T
T
Posons m = % fo f(t)dt = % qui représente la valeur moyenne de f sur une période, de sorte que ce qui

précede s’énonce F(x) = Loy 0(1) = mx+ 0(1).
+oo T +o00

-
Méthode 2 : posons m = %fo f(u)du = @, g:x—Fx)—mxeth:x— g(x+T)—g(x). Comme F est

dérivable par le théoreme fondamental de l'intégration, g et h le sont aussi et on a h'(x) = ¢'(x +T) — g’ (x)
donc W(x) = F(x+T)—m—F(x) + m = f(x + T) — f(x) = 0 par hypotheése. Comme R est un intervalle,
h est constante et h(0) = g(T) — g(0) = F(T) — F(T) = 0 donc h est nulle sur R. g est donc T-périodique et,

comme avant puisque g est continue, elle est bornée sur R donc F(x) o, +0(1).
o0

Concluons : les fonctions uw : t — At — F(t) et v : t — %

M —(mt+0(1))

w(v(y) = M=t
A —F(1) _ At—mt—(F(t) —mt) _ A-—m)  Ft)—mt  Flt)—mt _ /1) . s
nature. Comme 2 = 2 = n + 2 et 2 = @) (tz) d’apres

1 , —
sont C' sur Ry et tLlToo u(t)v(t) = A — m car

+o0o )\ — +oo —
. Par intégration par parties, f1 }\tﬁdt et f1 MtizF(t)dt ont méme

+oo A — f(t)

ce qui précede, comme a la question a., f1 dt converge si et seulement si A = m.
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3.108 ) a. Comme f est continue, positive et non nulle sur [a;b], d’apres la contraposée d’un théoréme du cours, il
vient A = f x)dx > 0. Comme f est continue sur [a;b], d’apres le théoréme fondamental de I'intégration,

X
F: [a;b] — R définie par F(x) = f f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a sur [a;b]. F est donc de

a

classe C', strictement croissante car f > 0 donc F réalise une bijection de I'intervalle [a;b] dans [0; A].

Pour n € N*, les conditions imposées & xg,x1, -+, %xn reviennent a Vk € [1;n], F(xk) — F(xk—1) = % donc,

puisque xo = a est imposé donc F(xo) = 0, les conditions imposées se résument & Yk € [0;n], F(xk) = %

Ceci montre I'existence et 1'unicité de la subdivision demandée et qu’on a Vk € [0;n], x = F~! (%)

b. Pour n > 1, u :lif(Fq(M)): Z (kA) —g(o)-l-1><l Z (kA) en
- n >0 n A nk 09 n A n = J n

définissant g : [0; A] — R par g(x) = foF~!(x). Comme g est continue sur le segment [0; A] par composition
puisque F~! est continue de [0; A] dans [a;b], le théoréme sur les sommes de RIEMANN montre que l'on a

A A
Um u, = % fo g(x)dx = % fo foF~T(x)dx. On peut effectuer le changement de variable x = F(t) car F

n—-+oo

est de classe C', bijective et strictement croissante de [a;b] dans [0; A] et on obtient la nouvelle expression

b
| e R / o ()2 ax
JUm = o fa (foF ToF(t)) x f(t)dt = fa f(t)*dt car F'(t) = f(t). Ainsi, Um un = m-

3.109] a. Pour n € N*, la fonction f, : x = x™e®* est continue sur R, et |fn(x)] = x™e /2 = o( 1 ) par

foo  \x?
. re . 7’ JFOO . .
croissances comparées donc f,, est intégrable sur Ry et I, = fo fn (x)dx existe. Pour tout entier n > 1,
wx
les fonctions w : x — x™ et v : x = £&— sont de classe C' sur Ry, u(0)v(0) = 0 et 1111 u(x)v(x) = 0 par
w X——+00

—+oo

croissances comparées donc, par intégration par parties, In = — 2 o x"lewXdx = —1, 4. Par une
w w
récurrence simple, on en déduit que I, = n!(—j)™*" car w = j2 donc 1_ .
w
+o0 +oo
Ainsi, pour k € N* on a Im(I3x—1) = 0 = Im (fo x3k_1e“”‘dx> = —fo x3k=Te=x/2 5in (?X)dx.

“+oo
Dans fo x3k—Te™/25in (?x) dx = 0 (vue sur R ), on pose x = @(t) = t'/3 avec ¢ qui est une bijection
“+o0
strictement croissante de classe C! de R% dans R% et 1 f th=(1/3)e=t""?/2 g (ﬁt1/3)t_2/3dt =0
3Jo 2
+oo
donc, en posant, n =k —1,on a Vn € N, fo et /2 5in (?t”s)t“dt = 0. En définissant g : R, — R

+
par g(t) = sm (\[ \[) la fonction g est continue et non nulle sur R, et ¥n € N| fo = g(t)t™ =o0.

b. L’énoncé nous incite a admettre le théoreme de STONE-WEIERSTRASS, il s’agit de l'approximation

uniforme de toute fonction continue sur un segment par des polynomes. Soit donc e > 0, il existe par

ce théoreme un polynéme P € C[X] tel que Vt € [a;b], |f(t) — P(t)| < ¢, c'est-a-dire |[f — Pl [a;p] < €
d

b _ b b_
Ainsi, en écrivant P = ) anX™, on a f (f = P)f = f |f|]2 — f f|P or, par linéarité de l'intégrale,
n= 0 a a

b _ b
f = Z f fOthdt = Z f t)t"dt = 0 done [ (f—P)f = [ "[f|%. Or, par inégalité triangulaire,
a a
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b _ b b
‘ f (f— P)f‘ < f [t —P[[f] < [If = Pl[oo,[a;b] f [f| < e(b— a)|[f||oo,a;b] car f est bornée sur [a;b] puisque
a a a
b
continue sur le segment [a;b]. En faisant tendre e vers 0, il vient f |f|2 = 0. Comme |f|? est positive et
a
continue sur [a; b] non réduit & un point, |f|? est nulle sur [a;b], donc f est nulle sur [a;b] comme attendu.
Question subsidiaire : on pose F : x > f t)dt, alors F est C' et croissante car F/ = f > 0 sur l'intervalle
[a;b] et F(a) = F(b) donc F est constante sur [a;b] ce qui prouve que F/ = f = 0.
3.110) Soit g : R} — R, définie par g(t) = M La fonction g est continue sur R’ par opérations et se
prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 1 car |sin(t)] ~ sin(t) ~ t. Comme g est maintenant
t—0+ t—0+t
continue sur le segment [0;x] pour tout x € Ry, la fonction f est bien définie sur R, c’est méme d’apres le

théoreme fondamental de 'intégration la primitive de g qui s’annule en 0. Comme la fonction g s’annule en

tous les multiples de 7, on va considérer f(nmn) pour n € N.
. ol (kD)
Par la relation de CHASLES, pour n € N* on a f(nm) = ) f g(t)dt. Pour k € [0;n — 1], on pose
k=0

(k+1)
dans fk g(t)dt le changement de variable affine t = u + kmt = @y avec @y de classe C' sur [0;7] pour
vis

. (k+1) T g SR T, .
avoir fk g(t)dt = fo Mdu car sin est positif sur [0;7]. On somme ces inégalités pour obtenir
7T

u+ km
s s T
I'encadrement Z f :j—k) du < Z f LSLT_ kndu < f sin(u) 4 + Z f sin(W o gy
Tl
posant Hy, = > 141 est classique que Hy ~ In(n). De plus, f sin(u)du = [ — cos(u)]7r = 2 donc
k=1k +o0 0 0
s
Mo o fnm) < 1+ 2=l on posant 1 = f sin(W 4, Comme 2Hn o 4 Hoo1 20
s T 0 u T +00 T oo iy
In(n—1)=1In(n)+1n (1 — l) ~ In(n), par encadrement, on a f(nm) ~ 2in(n) ln(n).
n/ +oo +oo T
De plus, par définition de la partie entiere, pour x € R, en posant n, = {XJ, onan, <X x +1
s s
donc nym < x < (ny + 1)n. Comme la fonction f est croissante car f = g > 0 sur lintervalle R, on en
déduit que f(nym) < f(x) < f((nx+1)7). D’apres ce qui précede, on a f(TLXT() ~ f((nx+1)7) fox 21n(ny) car
“+o0 oo T

lim n, = 400 puisque ny > 7—1 donc, par encadrement, f(x) ~ 21n(ny)
X—+o00 ol -

croissance de la fonction In, In (f - 1) <lIn(ng) < n ( ) donc In(ny) ~ In (1) = In(x) —In(n) ~ In(x).
T U +o0 s +o0

. Mais * -1 < n, < % donc, par
7[ b

Par conséquent, f(x) ~ M
—+oo Tt
3.111]a. La fonction x — In(sinx) est négative, continue sur } 0; %} . Deplus, f(x) = In (M) —1n(x) v In(x)
X
. sin(x) - 1 . . s T
car lim —— = 1. Ainsi, f(x)=o0( —=) par croissances comparées donc f est intégrable sur |0; Z| par
x—0t X 0 Vx 2

/2
comparaison aux intégrales de RIEMANN. Par conséquent, fo In (sin(x))dx converge donc I existe.

b. On effectue le changement de variable x = 721 —t = ¢(t) avec ¢ qui est de classe C' et une bijection

0
strictement décroissante de {O;%[ dans }O; %], ce qui garantit l'existence de f In(cost)(—1)dt = K

/2

et le fait que I = K. Par linéarité de l'intégrale, vue ici sur U'intervalle ]O; % [, comme on a la relation

In (sin(x) cos(x)) = In (sin(x)) 4+ In (cos(x)), le réel | existe aussi et ] =1+ K = 2L

o1



/2 /2
c. En considérant les intégrales sur } [ ] = f In (sinxcosx)dt = fo In (sin(2x))dx — %ﬂz On
change de variable x = % = 1 (t) avec P qui est de classe C' et une bijection strictement croissante de ]0; 7|
dans }0; s [, et on a fn/z In (sin(Zx))dx -1 fﬁ In (sin t) dt = fn/z In (sin t) dt par symétrie par rapport
2 0 2Jo 0
a T de la courbe de t — In(sint) ou par changement de variable t =t —s. Alors J=1+1=1— % donc

I= —%ﬂz. Cette intégrale est dite I’EULER.

nt
3.112 a. Pour n € N, soit f;, : Ry — R définie par f,,(t) = W. La fonction f,, est continue sur R, et
e

~t. Par comparaison, f, est intégrable sur R, car t — e

nt
fo(t) ol )T =e ~t Pest. Ainsi, I,, existe.

+oo nt (1+eH™ _ .
b. Pour n € N* dans — €& _ __dt,onposeu:trr ———2L  etv:t e™ Dt qui sont
fo (1 4+ eHnt! Ll n v 4
—t
de classe C' sur Ry avec lim u(t)v(t) = 0 car u(t)v(t) ~ —€— d’oli, par intégration par parties et
t——+oo —+00 n

+oo +oo
linéarité de l'intégrale, I,, = fo W(tv(t)dt = [u(t)v(t)] 3> —f u(t)v'(t)dt, ce qui donne bien la relation

0
1 n—1 too g(n—Nt 1 ., n—1
I, = _dt=—_pn=1p
T n(141) f (1+eY nZTLJr nel
c. Ainsi, pour n € N*, J,, =nl, = Zi“ + (n—=1)Iq—7 donc Jn, = Jn-1 + ZL“
d. On calcul 1f+°° et dt[ 1}+OO‘A 1 ti sdent
. Oncalcule J;1 =1; = —f _dt=|-—— —. Ainsi, avec la question précédente, on a
h=b=Jo axey T+etlo 2 d P

n—1 n—1
s 1= _ny= 1 11,1 =02t 1 _1(;_ 1
Ve N Jn =T X (et —h) =3+ X e =3 X 5oy = | J donc I n(1 2“)'

e. Comme lim ( ,%)71 onal, ~ 1
n—+oo 2 +oo

3.113] Comme f est de classe C! sur R, f' est continue sur R donc en particulier en 0. En prenant ¢ = q > 0,

il existe n > 0 tel que Vx €] —n,n[, |f'(x) — f(0)] < e = ¢ = f'(x) > 0. Ainsi, f est strictement croissante
sur | —n;n[. Posons m = Min(—f(—m),f(n)) > 0. Si, par exemple, m = f(n) (l'autre cas est similaire), par
le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel qu’on note —« € [—n;0[ (avec 0 < a < 1) tel

que f(—a) = —m car f réalise une bijection entre [—m;0] et [f(—n); 0] qui contient —m (faire un dessin).

En posant p =n >0, on a donc o > 0, B > 0 et m > 0 tels que f réalise une bijection strictement croissante
entre | —o; B[ et ] —m; m[. Notons encore f cette restriction de la fonction initiale et posons ¢ = f~'o(—f). On
le peut car —f réalise une bijection strictement décroissante de | — «; B[ dans | — m; —(—m)[=] — m; m[ et que
£~ réalise une bijection strictement croissante de | —m; m[ dans | — «; b[. Par conséquent, par composition, )
réalise une bijection strictement décroissante de | —«; B[ dans |—o; B[ et on a ¥x €] —o; B[, W(x) = f~To(—f(x))
donc f(p(x)) = —f(x) et on a bien f(x) = —f(P(x)).

b. Comme Vx €] — «; B[, '(x) > 0, la fonction bijective f~! :] — a; B[—] — ; B[ est aussi de classe C! et ¥

1

.

T (=)

Enfin, ¢ est involutive car Vx €] — a; B[, W2 (x) = 1o (=f(f 1o (=f(x)))) = ' (=(=f(x))) = £ (f(x)) = x.

est donc de classe C' par composition. De plus, Vx €] — «; B[, V' (x) = —f'(x) x
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3.114 ] a. L’ensemble E est inclus dans le R-espace vectoriel C°(R,, R) et il est non vide car la fonction nulle, qui

est continue sur R, vérifie x*f(x) = 0 pour tout réel « € R*. De plus, soit (A, n) € R? et (f,g) € E2, il
X—1+00
existe par définition des réels strictement positifs « et § tels que x*f(x) — 0et xPg(x) — 0. Supposons
X—>+00 X—>+00
par exemple que o < B, comme la fonction x — x* P est bornée au voisinage de 400 car « — p < 0, on a
X(AF + ng)(x) = Ax*f(x) + ux* PxPg(x) = 0 donc Af + pg € E car cette fonction est continue sur R.
X—>+00
Par conséquent, E est un sous-espace vectoriel de C®( R, , R) donc est lui-méme un espace vectoriel.
b. D’abord, pour x € Ry, la fonction h : t — e *f(t) est continue sur [x;+oo[. Par définition de E, il
existe a« € R% tel que x*f(x) — 0, donc h(t) =t~ %e "t*f(t) = o(t” e~ ") = o(e™ ). Par comparaison
xX——4o00 +oo 400
a une intégrale de référence, h est intégrable sur [x;+oo[ donc g est bien définie sur Ry. Par CHASLES,
I +oo x .
pour x € R4, il vient g(x) = e~ fo e H(t)dt — e* fo e 'f(t)dt. Comme h est continue sur R, par le
X
théoreme fondamental de 'intégration, la fonction H : x +— j;) e tf(t)dt est de classe C' sur l'intervalle R
et H(x) = h(x). Ainsi, par opérations, g est de classe C' et g est solution de (E¢) sur R, car, pour tout
+oo x
x € Ry, g'(x) =e* f e Hf(t)dt — e* f e Hf(t)dt — eXe ¥ f(x) = g(x) — f(x).
0 0
Comme les solutions réelles de 1'équation homogene (Efp) : y' —y = 0 sur R, sont toutes les fonctions
zp : x — Ae® avec A € R, par théoreme de structure, les solutions réelles de (E¢) sur Ry sont toutes les
—+oo
fonctions yj : x — ()\ + f e_tf(t)dt) e*. On a yp = g, vérifions que g € E.
X

Pour x € Ry, [x¥*g(x)| =

+ +
x%eX f OOe_tf(t)dt‘ < x%eX f oot_‘"e"‘|t"‘f(t)|dt par inégalité triangulaire.
X xX

Soit ¢ > 0, comme x*f(x) — 0, il existe un réel A € R tel que Vt > A, [t*f(t)| < e. Ainsi, des que

X——+00

+
x = A, on a [x*g(x)| < ex"‘e"f
x
+
Comme f e tat = [—e i = e, on a donc Vx > A, [x%g(x)| < e. Ainsi, x*g(x) — 0 donc

X x X—+00

ee] 400
t~ % tdt < ex"‘exx_“f e~ tdt car Vt > x, t7% < x % car a = 0.
X

g € E. Or x — e* nappartient pas a E car Vo € Ry, x%e* —+> 400 par croissances comparées donc yx
X—+00

+oo

n’appartient a E que si A = 0 et on peut donc conclure que g : x — e* f e~ 'f(t)dt est I'unique solution
x

de (Ef) appartenant a E.

/2
3.115] a. Pour x € R4, la fonction fy : t — sin*(t) est continue sur le segment {O; %} donc f(x) = f;) fi(t)dt

existe. Pour x € R*, la fonction fy : t — sin®(t) est continue sur }O; %] et fy(t) rgt" = t*% car sin(t) vt

- s n/2 . .
donc, comme fy est positive et par critere de RIEMANN, fo fx(t)t converge si et seulement si —x < 1 <

x > —1. Par conséquent, le domaine de définition D¢ de f vaut D¢ =] — 1; +o0[.

b. Pour x > 0, les fonctions u, : t + sin*(t) et v : t + —cos(t) sont de classe C' sur }O; ﬂ et

tim ux(Ov(t) = 0 done f(x+1) = 7wV V)t = fun(w(O)F2 = [ wLtv(t)at par intégration
t_>0+ X o X X O 0 X

/2 /2
par parties d’ott f(x + 1) = x fo sin*~1(t) cos(t)dt. Ainsi, f(x + 1) = x fo sin*=1(1)(1 — sin?(t))dt
ce qui donne f(x + 1) = x(f(x — 1) — f(x + 1)) par linéarité de l'intégrale (les deux convergent) donc

(x + 1)f(x+1) =xf(x — 1) ce qui donne (x + 1)f(x + 1)f(x) = xf(x)f(x — 1) ot D(x+ 1) = D(x).
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c. Pour (x,y) € (D¢)? tel que x < y, comme Vt € }O;%}, sin(t) < 1, on a sin*(t) > sinY(t) donc, par
croissance de l'intégrale, f(x) > f(y). Ainsi, f est décroissante sur D¢ ce qui entraine, par positivité de f, que

f(x)f(x — 1) = f(y)f(y — 1) si (x,y) € (R%)? tel que x < y. La fonction x — o) est décroissante sur R* .
x

d. D’apres la question b. et par une récurrence facile, ® est constante sur les entiers naturels non nuls et

Vne N, p(n) = o(1) = 1(0)f(1) = T x [~ cos(t)]3/? = X. De plus, soit x > 1, on a [x] <x < [x] +1 par

définition de la partie entiere donc, avec la question c., (I)(LLjJ_:_]U < ®(x) < (I)(LL)]J) qui devient, comme
X X X
X o < X T < X g gy 1 im X —
oma [x] >0, g X5 S Q) S 17X 3. Or IS g ST [y =1 o7 done Um 77 =1 par
encadrement. De méme, il vient lim —*—
x—+oo [x] +1

un réel x > 0, on a Vn € N, ®(x +n) = ®(x) avec la question b. donc, comme 1111 D(x+n) = 72l par
n——+oo

caractérisation séquentielle de la limite, ®(x) = % La fonction ® est donc constante sur R* ou elle vaut Z.

= 1 donc, par encadrement, lim ®(x) = % Enfin, pour

158
X——+4o00

e. Comme f est décroissante sur D¢, pour x > 0, on a f(x + 1) < f(x) < f(x — 1) done, comme f(x) > 0, on

a l'encadrement f(x + 1)f(x) < f(x)? < f(x)f(x — 1) et, avec la question précédente, —"— < f(x)? < Zﬂ
x

2(x+1)
Comme 2(X77jr]) I i et que f(x) > 0, par encadrement, on a f(x) ~ /i.
3.116 ] a. Soit z € C, posons f, : t — e~ *' pour tout ’exercice. Traitons quatre cas :

e Siz =0, la fonction f, est constante et vaut 1 donc f, admet une limite finie £ = 1 en +o0.

e SiRe(z) > 0, comme |f,(t)| = e—Re (@t tli_rp [f2(t)| = 0 donc f, admet une limite finie { = 0 en +o0.
—+o00
e SiRe(z) <0, tliprm |f2(t)] = +o0 car |f.(t)] = e~Re@t done f, n’admet pas de limite finie en +oo.
—+00

e Si Re(z) =0 et Im(z) # 0, supposons que f, admet une limite finie { € C en +oc0, par caractérisation

séquentielle de la limite, on aurait lim fz( nm ) ={car lim N — 400, ce qui s’écrit
W =TT (2) WS Tim ()]
aussi lim T = lim (—1)™ ={(, et c’est absurde.
n—-+oo n—+4oo

Ainsi, t — e~ *' admet une limite finie en +o0 si et seulement si Re (z) > 0 ou z = 0.

b. Comme [f,(t)] = |e*Re (Zt-tIm(z)t] = e~Re@t quon sait, pour a € R, que f:oo e®tdt converge si et
seulement si a < 0 d’apres le cours, et que f, est continue sur R, la fonction f, est intégrable sur R, si et
seulement si Re (z) > 0.

c. Soit z € C, la fonction g, : t — e~ " est continue sur R,.

: +oo +o0 .
e Siz=0, g, est constante et vaut 1 donc fo go(t)dt = fo 1dt diverge.

. X t efzt x 1 — e %% L. .
e Siz # 0, pour x € Ry, fo e *tdt = {— T]o =, Ainsi, avec la question a., comme

+oo . . x . . s
fo e ?tdt converge si et seulement si x — fo e ?tdt admet une limite finie en +o0o par définition,

+oo
L/;) e~ *'dt converge si et seulement si Re (z) > 0.

d. Comme h : t+— e 2°f(t) est continue sur I'intervalle R, par le théoréme fondamental de I'intégration,

+o0
la fonction F est de classe C! sur R, car c’est la primitive de h qui s’annule en 0. Comme fo e Zotf(t)dt

converge par hypothese, la fonction F admet une limite finie en 400 par définition. Comme F est continue
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sur Ry et admet une limite finie I = foJroo e *otf(t)dt en +oo, il est classique que F est bornée sur R..
En effet, en prenant ¢ = 1, il existe un réel A € Ry tel que Vx > A, |F(x) —I| < e =1 ce qui montre que
[F(x)| = [(F(x) =)+ 1| < |F(x) = 1|+ |I] < |I|+1. Comme F est continue sur le segment [0; A], elle y est bornée
par le théoreme des bornes atteintes donc il existe M € Ry tel que ¥x € [0; A], |F(x)| < M. Par conséquent
Vx € Ry, |F(x)] < Max(|I] +1,M) et F est bien bornée sur R.

e. La fonction a, : t = e~ (*720)tF(t) est continue sur R, et |a,(t)| = \e’(Z’ZO)t||F(t)|+:OOO(|e*(Z*Z°)t|)
d’apres la question précédente donc, d’apres la question b. et par comparaison car Re (z—zo) > 0, I'intégrale

+
fo > |a,(t)]dt converge donc a, est intégrable sur R.

—(z—zo)t .
f. Comme z # zp, en posant u : t —» —E 2 etv = F, les fonctions u et v sont de classe C' sur
z— 20
R, d’aprés d. et lim u(t)v(t) = 0 d’aprés d. car F est bornée sur R, et que lim e~ (#720)t puisque
t—+oo t—+o0
L, . . L, +o00 4+oo _ —(z—z0)t
Re (z—z0) > 0. Par intégration par parties, les intégrales fo u(t)/ (t)dt = fo eiox(e*“tf(t))dt
z— 2z

+ +
et fo Oou’(t)v(t)dt = fo > e~ (2720)'F(t)dt ont méme nature. Or t — e~ (*720)'F(t) est intégrable sur R,
+ _,—zt
x (e~20tf(t))dt = fo o —e TH(t)

Z—20
+oo g2t +o0
converge et on a la relation fo eif(t)dt =0- fo e~ (2720)tE(t)dt car F(0) = 0. Ainsi, par linéarité

z—2z9

+o0 4+oo  —(z—zo)t
d’apres e. et —(z=zo)tE(t)at . Ainsi - -
apres e. e f 5 € (t)dt converge. Ainsi, f o P

dt

+o0 +oo
de l'intégrale, fo e #H(t)dt = (z — zo0) fo e~ (2=2o)tE(t)dt.

Questions supplémentaires :

e Soit (a,b) € R? avec a # b, f : [/‘1—3\1:] — K = Rou C de classe C**! avec n € N, on a la formule de
- (b —a)f b (b—t)"
TAYLOR reste intégral, f(b) = (kX::O %f(k)(au + fa %f(“"’])(t)dt.
e Avec ces conditions, on note My 11 = Max [f("F1)(t)| (qui existe car f™+1) est continue sur le segment
x€[a;b]

—

n (k) ok meT
[a;b]) et on a I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE ‘f(b) - > {a)(b~a) ) < Mnst [ —al
Sy k! (m+1)!

3.117 | La fonction f : x — Arcsin (l) — 1 est continue sur [1;+00[. De plus, Arcsin’(y) =
x/ x

3
et, en intégrant ce développement limité, on a Arcsin(y) =y +16L+0(y4) car Arcsin(0) = 0. Ainsi, on obtient
_ 1 1 . 1 _ : 1 . s
f(x) 2l + o(x—4) car xEToo = 0 ce qui montre que f(x) o2 Par comparaison aux intégrales de

—+oo
RIEMANN, on en déduit que la fonction f est intégrable sur [1; 4+o00[ donc f1 f(x)dx converge.

“+o0
Méthode 1: dansI = f] (Arcsin (l) —l)dx7 on pose u : x — x et v = f qui sont de classe C! sur |1; +o0]
x/  x

et, comme i = f(1) = T —1 par continuité de Arcsinen 1 et U =0 car xf(x) ~ -5
, m u(x)v(x) = (1) S1p resin Jim u(x)v(x) xf(x) fodirws
+oo +oo
on obtient la relation I = 1 — % - f1 xf'(x)dx = 1— % - j‘] X <x]2 (1 - ]1)> dx ce qui se simplifie
X
e +o0 9 x . 1 e .
enl=1->— f = (1 - 7)dx. On pose ensuite x = — = ¢(u) avec ¢ bijection strictement
2 Tox x2 —1 sin(u)
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0 —
décroissante de classe C' de }O; 721[ dans |1;+o00[ et T=1— 72l - fﬂ/z sin(u)(%) ( - %)du.

Ly [Plcos(W) w2 2sin®(u/2) _q_m [ ™
Ainsi, I =1 +f Sin(w) du=1 5 +f0 Tsin(w/2) cos(u/Z)dui] 2+[ Zln(cos(u/Z))}o

2

et enfin [ =1+ 1n(2) — % ~0,12.

+
Méthode 2 : dans I = f1 ~ (Arcsin (1) - l)dx, on pose 6 = Arcsin(1/x), c’est-a-dire x = — 1(6) = ¢(0)
X X s

avec ¢ qui est une bijection de classe C! strictement décroissante de ]O; %} dans [1; +00|. Par changement de

0 /2
variable, il vient I = f 9 — sin( )( cos( ) de = fﬂ <9.cos(92) — cc.>s(9) )de. Les deux fonctions
/2 sin( 0 sin(0) sin(0)
a: 0 8 cos( 2) t b o Cos(e) ne sont pas intégrables en 07 car a(0)~ b(G)Nl. Par contre,
sin(0) in(0) 0 00
. . /2 Gcos(G /2 cos(0) P .

t =1 ( ae — de) , e}o;f},l deux fonct
on peut écrire lim, fa in(0) fe in (6) car, pour ¢ 5| les deux fonctions
/2
a et b sont continues sur le segment [s; g] Or f cos( [In(sin(e))]?/z = —In(sin(e)) et, en

e sin(

posant les fonctions uw: 0 — 0 et v:0 — —

qui sont de classe C' sur [s f} par intégration par
51n( ) 2

o [ Soaee = [ Y‘“ T [ (e ()] o
t 0=|— = n (tan (8
ParHes, f£ sin(0)? d sin( f 6 2" sin(e) i ten (3 . oan

/2
donne fﬁ 8 cos(8 )de =

_mn
e sin(0)? 2 sin(
/2 /2 t 2
fﬂ e_cois(ez)de - fﬂ cos(0) 4o — _m SR S P e (e/2) . Comme sin(e) ~e et tan (5) ~ £,
e sin(0) e sin(0) 2 sin(e) sin(e) 0 2/ 02

( )) Alors, en regroupant les termes, on parvient a

en passant & la limite quand ¢ tend vers 07, on a I=1+ In(2) — % ~0,12.

3.118) a. La fonction g : t — sntlz(t) est continue sur R*% donc sur [x;+oo[ pour x > 0 et g(t) = O(t]—z)
o0

d’oti g est intégrable sur [x; 400 ce qui montre que f est bien définie sur R . Comme, pour x > 0, on a
+oo x x
f(x) = f1 g(t)dt — f1 g(t)dt et que x — f] g(t)dt est la primitive de g qui s’annule en 1 par le théoreme
sin(x)

fondamental de D'intégration, la fonction f est de classe C' sur R% et Vx >0, f/(x) = —g(x) = ———
x

b. La fonction h : u — sin(u) est continue sur R et elle se prolonge par continuité en 0 en posant
u

o sin(u)
u

o sin(u)

+
h(0) =1 car sin(u) T Ainsi, fo
u

+
du converge si et seulement si f1 du converge. Posons

les fonctions a : u+—> —cos(u) et b : u > 1 qui sont de classe C! sur [1; +00] et vérifient liT a(u)b(u) =0
u u—+o00o

+oo +00 g +oo +o0o
donc, par intégration par parties, les intégrales f1 a'b = f1 Mdu et f1 ab’ = f1 %du
u u

sont de méme nature. Or la seconde est absolument convergente car d : u +— M est continue sur [1; +00]
u

+ i + i
et d(u) = O(#) Ainsi, fo > &u(u)du converge (mais pas absolument) et on pose | = fo o0 smu(u)

1 6i +oo gi 1
c. Pour x > 0, f(x) = f Sl?ﬁdt—}-‘ﬁ wﬂlﬁdt:—f:%-i-f sin( dt—i—f Smt)dt. La
X

X

du.

fonction h : t sm(:# est continue sur [0;1] en la prolongeant par continuité en 0 en posant h(0) = 0

3
car sin(t) — tmoz—% donc h(t) Y é Comme h est négative sur [0;1] par concavité de sin sur [0;1], on
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1 1 1

a Vx €]0;1], )f h(t)dt‘ =— f h(t)dt < f |[h]|oo,[0517dt = [|N[oc,[0;1] car h est continue sur le segment
x x X

[0;1] donc elle y est bornée par le théoreme des bornes atteintes. Par conséquent, f(x) = —In(x) + O(1) qui

=
—In(x) 4+ o(In(x)) donc que f(x) v In(x).

montre, comme li1g)1+ In(x) = —oo, que f(x) S
X—
+00 g +o0 | s +
d. Pour x > 0, par inégalité triangulaire, il vient |f(x)| = ‘ f > S'T#dt‘ < f > Wdt < f > tlzdt
X X X
1Tl i _ o1
donce [f(x)| < = = et on a bien f(x) = O .
tlix X +oo X

1

e. Dans l'expression de f(x), on pose u: t — —cos(t) et v :t — 2 qui sont de classe C' sur [x; +oo| et

vérifient lim w(t)v(t) = 0 done f(x) = [ > u’(t)v(t)dt = ey~ - [ T Wt/ (t)dt par intégration

—+o0 x

+oo COS(t) +oo 1 1
< — = —
x t3 dt‘ = j; 3 a 27

par parties d’ou f(x) = COS -2 f cos

_ +
done, puisque C:izs(X)JrooO(x ) et fx 0 cot53(t)d - o( 1 ) par somme, on obtient f(x )+:OOO(1—2>

+o0 x
f. f est continue sur R* puisqu'elle y est de classe C', f(x) v In(x) ﬁo(i> et f(x) = O( ) donc, par

\/; +o0

comparaison aux intégrales de RIEMANN, f est intégrable en 07 et en +oco donc f est intégrable sur R* .

+oo
g. Dans 'expression de I = fo f(x)dx, on pose u : x — x et v = f de sorte que u et v sont de classe C'
sur R d’apres a. et que lim u(x)v(x) = lim u(x)v(x) d’apres c. et e. et par croissances comparées car
x—0+ —+o0
u(x)v(x) v In(x) et u(x)v(x) = O(l). Ainsi, par intégration par parties, comme on sait d’apres f. que
[es} X

% sin(x)
x

+ + +
ces intégrales convergent, I = fo ~ u(x)v(x)dx =0 — fo > u(x)v' (x)dx = fo dx =1J.

En supposant pouvoir intervertir les intégrales double avec le théoréme de FUBINI, on trouve (mais sans

preuve) I = f;oo (f:oo stn(t ) fu/;)<x<t t)dtdx = eroo (f g(t dx)dt = f(:roo sin(t )dt =J. 1

se trouve que cette intégrale, dite de DIRICHLET, a pour valeur %, mais c’est une autre hlst01re !

3.119] a. Pour x € D, comme x? — 2xcos(8) + 1 = (x — cos(8))? + sin?(8) = (x —e®)(x —e7 ) = |x — e > 0
car x # 41, la fonction f : 8 — In(x? — 2xcos(8) + 1) est continue sur le segment [0; 271] donc I(x) existe.

2ik —2ik 2ik
b. Comme X? — 2X cos (Zk“) +1= (X—e 1nn) (X— e—m n) pour k € [0;n—1], et que les e =7 sont les
n

. N s ik7t .
n racines n-iémes de 1'unité, comme les e 7, on peut factoriser P,, = (X™ — 1)2.

. 2 — 0 " k(2m —0) s .
c. Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN Ry (x) = £— >~ f, [0+ ——— ) associée a la fonction
n k=0 n

27
fx continue sur le segment [0; 27]. D’apres le cours, 1111 Rn(x) = fo fx(0)d0. Avec la question précédente,
n—-+0oo

n—1 : 9 n—1
Ra() = 20 55 tn ((x = %) (e T07)) = ZEun (T (2 2xcos (2 1)) = Man(e" — 1)),

o Silx| <1, lim x™=0donc lim_ AT (|x™ = 1)) = 0 x 0 = 0. Ainsi, I(x) = 0.
n—-4oo n— n

e Si|x| >1,0naR,(x)= 47[ I (|x|™[1=x""]) = 4min(|x]) + fln (1 =x~™) donc I(x) = 4min(|x]).

3.120]| Petit rappel ........... ou pas : pour tout x € R et tout z = a +ib € C avec (a,b) € R?, on pose
X% = e(a+iP) () — galn(x)ibn(x) — xa(cos(bln(x)) + isin(bin(x))). Ainsi, [x*| = x® = x€¢@ > 0.
a. SiRe(s) > 1, pour k € N* on a ’% = ﬁ et la série de RIEMANN k§1 m converge d’apres le
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1

cours donc la série Y converge absolument donc elle converge, ce qui assure que la suite des sommes

1 k°
tielles ( 3° 1 De pl NeN n1He® 1
artielles — converge. De S, po € N*, = =
it (55 1), comor g o 1, N2 R
lim % = 0 car Re(s) > 1. Par différence de suites convergentes, la suite (Sn(s))nen-

N—+oo |1 — s|NRe(s)*]

converge, ce qui assure l'existence de ((s) (la fonction de RIEMANN définie dans le cours si s > 1 est réel).

% est continue par morceaux sur le segment [1;N + 1] donc

[t]

N-+1
f1 ﬁdt existe. Avec la relation de CHASLES, et comme g5 est constante sur l'intervalle [k;k + 1] et

b. Avecs € C\ {1}, la fonction gs : t —

N k+1 1 N 1
kzz:] fk det_ )y ks

k=1

N+1 N k41
vaut —g pourke[[1;1\1]]7onaf1 lat=3 fk
k=1

[t]

c. On suppose a = Re(s) > 0 et on pose b = Im(s), la fonction hg : t —

1 _
5

Lt] JS est continue
par morceaux sur [1;4oo[ puisqu’elle 'est sur tout segment inclus dans [1;4+o00[. Pour t € [1;400[, il
_ |_tj a+ib patib | LtJa it In(|t]) $9etb ln(t)|

vient hg(t) = —dp — —1 done |hy(t)| = @

{a+ip [t T et aFi

; L) [tlya ibin (%) g

peut écrire |hg(t)| = | LtJaelb:n( ; ) —t _ ISs t ) e i, |
[t] [t]

partie entiere, pour un réel t > 1, on a 0 < t —1 < [t] < t donc LtJ ~t d’on LtJ ~ ta et, en

qu’on

De plus, par définition de la

posant {t} = t — [t] € [0;1] la partie fractionnaire de t, on a % = @ =1- y 1+ O(%)
o0

m)aeib m (L) 1

1 —y)® ibln(1fy)7]
en notant y = % € [0; %[ et |hs(t)] o L - = [0 —y)%e a | et on arrive
o0
\ (1~ ay +o(y))e®Tvrolu) (1 —ay +o(y))(1 —iby +o(y)) — 1
a|h5(t)\+:w | @ | = ’ a ’ = o(t““) Alors,

“+o00
par critere de RIEMANN, hg est intégrable sur [1;+oo[ car a + 1 > 1 donc f] (t]—s - i ) dt existe.

1—s N
Si s était un réel différent de 1, on aurait directement N — t Sdt = [ } Vérifions que cette

1 1—
relation est vraie méme si s est complexe. Pour z = o« + 1[5 € C avec (o, B) € RZ, f, : t > t7 = tXelBIn(Y)

est dérivable sur R par opérations et Vt > 0, f,(t) = ot* TelPIn(t) 4 t"‘(%)e“3 n(t) — %iﬁt"‘eifs n(t)

donc f,(t) = zf,—1(t) donc, par le théoreme fondamental de l'intégration, en prenant z =1 —s € C*, on

. N N f(t) N t1-s N NT—S 1
btient t7%dt = f,dt:[Z } :{ } = .
0 1enf1 f1 z-1 z 11 1—sl1 1—s

N 1—s N1
Ainsi, pour N € N* S = ( i) - N = dt — t7%dt — L ui s’écrit aussi, par
P N =2 s ) T =, T f1 =T P

linéarité de l'intégrale et CHASLES, SN (s) = fN Wdt + f] (W - t—s)dt -

1—s
N+1T _ N+1 1) 1 . N-+1
Comme ‘fN Wdt‘ = ‘fN th‘ = ‘W = m, NE)ToofN LtJSdt = 0 car Re( ) > 0 et,
avec la convergence précédente, (Sn(s))nen+ converge donc ((s) existe et, comme ((s) = th Sn(s), on
— 400
+
obtient la relation ¢(s) = 51?] + f] > ( L’E]Js - t%)dt.

o8



—t
3.121] a. La fonction g : R} — R définie par g(t) = eT est continue sur R, g(t) = o(e™") et l'intégrale
02 +oo . . . +oo e_t .
de référence fo e~ tdt converge. Ainsi, par comparaison, f Tdt converge pour tout x > 0 ce qui
X

+oco —t x —t
montre que f est bien définie sur R’ . De plus, par CHASLES, Vx > 0, f(x) = f1 ert — f1 ert. En

x ,—t
posant G : RY — R définie par G(x) = f1 erL la fonction G est la primitive de g qui s’annule en 1 par

le théoreme fondamental de I'intégration car g est continue sur l'intervalle R* . Ainsi, comme f = G(1) — G,

—x
par opérations, f est de classe C! sur R% et Vx > 0, f/(x) = —G'(x) = —g(x) = —&—.
X
-t -t
b. Méthode 1 : pour x > 0, comme Yt > x % < 1 donc eT < &— car et > 0, par croissance de 'intégrale,
X X
+oo —t +oo —t +oo —X
f(x) = € _datg e gr=1 “tgp = L[ et =€
on a f(x) fx td fx xd Xfx e 'd X[e I3 .
—X
Méthode 2 : soit g : R% — R définie par g(x) = € —f(x). D’aprés a., la fonction g est dérivable sur R%
X
e X e % e * P :
et Vx >0, ¢'(x) = —5— — =5 + &— = =55 < 0 donc g est décroissante sur l'intervalle R} . Comme
X X X X

lim f(x) = 0 en tant que reste d’une intégrale convergente, on a lim g(x) = 0 donc g reste positive sur
X—>400 X—>400

—X
R ce qui montre que Vx > 0, f(x) < eT'

c. Pour x > 0, on pose u:t+ e tetv:t In(t). Comme les fonctions u et v sont de classe C! sur [x; +o0]

et que tliT u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, on obtient, par intégration par parties, la relation
—+00

+ +
() = [T u(v(Ddt =[O = [ w(tv(n)dt = —e X In(x) + f e tin(t)dt.
x xX
d. La fonction f est continue sur R%. D’apres b., f(x) = o(e™*) donc, comme en a., f est intégrable
+ oo

en +o00. Soit h : t — e 'In(t), la fonction h est continue sur RY et h(t) = o(e~t/2) par croissances
o)

1
comparées donc h est intégrable en +o0o. De plus, h(t) BJln(t) §o(ﬁ) et l'intégrale de RIEMANN fo dt

converge donc, par comparaison, h est intégrable en 0. Par conséquent, h est intégrable sur R% donc,
oo +oo +oo . +oo ,
Vx > 0, h(t)dt‘ < f [h(t)]dt < fo [h(t)]dt ce qui montre que x f e~ 'In(t)dt est bornée
x x
sur R%. On en déduit avec c. que f(x) S —e *In(x) + O(1) = —e *In(x) + o(e *In(x)) qui s’écrit aussi

+
f(x) N —e X 1n(x) v In(x) = o(i) et f est donc intégrable en 0T. Ainsi, fo > f(x)dx converge.

X

Les fonctions u : x — x et v = f sont de classe C' sur R, m}; u(x)v(x) = 0 car u(x)v(x) = xf(x) rgxln(x)
X—

et lim xIn(x) = 0 par croissances comparées et lim u(x)v(x) = 0 car 0 < u(x)v(x) = xf(x) < e™™ avec
x—0t xX—-+00

la question b. et lim e * = 0 (encadrement). Ainsi, par intégration par parties, on obtient la valeur

X—+00
f:m f(x)dx = f:oo w(x)v(x)dx = u(x)v(x)]§> — f: u(x)v'(x)dx = f e Xdx = [—e X|I® =1.
Avec FuBint (HP), fom f(x)dx = f:oo (f:oo _ ) f (f dx) dt = f:oo e"tdt =1.
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3.5 Officiel de la Taupe]

3.122 | Toutes les fonctions sont intégrables car continues sur des segments. On utilise le changement de variables

t = nx puis CHASLES puis le changement de Variables t = s+ k avec la 1- périodicité de g pour avoir la

relation | f)g(nax =1 ["r(L)gar=1 z [ f(L)g(ar=1 2 A f(3£5)g(s)as.

Comme f est de classe C', par le théoréme des accrmsaementb finis : V(x,y) € [ ; ] , Jf(x) —f(y)| < My |[x—y]
avec M = %l(ﬂc |f'| car |f'| est continue sur une segment donc y est bornée et y atteint ses bornes.

Donc f est bien M;-lipschitzienne sur le segment [0;1].
En utilisant la relation montrée précédemment et la linéarité de l'intégrale :

[} st 5 o(E)atoas= 5[] (1) <1(5) oo

Comme f est Mj-lipschitzienne sur [0;1] et comme g est bornée sur [0; 1] car elle y est continue :

‘f () — L Z f 1(%)a(o)as| < :@:élfoug@ﬂdsI\/T:]fo1s|g(s)ds+ooo(l)

On prend g =1 : ‘f dx——Zf ( )ds

_’f dx—*i: ( )+m0<]>quitendverso

1 k) !
quand n tend vers +oo donc nETOO o kgo f(n) = fo f(x)dx.

Pour la suite, il faut aller un cran plus loin dans le développement de f (ﬂ)
n

. (s+%)/
Par TAYLOR reste intégral, on a f(u> ff(K) - if/(K) = f e (ﬂ fu))f”(u)du. Comme f est
n n n \n k/n n

f(s-‘rk)/n (S +k —u)>f”(u)du
n

k/n

w

de classe C?, avec M, = I\[/chc [f] :

29 (s+k)/n 2
()]
2 n k/n 2n

o 2m? T en?’
o B () ) - (80) = D) - ) e s

nf ()dx—Zf ]nz_:1f’—
n/ n

k=0

1 2
Mjs ds — M,

N

1
On peut intégrer entre 0 et 1 I'inégalité trouvée : ‘ f (f(ﬂ) —f(k) — & (k> ) ds
0 n n/ n \n

I'inégalité précédente,

(l) qui tend vers 0 quand n — +oo.
+<>o n
f( )

f(0)

ne1
Avec les sommes de RIEMANN, lim = 3. ( ) f f'(t)dt = car f' continue sur [0;1].

n—+oo 2n = 0

o ~ _ () = 1(0)
Au final, on a bien : lim (n fo f(x)dx — kX_:()f(k)) =5

n—-+oo

3.123 | La fonction fy : x — 28 Sz est continue sur R, . La présence du x? dans le sin nous encourage
1+x%(sin(x?))
& simplifier cette étude en posant x = v/t = @(t). En effet, ¢ est une bijection de classe C' strictement

—+oo
croissante de R*} dans R ; le théoréme de changement de variable montre alors que fo fo(x)dx est de

+
méme nature que f > \é{
O 2vVt(1 4+ t2 (sin(t))?)
1
1412 sin?(t)

dt ou encore, apres simplification et multiplication par 2, que

+oo
lintégrale fo ga(t)dt avec gu(t) = et g« est aussi continue sur R,.
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. s (n+1)m . .
On pose, pour tout entier n € N, l'intégrale J,, = f 1 dt. On sait d’apres le cours,

nrm 1412 sin? (1)

+oo
puisque g, est positive, que fo g« (t)dt a la méme nature que la série numérique > Jn.
n>0

s 1 . (n+1)7 x .
On aurait tres bien pu poser directement I,, = f dx mais c’est plus lourd.

NaT: 14+ x%sin?(x?)

Pour t € [nm; (n+ 1)7, on a (nn)% <t? < (n+ 1)71)% donc, par croissance de l'intégrale :

—_

(n+1) : (n+1)
/. st <Jn < L a
nm T4+ ((n+1)m)2 sin“(t) nm 14+ (nm) 2 sin“(t)

Mais la fonction sin? est m-périodique donc en posant t = nm + u (facile & justifier), on trouve :

T 1 & 1
du < Jn <
fo T+ ((n+ 1)7-[)% sin?(u) " 014+ (nn)% sin?(u)

T 1
f% T4+ ((n+ 1)71)% sin?(u)

Or, sin(m — t) = sin(t), donc en posant u = 7 — v dans du par exemple, on a

ad
f : L x5, du= f : 1 T 5 - dv. Ainsi, on obtient I’encadrement
2 14+ ((n+1)m)2 sin“(u) O 1T+ ((n+1)n)2 sin“(v)
z 1 b 1
2 du<Jn <2 du (1
fo T+ ((n+ 1)7{)% sin?(u) " 0 14+ (nn)% sin?(u) M

Méthode 1 : on pose u = Arctan(w) = Pp(w) (ou w = tan(u) : BIOCHE) avec P qui est une bijection
tan?(u) __w?
T+tan?(u) 14+ w?’

strictement croissante de classe C! de R, dans

—
N

0; L [ et, pour a > 0 et car sin?(u) =

e 1 +oo 1 |: i|+OC n o
T v = — T2 Arctan(wy/T + __m A
fo 1+ asin?(u) fo T+ (0 +aw zd —— Arcta (wy/1+ a) . W Te insi,

CJn < —Z— =v,.

\/1+ ) 1+(nn)%

Or u, ~ T ~ vn, ainsi, par le theoreme des gendarmes, on a J, ~ —Zx X % et > Jn, comme
2 (nm) ¥+ = mT ¥ S
+oo
fo fo(x)dx, converge si et seulement si o > 4 par RIEMANN.
Méthode 2 : on se débarrasse de sin dans ’encadrement (1) avec les inégalités classiques qui découlent de
la concavité de la fonction sin sur 'intervalle {0; %} : Yu e [O; %}, Zu < sin(u) < u. Alnsi, avec A = 2.
T T
fud 1 z
an =2 <2 — = ——du =b.
" fo 14 ((n+ 1)m) 2 u? f (nm) 27\2 2 "
s
On reconnait & nouveau des primitives en Arctan, an =2 [% Arctan (((n+1) )% )} R =
(n+1)m)4 0 oo (nm)4
s

et b, =2 % Arctan <)\(n7r)%u>] ° ~ —T . On peut considérer deux cas, d’aprés RIEMANN :

Alnm)4 0 +oo ;\(Tm)4
esi >4, Y J, converge donc 'intégrale I converge grace a la majoration J, < by.

n=0
esi <4, Y Jn diverge donc lintégrale I diverge étant donnée la minoration an < Jn.

n>0

“+o0
Toujours est-il que j;) fo converge si et seulement si o > 4.
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3.124 ) D’abord, f est continue sur R*} . On étudie f aux deux bornes de R*.

1 1
e Comme lim ((x+1)% —x7) =1, on obtient f(x) ~ ln(]x) = (L) par croissances comparées. Ainsi f est
0+ 0 L3 0 \Vx
intégrable sur |0; 1] avec RIEMANN (car % <1).
111 1\ #
o (x+1)7 —x3 =x4 (1 +7)
X

1 1
— 1) =x4 (1 + - 1+o(l)) donc (x+1)3 —x# 1. Par conséquent,
X

T3 = —1% —o(%) par croissances comparées donc f est intégrable sur [1; +oo[ (car ;—i >1).
x 24

Au final : f est bien intégrable sur R .

3.125] a. Soit ¢ : (x,t) — \/ 1 définie sur R* x [0;1]. Six # 0, ¢(x,.) est continue sur [0;1] donc

(62 +12)(1+ 1)
y est intégrable. Six =0, on a ¢(0,t) . % donc f(0) n’existe pas d’aprés RIEMANN.
t—
Ainsi le domaine de définition de f est R* et f est strictement positive.

b. Comme f est clairement paire, on étudie sur R . Soit deux réels 0 < a < b.
e Pour t € [0;1], la fonction ¢(-,t) est de classe C' par opérations.

e Pour x > 0, les fonctions ¢(x,-) et %(E(X’ -) sont continues et intégrables sur [0;1].

_ b
e Pour (x,t) € [a;b] x [0;1], &(X’t)’:‘ . 3’< 3
o Vitee ol Vit o3

Comme g est continue donc intégrable sur [0; 1], par le théoréme de LEIBNIZ, la fonction f est de classe C!

=g(t)

sur RY et f/(x f xdt 3 < 0 donc f est décroissante sur R . Ceci justifie déja I'existence

\/1+t2x +t )2

1
des limites (finies ou infinies) de f en 07 et en +o00. De plus f [Argsh ( )} = Argsh (l>
Vx2 + t2 0 x

c. o Vx>0, f(x \[ f m Argsh ( ) donc Xl_i)wz)1+ f(x) = +o0.
] _ 1 -
o Vx>0, f(x Argsh donc Jlim f(x) = 0T.
f Vi k() done Lim 1)
e Comme Argsh (y) = In(y++/1+y?), on a Argsh (y) et In(y) (apres calculs). De plus, on peut encadrer
V1412 — 2 1
f(x)— Argsh( )’—’f VAESTES dt’:’f 1 X t dt‘gf tdt =1
Joereee e e Vikder Tl T

avec des identités remarquables et des minorations comme 1 + t2 > L, VI+t24+1>Tet VX2 +12 2>t
Par conséquent f(x) — Argsh (l) = 0(1) donc f(x) ~ —In(x).
X/ x—0t x—0+

° Quand x tend vers +oo, le terme en t% & coté de x? ne compte plus, ce qui nous conduit & considérer :

VX212 —x t2
f m ‘ ‘f dt‘ donc, en

(1+1t%) x2 +2)(1+12) (VX2 + 2 +x)
t 1= Argsh (1 At xf(x L tzdt:f -1 0(1—>d fx) ~ 1.
posan rgs f ] —|—t2 ‘x sz fo (x) v oor Ol 53 done (x) ek

3.126 | I est clair que F et G sont des sous-espaces vectoriels de F([a; b], R).

b b
Soit f € F telle que 3g € G, f = g”, alors il suffit de calculer f f(x)dx = f g”"(x)dx = g'(b) — g’(a) =0 et
a a
b b b b
f xf(x)dx = [xg’(x)]8 — f g'(x)ax = g(a) — g(b) = 0 donc f f(x)dx = f xf(x)dx.
a a a a

b b x t
Réciproquement, supposons que f € F et f f(x)dx = f xf(x)dx, alors posons g : x — f <f f(u)du) dt.
a a a a
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11 est clair que g est deux fois dérivable et que g'(x) = fx f(u)du et g”(x) = f(x) avec g(a) = 0 et g’(a) = 0.
a
Comme {(t,u) | a < u < t < x} est un compact élémentaire (pour x € [a;b]) pour lequel le théoréme

de FUBINI s’applique : g(x) = fax (f: f(u)dt) du = fx(x —wf(u)du = xfx fu)du — f: uf(u)du (f

est continue donc (t,u) — f(u) aussi). Ainsi g(b bf u)du — f uf(u)du = 0 par hypothese et

b
! — —
(b) = fa f(w)du = 0.
L’équivalence de I’énoncé est donc établie.

Supposons Iexistence de (u,v) € R? tel que h(x) = u +vx (h affine) alors, pour une fonction g € G, il vient

b
f h(x)g”(x)dx = f (u+vx)g”(x)dx = 0 (calcul comme précédemment).
a

b
Réciproquement, si h € F et Vg € G, f h(x)g”(x)dx = 0, alors lexistence de u et v vérifiant les deux
a

conditions de 1’énoncé provient du fait que le systéme linéaire associé est de CRAMER (matrice de HILBERT)

1

—a)? b —a)? —a)? b

car il équivaut & (b — a)u+ %v = fa h(x)dx et (b 2a) u+ (b 3(1) v= fa xh(x)dx or 1
2

Avec ces valeurs de u et v (uniques mais dont les expressions en fonction de h importent peu), on déduit

d’apres la premiere partie de cet exercice qu'il existe g € G telle que Vx € [a;b], h(x) —u — vx = g”(x).

£0.

W= N =

b
En prenant cette fonction g dans I’hypothese : f (w4 vx 4+ g”(x))g”(x)dx = 0 mais on sait que l'on a
a

b b
f (u4vx)g”(x)dx = 0 donc f g” (x)?dx = 0. Comme g’? est continue et positive, ceci implique que g” = 0
a a

sur [a;b] donc que g est affine et puisque g € G, on en déduit que g = 0. Ainsi : ¥x € [a;b], h(x) = u+vx
et h est bien affine.

b
On vient de monter pour h € F que : (h affine) <= (Vg € G, f hg” =0).
a

3.127 | e Les solutions sur R de 1’équation homogene (Ep) : y’ —y = 0 associée & (E) sont les y : R — R définies
par y(x) = Ae* (avec A € R). On cherche une solution particuliere de (E) par variation de la constante,
avec A : R — R dérivable telle que y(x) = A(x)e* et, en reportant, A'(x)e® = f(x), soit A(x) = e *f(x).
X
En prenant pour A la primitive de x — e *f(x) qui s’annule en 0, A(x) = fo e 'f(t)dt, ce qui montre que
X
x > eX fo e 'f(t)dt est solution particuliere de (E). Par structure affine des solutions de (E), les solutions

de (E) sont les Fc : R — R telles que F¢ : x — Ce* + e* fox H(t)dt =e (C + f )dt) avec C € R.

X
e Pour 'existence, il semble logique de prendre la constante C qui rend petite la quantité C + fo e 'f(t)dt
quand x tend vers +o0o. Tout d’abord, comme Vt € Ry, e 'f(t)| < |f(t)| et que f est intégrable sur R,

+oo
la fonction t — e 'f(t) est intégrable sur R, par comparaison donc fo e 'f(t)dt converge et on pose

+

donc Cp = —f e tf(t)dt. Alors Vx € R, Fc,(x) = —e"f Ooe*tf(t)dt par CHASLES. Vérifions que
X

Fc, est bornée sur R. Soit x € R, comme Vt € [x;+4o0o[, e f(t)]

< e X|f(t)], on obtient la majoration

+ + + +

[Fc, (x)] = e* f > e_tf(t)dt’ <e* f OO [f(t)le~tdt < f OO [f(t)|dt < f > |f| donc Fc, est bornée sur R.
X X X — 00

+

Définissons donc F : R — R définie par F(x) = F¢,(x) = —e* f = e tf(t)dt. Cette fonction F est solution
X

de (E) et elle est bornée sur R.

e Les solutions de (E) sont donc aussi les y : R — R telles que y(x) = F(x) + Ae™ avec A € R. Si A # 0,

comme F est bornée sur R et HT Ae* = £o00, la fonction y n’est pas bornée sur R.
X—+00

e En conclusion, il existe donc une unique solution F de (E) bornée sur R et il s’agit de la fonction F: R — R
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o +oo
définie par F(x) = —e* f e 'f(t)dt.
x
e On veut maintenant montrer que F est intégrable sur R, or on dispose de la majoration établie précédemment

+
Vx € R, [F(x)] < G(x) = €~ f ~ [f(t)]e tdt, ce qui nous conduit & nous intéresser & l'intégrabilité de G.
X

Or, en écrivant, G(x) = ex(fo+oo [f(t)]e tdt — fox |f(t)|e_tdt)7 comme t — [f(t)le”" est continue sur R,
par le théoréme fondamental de I'intégration, G est de classe C! sur R avec G’(x) = G(x) — e*|f(x)|e™ donc
G’ = G — |f|. Par conséquent, G est une primitive de G — |f|], ce qui montre que f::(G — |f]) converge si et
seulement G admet des limites finies en +oo0.

+ +
e Pour x € R, on a vu ci-dessus que G(x) < f ~ |f(t)|dt donc, comme fo ~ |f(t)|dt converge, on sait
X

+oo
d’apres le cours que lim |f(t)]dt = 0 (reste). Par encadrement, on en déduit que lim G(x) = 0.
X—4o00 Jx X—+00

0 A
e Soit ¢ > 0, comme f| converge, il existe A € R_ tel que fl < £. Soit un réel x < A,
& 2
— 00 — 00

A + A +
e* f e Hf(t)dt + e* fA ~ eftf(t)dt‘ < e f eftf(t)dt’ + e fA ~ e 'f(t)dt| par
X X

CHASLES et inégalité triangulaire. Alors, par inégalité de la moyenne comme Vt € [x;A], e7t < e™ et

comme on a G(x) =

Vt > A, et < e, on obtient G(x) < f [f(t)|dt + e*~ Af (t)|at. Or [x;A] C] — oo; A] et |f| positive
A
donc 0 < G(x) gf [f(t)|dt + e*~ Af [f(t)|dt. Mais m ex” Af f(t)|dt = 0 donc il existe B < A
tel que Vx < B, e*~ Af (t)|dt < £. Alors, Vx < B, G(x) < £+ £ =¢ Enfin, lim G(x)=0.
2 2 X——00

+o0 +oo
e Ainsi, f (G — [f]) converge avec ce qui précede donc, comme f |f] converge par hypothése, on en
—oo —o0

+oo

déduit la convergence de f G ce qui équivaut, puisque G est positive, a I'intégrabilité de G sur R. Par
— 00

théoréme de comparaison, comme 0 < |F| < G, la fonction F est aussi intégrable sur R.

e Par construction, F+f = F/ car F est solution de (E) donc, comme avant, F est une primitive de F+f. Or F+f

+
est intégrable sur R par somme avec ce qui précede donc f (F+f) =[FI2 = lim F(x)— lim F(x).
_ X——400 X—>—00
Puisque 0 < |F| < G et que lim G(x) = lim G(x) = 0, par encadrement, lim F(x) = lim F(x) = 0.
X—r+00 X——00 X—+00 X——00
“+o0 +oo
P g F = F=— .
ar conséquent, f_oo (F+f) =0 donc f_oo f_oo f

3.128] a. d est dérivable par opérations, d’(t) = 1 — sin(t) > 0 et d’ ne s’annule qu’en les % + 2k7 ; ainsi d est
strictement croissante sur Ry et, comme d(0) = 1, on a bien d strictement positive sur R,.
Comme d est strictement croissante et positive f est strictement décroissante sur R, . Par croissance de

X

Vintégrale, six > 0, on a + f x)dt < 1 f fo f(0)dt donc f(x) < g(x) < f(0) et on conclut que
lim g(x) = f(0) = 1 par encadrement puisque lim f( ) = f(0) par continuité de f en 0.
x—07+ x—07F
b. Soit x > 0, par intégration par parties en posant u : x — g%(x) et v : x > x, comme lim xg?(x) = 0

X—>+00
d’aprés la question a., u et v étant de classe C' sur ]0; x|, et puisque g’(t) = M

foxg( )2dt = [tg(t f 2tg(t)g’(t)dt = xg(x f 2tg(t — ot )dt =xg(x f 2g(t)(f(t)—g(t))dt

par calculs, on obtient

ce qui, en développant, devient la relation de 1’énoncé : f 2dt =2 f t)dt — xg(x)?.
c. e Pourt > 2, comme d(t) > t—1, on a f(t) < - et on en déduit que g(x) = O(M) car on a
— [ee] X
o 1/ 2 x ) o ( 2 ) In(x) +A
<L - = - — < ——— >
la majoration g(x) < x(fo f(t)dt + fz - dt . fo fH)dt+In(x—1)) < . pour x > 2 en
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2
posant A = f t)dt. Ainsi : xg(x)? O(M
X

= ) donc lim xg(x)? = 0 par croissances comparées.
o0

X—+00

2
. In(t N I . .
Mais g(t) = @) (u) d’apres ce qui précede. Par croissances comparées,
o0

e Comme d(t) +~ t, f(t ) ~ n

l
oot

1 3 +o0
f(t)g(t )+OO ( ) (—%) donc fg intégrable sur R4 par RIEMANN (2 >1): fo fg converge.
}_)

On en déduit donc que x — 2 f f(t)g(t)dt — xg(x)? admet une limite finie quand x tend vers 400, avec

+
lim <2 fox f(t)g(t)dt — xg(x ) =2 f t)dt. Or g2 est positive donc la convergence de fo = g2,

X—+00

. ) . s g2 Foo 2
qu’on vient d’établir, montre I'intégrabilité de g? sur R, avec fo g(t)at =2 fo

3.129) a. On calcule f"(x) + 47*f(x) = —8m? sin(2mx\/2) + 47% sin(2nx/2) = —4n? sin(2mxy/2). S7il existait une

période T > 0 de f, alors f” serait aussi T-périodique donc g : x — sin(2mx/2) le serait aussi d’apres I'équation
et h: x — sin(2nx) le serait encore par différence. Or les périodes de g sont les éléments de \% Z et celles

de h sont les éléments de Z. Comme \1—[2 7N 7 = {0} car v/2 est irrationnel, on aboutit & une contradiction.

Par conséquent : f n’est pas périodique.

b. Soit q > 0, posons p = {q\ﬁj + 1, alors par définition de la partie entiere : p < qv2+1 < p + 1 mais
q # 0 et /2 est irrationnel donc p # qv/2+ 1. Ainsi, on a bien 0 < p — qv2 < 1.

Soit n € N*, pour chaque q € [1;n], il existe pq € N* tel que 0 < xq = pq — qv2 < 1 d’apreés ce qui

précede. Les n réels xq,--+,xn sont dans Uintervalle ]0; 1] donc (par I'absurde), il en existe deux d’indices

différents dont la distance relative est inférieure & 1. Ainsi, il existe deux entiers 1 < g7 < q2 < n tels
n

que [xq, — Xq,| < 1 e qui implique Pqy — 91V2 —pq> — q2V2] < 1 et on a bien lp—av2| < 1 avec
n n n

P=7DPq:; —Pq, & q=9g1 —q2 € N*. De plus p € N* car ‘p—qﬂ’<1etqﬁ>ﬁ>1.

c. Avec n tel que 1 < ¢, on construit (p1,q1) € (N*)? tels que |p1 - qnﬁ‘ <1 e d’apres la question b..
n n

Supposons r couples distincts ((pk, qk)) constrults tels que Vk € [[1; 7] |pk — qk\ff < ¢. Alors prenons

1<k
un entier n tel que Yk € [1;7], ’pk — qk\[‘ > — et utilisons la question b. pour construire un nouveau
n

couple (pr41, qrs1) € (N*)2 tel que |pis1 — qr1V2| < % <lp1 —a1v2| <e.

Par récurrence, on construit ainsi une infinité de couples distincts deux & deux et vérifiant la condition.

e. Soit ¢ > 0 fixé et ¢ associé & ¢/ = ZL dans la question précédente. Posons alors ¢ = ¢/ + 1. Soit a > 0
m

et n = |a] + 1. Alors par construction [n;n + €] C [a;a + ¢]. Prenons alors un entier q € N¢/ et posons
r=q. Alors v € [a;a + {] et il existe un entier p tel que |p — qﬁ| < €. Pour tout réel x, on a donc

|f x+ 1) — f(x ‘ = | sin(2n(x + q)Vv2) + sin(2n(x + q)) — sin(2mxv/2) + Sin(ZTEX)‘ donc par 2n-périodicité de

|f x+1)—f(x)] = ’ sin(2n(xv/2 + qv2 —p) — sin(chﬁ)’ < 27tlp — qV/2| car sin est 1-lipschitzienne.
Enﬁn7 Vx € R, |f x+T1)— f(x)‘ <2me’ =

3.130) a. (=) Supposons P croissante et soit P une partie non vide minorée de R, on sait qu’elle admet alors

une borne inférieure «. Soit y € ®(P), alors il existe x € P tel que y = ®(x). Or x € P donc a < x et comme
® est croissante, on a P(a) < y = P(x). Par conséquent ®(o) est un minorant de ®(P) qui n’est pas vide.
Comme la borne inférieure est le plus grand des minorants, on a ®(x) = ®(Inf(P)) < Inf(P(P)).

(«<=) Supposons que VP € M, ®(Inf(P)) < Inf(®(P)). Soit x, y réels tels que x < y. Posons P = {x,y}.
Alors P € M donc ®(x) = ®(Inf(P)) < Inf(®(P)) = Inf ({®(x), ®(y)}) < ®(y). ® est donc croissante.

65



b. (=) Supposons que P croit et est continue a droite, alors d’aprés a. on a VP € M, ®(Inf(P)) < Inf(®(P)).

Soit P € M et o = Inf(P), montrons que Inf(®(P)) < ®(«). Pour ¢ > 0, comme ® est continue & droite
en «, il existe n > 0 tel que ¥x €]o;x + 1], P(x) < P(x) < P(x) + . Or puisque o« = Inf(P), pour n > 0,
il existe x € P tel que & < x < o« + 1 ce qui donne par croissance de ® : () < ¢(x) < ¢(x) +¢. Et
comme ®(x) € (P), on a Inf(P(P)) < () + e. Mais ceci est vrai pour tout réel e > 0 ce qui implique que
Inf(®(P)) < ¢(x). Comme on avait déja ®(Inf(P)) < Inf(®(P)), on en déduit que ®(Inf(P)) = Inf(P(P)).

(«<=) Supposons que VP € M, ®(Inf(P)) = Inf(®(P)), alors d’apres la question a., la fonction ® est déja
croissante. Si ® n’était pas continue a droite partout, il existerait un réel x tel que ®(x) < lim, o(t) = B.
t—x

On prendrait alors P =|x; +00[€ M et on aurait ®(x) = &(Inf(P)) < Inf(P(P)) = B contredisant I’hypothese.
Ainsi, ® est croissante et continue & droite partout.

3.131) a. La fonction f : t — sin(t) est continue sur R* et se prolonge par continuité en 0 car sin(t) ~t donc
Vi - 0
f(t) Y V't qui tend vers 0. Posons u(t) = 1 — cos(t) et v(t) = ﬁ, alors u et v sont de classe C' sur R

% sin(t)

+

et W/ (t) = sin(t) et v/(t) = — t‘\[ et lim w(t)y(t) =0= lim w(t)v(t) donc les intégrales j; o

oo 1 — cos(t) 1 — cos(t) 1 . 1 — cos(t)
et dt sont de méme nature. Comme ‘7‘ < =, la fonction t —» —————~ est

f 2t\/t 20/t | T 432 2tv/t
oo o

intégrable sur R’ (prolongeable par continuité en 0) donc fo = Slzl/(;) dt converge.

s . . n n (AD7 sin(t)
b. D’apres la question a., la suite Y (—1)™u, converge en posant (—1)"u, = f n dt. On a

n7t

n>0

donc (—1)"un = fn Mdu =(-n" fﬂ L()du avec le changement de variable t = u 4+ nn

0 \/u—i—nn 0 Vu-+nm

- sin(u
d’olt un f mdu > 0. Comme u+ nn < u+ (n+ 1)m, la suite (un)nen est décroissante et

0<un< f Sinﬁ r qui tend vers 0. Ainsi nhm un, = 0 par encadrement et on en déduit avec le

—+o0

critere spécial des séries alternées que » . (—1)™u, converge (on le savait déja) et que la somme A de cette
n=0
série est du signe du premier terme up donc A > 0.

3.132] a. Pour x € R, la fonction fy : t — et et est positive et continue sur R;. De plus, on a la
relation etfy(t) = et "+t = t0=x+1) donc lim ebfy(t) = 0 d’ott fx(t) = o(e~t) et comme t — et est
t—+oc0 +oo
intégrable sur R, la fonction fy l'est aussi. Par conséquent le réel f(x) est défini pour tout réel x.

2 . . 2
b. Pour x > 0, comme Vt € R, 0 < e¥ <1,ona0 < f(t) < e ™ et par croissance de l'intégrale :

+oo
0<f(x) < fo e~ dt = i Par théoreme d’encadrement, on a facilement (trop !) : XET@O f(x) =0.

. x x In(t) . .
3.133) a. Pour x € R, la fonction fy : t +— tt T = £ 7 est positive et continue sur R%. De plus
e — e —

t2 (1) ~ t¥T2e "t donc lim t2f (1) = 0 d’oit fi(t) = 0( ] ) et comme t — - est intégrable sur [1;+oo]
400 t—+o0 +oo t t
d’aprés RIEMANN, la fonction fy Pest aussi. De plus, fx(t) f(\;t"_] car et — 1 fgt. D’apres RIEMANN, fy est

intégrable sur ]0; 1] si et seulement si 1 —x <1 <= x > 0. Le réel f(x) est défini si et seulement si x € R*.

+oo x +oo
b. Soit x > 0, alors f(x) = f;) -t ]dt > fo t¥e~tdt car Vt > 0, 0 < e' — 1 < e*. Mais on reconnait
et —

cette intégrale, c’est la célebre fonction gamma d’EULER ainsi f(x) > I'(x + 1).

+ 1 +
Or(x+1) = fo T e tdt = f t"e*tdt+f = ettt = F(x) G(x). Or 0 < F(x) < 1 donc F est bornée

sur R* et G est croissante car x ~— t* est croissante si t > 1. Ainsi G admet une limite en +o0o0. De plus,
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P(n+1) =F(1n)+ G(n) = n! (classique) donc G(n) =n! —F(n) 2 n!l—1donc lim G(n) = +oo d’ou l'on

n—-+oo

déduit que lim G(x) = 4o0o. Ainsi : lim f(x) = +o0.
X—400 X—400

3.134) a. e D’abord t ~— t*f(t) est continue sur R%. De plus, f est continue en 0 donc f(t)?O(U et

t*f(t) ?O(t*%) avec —x < 1 par hypothése donc t — t*f(t) est intégrable sur ]0;1]. Comme, par hy-
pothese, t — t*f(t) est intégrable sur [1;4o00[, on en déduit que t — t*f(t) est intégrable sur R’ donc
400

fo t*f(t)dt converge.

e Pour x > 0, par intégration par parties avec u(t) = t*! et v(t) = f(t), comme u et v sont de classe C' sur
10;x] et que lemJr t%FTf(t) = 0 car e+ 1 > 0, ce qui précede garantit que les intégrales suivantes convergent

t—0
X X

et qu'on a fo (o + Dt*F(t)dt = x> £(x) — fo t**t1¢(t)dt. On ne pouvait pas tout de suite faire ceci sur
R* car on ne encore rien de la limite (ni méme de son existence) de x — x**T1f(x) en +oo0.

e Or t — t*F1f/(t) est continue et négative sur R, car o+ 1 > 0, donc on a par le théoréme de la limite

X X
monotone lalternative suivante : lim f t**t1f(t)dt =0 € R_ou lim f t*¥ 1/ (t)dt = —o0.
Xx—4o0 J 0 x—+o0 J 1

a+1 _ x x x oa+1¢r : a+1 _ Foo o4 !
e Comme x f(x)_fo (a+ 1)t f(t)dt+f0 I (Hat, im x f(x)_(cx+1)f0 tF(t)dt 4+ € = ¢

ou liT x**+1f(x) = —o0. Or f est positive donc on a forcément ¢’ € R, dans le premier cas.
X—+00
e Si on avait lim x*t'f(x) = —oo, on aurait lim (;/x) = 0 qui se traduit par + = o(x*f(x)) or ceci
x—r-+00 x—r+00 x¥f(x) X 400

+o0 Foo
est absurde par RIEMANN car f1 dx diverge alors que j‘] x*f(x)dx converge d’apres a..
X

!/
e Sion avait lim x**'f(x) = ¢ > 0, alors f(x) ~ L ce qui & nouveau absurde avec la question a..
x—~+00 +oo X

X
e On a donc 11111 x**1f(x) = 0, ce qui montre 'intégrabilité de t — t*¥+1(t) car x fo 1 (t)dt
X—+00

admet une limite finie en +00 et que cette fonction est négative (de signe constant).
b. On reprend l'intégration par parties précédente avec toujours u(t) = t*+! et v(t) = f(t), comme u et v

sont de classe C! sur R et qu'on sait maintenant que lim t*F'f(t) = lim t*T'f(t) = 0, on a directement
t—0+ t—+o0

+ +
la relation attendue : fo = t¥FT (H)dt = — (o + 1) fo = t%f(t)dt.

1
3.135 | a. Méthode 1 : Supposons fo f(t)dt = 0, si f continue sur [0; 1] ne s’annulait pas sur ]0; 1], par le théoreme
des valeurs intermédiaires, f garderait un signe constant sur cet intervalle, par exemple positif. On aurait

1
donc f positive, continue avec fo f(t)dt = 0 et on sait qu’alors f = 0 sur [0;1] ce qui contredit I’hypotheése.

1
Ainsi on a bien I'implication suivante : j;) f(t)dt = 0 = f s’annule au moins une fois sur 0; 1[.

Méthode 2 (directe) : Soit F : [0;1] — R définie par F(x) = fox f(t)dt, alors F est de classe C! sur [0;1] et

F' = f d’apres le théoréme fondamental de l'intégration. De plus F(0) = F(1) = 0 avec 'hypothese, alors avec

le théoréme de ROLLE, on a l'existence de ¢ €]0; 1] tel que F/(c) = f(c) = 0.

b. Méthode 1 : Comme 1 = f] tdt, on a f] f(t)dt = PR f](f(t) —t)dt = 0. D’aprés question a.,
2 0 0 2 0

1
comme g : t — f(t) — t est continue sur [0;1], fo f(t)dt = % <= g s’annule au moins une fois sur ]0; 1[. Or

f admet en ¢ un point fixe sur ]0;1] si et seulement si f(c) = ¢, c’est-a-dire g(c) = 0. Par conséquent, on a

i
bien I'implication suivante : fo f(t)dt = % <= f admet au moins un point fixe sur |0; 1].
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2
Méthode 2 (directe) : Soit G : [0;1] — R définie par G(x) = fOX f(t)dt — fOX tdt = F(x) — % Alors G est

de classe C' sur [0;1] et G'(x) = F/(x) —x = f(x) — x. De plus G(0) = G(1) = 0 par hypotheése donc, avec le
théoréme de ROLLE, il existe ¢ €]0; 1] tel que G'(c) =0 = f(c) —

3.136 | e Si f(0) > 0, par continuité de f en 0, il existe un réel o > 0 tel que Vx € [0; o, f(x) > @

Alors il existe ng € N tel que Yn > ng, Vk € [0;n], f(%) > f(0) (des que 1< o).
n no

2
Alors Vn > ng, un > (n+1)f(0) donc lim u, = +oo.

2 n—+4oo

e De méme, si f(0) <0,ona Um up = —o0.
n—-+oo

fx) —£(0) _ f'(0)] < e. Ainsi

e Si f(0) = 0, par dérivabilité de f en 0 : Ve > 0, Jox > 0, Vx € [0; o,
X

1

Ve >0, Jau >0, Vx € [0; ], |f(x) — xf’(O)‘ < ex. Soit donc ¢ > 0 et np € N tel que — < « associé a e.
no

Alors Vn > no, Vk € [0;n], % < 1 < « done ’f( k > ’ Ek. On obtient donc, en notant
n n n?
n n n
k k k K ek _ (nt+1)e
=2 67 0), [un—val =| X (1([) - @) < 3 ’ (%) - Srof< x e g =itk o
/ /
Ainsi lim (un —vn) = 0 et comme v, = w, ona lm vy = (0) donc Um u, = f (O)
n—-+oo 2n n—-+oo n—-+oo 2
— - Q1 X
3.137| e Pour la premiere intégrale, on calcule %fox sin?(t)dt = %fox ﬂﬂdt = %[Ztsfm(Zt)}o pour
xX 1 X
x > 0 donc %fo sin?(t)dt = ; - % donc xEToo%fo sin?(t)dt = ]E

e L’exercice est plus général quand on constate que les fonctions t — sin?(t) et t — | sin t| sont m-périodiques.

Prenons donc une fonction f: Ry — R, continue et T-périodique avec T > 0.

Soit x > 0, alors x = n, T + Yy, avec n, = {?J et yx € [0;T[ car ny < % <Ny + 1= n, T <x < (nye +1T.

Cette double inégalité se transforme en 1.1 < Mx ¢ l, donc, par encadrement, lim
T T

x x x—+00 X T

Ty 1

On dé L ar=L1("5 [ smars [C(a C Or par T-périodicité de
n ecompose;j; (t)at = 7< > fkT (1) t—l—f (1) t) par CHASLES. Or par T-périodicité de f,

X\ k=0
(k+D)T B 13! DT T ) 107
ona fkT f(t)dt = fo f(t)dt donc o) f dt = = fo f(t)dt qui tend donc vers T fo f(t)dt
d x tend 0 iy <[ borné L
quand x tend vers +oo. Or ’ fnx dt’ anT [f(t)|dt < fo |f(t)|dt est borné : hmoo ™ f = f(t)dt = 0.

On en conclut que lim f f(t)dtdt = 1 f f(t)dt.

X—+00 X

T T . e . X
Comme L \sm(t)|dt:fo sin(t)dt = [fcos(t)}o =2,0ona hT ifo | sin(t)|dt = %

X—+00

3.138 | Comme Arctan est impaire et ch paire, x — ‘ Arctan(sh x)| et x — o+ 3 Arccos ( ) sont paires donc

_1
ch (x)
il suffit de trouver « et B qui conviennent sur R, . De plus, si la relation est vérifiée, en x = 0, cela donne
0 = « et en prenant la limite en +o00, on obtient % = B% donc B = 1.

Il s’agit de prouver que : Vx > 0, g(x) = Arctan(shx) — Arccos (L) =0

ch (x)

La fonction g est dérivable sur R car Arccos est dérivable sur | — 1;1[ et on a classiquement :
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Vx > 0,¢'(x) = _ch(x) (— sh (x) )(— %) Comme ch?x — sh?x = 1, on trouve en

1+sh?(x) ch?(x) B
ch*(x)
simplifiant que g'(x) = 0 donc que g est constante sur I'intervalle R* et comme 11141_1 g(x) =0, on a donc
X—+00
Vx € R, g(x) =0. On en conclut que Vx € R, (sh (x) ‘ = Arccos (m)
_ _ X
3.139 | Pour o € R, la fonction f: x — In(x) —In(l —e )e_"‘" est continue sur R .

X

n(x) —In(1 —e™ ) _ 1
X 0

eln(x)—In(1—e ) = —1n (] = eix) orl=¢" ]—%—i—o(x) par DL donc L
X X

Ny

et f se prolonge par continuité en 0 avec f(0) = ——. Ainsi f est intégrable sur ]0; 1].

o lim n(1—e™) =0 donc In(x) (1 —e™) ~ In(x) d'oi f(x) ~ W) gmax — g (emax) — o( L) can

X——400 [e'e) —+o00 X +oo +oo

o > 0 et on conclut avec RIEMANN que f est intégrable sur [1; +00].
toon(x) —In(1 —e™ )

Par conséquent f e” “*dx existe pour o € RY.

x
X
cos —

3.140|Sin € N, les fonctions f,, : x — In (2 sin %) cos(nx) et gn : x — sin(nx)—% sont continues sur |0; nt]. De
sin —
2

plus f,, (x ) ~lnx= =o ( \[) donc fy, est intégrable sur |0; ] par RIEMANN. Enfin g, se prolonge par continuité
x
en 0 en posant gn(0) = 2n (car sin(u) fgu) donc gy est intégrable sur [0; 7).

Pour n > 1, on effectue une intégration par parties en posant u(x) = ln (2 sin %) et v(x) = sin(nx), alors

les fonctions u et v sont bien de classe C' sur ]O 7r] et hm u(x)v(x) 0 par croissances comparées car
S — / = — =
u(x)v(x) ¥ mx In(x), de sorte que nl, = f uv f uv = ]n

cos(x/2)
in(x/2)

obtient Jn41 = ]nqLZI(:T cos ((n+ )x) cos 3dx. De plus, cos(a) cos(b) = 7(cos(a+b) fcos(afb)) donc

De plus, Jni1 = fon sin((n 4+ 1)x ) cos dx or sin((n + 1)x) — sin(nx) = 2sin (3) cos ((n + %)x) ainsi on

N |—

7T 7T
2];) cos ((n+ 3)x) cos 3dx = fo (cos((n +1)x) — cos(nx)) dx =0sin > 1. Ainsi, (Jn)n>1 est constante

7T 2 7T ,
et J1 = fo 2cos” Fdx = j;) (14 cosx)dx = m. Par conséquent : Jo=0etVn>1, ], =met [, = fﬁ.

L, /2 7t/2
La convergence des intégrales fo In(cosx)dx et fo In(sinx)dx se montre comme avant. De plus, le
. T /2 /2
changement de variable x = 5t transforme 'une en lautre : 1 = fo In(cosx)dx = fo In(sinx)dx.
. m < , /2
Ainsi Iy = fo In (2 sin E) dx, avec le changement de variable x = 2u: Ip =2 j; In(2sinu)du = 7ln 2421
/2 /2
Puis21=1+1= f (In(cosx) + In(sinx))dx = f (In(sin(2x)) — In2)dx = 7t1n2 f In(sint)d
0 0
(en ayant posé x = %) Mais comme sin(n —t) = sin(t), on a f In(sint)dt =2 f n(sint)dt = 2I. Par

intégrales ’EULER). Enfin on arrive a Iy = 0.

conséquent I = f%nz (

3.141 | f étant continue sur le segment [0; 1], elle est bornée et atteint ses bornes ; on pose m = I[\/Hi)r]xf =f(c) >0
a;

et M = 7[\A%>]<f = f(d) > 0 avec (c,d) € [a;b]?>. Comme Vt € [a;b], f(t) < M, on a la majoration suivante
a;
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1 1
1 T 1 T
vn e N* un, = (fo f(t)“dt) "< (fo M“dt) "™ = M. De plus, par continuité de f en d (I'un des réels en
le(s)quel(s) f atteint son maximum) : Ve >0, Ja >0, Vt € [a;b]N[d — a;d + ], M — e/2 < f(t) < M.
Soit § = y—x > 0 le diametre de U'intervalle [a; b]N[d—o; d+«] = [x;y]. Alors pour tout entier n € N*| il vient

1 1
1 = y = 1
Up = (fo f(t)“dt) n > (fx f(t)“dt) n > (M_ %)éﬁ = Wp. Comme HL_ETOO Wn =M-— %7 il existe un rang

no € N* tel que Vn > ng, wn > M — ¢. Conclusion : Ve >0, Ing € N*, Vn > ng, M — e <wpy <unp <M.

Ceci garantit que um Un = M = Maxf.
n— [a;b]

3.142] Soit x € R, la fonction t — 1 — 2xcost + x* = sin?t + (x — cost)? > 0 est continue sur J0;7n[. Elle ne

peut s’y annuler car sint > 0 si t €]0;7[ ainsi g : t — In(1 — 2xcost + x?) est continue sur ]0;n[. De plus
sinft+ (x —cost)2 =0<= ((t=0et x=1) ou (t =met x = —1)). Ainsi, f est définie sur R car :
e si x # £1, g est méme continue sur [0; 7] donc f(x) existe.

e si x =1, g est continue sur ]0;7], g(t) = In(2) + In(1 —cost) ?Zln(t) o(ﬁ) : g est intégrable sur ]0; ).

o

e si x = —1, g est continue sur [0;7[, g(m —t) = In(2) + In(1 — cost) =0 (ﬁ) : g est intégrable sur [0;n[.

e Avec le changement de variable t = m—u, on a f(x) = f(—x) car la fonction cos vérifie cos(m—u) = — cos(u).
s 2
eSix#£0,0na f<l> = fo n (1*2’“# dt donc f(]) = f(x) — 2t In |x].
x x

f(x) + f(—x) = foﬂ (n(1 — 2xcost + x2) + In(1 + 2xcost + x?))dt. Un petit calcul montre que l'on a
(1 —2xcost +x2)(1 + 2xcost +x?) = ( +x ) — 4x? cosz(t) x* — 2x? cos(2t) + 1. Donc, en effectuant le
changement de variable t = % 2 f(x) + =3 f — 2x% cosu + 1)du. Mais par 2r-périodicité et
parité de cos, on a f(x) + f(—x) = f(x?) = Zf(x).

On en déduit que f(1) = 2f(1) donc f(1) = 0. On a simplement f(0) = j:ro =0.
Soit x €]0; 1[, alors posons u, = x?" de sorte que un 1 = uZ et f(uny1) = 2f(wny1), puis, par récurrence :
1.1

flun) = f(xzn) = 2"f(x). Or f est bornée au voisinage de 0, en effet la fonction g : K = {— X E] x[0;n] — R

définie par g(x,t) = In(1 — 2x cost + x?) est continue sur le compact (ou fermé borné mais il faut se méfier
7T
:-)) K donc elle est bornée (par M disons). Alors Vx € [— 1. l] f(x) = fo g(x,t)dt vérifie |f(x)] < M.

2°2
f in)
ZTL

f
On en déduit que lim =0 = f(x) car ‘ Six>1: f(x) :2lnx—f(l> =2minx.
n—+oo x

P L
Enfin par parité de f : Vx € [-1;1], f(x) =0 et Vx €] — oco; —=1[U]1;4+00], f(x) =27ln [x]|.

On peut aussi dériver f(x) sous le signe somme, poser le changement de variable u = tan (2) qui s’impose
avec les régles de BIOCHE et intégrer la fraction rationnelle qui en découle : légérement hors programme.

3.143 | Les solutions de (Eg) : y'—y = 0 sont lesy : t — Ae' et par variation de la constante, les solutions de (E) sont

t t
lesy:tr et +et fo f(uw)e Ydu = ()\ + fo f(u)e‘“du) Or lim A+ f(u)e_“du = 0 si et seulement

t—+o0
+
sia=— j;) ~ f(u)e “du qui existe car f est intégrable sur RT (méme R) et Vu > 0, [f(u)e ™| < [f(u)].
t +
Considérons donc yp : t — (fo f(u)e “du — fo ~ f(u)e*“du) =— f et~ “du la solution partic-

+oo

“+o0 +oo
t—u
f(w)e du‘ < ft fwlaw < [ Jr(w)]du

< 1. Les solutions de (E) sont donc, par structure, les y : t — oe® +yo(t)

uliere. yo est bornée sur R car Vt € R, |yo(t)| = ’ —

u

puisque Yu € [t;+oof, 0 < e~
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et les fonctions t — ae® sont bornées sur R si et seulement si « = 0 ainsi la seule solution de (E) qui soit

bornée sur R est la fonction h = yo.

a a
Sia >0, en intégrant h = h'—f : f t)dt =h(a)—h(-a)— [ F(t)e'dt =h(a)—h(-a)- [ f(t)dt (1),
—a —a
a “+o00 +o00
On sait que lim f(t)dt = f f(t)dt. On a déja vu que |h(t)] = |u(t)v(t)] < f |f(u)|du donc
a—+ooJ —a —00 t

+
lim h(t) = 0 (reste d’intégrale convergente). De plus h(t) = —e" j; = f(u)e ™ du. Et en —oco ?

t—+4o0

Soit to € R, alors avec la relation de CHASLES, I'inégalité de la moyenne, on obtient 1'inégalité suivante
to _ —+o00 . . to €

Vt < to, [h(t)] < f [f(u)et " “du+et f [f(u)]e *du. Soit ¢ > 0 et to tel que f [f(u)]du < £, comme
t to —o00 2

+oo
lim e =0, Jt; <to, VE<ty, 0K et f [f(w)le "du < £. Pour t < ty, comme Yu € [t;to], et < 1:
t——o0 to 2
0 < fto [f(u)]et " du < f u)ldu < £. Par conséquent, Vt < t1, [h(t)] < £ + £ = ¢ et on arrive &
=i S 2 b 22

tlim h(t) = 0. Par conséquent f h converge et, en passant a la limite quand a tend vers 4+oco dans la
——00 —o0

+o0 +o0
relation (1) : f_m h(t)dt = — f_oo f(t)dt.
On recommence, pour a > 0, f [h(t)|dt < f G(t)e*dt en notant G(t) = —f e “du pour
montrer que h est intégrable (& falre) en effectuant une IPP et en majorant comme ci- debbub.
I(x) ne peut étre défini que si sin(20) > 0 pour 6 € ](/),\;[ donc pour x € ]O; 721 [ Sif:0~ m -1,

alors f est continue sur }O; %[ (car sin(20) €]0;1[) et £(0) ~ - donc f est intégrable sur ]O; Z‘l [ De méme,

0 Ve

f est intégrable sur ] Z 7ZT [ car f(z — 6) f(0). Ainsi, on peut définir I(x) pour x € [O; %} en prolongeant

tinuité : 1(0) = 0 (reste) tI fn/z [—1 _ _1a40.
par continuite : = res e (&3 5111 29
w/2—%x /2
Soit }0-5[1(57): —1 a0, S:Eftzl(ﬂf): 1 _qat
oitx € [0 T, 1(Fx) = sin(26) P ORPOse =5 7x) =, sin(2t)

car sin(m —2t) = sin(2t). Par conséquent I(% —x) +1(x) = I(%) ce qui montre que le graphe de la fonction

I est symétrique par rapport au point (Z ;I(%))

On sait que sin(20) = —214n8_ qonc 1(x f 1—2tan0 + tan’0 —|—tan 9 40. Le changement
1+ tan” 0 2tan6 1+ tan” 0

de variable t = tan® = @(0) avec ¢ qui est bien de classe C' et bijective de ]0;x] dans ]0;tanx], donne

tan(x) — . L,
I(x) = f m Par la symétrie précédente, on peut se contenter de calculer I(x) pour x €]0; %

0
tan(x) (1 —t)dt tan(x) (1 —u?)du
et on a donc I(x) = ————— car tan . On pose t = u? et I(x 7.
)= [ VT () < P ff =
Comme 14 X* = (1 +X2)?2 —2X? = (1 + V2X + X2)(1 — V2X 4 X?), on décompose la fraction en éléments
1-Xx2 _ _ VAXH1 VX

simples = .
P T T 20 e VX XD 20— VX + X9

2\ 1V/tan(x)
/1N

On reconnait des logarithmes, il en découle la formule Vx €]0; Z{ [ I(x) = %[In (m

1T—V2u+u?
3.145 La fonction f,, : x — tan(x) — x est continue sur I, lim fa(x) = —oo et Um  fn(x) = +o0
X—>( T nm)+ x—>(%+nn)—

pour tout entier n € N. De plus, f/ (x) = tan®(x) > 0 et i (x) ne s’annule qu’en x = nm donc fy, est
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strictement croissante sur I, ce qui prouve d’apres le théoreme de la bijection que f, réalise une bijection

de I, sur R. Ainsi, f, ne s’annule qu’une seule fois sur I, en un réel qu'on note x,, € Iy,.

] 3 2[donc

yn = 0(1). De plus tan(yn +n7m) = xn donc tan(yn) = xn <= yn = Arctan(xn) car tan est n-périodique.
o0

Comme x,, € I, —f—&—nn xn < %—I—TLTE donc xn, ol n7. Sion pose yn = xn —nmalors yn €

Or Um xn, = +oo donc lim yn = Z. On peut donc écrire y,, = g — zn avec zn €]0;7| et z, = o(1).
oo

n—+o00 n—+o00 2
A nouveau tan (E — zn) = xXn = — 1 donc zn = Arctan (i) d’ou z,, ~ a1 Enfin, comme on a
2 tan(zn) Xn +o0 N7
xn = nn+Z+40(1), onaz, = Arctan (i) = Arctan (+) = Arctan (L (1 —i—ko(l))) ce
2 Xn/ +o0 nn+;+o(1) nm 2n n
qui donne z, = - — ]2 —|—0( 1 ) avec le DL,(0) de Arctan qui s’écrit Arctan(x) =x+o(x?). On en déduit
+oo nmt  2n‘w n? 0
le développement asymptotique avec une précision o (iz) souhaité : xn = nn+ T — . % +o0 (iz)
n +o0 2 nm 2n‘m n

Pour n € N, soit f, : R — R définie par f,(x) = x> + nx — 1. f, est de classe C' sur R et f, (x) = 5x* +n
donc f7, est strictement positive sur R ce qui garantit I'injectivité de f,, sur R,.. Comme fy, est strictement
négative sur R_, que f,(0) = —1 et f,(1) = n > 0, il existe par le TVI un unique réel u, €]0;1] tel que
fn(un) = 0. Ceci garantit bien l'existence et I'unicité de cette suite.

Or Vx € [0;1], fap1(x) =x>+ (n+1)x—1=>x>+nx—1. Alors fr1(uns1) =0 = fr(un) = fn(uny) mais
comme fy, est strictement croissante sur [0;1], cela implique que un > un471. La suite (up)nen est done

décroissante et minoré par 0 donc elle converge vers ¢ € [0;1].

5
Orvn >1, u—“—i—un— = 0 ce qui donne en passant a la limite 0 + ¢ — 0 = 0 donc £ = 0.
n

1
n

Pour n > 0, on a fn(l) = ]—5 > 0 donc uy € }0; l[ et on a donc uny = o(1) : ceci montre aussi que la
n n n +oo

limite de la suite est nulle mais sans la décroissance.

5
Ainsiu? = o(1) donc u.n—l =-YIn o —]— ce qui donne u, = l—%—i—o(%) qui est le développement
+oo n n +oo n +oo n n n

asymptotique a deux termes cherché.

—_~—

3.147) La fonction f : t — e~* est continue sur R, donc en particulier sur chaque segment {] ] pour x # 0. La

fonction ® est donc bien définie sur R*.
Soit F: x — f t)dt la primitive (de classe C') de f qui s’annule en 1. On a ¥x > 0, ®(x) = F(x) — F(l)
x
(par CHASLES) donc ® est de classe C' sur R* par opérations. De méme, si on note G : x f t)dt la
primitive de f qui s’annule en —1 : Vx < 0, ®(x) = G(x) — G (f) donc @ est de classe C' sur R* .
x

Par conséquent, ® est de classe C! sur R*.
Pour x # 0, effectuons le changement de variable t = —u (assez facile a justifier) dans ®(x), on a donc

d(x) = f:;x e—(—U)Z(_])du = —®(—x) : P est donc impaire.

lim F(x):L+OCf(t)dt.
= f t)dt. Comme

Si x > 0, comme f est intégrable sur R car elle y est continue et e~

ofe”

oo
De méme, comme lim T —oet que F est continue en 0, 11m F(l)
X

X—+00 X X—-+00

Y,
F(0)
200 =60~ F(1) : um <I>(x)=f gact [ rwar= [ e(wae i (intégrale de GAUSS).

X X——+00
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\S

0
lim ®(x) = f+ et dt = —? et @ est impaire : lim ®(x) = ¥ donc ® n’est pas prolongeable par
o0

x—0t+ x—0— 2
[1; +

continuité en 0. Comme f > 0, Vx €]0;1], 1syv—= D(x) <0etVx € ool 1= D(x) = 0.
x

x

3.148 | Méme si ce n’est pas dit dans I’énoncé, on suppose a positif.

t
On écrit TAYLOR reste intégral : Vt € [0;al, f(t) = f(0) + tf'(0) + f w)f’(u)du = f (t —u)f’(u)du.

0
. . 7 a a a
De plus, d’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ : fo [f(t)f"(t)]dt < \/fo 2 (t)dt \/fo 72 (t)dt
Comme f est continue sur le segment [0; a], f y est bornée et y atteint ses bornes donc il existe ¢ € [0; a] tel que

[f(c)| = tg[lé‘;pa] [f(t)|. Or f(c)? = (foc(c—u)f”(u)du)z < foc(c—u)zdu‘[;)C 2 (W) du < ¢ fc 2 (u)du donc

) 2 i ) : @ // //2
fo f2(t)dt < af(c)” < 3 fo f’<(u)du car ¢ < a. Mais on ne trouve que fo [f(t)f"(t)|dt < f f

t
La bonne méthode était la suivante : comme f(0) = 0, on a f(t) = j;) f'(u)du et on majore avec 'inégalité
t t t a
2 / 12 _ 12 /12
de CAUCHY-SCHWARZ : 2( (f 1.£/( du) < Jorau [T ae =t [ wdu <t [ 2 (w)du

En intégrant entre 0 et a : fo £2(t)dt < fo /2 (u)du foa tdt = (172 foa /2 (u)du.

t
/ _ 3 ! _ 1" : A /2 //2
Comme '(0) = 0, il vient f'(t) = fo f”(u1)du, et on obtient de méme fo f < 2 f f
@ 1" )2 < e 2 ) < (14 ( & 2 ) > ;
Enfin, (fo [f(t)f"(t)|dt) < fo f2(t)dt fo 72 (t)dt < 4 fo f<(t)dt) et on passe & la racine.

t a
On a égalité dans cette inégalité si les trois inégalités de CAUCHY-SCHWARZ et fo 2 (u)du < fo 2 (u)du
sont des égalités, c’est-a-dire si a = 0 ou si f est constante. On ne sait donc pas si cette inégalité est optimale.

3.149 ) a. G est bien définie car t — |x —t|g(t) est continue sur le segment [0; 1] pour tout x € [0;1]. Pour justifier

1
la régularité de G, on écrit G(x =1 f [x —t|g(t)dt = = f (x —t)g(t)dt + % f (t —x)g(t)dt par CHASLES
X
car |x —t|=x—tsite [O,x] et |x —tf=t—xsite [x, 1]. On en déduit par linéarité de l'intégrale que
_ x 1! Cx (! .
=3 f t)dt fo tg(t)dt+ p fx tg(t)dt 5 fx g(t)dt. Comme les fonctions t — g(t) et t — tg(t)

sont continues sur [0; 1], le théoréme fondamental de I'intégration montre que G est de classe C! sur [0; 1] avec
R Y Xa(y)— X90) _xg(x) 1 ! 1
G'(x) = zfo g(t)dt+2g(x) fo g(t)dt+Xg(x zf t)dt f g(t)dt. Sous cette

forme, G est aussi de classe C! car g est continue, donc G est de classe C2, avec G”(x) = @ + # = g(x).

b. Si on pose f(x) = G(x) + ax + b, alors f(0) = G(0) + b donc f(0) = 0 <= b = —G(0). De plus
f(1) =G(1)+a+bdouf(l) =0<«= a=—-b—G(1) = G(0) — G(1). Par conséquent la fonction f: [0;1] — R
définie par f(x) = G(x) — (G(1) — G(0))x — G(0) vérifie bien f(0) = f(1) =0 et f' = G" = g.

c. Sih:[0;1] — R vérifie aussi h de classe C% sur [0; 1], h”/ = g et h(0) = h(1) = 0, alors ' —h” = (f—h)" =0
ce qui prouve, comme [0;1] est un intervalle, que (f — h)’ est constante puis que f — h est affine. Or
(f—h)(0)=0—0=0et (f—h)(1) =0—0=0. Ainsi, la fonction affine f — h s’annulant en deux points
distincts, on a f — h = 0 donc h = f.

Conclusion : il existe une unique f: [0 1] — R de classe C? telle que f/ = g, f(0) = f(1) =0 et on a

f(x):%(f(; |x—t\g(t)dt—(f (1—t)g dt—f tg(t)dt) x—f tg(t dt) f |X_t|_’;+2tx_tg(t)dt.
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3.150 | Pour n = 0, (e*"z)(o) —e ¥ = Po(x)e*XZ avec Po =1. Si, pour n € N, on a (e”‘z)(n) = Pn(x)e*"z, alors

(e )M = (Pu(x)e ") = Ph(x)e™ — 2xPn(x)e™ = Ppi1(x)e™™ en posant Pniq = Pl (x) — 2xPn(x)
qui est bien polynomiale.
On conclut par principe de récurrence : Vn € N, P, € R,[X],¥x € R, (e_"z)(") = Pn(x)e_"z. Par

récurrence avec Py 1 = PJ (x) — 2xPy (x), on montre que P;, est de degré n et de coefficient dominant (—2)™.

+
On se rappelle de la valeur de 'intégrale de GAUSS : f e dx = v/2m.

— 00
Pour (n,m) € N?, P,,P,, est un polynéome (de degré d) donc Pn(x)F‘m(x)e_Xz = O(xde_"z) = 0O(e™) ainsi
o0

+
X Pn(x)Pm(x)e_Xz est intégrable sur R . Méme chose sur R_ et f N Pn(x)Pm(x)e_XZ dx converge bien.
—o0

Sim > 1, u(x) = Pu(x) et v(x) = Pm(x)e’XZ = (e*"z)(m), lim u(x)v(x) = 0 et u et v sont C' sur R :

x—Eo0
+ + ¥
[ PaPm)e ax = — [P0 ) M Dax = — [P (x)Pm o (x)e dx.
— 00 — 00 — 00
+ +
Si0 < n < m, en répétant ceci m fois, f OoPn(x)Pm(x)e_"zdx = (—1)mf OOPQM(x)e_"de = 0 car
—0o0 —o0
M =o.
+ +
Si n = m, on parvient & f C>OPn(x)ze_"zdx = (—1)“f OoPgln)(x)e_"zdx or P;n)(x) = (=2)™n! car
—o0 —o0

+ +
deg(Py) = n et dom(P) = (—2)* donc [ Pr(Ze M dx = (-1)M(=2)"n! [ e ¥ dx =2l
— 00 — 00

. 1
3.151 | f : t — Sltit est continue sur R avec un prolongement par continuité en 0 : f(0) = 1. Ainsi fo f

converge. Posons u : t — 1 —cos(t) et v :t — % Ces deux fonctions sont de classe C' sur R% et

lm u(t)v(t) = 0 (car u(t)v(t)~L) et Um u(t)v(t) = 0 (car u(t) = O(1)). Par théoréme, les intégrales
t—0+ 02 t—+oo +oo

teo _ [T sint +oo / _ [T 1—cost A
fo u(t)v(t)dt = fo . dt et fo w(t)V'(t)dt = fo 3 dt sont de méme nature.

1

Or si on pose g : t +— %"St, la fonction g est continue sur R’ avec un prolongement par continuité en
t

1
0: g(0) = % Ainsi fo g converge. De plus g(t) +:OOO(J—2) donc g est intégrable sur [1;4o00[ et ’absolue

—+oo
convergence implique la convergence de cette intégrale. Par conséquent : fo g converge et il en est de

. +o0 .y . [T 1—costq, _m .
méme pour | f. Cette intégrale est dite de DIRICHLET et [ = S dt = 5 mmais est une autre

histoire.
3.152| Méthode 1 : Soit la fonction f : R — R définie par f(x) = Arctan(x — 1) + Arctanx + Arctan(x + 1).

Comme la fonction Arctan, la fonction f est continue et strictement croissante, elle réalise donc d’apres le

théoréme du méme nom une bijection continue de R dans | lim f(x); lim f(x)[= } —3m. 3 [ Ainsi, il
X——00 X—+00 272
existe un unique réel x tel que f(x) = th Comme f(0) =0 et f(1) = % + Arctan(2) > %, il vient x €]0;1].

Arctan(x—1)+Arctan(x+1) = g —Arctanx donc tan(Arctan(x —1)+Arctan(x+1)) = tan (% —Arctanx)

1

donc tan(Arctan(x — 1) + Arctan(x + 1)) = =1 car Arctan(x) € }O; % [ Ainsi, comme
X

tan(Arctan(x))
tan(a+b) = tan(a) + tan(b) , il vient 27’2( =1 S =2-x = x= VN 0, 82.
1 —tan(a)tan(b) T—(x*—1) «x 3

Méthode 2 : On sait que Arctan(y) est un argument du complexe 1 + iy si y € R car on peut écrire
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T+iy = /1+y2e® avec 6 € ] — %,%[ (faire un dessin) et 1 + iy = /1 +y?(cos(0) + isin(0)) ol

cos(0) = S R sin(0) = —=2— donc tan(8) =y ce qui montre bien que 6 = Arctan(y).

V1+y? VI1+y?
1.1

On sait aussi que arg(zz') = arg(z)+arg(z’) [2n] donc, en itérant, arg(zz'z") = arg(z)+arg(z’) +arg(z”) [27].
Ainsi Arctan(x — 1) + Arctanx + Arctan(x + 1) = Arg (1 +i(x — 1))(1 +ix)(1 +i(x +1))) [27] et équation

devient arg(2 — 3x? + (4x —x3)i) = % [271] ce qui équivaut & 2 — 3x? + (4x — x3)i € iR et, & nouveau, on

trouve x = \/g (car si x = — \/g la partie imaginaire de 2 — 3x? + (4x — x3)i est strictement négative).

3.153 | La fonction f : x — th(3x) — thx est continue sur R et se prolonge par continuité en 0 avec f(0) = 2 car
X

3t—t+o(t?) el —e bt _1-—e % 2e= 2t
th (t) =t + o(t?) donc f(t) = 2Z——""-2 =2 4 o(t). De plus, th(t) = = =1-
()=t 0(12) done (1) = 2 =) 54 o1). De plus, th (1) = St = L=t 1 - 2o 2
—6x) _ —2x —2x _2
done th(t) = 1+0(e=2t). Ainsi, f(x) — ~+O ) —T+0(e ™) _ Ol ) _ o) = o).
+o0 +oo X +oo X +oo X +oo

Par comparaison avec une fonction de référence intégrable sur R, la fonction f est intégrable sur R7 .

Siu >0, fou de = fu de — J;)u thx g, (les deux intégrales convergent). On pose
x

X 0 X
x = % = @(y) dans la premiere intégrale (avec ¢ de classe C' sur le segment [0;3u]) et on obtient la
; wth(3x) —thx , ~_ r3uth(y) thx thx thx 1
relation fo fdx = j;) f dx f dx (par CHASLES). Or aliodte
v th (3x) — thx i “thx —1 1—thx -
2x) 7 MIX x = 1 thx = T4y = - 1—thx <1 - < 2%
donc fo - dx fu de+fu —Lax = 1n(3) fu Xgx. Or0 <1 —thx < 2
3u 3u 5 ,—x —u
donc 0 < f mdx < f ze—dx < 2(3u — u)e— = 4e~". Ainsi, comme lim 4e™™ = 0, on en
u X u X u u—+00
u —
déduit par encadrement la valeur de I: I = lim de = In(3).
u—+oo JO X

3.154 | Comme la fonction g : t — %(t) est continue sur D =]0; 1{U]1; +o0], la fonction f est bien définie sur D
n

car pour tout réel x appartenant & D, le segment [x

;x2] est inclus dans D.
Soit G une primitive de g sur D, alors f(x) = [G(t)]’,ﬁZ = G(x?) — G(x) donc f est C* sur D car G est.

x? 2 2 x?
Si x €]0; 1], g étant décroissant 2.4, T =X =X ¢ X ox 1__at.
ix €]0;1[, g étant décroissante sur [x*;x|, on a fx Ty 200 S g(x) < 0 fx e
= 0 dong, par encadrement, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(

2
Or um =

x—0F ln(x) 0) =

. <1 1
——, on est conduit & transformer f(x) en f(x) = f dt + f (ﬁ )dt.
x n

Comme g(t) ~ — —

t—1t—1
2 2
Or fx U—]dt = In (%) = In(x + 1) tend vers In(2) quand x tend vers 1. De plus, en posant
x f— —
1

h:te ﬁ 1 1 75 on trouve par DL que h(1 + u) — + 0(1) donc h se prolonge par continuité en 1 en
n _
posant h(1) = % Ceci signifie que h est bornée (par M) sur un Voisinage de 1. Sur ce méme voisinage, on a
XZ
donc ‘f h(t)d ‘ M|x? — x| — 0. Par encadrement, hmf t)dt = 0. Par somme, hm f(x) = n(2).
X

Par conséquent, la fonction f prolongée par f(0) =0 et (1) = % est continue sur R.

D’aprés ce qui précede, f est C® sur D avec f'(x) = 2xG'(x?) — G'(x) = 2xg(x?) — g(x) = l x=1 Jonc,
nx
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classiquement, lim1 f/(x) = 1. Par le théoreme de prolongement C', f est de classe C' sur R avec f'(1) = 1.
X—

In(1+1t)

Soit ¢ :] —1;+00[— R définie par ¢(t) = "

et ¢(0) =1, alors ¢ ne s’annule jamais sur son ensemble

1

de définition et, d’apres ce qui précede : Vx € RY, '(x) = ﬁ
@(x —

400 (_])n—1tn—1

La fonction ¢ est DSE sur | — 1; 1] car, classiquement : Vt €] — 1; 1], @(t) = > . Ainsi, ¢ est
n=1 n

de classe C* sur | — 1; 1], et aussi comme rapport de telles fonctions sur | — 1;0[U]0; +00[ donc finalement
sur | — 1;4-00[. Par composée et inverse, ', donc f, est de classe C> sur RY.

lim f/(x) = lim 2= 1 — o+ donc /(0) = 0 par le théoreme de prolongement C'. Mais lim *—= 1 - 4o
x—0+ x—0+ Inx x—0+ x Inx

f/(X)—f/(O) x—1 ) . /. s 50
et 5 =1 donc f n’est pas deux fois dérivable en 0 : f n’est pas de classe C* sur R;.
x — xInx

_\n
3.155| On suppose que a < b, la fonction f : t — (b —t)*(t — a)™ est continue sur [a;b[ et f(t) ~ %
t—b— -
donc f est intégrable sur [a; b[ si et seulement si —« < 1 <= « > —1 d’aprés RIEMANN et I n existe.
Sion a a > —1, on commence par le cas simple :
(b o t)oc+1 }b B (b _ a)och]
a

esin=0,alorsona Iyo = [—

o+ 1 o+ 1
; (b _ t)cc+1
e sin > 1, par IPP en définissant les deux fonctions de classe C' u et v par posant u(t) = . et
o
b (b—t)*(t—a)" _
t)=(t—a)™, b—t)%(t — “dt:{ } )t (t—a)* 1 d
v(t) = (t—a) onafa( )% (t — a) — ) H]f a) onc
Ion = %HI“JFLn_]. Par une récurrence simple Iy n = ocL—H X T;_T_; - X (X—]l-TlIOH_n’O donc, compte
| _ a+n+1
tenu du point précédent : Iy n = %.
H (x+k)
k=1

3.156 f : t — SItit est continue sur Ry en posant f(0) = 1 (classique). Les fonctions uw : t — 1 — cos(t) et

vit 1 sont de classe C! sur R% et, par DL ou croissances comparées, lim u(t)v(t) =0= lim u(t)v(t).
t—0+ t—+o0
+oo +oo “+oo +oco 1 R
Ainsi, par IPP, les intégrales fo u'v = fo %dt et fo w' = — fo ]t%sl‘dt ont méme nature.

se prolonge par continuité en 0 en

Or la seconde est absolument convergente car la fonction g : t — ]_t#

1 1 e [T sint :
posant g(0) = 5 par DL et g(t) = 0 (t—z) Ainsi, fx Tdt converge (mais pas absolument) pour x > 0.

+oo s +oo - X s
Soit donc F: Ry — R définie par F(x) = f %dt = fo “titdt - fo “titdt. Comme f est continue
X

sur R, la fonction F y est C! et vérifie F/(x) = —f(x) =

—SINX par le théoreme fondamental de Iintégration.
X

G : x > x est aussi de classe C! sur R, donc, par IPP, on a faF(x)G (x)dx = [F(x)G(x)]§ — foa F/(x)G(x)dx
pour un réel a > 0 ; ce qui donne foa F(x)dx = aF(a) + f sin(x)dx = aF(a) + 1 — cos(a).
+o0 +
Or par IPP encore, aF(a) = a[w} + af “%dx = cos(a) — 1+ af > 1=cosxgy et
t a a X a X

—+o0 _ —+oo +o0 —+oo .
on obtient f x)dx = af de = af izdx - af COSXgx =1 — af COSX dx qui se

transforme par une ultime IPP, u(x) = sinx et v(x) = -5, en foa F(x)dx =1+ $ia _ oq f smxd
x
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+oo . 400 .
Enfin ‘f smxd ‘ f ‘%‘ = % donc lim 4 — {im SWMX4x = 0 et on peut enfin
a X 2a a—+oo @ a—+ooJa X

+oo +oo o a
conclure a la convergence l'intégrale proposée et que I = \]; ( f Sltntdt) dx = Um F(x)dx = 1.

X a—+oo JO

3.157 ) Récurrence descendante sur k. Pour k = n, la fonction f(°) = f s’annule au moins n fois par hypothese.

Si k € [1;n] et si on suppose que f™~%) s’annule au moins k fois, en des réels x; < --- < xi, d’apreés le
théoreme de ROLLE appliqué sur chaque intervalle [xi;xiy1], la fonction (f=%))" = f(=k+1) gannule en
yi €]xi;xip1[ done £ =(k=1) g’annule en yq < - -+ < yx_1 donc elle s’annule au moins k — 1 fois.

Par principe de récurrence, Yk € [0;n]] f*~*) s’annule au moins k fois.

Si deg(P) = n et si on suppose que I’équation P(x) = e* admet au moins n+ 2 solutions, donc que la fonction
f:x > P(x) — e* de classe C* s’annule au moins n + 2 fois, alors d’apres ce qui précede, £ 1) gannule au
moins n + 2 — (n + 1) = 1 fois ce qui est absurde puisque f(*+1) = —eX ne s’annule jamais.

Par conséquent, si P € R[X], équation P(x) = e* posséde au maximum deg(P) + 1 solutions.

3.158)Sin >3, P, = n(X"~! — 1) donc la fonction polynomiale P, (qui est clairement continue) est strictement
décroissante sur ]0; 1] car pour tout x €]0;1[, 0 < x™~! < 1 donc P/ (x) < 0. Or P,(0) =1>0>2—n = P(1).
Ainsi, par le théoréme de la bijection continue : Jlx,, €]0;1[, Py (xn) = 0.

Comme xI} —nxn, +1 =10, on a nx, — 1 =x €]0;1[ donc 1 < nx,, < 2, d’olt x, = O(l) et lim x4, =0.
[e%¢] n

n—-+oo
n
Ainsi lim xJy =0 car 0 < x]y < xn, et on a donc xn = THxn o 1 car tim (T+x})=1.
n——+oo n +oomn n—+oo
n
xn < 2 n = 4donc0 < xp < (l) et on en déduit que x; = o( ]n) = o(l ) par croissances comparées.
n n +oo \2
n
De plus, xn — + = X0 aingi x, = + + o( ) donc In(xn) = In (f + 0(1—2)) = —In(n) + o(l). Par
n n +o0 n +oo n
4 — — onln(xn 1 1
conséquent, n In(xy ) = In(n) + 0(1) donc xIt = e™n(xn) fod n— Au final, on a x,, — L TR

3.159] Les fonctions a : x ++ 0 et b : x — x* + 1 sont continues sur R et (E) : y” + ay’ + by = 0 donc il existe

d’apres le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire une unique fonction f : R — R deux fois dérivable (et
méme de classe C> par récurrence) qui vérifie le probleme de CAUCHY : Vx € R, f’(x) = (x* + 1)f(x),
f(0) = (0) = 1.

“+o0 “+o0 x
Comme % est intégrable sur R , on a l’existence de H = dt dt dt_ par
fZ g + (X) fx f(t)z fO f(t)z fO f(t)z

Par produit, g est donc dérivable sur R avec

conséquent, H est dérivable sur R, et on a H’ (x) =—
g'(x) = F(IH() + fF)H(x) = F(x)H(x) — f( i3

est dérivable et g”(x) = £ (x)H(x) — :2((’;)) + :2((’;)) — MM = (¢ + 1)F)H() = (4 + 1)g(x) puisque

’(x) = (x* + 1)f(x). Ainsi, g est aussi solution de (E) sur R,.

Supposons que f s’annule sur Ry et posons o = Inf{x > 0 | f(x) = 0}. Par continuité de f en «, on a « > 0.
Alnsi, f est strictement positive sur [0; o[, donc f” aussi d’ou f’ est strictement croissante sur [0; «[ mais comme
f'(0) > 0, on a f’ strictement positive sur [0; a[ donc f est strictement croissante sur [0; «[ et f(«) > f(0) =1
ce qui est absurde compte tenu de la continuité de f en «. Par conséquent, f reste strictement positive sur
R4. Alors f/ > 0 sur R} donc f' est strictement croissante sur Ry. On a donc Vt > 0, f'(t) > (0) =1

donc Vx € Ry, f(x) = f(0 —|—f f/(t)dt > 1+f dt =14x. On a donc

] .
(x)

A nouveau, comme f est supposée ne pas s’annuler, g’

5 5 OF X

1 1
X S T3 (T +x)

est intégrable sur R, donc, par comparaison, fiz est intégrable sur R .

3.160 | Soit, pour n > 3, la fonction fy, : x — e* —nx définie sur R;. On a f (x) = e¥ —n donc fy, est strictement

croissante sur intervalle [In(n);+oo[ et strictement décroissante sur [0;In(n)]. Comme f,(0) = 1 > 0,
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fn(ln(n)) =n(1 —n(n)) <0carn >3 > e et xEToo fn(x) = 400 par croissance comparée, il existe bien
d’apres le théoréme de la bijection appliqué & f,, sur les intervalles [In(n); +o00[ et [0; In(n)] seulement deux
réels xy, et yn tels que 0 < xn < In(n) < yn et fu(xn) = fnlyn) = 0.

Comme (1) =e—n < 0 et que 1 € [0;In(n)], on a par 'étude de fr : 0 < xpy < 1.

Il s’agit de constater que ¥x > 0, fn(x) > fni1(x) de sorte que :

o Ainsi fn(xnt+1) > fnp1(xng1) = 0 = fn(xn) €t xnp1 € [0;1] C [0;In(n)], intervalle sur lequel fy, est
strictement décroissante donc xn41 < xn et la suite (xn)n>3 est strictement décroissante.

e De méme, fn(ynt1) > fnt1 (Ynt1) =0 = fr(yn) €t ynt1 € [In(n + 1); +00[C [In(n); 400, intervalle sur
lequel f;, est strictement croissante donc yn41 > yn et la suite (yn)n>3 est strictement croissante.

eXn

La suite (xn)n>3 est donc décroissante minorée par 0 donc elle converge vers un réel £ > 0. Or xn = et
on a les limites lim e =elet lim 1 =0 donc lim xn = 0 par produit.
n—4oo n—+oco n n—-4oo

La suite (yn)n>3 est croissante et yn, > In(n) par construction donc HT yn = +o0o par encadrement.
n——+oo
Soit £ > 0, alors f ((1+¢) In(n)) = n' T —n(1+¢) In(n) = n(n®—(1+¢) In(n)). Par croissance comparée, on
aln(n) = o(n®) donc 1111 fa((1+¢€)In(n)) = +o0. Ainsi, Ing € N, Vn > np, (14¢)In(n) € [In(n); +o0|
oo n——+oo
et fo((1 4 ¢)In(n)) > 0. L’étude de la fonction f, montre alors que yn, < (14 ¢)In(n).
Par conséquent, Ve >0, Ing € N, ¥n > ng, In(n) < yn < (14 ¢) In(n). Ceci montre que yn o In(n).
o]

esint . . . esint 1 X
3.161) e f : t " est continue et positive sur [1;+oo[ mais Vt > 1, — > - ar sin(t) = —1 et
e
I'exponentielle est croissante. Or t — lt n’est pas intégrable sur [1;4+o00[. Ainsi I diverge et f n’est pas
e

intégrable sur R.

eg:t— sintsin% est continue sur R et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 0. De plus,

g(t) = sintsin + = sin(t) + sin(t)(sinl — l). On pose g1 : t+— sin(t) et g2 :t— sint — 1, g1 et g2 se
t t t t t t t
—+oo
prolongent par continuité en 0 en posant g1(0) = 1 et g2(0) = —1. Il est classique que j;) g1 converge (par

. [t 1 —cos(t) . ) _ 1
IPP en se ramenant a o tizdt qui est absolument convergente). De plus, par DL : g1 (t) = @] 3
oo

—+oo
donc g, est intégrable sur R,. Par somme, fo g converge mais g n’est pas intégrable sur R, .

2x+1  _ x+x4+1 _ 1 1 _ 1 x+1—x _ 1 1 1

3.162| On a = = = = - — . On

e 1) X1 G A G Tt e Tx T
peut bien sur aussi appliquer les techniques usuelles ou procéder par identification.

La fonction f : t — t VJ est continue par morceaux sur ]0; 1] (c’est-a-dire continue par morceaux sur tout

segment inclus dans ]0;1]) car ses seuls points de discontinuité sont les réels 1 avec n € N* et tout segment
n
inclus dans ]0; 1] ne contient qu'un nombre fini de tels points.

De plus, f est positive et majorée par 1 car Vt €]0;1], 0 < HJ < % < HJ +1donc 0 <t “J < 1, ainsi,
1
par comparaison, f est intégrale sur ]0;1]. On en déduit que fo f(t)dt converge d’on existence de 1.

1 1
Orl= lim f(t)dt = lim y t “J dt. D’aprés CHASLES, en coupant aux points de discontinuité de
n

a—0t+t Ja n—-4oo
1 n—-1 .1/k n—1 1/k
1 1 1 1 1
f, t|—|dt= t|—|dt= k tdt Vte}—;—}, - | =k
ona f1/n LJ k; f1/(k+1) LJ kzz:] f1/(k+1) car k+1"k LJ

1/k 1 1 2k +1 o S k4 i 2k +1

Or, tdt = — — = . Ainsi, I = lim —=>T . La série —et=
fl/(km k% 2(k+1)7 7 2kE(k+1)7 n—oo k; 2k(k +1)? E;] 2k(k +1)?
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2k + 1 1 s ! U okt
converge car ————— ~ — (on le savait déja car f(t)dt converge) donc I = —==T .
VERBE A k1 1)F oo el vaib €el fo (t) verge) k; 2k(k +1)2

N k41 1 1 1 1 1 1 1 & 1
Mais S, = kT 1 vérifie S, = <7 ,_7):,_7 23— et
nE ey e = 2 e T ien) T2 e P2

2 2
i
- = T ~0,82.
( ) 12

3x 3x 3x 1 —
3.163| Comme cos(t) ~ 1 on écrit f costyy — f Tag - f % ) + f t)dt ot l'on
t ot x t x t x t

pose f : R — R définie par f(t) = P%St sit # 0 et f(0) = 0 (prolongement par continuité avec

avec la classique valeur de ¢(2), on a I =

DL). La fonction f étant continue sur le segment [—3;3], on peut poser M = Max [f(t)| de sorte que

te[—3;3]
3x 3x L. 3x cost
f(t)dt‘ < ‘ f Mdt’ = 2M|x|. Ainsi, par encadrement : lim Tdt = In(3).
X x

x x—0

Vx € [-1;1],

2
3.164 | Méthode 1 : la fonction f : x — Sﬁ;‘ est continue sur le segment [0;1n(2)] donc I existe. Les régles
ch”x

<. n(2) sh?(x n(2) sh?(x 2
de BIOCHE nous poussent a écrire I = fo ch4Ex; ch (x)dx = fo (1—&—sh<2()x))26h (x)dx car ch“(x) =

1+sh?(x) et sh’(x) = ch (x), et & effectuer le changement de variable t = sh (x), licite car sh est une bijection

. . 1 3 @) _ o In(2)
strictement croissante et C' de [0;1n(2)] dans [0;sh (In(2)] = [0; Z] car sh(In(2)) = s =
2—(1/2) 2 gh2x 34 42
—_— ce qui montre que I = —=3—(chx)dx = ————dt.

2 4 d E fo (1+Sh2x)2( ) fo (1+1%)*
0 lors u(t) = L et v(t) = —— ) =1 etv(t) = —2 et t v sont
n pose alors u(t) 5 v(t) Y. (1) ;€ V() (1+t2)2e,commeue v son
3/4 3/4
c! [o;i] intégrati i 71:[—4] 1 dt 1 apet (i)—QNO,os.
sur |05 5 |, par intégration par parties T+ 50 +3 fo T = g Aretan () =0
Méthode 2 : on aurait aussi pu effectuer directement une intégration par parties avec u(x) = h; ® et
ch“(x
v(x) = _shz(x)’ u et v étant de classe C' sur le segment [0; In(2)] avec u/(x) = _zliggxg et v(x) = Chz&
ch”(x

done w/(x)v(x) = f(x), pour avoir 1 = [ w(xux)ax = fuGov(0]? — [ w(ov/()ax co qui donne

sh (x) n(2) n(2) dx ( ) n(2) - 6
I = [ } [ + Arctan(e® ] = Arctan(2) — -~ — = car
2ch%(x)Jo t1lo ch (x) 2ch%(x) ], @= s
n(2) —1n(2)
ch (In(2)) = € i +ze i S 2) _ 451 C’est bien sir la méme valeur que précédemment avec la
méthode 1 car en notant o = ; Arctan (i) et B = Arctan(2) — %, on a tan(2«) = tan (Arctan (%)) = %
et tan(2p) = —tan (E — ZArctan(Z)) =— ] = 1= tan” (Arctan(2)) —_1=4_3 pe
2 tan(2 Arctan(2)) 2tan(Arctan(2)) 2x2 4

plus, les réels 2« et 23 appartiennent clairement a {O; % [, intervalle sur lequel tan est injective, donc « = .

n 2
3.165 | Si « = 2, comme u,, > 0, posons vy = In(u Vn) 1 In(un) = 1 >in (1 + k—2> On reconnait une somme
n nyx—q n

de RIEMANN associée & la fonction f : x + In(1 + x?) sur le segment [0; 1] sur lequel f est continue. Par un

théoreme du cours, hm Vn = f x)dx = I. Par IPP, en posant u : x + x et v = f qui sont C' sur [0;1],
e 1202 +1)—2
I = [xf(x)]} — 2 dx =1n(2) — [ T U724k = n(2) — 2+ 2[Arct l=n@) -2+T=¢
w0lt - [ 2= @) - ) 2 4= @) - 2+ 2lAretan(o)ly = (@) 2+
avec € ~ 0,2639. Par continuité de la fonction exp, lim wuw'™ = el = a ~ 1,302.
n—-+oo
11 existe un rang no tel que ¥n > ng, uw' ™ > 1.2 donc Vn = no, un = (1,2)" dott  lim un = +o0c.

n—-+oo
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Soit « € [0;1], on effectue une comparaison série-intégrale classique, puisque g : x — x* est croissante sur
R Vi, [F <xx < [ done [ Can< [ Ainsi
4+, et on a Vk > 1, fk_1 g(x)dx < k* < fk g(x)dx donc fo g(x)dx < an < f1 g(x)dx. Ainsi,

ncx+1 o2 < (n—|—])°‘+1 -1 ncxf1

Vn > 1 insi ~ . P ¢ t, U = 0 si 0;1] et
n>1, o < ncan < P aunsuanroooc_’_1 ar conséquent, Um an sic€0;1]e

Uum an = lsia=1ce qu’on savait déja car si « =1, ap = nti
n—-+oco 2 2n

n o
Si « € [0;1[, d’aprés l'inégalité In(1 + x) < x, comme un, = T,onavn > 1, 0 < In(un) < Y, ]:1—2 = a, et
k=1

lim an = 0. Ainsi, par le théoréeme d’encadrement, on conclut lim In(un) =0 donc lim u, =1.

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

+oo (71)7171)(71
Pour x € [0;1], In(1 +x) = >, ~—~—"— et la convergence se fait avec les conditions du CSSA donc,
n=1 n
2
x“

d’apres ce théoreme, on a x — 3 < In(1 +x) < x (ce qu’on peut aussi prouver facilement par des études de

n 2 n
fonctions). Ainsi, si o = 1, BEL — (h+1)@n+1) _ > (k k )ln(un) < Y % =ntl parle

2n 12n° k=1 n? k=1 m 2n
théoreme des gendarmes toujours, on a lim In(uy) = 1 done tim up =e'/2 ~1,65.
n—-+00 2 n—+oo

) K L A s

Si o €]1;2[, d’apres l'inégalité précédente, comme Vk € [1;n], 2 € [0;1], un > kz1 (¥ - ?) = wp Or
ax—1
o~ d’apres la comparaison série-intégrale qui précede. Ainsi lim wn = +00 car « > 1. Bien str,
o0 o0 + 1 n—+oo

K& . = k&
(] + ?) et que nl—l>Too kl;[] (1 + F) = +00 comme vu avant.

—=

sia>2,ona UWm u, =400 car uy =
n—-4o0o K

1

3.166 | Posons, pour tout n > 3, la fonction fn : x = ¥ — nx. fn est dérivable sur R et f (x) = ¢¥ —n donc

fn est strictement décroissante sur [0;1n(n)] et strictement croissante sur [In(n); +oo[. Or f,(0) =1 > 0,
fa(ln(n)) =n(1—1In(n)) < 0 car In(n) > In(3) > In(e) = 1 et, par croissances comparées, xEToo fn(x) = +oo.
On en déduit que f, s’annule exactement deux fois sur R* , en xn €]0;In(n)[ et en yn €] In(n);4o0[.

Comme fri1(xn) =e* — (n+ 1)xn = fn(xn) —%n = —xn <0 =fnp1(xnt1) et que 0 < xp, < In(n+1) et
puisque fn47 est strictement décroissante sur [0;In(n + 1)], que 0 < xn41 < xn. Ainsi, la suite (xn)n>3 est

. 7’ . . ’ 7’ Xn
strictement décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ €]0;x3]. Comme x,, = &—, que
n

lim e =elet que lim 1 0, il vient par produit lim x, =0.
n—+o00 n—+oco n n—-+oo

De méme, fr(yng1) = e¥™ ' —nyni1 = fap1(Ynt1)+HYns1 = Yng1 > 0 = fr(yn) et yny1 > In(n+1) > In(n)

donc, comme f,, est strictement croissante sur [In(n); +o0o[, on a yn < yny1. Ainsi, la suite (yn)nen est

strictement croissante. Si elle convergeait vers un réel a > 0, alors on aurait lim (e¥™ —nyn) = +oo ce
n—-+4o00

qui est impossible puisque eY™ — ny,, = 0. Alors, on a forcément liT yn = +oo (limite monotone).
n——+oo

On reprend la relation nx, = e** pour avoir de plus liT nx, = 1 donc x, o 1. On reporte pour avoir
n—-4oo oo mn

xno= L(emiotm) = 114 1yo(d)) = 1yt go(d)
+oomn +oon n n +oomn n n

Soit € > 0, posons zn, = (1 + ¢)In(n) € [In(n);+oc[, alors on obtient par croissances comparées la limite

fn(zn) = n'Te — (1 + e)nin(n) = n(n® — (1 +¢)In(n)) — +oo. Ainsi, il existe un rang ny € N tel que
Yn = no, fn(zn) > 0 = fr(yn). Or fy est strictement croissante sur [In(n); +oo[ donc yn < zn = (1+¢) In(n).

Par conséquent, Ve >0, Ing € N, Vn = ng, In(n) <yn < (14 ¢)In(n) ce qui signifie que yn o In(n).
oo
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1
3.167] D’abord, comme f, : x +> (1 —x)™e™2* est continue sur le segment [0; 1], I'intégrale j;) (1 —x)"e?*dx
converge et I, existe pour tout entier n. Comme (fy, )n>0 converge simplement vers la fonction f = 0 (fonction

nulle) sur ]0; 1], que les f,, et f sont continues sur |0;1] et que Vn € N, Vx €]0;1], |fn(x)| < @(x) =1 avec ¢

1 1
intégrable sur ]0; 1], le théoréme de convergence dominée montre que lim I, = lim fn = f f=0.
n—+o00 n—+oo0 JO 0
L . . (1 —x)"+! 5
On effectue une intégration par parties en posant u(x) = BT et v(x) = e %, u et v sont de
n
1— )n—i—] _ 1 21
1 C1 0:11d I, = 7{( ZX] _ n+1 Zxd d L. = o n+1 )
classe C' sur [0;1] donc I, TR . n—|—1f x done I = ——— — 77
BSRH . n __ 2n . PR . 2n _
On multiplie par n et nl,, = Tl nad Int1. Or d’apres ce qui précede, nHToo . Int1 0 donc
lim nl, = 1 ce qui donne I’équivalent I, ~ 1. On a donc déja a = 0 et b = 1. D’apres la relation
n—+o0o +oon
précédente nZ(I —a— b) = n? o’ Iy —n = ——— — znzI"H Or I 1 L donc
’ " n n+1 n+1 " n+1 n+1 nt n—+1
2y . 2 b : 1_3 1
LJUm ﬁ = 2. Alors, nBToon (In—a—;) = —3 ce qui donne enfin ¢ = —3 et [, = E_F+O(?)'
n—1
3.168 | Notons = 1 1 tnnetv, = 1 our 1. —up = 2 dout i — =0.
- Up = Z S nnetvy = Z] k+n nnp n>1. vyg—1un - niTw(vn Un)
2 1 2 1 1 1 1 1
De plus, up =2 —1 Dtinn)=2-—1_ 1 (1 7)>7— - >0
¢ DA, Un41 —ln = L T nn+1)+in(n) non+1 +n “mnont+1 n(n4)
donc (un)n>2 est croissante et vy — vy = T —In(n+1)+1nn) = %4_] + ln( — %_H) Ainsi,
comme Vx > —1, In(1 +x) <x,0navyi1 —vp < n]7+1 — nLH = 0 donc (vn)n>2 est décroissante.

(un)>2 et (vn)n>2 sont donc adjacentes, on sait qu’elles convergent vers la constante y ~ 0,577.

3.169 ] Si x < 0, la fonction positive fy : t — eth n’est pas continue sur R%. Si x = 0, la fonction fo vérifie
X
fo(t) ?% donc fo n’est pas intégrable sur R . Par contre, si x > 0, la fonction fy est continue sur R et

vérifie fy (t) = o(e™") donc fy est intégrable sur R* . Ainsi, 'ensemble de définition de F est RY.

Pour x > 0, F(x) = f dt+f t)dt = f ? ff +t dt+f x(t)dt. Or, par l'inégalité
t
1n(1+y)<y,onaaussieu>1+udon00<1—e_t<tdon00<fo 1—e \f dt < 1. De plus,
“+o00 “+o00 — 1
< < e [ } —— 1 <1 Mai 1 gt = - .
o\f1 fx(t)dt\f1 Sdt= STy <1 Mais fo tht ln(1+x) n(x)

Par conséquent, F(x) = —In(x) + O(1) donc F(x )+r\;0—ln( x).

o

3.170] La fonction t + In(sint) est négative et continue sur |0; 2] De plus, f(t) = In (sn}[(t)) —n(t) v In(t)
car im sin(t) _ 1. Ainsi f(t)=o (L> donc f est intégrable sur |0; 2] : I existe. On effectue le changement
tso+  t 0\t 2

0
de variable u = % — t (facile a justifier) qui garantit l’existence de f 1 In(cosu)(—T)du=J et I =]. En
s

/2

/ /2
considérant les intégrales sur ]O; [, onal+]= fo In (sintcos t) dt = foﬂ In (sin(Zt))dt — %ﬂz On

NIR

. R . /2 . ] ud . /2 X
change de variable v = 2t (facile & justifier), fo In (sin(2t))dt = 2 fo In (sinv)dv = fo In (sinv)dv
par symétrie par rapport a 721 de la courbe de v — In(sinv) ou par changement de variable w = m—v. Alors

[I+]=1+1=1~- %nz donc I =] = —%ﬂz. Cette intégrale est dite d’EULER.
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3
3.171)f:x (X — Arctanx oot continue sur ]0; +00[. Comme Arctan(x)=x — X~ + o(x3), f(x) ?% donc f
x

14 x?)Arctanx 0 3
est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. De plus, x — Arctan(x) ~ x donc f(x) ~ % donc
+oo +o0o 7TX
I
f intégrabl R* RIEMANN : I existe. ——1—— =1 — — X donc f(x) = Arctan x _ 1 x .
intégrable sur R* par existe EL i . onc f(x) Arctanx  x T13.2
b 2 2 2 2
fa f(x)dx = [In(Arctanx) —In(x)+ % In(1 —|—x2)]z = % n ((] uall ){;rctan b) — % n ((] +a )?;Ctan ‘1).

+ 2 2
On fait rendre b vers 400 et on obtient : Va > 0, f > f(x)dx = In(m/2) — %ln ((1 +a )A;ctan (a)). On
a a

fait maintenant tendre a vers 0 et on a enfin I = In(m/2) ~ 0,45.
3.172 Par construction, f(x) est défini si 1 — |x| # 0 donc si x ¢ [1;2[. Ainsi D¢ =] — 00; 1[U[2; +00].
e f n’est pas définie en 1 ou 'on ne peut donc pas étudier sa continuité.
o Il vient f(2) =3=4—-1= lim f(x) donc f est continue en 2.
X—

e De méme f(—2) =4=4+0= lim f(x)= lim f(x) donc f est continue en —2.
x——2+ x——2"

e Deplus, f(—1) =1et lm f(x)=1+ VJ =1=1=1+ VJ = Um f(x) donc f est continue en —1.

x——1+ 2 3 x——1-

En général, on a les différentes expressions de f(x) selon les intervalles :

e Six <0, |x] <—Tdonc1—|x|]>2donco0< 1 g%doncf(x):xz.

1-[x]
e Six € [0;1], [x] =0 donc f(x) = x? 4 1.

e Six>2 |x|] >2donc1—|x] <—-1dou—-1< 1 <0 et on adonc f(x) =x% — 1.

1-[x]

On constate que f n’est pas continue en 0 car f(0) =1 # liT(])’LJr f(x).
x—

1 1
3.173) On remarque que par IPP en posant x = t? (facile & justifier), on a fo f(x)dx = fo 2tf(t?)dt. Or,

" 1 T2 . . - ! 22 2 2 ) S 1
11 rivant — = 11CT101L T verinen — = -a-dai1r
en écrivant 3 fo t=dt, les fonctions cherchées vérifient fo (f(t%) 2tf(t7) + t°)dt = 0, c’est-a-dire

1

fo (f(t?) — t)?dt = 0. Mais t > (f(t?) — t)? est continue et positive, un théoréme du cours annonce
7 . . 1 2 2 2

léquivalence suivante : fo (f(t*) —t)“dt =0 <=Vt € [0;1], f(t°) =t.

Ainsi, il existe une unique fonction vérifiant les hypotheéses imposées, il s’agit de f : x — /x.

3.174 | Comme Vx € [a;b], f(x) = fx f'(t)dt, d’apres 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on obtient la majoration
a

f(x)2 = (f: f’(t)d’c)2 < (fx 12dt) (f: f’(t)zdt) < (x —a) ( fab f’(t)zdt>. On integre cette inégalité pour

a

. b b b (b — a)l b
2 _ Ry _ 2
avoir fa 2(x)dx < (fa (x a)dt)(fa (1) dt) . fa 2 (x) dx.
3.175 Soit, pour x € R, la fonction g : t — Min(x, —\k, —tlz) est continue sur R.

e Six<0,Vte Ry, g(t) =x donc g n’est pas intégrable sur R;.

e Six =0, g est nulle sur R, donc y est intégrable.

e Six >0, g est positive et g(t) = x au voisinage de 0 donc g est intégrable sur ]0; 1] d’aprés RIEMANN. De
plus, g(t) ol tiz donc g est intégrable sur [1;+oo[ d’aprés RIEMANN.

. e 1 1 o 1 oo | 1
Ainsi f est définie sur Ry et, comme v < vi < t< l,onaf(x)= fo Mm(x, ﬁ)dﬂrf] Mm(x, t—z)dt.
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. 1 1/v/% “+o0
081x€[0;1],f(x)=f0 xdt—i—f1 xdt—i—ﬁ/ﬁ%zz\/i.

1/x2 1 +
.Six>1,f(x):LXth+ 1/2\[ foodt

f est continue sur R car f(0) =0 = 117(1)1+ f(x) et f(1) =21 =3 — % = 2 mais elle n’est dérivable que sur
x—

_1
o

R* car lim f/(x) = lm —==1et lim f(x) = lim -5 =1 donc (1) = 1 mais lim (x) = +oc.
+ x—1- ( ) x—1- \/)Z x—1+ ( ) x—1+ Xz ( ) x—0+t ( )
_ sin?(t) ) . sin?(t)
3.176 | La fonction fy : t e t*  —1 est continue et positive sur R} . Comme o > 0, tli_T e 0 donc,
—+o00
. sinz(t) . . .
comme on sait que e — 1 W on a f(t) T > 0 (fonctions positives). Traitons deux cas :
o0

eSia>1,Vt>0, 0< sin”(t) < 1 et ts t1 est intégrable sur [1;4+o00[ donc f, aussi par comparaison.

t% t
.2 .
e Sia<l, SlTloc(t) = 2‘1“ - COZSt(OZCt). Classiquement, par intégration par parties en posant w(t) = sz(Zt)
“+o00
et v(t) = L(X, uw et v sont de classe C! sur [1;4+o00[ et lim u(t)v(t) = 0, donc f L&Zt)dt a méme
t t—+oco 1 t
+00 g o0
nature que f1 S}[T;S_Z;[ ) dt qui est absolument convergente (comme ci-dessus). Mais f1 t%dt diverge par
srrL2 (t) . . +oo .
RIEMANN, f dt diverge (somme d’une convergente et d’une divergente) donc fo fo diverge.
X "z . sin?(t) g
De plus, a propos de 1’étude locale au voisinage de 0, comme e r(;zt :
. sin?(t) o 0
e Six< 2, Hm+ ——— = 0 donc fy se prolonge par continuité en posant fy(0) =e” —1=0.
t—0

2
eSia=2 lim m % =1 donc f4 se prolonge par continuité en posant fo(0) =e' —1~1,72.
t—0
sin?(t)

+=oo o(e“) +=oo o(eLL — ]).

.2 n
= too. Sin 1, (S0 (t)) ~ ey So(fa(t) car ut

e Six>2 lim =
t—0t+ t

t(X

1
Pour n tel que n(a—2) > 1, comme fo ﬁ diverge par RIEMANN, f fo(t)dt diverge par comparaison.
+o00 1 “+o00
Au final, fo fy converge <—- (fo fo converge et f] fo converge) — a €]1;2].

a. Si f € E, comme f est de classe C? sur [0; 1], la fonction f est continue sur [0;1] donc ¢ va bien de E
dans F. Sa linéarité provient de la linéarité de la dérivation.
Soit g : [0;1] — C continue, on sait qu’il existe une primitive g7 de g et une primitive g, de g7 sur U'intervalle
[0;1] (théoreme fondamental de lintégration). Ainsi, g4 = (g5)’ = g} = g. Comme les seules fonctions dont
la dérivée seconde est nulle sont les fonctions affines, les fonctions dont une dérivée seconde est g sont les
fonctions G : [0;1] — C définies par G(x) = g2(x) + ax + b avec (a,b) € C2. La condition G(0) = G(1) =0
se traduit donc par g2(0) + b =10et g2(1) + a + b = 0 donc par a = g2(0) — g2(1) et b = —g2(0).
En conclusion, la seule fonction de E telle que ¢(G) = g est la fonction G : x — g2(x)—(g2(1)—g2(0))x—g2(0).

Ceci prouve la bijectivité de ¢ : ¢ est donc un isomorphisme de E dans F.

x x x t
Si on prend gq(x) = fo g(t)dt et ga(x) = fo g1(t)dt = f (f g(u du)dt pour laquelle g2(0) = 0 et

g2(1) = f()] (fot g(u)du)dt. Ainsi, 7' (g)(x) = foxg1( t)dt = f (f g(u) )dt—xfO] (fotg(u)du)dt.

b. G est bien définie car t — |x — t|g(t) est continue sur le segment [0;1]. On a une autre expression
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. . . 4, o s 1 1 1 X 1 1
de G qui va justifier sa régularité : G(x) = 3 fo [x — tlg(t)dt = 2 fo (x —t)g(t)dat + 2 fx (t — x)g(t)dt.

Ainsi : G dt “wgat + 1 [Meg@at— X [ g(t)at. C les fonctions t t) et

insi : =3 f g(t)dt — = o g(t)dat + Efx g(t)dt — Efx g(t)dt. Comme les fonctions t — g(t) e

t— tg(t ) sont continues sur [ 1], le théoreme fondamental de l’intégration montre que G est dérivable et
_1 _xg(0) _xg(x) 1 1

que G'( f t)dt + % g( ) > P f g(t)dt + % g =5 f g(t)dt f g(t)dt.

Sous cette forme, on voit que G’ est & nouveau dérivable et on obtient G”(x) = @ + @ = g(x). Comme

g est continue, G est bien de classe C? et on a G” = g sur [0;1].

c. On sait d’apres la question a. (cette fois-ci g2 = G) que ¢~ '(g)(x) = G(x) — (G(1) — G(0))x — G(0) donc
o Y o s !

b~ 1(g)(x) = 2(f0 x = tlg(nat— ([ (1= vg(v)at - [ tg()arx — [ tg(t)dt). On regroupe sous une

Tlx —t] —x + 2tx —

méme intégrale, ce qui donne ¢~ '(g)(x) = fo > tg(t)dt. Si on définit k : [0;1]*> — R par

x —t| —x+2tx — t

k(x,t) = 2

,on a donc ¥x € [0;1], ¢ kat

d. La fonction k est continue sur le fermé borné (compact) [0;1]? donc elle y est bornée et y atteint ses

bornes. Elle n’est de classe C' que sur les deux triangles ouverts Ty = {(x,t) € [0;1]2 | 0 <t < x < 1}

et T, = {(x,t) € [0;1]> | 0 < x < t < 1}. Cherchons les points critiques dans Ty (par exemple). Si

XxX—t—x4+2tx — t

(x,t) € Ty, on a k(x,t) = 5

=t(x—1) < 0;sikadmet en (x,t) € Ty un pont critique, alors

gl; (x,1) = g],f (x,t) =0 doncx —1=1t=0: non car (1,0) ¢ T;. De méme, k n’admet pas de point critique

t—x—x+2tx -t
2

sur S1 = {(x,0) | x € [0;1]}, S2 = {(0,t) | t € [0;1]}, S3 = {(x,1) | x € [0;1]}, Sa = {(1,t) | t € [0;1]} ou

[0;
Ss = {(x,x) | x € [0;1]}. Or k(x,0) = k(0, t) = k(x,1) = k(1,t) = 0. Par contre, k(x,x) = x? —x < 0 qui est

dans T, car k(x,t) =

=x(t—1) < 0si (x,t) € T2. Les extrema de k sont donc atteints

minimal en x = xo = % avec k(xo,x0) = —~. Ainsi, {\/la]xk =0et [Tt)/lhnk = 411 d’ott |[k[|oo,[051)2 = J—‘

! [lg]loo,[0:1
Sig € £ 07 (0] = | [] kx,)g | < [ 10901t < Kl oz llollocyor = LI oy
x € [0;1]. Alors [[¢7"(9)||o0,051] < M donc ¢! est hprhltZlenne donc continue.

Si ¢ était continue en 0, on aurait : Ve > 0, Ja > 0, Vf € E, \|f||oo,[0;1] < a = [|$(f)||oo,j0:1] < €. En prenant

e = 1, il existerait donc « > 0 tel que (par homogénéité) Vf € E, |[f||o,j0;1] < 1 = [|&(F)|[00,[0:1] < 1;. La
fonction ¢ serait donc bornée sur la boule unité de E pour la norme infinie. Or, sin € N* et f;, : x — sin(nmnx),
on a clairement f,, € E et ||fn||oc 051 = 1.

Pourtant, comme ¢(fy) = ), = —n?mfr, [|d(fn)|co,j0;1] = n?7? qui tend vers 400 si n tend vers +oc.
Par conséquent, ¢ n’est pas continue en 0 (et comme ¢ est linéaire ¢ n’est continue nulle part).

3.178] a. La fonction f:u — cos(u) est continue sur [1; +o0[ et, comme u — sin(u) et uw— 1 sont de classe C!
u u

sur [1;+00f et que lim Sinu
u—+oo U

+0o s
nature que j‘] SILU gy, Or
u

+oo
=0, le théoréme d’intégration par parties montre que f1 €OSU 4y, a méme
u

® sinu
2

du converge absolument par

; +
%‘ < ﬁ donc, par comparaison, fI

. +oo
RIEMANN. Ainsi, f] €OSU 41, converge.
u
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cos(au) — cos(pu)

b. Soit («,B) € (R7)% La fonction g : u — -

est continue sur R% et se prolonge

2.2 2.2
par continuité en 0 en posant g(0) = 0 car cos(ou) — cos((:’;u)?] - % -1+ ﬁTu + o(uz)?O(uz)

+ _
donc g(u)?oﬂ). Ainsi, g est intégrable sur [0;1]. f > cos(au) — cos(pu) du existe d’apres la question

0 u

+ + +
précédente car f1 oo Mdu et f1 > Mdu convergent et I(«, ) = lin}) > g(u)du.
u u xX— x

+ + +
Pour x > 0, toujours d’apres la question a., f OOg(u)du = f deu — f = Mdu. On
X

x u x u
effectue les changements de variable t = au et t = Bu (faciles a justifier) dans ces intégrales et on a
+o00 +oo +oo Bx
du = costay costg — cost gy HASLES.
fx g(u) w focx t fBX t focx t par ©

Or ¢(t) = COtSt = % + % = % + @(t) avec @ qui est continue sur Ry (avec ¢(0) = 0). Comme

@ est continue sur le segment [0; Max(a, B)], elle y est bornée par M > 0 donc on obtient la majoration

B B B
Vx € [0;1], ’ f " (p(t)dt’ < M|B — «x donc lim f " @(t)dt = 0. Comme f "l =1n (E), par linéarité
ox x—0 J ax ax t [0

X

B ) _
de l'intégrale lim Teostgr = 1p (E) Ainsi, I(o, B) = f+ cos(ou) — cos(Bu) du=1n (E)
o

x—0 J ax t 0 u 04

3.179)f:x — th (3x) — thx est continue sur R* et se prolonge par continuité en 0 avec £(0) = 2 car th (t) = t+o(t?)
x

3t7t+o(t2) L 2e—2t 5
donc f(t) R — §2—|—o(t). De plus, th(t) = zt T E_t ek Z_Zt =1- —fe_Zt =0 O(e4Y).
—6x\ _ —2x —2x _2
Ainsi, f(x) = 14+0(e™™) =1+0(e™7) _ O(e™™) _ O(e X) = O(e™™). Par comparaison avec une
+oo t +oo X +oo X +oo

fonction de référence intégrable sur R, la fonction f est intégrable sur R? .

Siu > 0, fou de = fu de - j;u thx 4y (les deux intégrales convergent). On pose
x

X 0 X

x = % = ¢(y) dans la premiere intégrale (avec ¢ de classe C' sur le segment [0;3u]) et on obtient la

_ 3 3
relation fu th(3x) —thx, f " Mdyffu thx gy = f Y thx gy (par CHasLES). Or 1% 1 gone

0 X 0 y 0 x u X X FooX

_ 3 3 3

fuwdx:fuldx—kfum;]dx:ln(?))—fuﬂdx. Or 0 <1—thx < 2e * donc
0 X u X u X u X

x = In(3).

3u 3u —x —u . B
0 g f wdxg f zeidX<2(3u_u)ei :46711. Ail’lSi, I= Ulim Md
u X u X w e Jo ~

3.180 | a. La fonction f est de classe C* sur | —1; 00| par opérations et f'(x) = 1+ ] J_ > 0 donc f est strictement
X
croissante. Comme lim f(x) = —oo et lim f(x) = 400, la fonction f réalise une bijection de | — 1; +o00|
x——1+ X—+00

dans R par le théoréme de la bijection. Comme f’ ne s’annule pas, g = f~' est aussi de classe C>.
b. Comme f(0) = 0, on a directement g(0) = 0. De plus, on sait que g’(0) = 1 =1 _1
( ) 9( ) p q g ( ) fl(f—l(o)) f/(o) 2

c. Comme g est de classe C* sur R, f admet par le théoréeme de TAYLOR-YOUNG un développement limité

a tout ordre en tout point. Notamment, g admet un DL3(0) donné par g(x) 5 0+ % +ax? +bx3 +o(x3) avec
" " 2 3
a= QT(@ etb = QT(O) Mais f admet aussi un DL3(0) donné classiquement par f(x) S 2x— X? + % +o(x3).

2 3
11 suffit de composer pour avoir fog(x) == 2(§+ax2+bx3) f%<§+axz+bx3) +% (’Zi+ax2+bx3) +o(x3).

En ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a 3, f(g(x)) Sxt (Za— %)xz + <2b - % + 2174)X3 +o(x3).
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Or f(g(x)) = x donc, par unicité du développement limité, on a le systéme : 2a — 1 _op % + 2]—4 = 0 donc

8
233
a= 1176 et b= f@ Le développement limité & 'ordre 3 de g en 0 est donc g(x )—x + E - @ +o(x3).
3.181)a. La fonction t — In(sin t) est négative et continue sur |0; 2] De plus, f(t) = In (%) —In(t) v In(t)
car im sin(t) _ 1. Ainsi f(t)=o (L> donc f est intégrable sur |0; 2] : I existe. On effectue le changement
tso+  t 0\t 2

0
de variable u = % —t (facile a justifier) qui garantit ’existence de f 1 In(cosu)(—=T)du=Jet I=7.
T,

b. En considérant les intégrales sur |0; Z[, I4+] = fn/z In (sintcost)dt = fon/z In (sin(2t))dt— %ﬂz On

N\:l

. e /2 ) 1™ . m/2 .
change de variable v = 2t (facile & justifier), fo In (sin(2t))dt = 2 fo In (sinv)dv = fo In (sinv)dv
par symétrie par rapport a 721 de la courbe de v — In(sinv) ou par changement de variable w = m—v. Alors

[I+]=1+1=1~- %nz doncI=J]= —%ﬂz. Cette intégrale est dite d’EULER.

3.182] a. Pour n € N, la fonction fj, : x — t17n() est continue sur le segment {%, %} en prolongeant f,, par
an™(x

/2
continuité en T avec fn<ﬂ) =0. Ainsi, I, = f d’; existe.
2 2 /4 tan " x

b. On pose t = tan(x) = ¢(x) avec ¢ bijective de classe C' de {Z S { dans [1; 4+o0[, d’apres le théoreme de

x (1+ tan?(x))dx = [

7'[/2 ]
1 (1 + ) a

. 400 1
changement de variable : I, = fn/4 (0 + tan? () tan™ x

2 2 2
c. On 1dent1ﬁe27— 2+b+0t+d a(l +t )+b§(]+tz)+(Ct+d)t ce qui donne le systeme
P (1+t%)  t 1+t to(14+t7)
c+b=a+d=b=a—1=0donca=1,b=0,c=0et d=—1.
d. D’apres les questions b. et c. : I = eroo%dt = f+oo (l -1 )dt donc, en intégrant
1 (1 +tHe? 1\E 14t ’
400
simplement, I, = [f%fArct(m(t)]1 :17§+%:175~0,21
+o0 +oo
De plus, avec le changement de variable u = ¢(t) = t? : I3 = 1 at=1 o 2tdt
P 8 w= et =), 1+ )0 2 )i (1 + t2)(%)?
+oo +oo T 1—1n(2)
donc I ( L)d = {—l 1 (1 l)} == o 1s.
oncls = Zf l—|—u a+uwu? Zf +1+u v u+n +u 1 2

1
2
+o<> +oo too
Enfin, [L+14 = ( 1 )dt: @:[—L} =l =11,=_2_912
i, L2 fl (1+t2)t2+(1+t2)t4 fl tt 3t ] 37T 3 P 3T

3.183 ] a. Des primitives des fonctions continues t — 1  ett— —t— somt respectivement Arcsin et
V1—1t2 Vi1—1t2

t = —v/1 —t2 sur [0; 1[. Comme ces deuX fonctions admettent des limites finies en 1_ les deux intégrales de
I’énoncé convergent et on a Iy = [Arcsin(t)]) = E et I = —V1-¢2)} =1.
f / Y f /7] — 0
2
V11— 2 \/1—t\/1+tH1—z\/1

intégrable sur [0; 1] par RIEMANN donc I3 existe. On pose t = sin(u) = @(u) ot ¢ est une bijection de

b. La fonction f3 : t — est continue sur [0;1] et f3(t) = donc f3 est

| : T . : _ £ _ (% 2
classe C' strictement croissante de |0; Z:[ dans [0; 1] et on obtient I3 = dt = sin”(u)du
2 0 /1_12 0

/2 — : /2
donc Ing (M>du: [E_M _ T
0 2 2 4 0 4
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