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CHAPITRE 5
REDUCTION

(© L’objectif dans ce chapitre, pour un endomorphisme u sur un espace vectoriel de dimension finie E,
est de trouver des bases B telles que les matrices de u dans B soient les plus simples possibles : diagonales,
triangulaires, diagonales par blocs, triangulaires par blocs....

En d’autres termes, par la formule de changement de bases, il s’agit de trouver, parmi toutes les matrices
semblables a une matrice carrée, la matrice la plus simple.

Cette théorie de la “réduction” est connue depuis la deuxieme moitié du XIX€ siecle, elle a été développée
par Karl WEIERSTRASS (allemand 1815-1897), Léopold KRONECKER (allemand 1823-1891) et Camille JOR-
DAN (frangais 1838-1922) ; KRONECKER et JORDAN se sont d’ailleurs écharpés épistolairement quant a la
paternité de sa découverte.

En 1878, Georg FROBENIUS (allemand 1849-1917) élargit la théorie pour englober les résultats de ses
prédécesseurs et donne une réduction universelle de tout endomorphisme sur tout corps, il établit la preuve
du théoreme de CAYLEY-HAMILTON de Arthur CAYLEY (anglais 1838-1922) et William Rowan HAMILTON
(irlandais 1805-1865) qui aurait du porter son nom. Il signe avec Oscar PERRON (allemand 1880-1975) un
théoreme sur les valeurs et vecteurs propres de certaines matrices qui trouvera son application principale en
probabilités pour préciser 1’évolution des chaines de MARKOV (Andrei MARKOV, russe 1856-1922).

Il y a différents types de réduction des matrices carrées (ou des endomorphismes en dimension finie bien
str) : celles de JORDAN ou FROBENIUS, celles de DUNFORD (diie & CHEVALLEY !), les décompositions LU,
QR, de CHOLESKY... chacune répondant a une exigence particuliere de calcul numérique.

On trouve des applications importantes de la réduction en mécanique quantique ou les observables
(position, vitesse, énergie,...) sont des opérateurs sur 'espace vectoriel des fonctions d’onde, et les valeurs
propres de ces opérateurs jouent un roéle fondamental dans cette théorie.
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(PROGRAMME]

La réduction des endomorphismes et des matrices carrées permet d’approfondir les notions étudiées en
premiére année. Il est attendu des étudiants qu’ils maitrisent les deux points de vue suivants :

- Paspect géométrique (sous-espaces stables, éléments propres) ;

- Paspect algébrique (utilisation de polynémes annulateurs).
L’étude des classes de similitude est hors programme ainsi que la notion de polynéme minimal.

1 : Eléments propres

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Droite stable par un endomorphisme.

Valeur propre, vecteur propre (non nul), Equation aux éléments propres u(x) =M. Siuetv
sous-espace propre d’un endomorphisme. commutent, les sous-espaces propres de u sont stables par v.
Spectre d’un endomorphisme en dimension  Notation Sp(u).

finie. La notion de valeur spectrale est hors programme.

La somme d’une famille finie de sous-espaces Toute famille finie de vecteurs propres associés a

propres d’un endomorphisme est directe. des valeurs propres distinctes est libre.

Si un polynoéme P annule u, toute valeur Si u(x) = Ax, alors P(u)(x) = P(A)x.

propre de u est racine de P.

Valeur propre, vecteur propre, sous-espace  Equation aux éléments propres AX = AX.

propre et spectre d’une matrice carrée.

2 : Polynéme caractéristique

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Polynome caractéristique d’une matrice carrée, d’'un Par convention le polynéme caractéristique est unitaire.
endomorphisme d’'un espace de dimension finie. Notations xa, xu. Coefficients de degrés 0 et n — 1.
Les valeurs propres d’un endomorphisme sont Spectre complexe d’une matrice carrée réelle.

les racines de son polynéme caractéristique.

Multiplicité d’une valeur propre. Majoration Deux matrices semblables ont le méme polynoéme
de la dimension d’un sous-espace propre par caractéristique, donc les mémes valeurs propres
la multiplicité. avec mémes multiplicités.

Théoreme de CAYLEY-HAMILTON. La démonstration n’est pas exigible.

3 : Diagonalisation en dimension finie

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de Une telle base est constituée de vecteurs propres.
dimension finie est dit diagonalisable s’il existe

une base dans laquelle sa matrice est diagonale.

Une matrice carrée est dite diagonalisable si elle est ~ Interprétation en termes d’endomorphisme.
semblable & une matrice diagonale. Application au calcul des puissances d’une matrice

diagonalisable, a des exemples de systemes diffé-
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-rentiels & coefficients constants. Dans la pratique
des cas numériques, on se limite & n =2 ou n = 3.
Un endomorphisme d’un espace vectoriel E est Exemple des projecteurs et des symétries.
diagonalisable si et seulement si la somme de ses
sous-espaces propres est égale a E.
Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement Traduction matricielle.
si la somme des dimensions de ses sous-espaces
propres est égale a la dimension de I'espace.
Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement Traduction matricielle.
si son polyndéme caractéristique est scindé sur K et si,
pour toute valeur propre, la dimension du sous-espace
propre associé est égale a sa multiplicité.
Un endomorphisme d’un espace vectoriel de Polynome caractéristique scindé a racines simples.
dimension n admettant n valeurs propres distinctes Traduction matricielle.

est diagonalisable.

4 : Diagonalisabilité et polynémes annulateurs

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s’il La démonstration n’est pas exigible.

admet un polyndéme annulateur scindé a racines simples. Traduction matricielle. Le lemme de
décomposition des noyaux est hors programme.

L’endomorphisme induit par un endomorphisme diago-

-nalisable sur un sous-espace stable est diagonalisable.

Un endomorphisme u est diagonalisable si et seulement

gl admet J[ (X —A) pour polynéme annulateur.
AESP(u)

5 : Trigonalisation en dimension finie

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension Expression de la trace et du déterminant d’un

finie est dit trigonalisable s’il existe une base dans endomorphisme trigonalisable, d’une matrice
laquelle sa matrice est triangulaire. trigonalisable a ’aide des valeurs propres.
Une matrice carrée est dite trigonalisable si elle est Interprétation en termes d’endomorphisme.

semblable a une matrice triangulaire.

Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement  La démonstration n’est pas exigible.

si son polynéme caractéristique est scindé sur K. Traduction matricielle.

Toute matrice de M;,(C) est trigonalisable. La technique générale de trigonalisation est hors
programme. On se limite dans la pratique a des
exemples simples en petite dimension et tout exercice de

trigonalisation effective doit comporter une indication.
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(PARTIE 5.1 : ELEMENTS PROPRES |

’5.1.1 : Valeurs propres et vecteurs propres d’un endomorphisme

DEFINITION 5.1 :

Soit E un K-espace vectoriel, w € L(E) et A € K :
e On dit que A est une valeur propre de u s’il eziste un vecteur x de E non nul tel que u(x) = Ax.

Cette derniere équation est appelée équation aux éléments propres.

e Le spectre de u, noté Sp(u), est l'ensemble des valeurs propres de u.
e SiA € K, on note Ex(u) = Ker(u—Aidg) (appelé sous-espace propre de u associé a A siA € Sp(u)).

e Un vecteur non nul de Ex(u) est appelé vecteur propre de u associé a la valeur propre A.

e Un vecteur propre de u est un vecteur non nul x €  tel qu’il existe N € K qui vérifie u(x) = Ax.

REMARQUE 5.1 : e Soit e € E non nul et D = Vect(e) : (D stable par u) — (e vecteur propre de u).
e Sip est la projection pr,g (avec F et G différents de {0t }), Sp(p) = {0,1}, Eo(p) =G et E1(p) =F.

PROPOSITION : LES SOUS-ESPACES PROPRES ASSOCIES A DES VALEURS PROPRES
NON NULLES SONT INCLUS DANS L’IMAGE 5.1 :
Soit E un K-espace vectoriel, u € £(E) et A € K. Si A =0, Eo(u) = Ker(u). Si A#0, Ex(u) C Im(u).

EXEMPLE 5.1 : ¢ Si ¢ : P € K[X] = XP € K[X], alors Sp(¢) = 0.
e SiD € £(C®(R, R)) est défini par D(f) = f/, alors Sp(D) = R et Ex(D) = Vect(t — e*t).

EXERCICE 5.2 : Soit E = CNet f: E — E qui transforme u = (un)nen en v = (v )nen définie

par vo =ug et Yn € N*| v, = % Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de f.

PROPOSITION SUR LA LIBERTE D’UNE FAMILLE DE VECTEURS PROPRES
ASSOCIES A DES VALEURS PROPRES DIFFERENTES 5.2 :

Soit E un espace vectoriel et u € L(E) :

e Si A1,--+,Ap sont p valeurs propres 2 & 2 distinctes de u alors les sous-espaces propres
Ex, (1), -+, Ex, (u) sont en somme directe.

e Sixy,---,x, sont des vecteurs propres de u associés a des valeurs propres 2 a 2 distinctes
alors (x1,---,xp) est une famille libre.

REMARQUE 5.2 : Si E est de dimension n, il y a donc au maximum n valeurs propres distinctes de u.

EXEMPLE 5.3 : e Les fonctions (t — e“) forment une famille libre dans C*(R, R).

AER
e Les suites géométriques (()\?)ne Ny (AR ne N) forment une famille libre dans I’espace des suites
complexes CN si Aq,--- ,Ap sont p complexes distincts 2 & 2. Donc ((?\“)ne N))\G(C est libre.
e Les fonctions (pa,,--*,Pa,) forment une famille libre dans C*°(R%, R) si ps(t) = t* avec

a1, -+, o distinets 2 4 2. Dot (pu) e ©st libre.
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PROPOSITION : STABILITE DES SOUS-ESPACES PROPRES SI COMMUTATION 5.3 :

Si u et v sont deux endomorphismes de E qui commutent (c’est-a-dire que uov =vou) alors

les espaces propres de u sont stables par v (et réciproquement).

’5.1.2 : Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice carrée‘

DEFINITION 5.2 :
Soit A € Mn(K). Les valeurs propres, le spectre de A (noté Spg(A)) et les vecteurs propres et les

sous-espaces propres de A (notés Ex(A)) sont ceuzr de 'endomorphisme de K™ canon. associé a A.

REMARQUE 5.3 : En d’autres termes :
e A€ Sp(A) <= (3X € Mn,1(K), X #0 et AX = AX).
o x = (x1,- ",xn) € K" est vecteur propre de A si X' = (x1 -+ - xn) vérifie AX = AX et X # 0.
e Dans ce cas, on dit que X est une colonne propre de A associée a la valeur propre A.

e Si A = (aij)i<ij<n € Mn(C), on pose A = (ai;)1<i,j<n €st la matrice conjuguée de A.

EXEMPLE 5.4 : Cherchons les valeurs propres réelles ou complexes de la matrice A = (? _01 )

PROPOSITION SUR LA RELATION ENTRE SPECTRES REELS ET COMPLEXES ET
SOUS-ESPACE PROPRE DU CONJUGUE POUR UNE MATRICE REELLE 5.4 :

Soit n € N* et A € M;,(R), alors A € M,,(C) et on a Spy(A) C Spc(A).
De plus, si A € Spc(A) alors A € Spc(A) et dimEx(A) = dim Ex(A).

EXEMPLE 5.5 : Dans I'exemple précédent, E;(A) et E_;(A) sont deux droites de C?.

PROPOSITION SUR LES SPECTRES DE DEUX MATRICES SEMBLABLES 5.5 :
Soit A et B deux matrices de M, (K) semblables (c’est-a-dire qu’il existe P € GL,(K) telle que

B = P~ 'AP), alors Spy(A) = Spk(B) et pour A € Sp(A), on a dimEx(A) = dim Ex(B).

REMARQUE 5.4 : Si deux matrices A et B sont semblables, elles ont donc méme rang, méme trace,
méme déterminant, méme spectre, mémes dimensions de leurs sous-espaces propres.

PROPOSITION 5.6 :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £(E).

Pour toute base B de E, on a Sp(u) = Spy(Mats(u)).

5.1.3 : Polynéme caractéristique‘

DEFINITION 5.3 :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et w € L(E). Le polyndéme caractéristique de u est le
polynome x., € K[X] associé a la fonction polynomiale définie par A € K+ det(Aidg —u).

Si A € My (K), le polynéme caractéristique de A est le polynome xa € K[X]| associé a la fonction
polynomiale définie par : VA € K, xa(A) = det(Aln — A).
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REMARQUE 5.5 :  Si B est une base de E, u € £L(E) et A = Matg(u) alors x, = XA-
e Inversement xa est le polynéme caractéristique de uw canoniquement associé a A.

e Sip est un projecteur de E de dimension n, alors x, = X"~ ®)(X — 1)t (),
e Avant, la définition était xa = det(A — XIy,) (abus de notation usuel). Attention !

EXEMPLE 5.6 : Soit A = (aij)i<ij<n avec ajj = 1sii=1oun et ajj =0 sinon. Calculons xa.
REMARQUE 5.6 : Soit un entier n € N* et (A,B) € M, (K)?, alors x ++ det(A + xB) est une fonction
polynomiale de degré inférieur ou égal a n telle que det(A + xB) = det(B)x™ + - - - + det(A).

THEOREME SUR LA CONNAISSANCE DE CERTAINS COEFFICIENTS DU POLYNOME
CARACTERISTIQUE (ENORME) 5.7 :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E, alors nous avons
deg(xu) =n et xy = X" — tr(W)X™ T 4+ 4 (=1)"det(u).
Si A € Mn(K) alors deg(xa) =n et xa = X™ — tr(A)X™ 1 + .. 4+ (=1)"det(A).

THEOR]:*]ME SUR LA CARACTERISATION DES VALEURS PROPRES PAR LE
POLYNOME CARACTERISTIQUE 5.8 :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, u un endomorphisme de E et A € K, on a les
équivalences suivantes : A € Sp(u) <= (u— Aidg) ¢ GL(E) <= xu(A) =0.

Les valeurs propres de u sont exactement les racines de x,, (dans K).
Si AeMn(K)etAe Kalors : A € Spg(A) < (A —Aly) € GLy(K) < xa(A) = 0.

Le spectre de A (sur K) est I’ensemble des racines de xa (dans K).

REMARQUE FONDAMENTALE 5.7 : On en déduit :
e Siu € L(E) ou E est de dimension n, alors uw admet au plus n valeurs propres distinctes.

e Si A € My (K) alors A admet au plus n valeurs propres complexes distinctes.
e Si K= C, u (ou A) posséde au moins une valeur propre complexe.
e Si K= R et sin est impair, u (ou A) posséde au moins une valeur propre réelle.

PROPOSITION 5.9 :
Soit E un K-espace de dimension finie n et u € £(E), alors u € GL(E) <= 0 ¢ Sp(u).

ORAL BLANC 5.7 : Soit E de dimension n, (f,g) € £L(E)? et fog —gof =f.
a. Calculer f o g — g o f*. Prouver que f est nilpotent. Indication : utiliser ¢ : h++hog—goh.

On suppose dorénavant que f*~1 £ 0.
b. Montrer que : Ix € E, B = (f*~'(x),---,f(x),x) est une base de E. Déterminer Matsp ().
c. En écrivant g(x) = apx + aif(x) + --- + an_1f""'(x) et en utilisant plusieurs fois la relation

fog(y) — gof(y) = f(y), déterminer la matrice de g dans B. En déduire les valeurs propres de g.

PROPOSITION SUR L’EGALITE DES POLYNOMES CARACTERISTIQUES DE DEUX
MATRICES SEMBLABLES 5.10 :

Si A et B semblables, alors xAo = xs-

De méme, xpo = xa7 donc A et AT ont les mémes valeurs propres de mémes multiplicités.

REMARQUE 5.8 : Si A et B sont semblables, elles ont donc méme rang, méme trace, méme déterminant,
méme spectre, mémes dimensions de leurs sous-espaces propres et méme polynoéme caractéristique.
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REMARQUE HP 5.9 : (mais fondamentale)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, w un endomorphisme de t et F un sous-espace de E stable

par u. On note ur I'endomorphisme de F induit par w : xq, divise xu.

v
Plus généralement, si Mats(u) = diag(A1,---,Ay) (par blocs), alors xu = [] xA.-
k=1

[5.1.4 : Théoréme de CayLEy-HAMILTON|

s . 7
PROPOSITION SUR LA MATRICE COMPAGNON D’UN POLYNOME 5.11 :
0 -+ -+ 0 ao
. ] . .
Soit P =XP — 3 aX* avec (ap, --,ap_1) € KP et A= |y .. . qui est appelée
k=0
0 ap-2
0 0 T ap_1
la matrice compagnon du polynéme P, alors xa = P.
- J
THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON (ENORME) 5.12 :
Soit E de dimension n et u un endomorphisme de E, alors x, (u) = 0.
Soit A € M;,(K), alors xa(A) =0.
DEMONSTRATION : non exigible.
EXERCICE CONCOURS 5.8 : Cachan PSI 2015 Jean-Raphaél Biehler
0 —c b
SoitA=| ¢ 0 —a | avec (a,b,c)€ R3.
b a 0
a. Montrer sans calcul qu'il existe un réel K tel que A3 = —KA. Calculer K.
b. Montrer que : ¥n € N, A2" = (—K)""TAZ.
N
c. On pose SNy = > £ Montrer que (Sn)nen converge vers une matrice S et que S peut s’écrire
n!

n=0
sous la forme S = I3 + xA + yAZ. On explicitera les valeurs de x et y.
Questions subsidiaires :
e Montrer que toute matrice inversible A a un inverse qui s’exprime comme un polynéme en A.

e Fxiste-il une matrice qui élevée au carré donne A = (_01 _] : )

’5.1.5 : Ordres de multiplicité des valeurs propres‘

DEFINITION 5.4 :
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, w € L(E) et A € K. On appelle ordre de multiplicité

algébrique de la valeur propre A l'ordre de multiplicité de la racine A de xy ; on la note my(u).

On dit que A est une valeur propre simple de u si m)(u) = 1, double si m)(u) = 2, etc...
Soit A € Mn(K) et A € Spg(A). On appelle ordre de multiplicité algébrique de la valeur propre A

Uordre de multiplicité de la racine A de xa ; on la note my(A).

On dit que A est une valeur propre simple de A si mp(u) =1, double si my(A) = 2, etc...

REMARQUE 5.10 : o Ainsi, A ¢ Sp(u) si et seulement si m(u) = 0.
e Soit A et B deux matrices semblables, pour tout A € K, my(A) = mp(B) = mp(AT).
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EXEMPLE 5.9 : Soit A = (ai,j)1<i,j<n € Man(R) avec ajj =1 si i+ j est pair et a;; = 0 sinon.
Calculer ses valeurs propres.

THEOREME SUR LES RELATIONS ENTRE LA TRACE, LE DETERMINANT ET LES
ORDRES DE MULTIPLICITES DES VALEURS PROPRES 5.13 :

Soit E de dimension n et u € £(E), si x,,_est scindé sur K (donc en particulier si K= C) :

n= Y mu), trlu)= 3 Ama(u) et det(u)= T[] A™M™,

AESP(u) AESP(u) AESP(u)
SiAcMu(K):n= > ma(A), tr(A)= > Ama(A)etdet(A)= J] A™A),
AESP(A) AESPc(A) AESPc(A)

EXERCICE CONCOURS 5.10 : Centrale Maths1l PSI 2015 Paul Mondou
Soit A € Mu(R), A #0 et f: Mn(R) = M, (R) définie par f(M) = M + tr(AM)A.
Déterminer tr(f) et det(f) en fonction de A.

REMARQUE 5.11 : Sil’on connait toutes les valeurs propres de A sauf une, on peut se servir de la trace.

EXERCICE 5.11 : Si (a,b) € C? vérifie a # b et b # 0, quelles sont les valeurs propres de la
matrice A = (ai,j)1<i,j<n telle que ax =aet ajj =bsii#j?

REMARQUE 5.12 : Si A € Mu(R) et siA € C\ R est valeur propre de A, alors on sait que A I'est aussi

et que Ex(A) et Ex(A) ont méme dimension mais A et A ont aussi méme ordre de multiplicité algébrique.

EXERCICE 5.12 : Soit A € Man41(R) telle qu'il existe un entier p € N tel que AZP+! =15, ,7.
Il s’agit de montrer que 1 est une valeur propre de A.

DEFINITION 5.5 :
Soit £ de dimension finie, uw un endomorphisme de E et A une valeur propre de w, Uentier dim Ex(u) est

appelé ordre de multiplicité géométrique de la valeur propre A.

THEOREME SUR UNE INEGALITE ENTRE LES ORDRES DE MULTIPLICITE
ALGEBRIQUE ET GEOMETRIQUE D’UNE VALEUR PROPRE 5.14 :

Soit E de dimension finie, u € £L(E) et A € Sp(u), on a 1 < dimEx(u) < my(u).

Si A eMn(K) et AeSpg(A), on al< dimExr(A) < ma(A).

REMARQUE 5.18 : L’ordre de multiplicité géométrique est donc inférieur a Iordre de multiplicité

algébrique pour toute valeur propre. Ces inégalités peuvent bien sir étre strictes.

REMARQUE FONDAMENTALE 5.14 : Soit u € £L(E) avec E un espace de dimension n. Alors :
u est nilpotent <= x, = X" <= u" =0.

Pour u nilpotent, 0 est valeur propre de multiplicité algébrique n donc 1 < dim (Ker(u)) <n.

0
—1 |. Calculer les différentes multiplicités des valeurs propres.
2

EXEMPLE 5.13 : Soit A =

o o =
— O O
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(PARTIE 5.2 : REDUCTION EN DIMENSION FINIE)

’5.2.1 : Diagonalisation‘

DEFINITION 5.6 :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et w € L(E), on dit que u est diagonalisable s’il existe une
base B de E telle que Matg(u) est diagonale.

N

( ’ ’
PROPOSITION : ORDRE GEOMETRIQUE D’UNE VALEUR PROPRE SIMPLE 5.15 :
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Si A est une valeur

propre simple de u (ou de A) alors Ex(u) (ou Ex(A)) est une droite.

DEFINITION 5.7 :
On dit qu’un polynome P € K[X] est scindé a racines simples ou simplement scindé (noté souvent

SARS) s’il est de degré n > 1 et s’il posséde n racines distinctes deuzx o deu.

( L 7
PROPOSITION SUR UNE CONDITION SUFFISANTE DE DIAGONALISABILITE 5.16 :
Soit E de dimension n et u € £(E). Si u posséde n valeurs propres distinctes (si x, est scindé a

racines simples) alors u est diagonalisable et VA € Sp(u), dimEx(u) =1.
. J

THEOREME SUR DES CARACTERISATIONS DE LA DIAGONALISABILITE 5.17 :

Soit E un espace de dimension finie et u € £(E), les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.

(if) dim(E)= > dim (Ea(u)).

AESP(u)
(i) E= P Ea(w).
AESP(u)
P
(iv) 1l existe Fy,---,F, stables par u tels que E = }_ F¢ et uf,,---,uf, sont des homothéties.

k=1
(v) Il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.

REMARQUE FONDAMENTALE 5.15 : Soit E un espace de dimension finie et uw € £(E).
e u est diagonalisable = E = Ker(u) & Im(u).

e Siu est nilpotent, u est diagonalisable <= u = 0.

EXERCICE CONCOURS 5.14 : CCP PSI 2016

1 n 1T ... n
) 2 n—1 2 ... n—1 )
Pour n = 2p > 2, déterminer le rang de A,, = | . . . . . Montrer qu'une matrice
n 1 no ... 1

et sa transposée ont méme spectre. Montrer que A, est diagonalisable, donner ses éléments propres.
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REMARQUE FONDAMENTALE 5.16 : Soit E un espace vectoriel de dimension n et u endomorphisme

T

de E. Il suffit de trouver des valeurs propres distinctes A1, -+, Ay de u telles que > dim (E;\k(u)) >n

pour que u soit diagonalisable et qu’on puisse conclure que Sp(w) = {A1,- -+, Ar}.

ORAL BLANC 5.15 : CCP PSI 2015 Arthur Lacombe

On consideére pour n > 3 la matrice N € My, (R) qui forme un N : ay1 = ajn = a3 =1 et agj =0

sinon. Montrer que N est diagonalisable et déterminer ses éléments propres. En déduire det(N + L,,).

PROPOSITION SUR LES PROPRIETES DES PROJECTEURS SPECTRAUX 5.18 :
Soit E un espace de dimension finie et u € £(E) diagonalisable tel que Sp(u) = {Aq,---,A;}. Si
T

p1,--+,pr est la famille des projecteurs associée a la décomposition E = EBEM(U,) alors :
k=T

®py+ -+ pr=ide.
® V(l,)) € [[];T]]z) i#j:piopj =0.
evVne N, u™ =Atpr + -+ Alps.

REMARQUE 5.17 : S’il existe des endomorphismes p1,--+,pr de E de dimension finie qui vérifient
P14 +pr =idg, et V(4,j) € [1;n]%, i #j = piop; =0 et u = Ayp1+---+Apyr : u est diagonalisable.

THEOREME SUR UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE DE DIAGONA-
LISABILITE AVEC LES ORDRES DE MULTIPLICITE (ENORME) 5.19 :

Soit E un K-espace de dimension finie et u € £(E). On a ’équivalence :

(u est diagonalisable) <= (x. est scindé sur K et VA € Sp(u), dim (Ea(u)) =ma(u)).

REMARQUE FONDAMENTALE 5.18 : On retient que si u est diagonalisable, alors x,, est scindé.

21 =2
EXERCICE 5.16 : Trouver les réels a telsque A= | 1 a —1 | est diagonalisable.
11 =1

REMARQUE 5.19 : On se rappelle avoir déja vu que siu est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel

de dimension finie n tel que x,, posséde n racines distinctes dans K alors u est diagonalisable.

Attention : ce n’est qu’une condition suffisante de diagonalisabilité ; il est clair que idg est diagonalisable

mais que son polynéme caractéristique (X — 1)™ n’est pas a racines simples.

EXEMPLE 5.17 : Un endomorphisme u de matrice A = est-il diagonalisable ?

—_c O —
_—_—O =
—_ O = =
—_c O -
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DEFINITION 5.8 :
Soit A € My (K), on dit que A est diagonalisable (dans K) si A est semblable (dans My (K)) a une matrice

diagonale, c’est-a-dire s’il existe P € GL,(K) telle que P~1AP est une matrice diagonale.

PROPOSITION SUR LA RELATION MATRICE/ENDOMORPHISME 5.20 :

Soit A € M,;(K) et u ’endomorphisme de K™ canoniquement associé a A :
e A est diagonalisable <= u est diagonalisable.

e Si A est diagonalisable et P € GL,,(K) telle que A = PDP~! avec D = Diag(A1,---,A,) alors

Spr(A) ={A1,---,A\n} et P=Pg_ . 8 ol B est une base de vecteurs propres de u.

REMARQUE 5.20 : Plus généralement, soit A € My (K), E de dimension n, B une base de E, u € L(E)
tel que A = Matg(u), alors : (A est djagonalisable) = (u est diagonalisable).

5.2.2 : Polynémes annulateurs et diagonalisation‘

EXERCICE CONCOURS 5.18 : Centrale PSI 2013
Soit n € N* et v € [0;n] et une matrice M € M, (C) de rang .

a. Montrer que M est semblable a une matrice du type </]; g) ou A € M,(C).

b. En déduire qu’il existe un polynéme P de degré inférieur ou égal & r + 1 tel que P(M) = 0.
c. Montrer par un exemple qu’il n’existe pas toujours de polynome Q de degré inférieur ou égal a r

(& choisir) tel que Q(M) = 0.

THEOREME : LES VALEURS PROPRES SONT DES RACINES DE TOUT POLYNOME
ANNULATEUR D’UN ENDOMORPHISME (D’UNE MATRICE) 5.21 :

Soit E un espace vectoriel, u € £L(E), , n € N*, A € M, (K), P € K[X] et A € K.

e Si P(u) =0 alors VA € Sp(u), P(A) =0. Donc ][] (X —A) divise P.
AESP(w)

e Si P(A) =0 alors VA € Sp(A), P(A) =0. Donc ] (X—A) divise P.
AESP(A)

REMARQUE 5.21 : Plus généralement, avec les mémes notations, si A € Sp(u) alors P(A) € Sp(P(u)).

Et si A € Sp(A), alors P(A) € Sp(P(A)).

THEOREME : CARACTERISATION DE DIAGONALISABILITE AVEC UN POLYNOME
ANNULATEUR SCINDE A RACINES SIMPLES (ENORME) 5.22 :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et uw € £(E), ou A € M, (K) :

(u diagonalisable) <= (3P € K[X], P(u) =0 et P scindé a racines simples (dans K)).

(A diagonalisable) <= (3P € K[X], P(A) =0 et P scindé & racines simples (dans K)).
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EXERCICE CLASSIQUE 5.19 : Soit deux matrices carrées A € M, (K) et B € My (K) ; on

pose C = (g 12) € Mni+m(K). Montrer que C est diagonalisable si et seulement si A et B le sont.

ORAL BLANC 5.20 : E3A PSI 2015 Alexandre Janot

Soit E = M, (C) et A € E et on suppose que A? est diagonalisable.

Montrer que A est diagonalisable si et seulement si Ker(A) = Ker(A?).

EXERCICE 5.21 : Soit P € My (R) une matrice de projection et f I’endomorphisme de My (R)
défini par f(M) = PM + MP. Montrer que "endomorphisme f est diagonalisable.

THEOREME : CARACTERISATIO}N\ DE DIAGONALISABIIiITE PAR LE POLYNOME
ANNULATEUR MINIMAL SCINDE A RACINES SIMPLES (ENORME) 5.23 :

Soit E de dimension finie, u € £(E) : (u diagonalisable) < (P =[] (X —A) vérifie P(u) =0).
AESP(u)
De méme, soit n € N* et A € M, (K) : (A diagonalisable) <= (P =[] (X—A) vérifie P(A) =0).
AESP(A)

REMARQUE HP 5.22 : (mais fondamentale) Dans toute cette remarque, on suppose que E est un

espace vectoriel de dimension finie et que u € £(E) est diagonalisable. On pose Sp(u) = {A1,---,Ap}.

P
e Le polynéme m,, = [] (X — M) est donc le polynéme minimal de u.
k=1

o Si (Lj)]<j<p sont les polynomes d’interpolation de LAGRANGE associés aux valeurs propres de u,
)
rnat S i ) _ X — Ak ) . .
c’est-a-dire Lj(X) k];[] (}\j — Ak)’ alors (L] (u))1<j<p est la famille des projecteurs spectraux
2
o)
associés a la décomposition E = @ Ex, (u). D’abord ¥(i,j) € [[1;p]]%, i #j = Li(u) o Lj(u) =0, et :
j=1
P P P
Z] L; (u) = idg, Z] AL (u) =u et Yme N, u™ = Z] )\)mL]' (u)
i= j= j=
e K[u] = Vect(idg, -, uP~") = Vect(Ly (u), - -, Lp(u)).

-2 8 6
EXERCICE 5.22 : Calculer les puissances de A= | —4 10 6
4 -8 —4

PROPOSITION DE DIAGONALISABILITE D’UN ENDOMORPHISME INDUIT 5.24 :

Si u est un endomorphisme diagonalisable de E, espace vectoriel de dimension finie, et F un

sous-espace de E stable par u, alors ’endomorphisme induit par u sur F est diagonalisable.

REMARQUE HP 5.23 : Par CAYLEY-HAMILTON, le polynéme minimal est un diviseur du polynéme

caractéristique. Ainsi, si K= C, my = [[ (X—=A)™™ o011 < ny(u) < ma(u). Les valeurs propres
AESP(u)

de u sont exactement les racines du polynéme minimal et du polynéme caractéristique.
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5.2.3 : Commutation et codiagonalisation (HP)‘

PROPOSITION DE CODIAGONALISATION SI LES ENDOMORPHISMES SONT
DIAGONALISABLES ET COMMUTENT (HP) 5.25 :

Soit E de dimension finie et (u,v) € £(E)? ; on suppose u diagonalisable :
) (v commute avec u) = ( tous les sous-espaces propres de u sont stables par v).

e Sivou=uov et v diagonalisable, alors il existe une base de E composée de vecteurs

propres communs a u et v (on dit que u et v codiagonalisent dans B).

REMARQUE HP 5.24 : Siu est diagonalisable, en notant Sp(u) = {A1,---,A+} son spectre de cardinal
T
v, la sous-algébre C(u) de £(E) (commutant de u) est de dimension Y dim (Ea, (u))z.
k=1

5
1

Résoudre M2 + M = A d’inconnue M € M, (R).

ORAL BLANC 5.23 : Soit A = ( i) Diagonaliser A en précisant la matrice de passage P.

5.2.4 : Polynémes annulateurs et trigonalisation‘

DEFINITION 5.9 :

Soit w un endomorphisme d’un espace E de dimension finie, on dit que u est trigonalisable s’il existe une
base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire (supérieure).

Si A € Mn(K), on dit que A est trigonalisable (dans K) sl existe une matrice P € GLn(K) telle que

P=TAP est triangulaire (supérieure).

REMARQUE 5.25 : On se rappelle avoir vu sur les matrices, si E de dimension finie et w € £(E) :
(u est trigonalisable) — (El% = (e1,---,en) base de E, Vk € [1;n], Vect(es,---,ex) est stable par u).

THEOREME : CARACTERISATION DE TRIGONALISABILITE (ENORME) 5.26 :

Soit E de dimension finie et u € £(E) : (u est trigonalisable) <= (x. est scindé (sur K)).

De méme, si n € N* et A € M, (K) : (A est trigonalisable) <= (xa est scindé (sur K)).

REMARQUE FONDAMENTALE 5.26 : o Toute matrice est donc trigonalisable sur C.

e Si A€ Mu(K) et siM,---, A sont les valeurs propres complexes de A (comptées avec multiplicité),

alors pour tout k € N*, les valeurs propres complexes de A sont A¥,--- AX ce qui permet d’affirmer

n
par exemple que : Yk € N*, tr(A*) = Y Ak,
i=1

REMARQUE 5.27 : Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 homogeéne et a coefficients constants : pour

étudier la suite définie par (up,u7) € C? et Vn € N, un12 = aunyq + buy, avec (a,b) € C2, on étudie
a b
1 0

A= 2E8 A, = 4=0 43§ est une racine carrée de A A=M=M=2siA=0):
2 2 2

Un

(Xn)nen définie par X, = (u“H ) car Vn € N, Xj 41 = AXy, avec A = ( ) : on note A = a? +4b,

esiA#0,ona: 3I(x,x) € C? tel que¥n € N, u, = o AT+ oY
esiA=0,ona:Ixp) € C? ¥nec N, u, = (an + p)A™.
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-2
a —1 ] ne soit pas
1 =1

EXEMPLE 5.2 : Déterminer 'ensemble 2 des réels a tels que A =

_ —a N
—_

diagonalisable. Trigonaliser A pour a € Q.

(COMPETENCES|

e trouver des valeurs propres et des vecteurs propres des endomorphismes en résolvant 1’équation

vectorielle u(x) = Ax (dimension infinie) ou le systéme linéaire AX = AX (dimension finie).

e déterminer l'ordre géométrique d’une valeur propre A de A en étudiant le rang de A — Al,,.

e calculer efficacement le polyndme caractéristique d’une matrice.

e se servir de xa pour connaitre le spectre de A : trace, déterminant, racines, multiplicités.

e statuer sur la diagonalisabilité d’une matrice en comparant les différents ordres de ses valeurs propres.
e établir la diagonalisabilité d’un endomorphisme en trouvant des polynémes annulateurs adéquats.

e maitriser les techniques de la trigonalisation de matrices non diagonalisables.



