DM 03 : DIRICHLET ET COMPAGNIE

PSI1 2025/2026 pour samedi 18 octobre 2025

[Notations et objectifsj

+o0 1 — cos(t)

—xt
5 e dt.

Pour tout x € R, et en cas de convergence de l'intégrale, on note o(x) = fo
t

. L _ptoo (sint)™
Pour m € N* et en cas de convergence de l'intégrale, on note J., = o T 1

PARTIE 1 : ETUDE DE ¢

Etude de fonctions. Etudier d : [0;4+00[— R et & : [0;400[— R définies par d(t) = t — 1 + cos(t) et

2
t 1— t 1— t
5(t) = 771+cos(t). En déduire deux réels o et B telles que Vt > 0, 0 < %() <aet0 < *” <
t
. . : . e s +oo 1 — cos(t)
Existence de la fonction ¢ sur [0;+00[. Etablir la convergence de 'intégrale fo ————dt
t

En déduire que ¢(x) existe pour tout x appartenant & [0; +o00].

Limite de la fonction ¢ en +oo. Préciser le signe de ¢(x7) — ¢(x2) pour 0 < x7 < x3.

En déduire que la fonction ¢ admet une limite finie A en +oc.
Déterminer la valeur de A (on pourra utiliser 1.1).

Caractére C* de la fonction ¢ : soit un réel a > 0.

Pour t > 0 fixé, on définit fy : {%; —|—oo{ — R par fi(x) = e”*'. En appliquant une formule de TAYLOR
a t t t (x — ‘1)2 2 —at/2
a la fonction f¢, montrer que Vx > > |e*x —e "+ (x—a)e © ’ < ft e /2,
+oo 1 —cost —a)? +
1.4.2| En déduire que |@(x) — @(a) + (x — a LT matgy < (x=a) e 1 — cost)e 2t/24dt si
0 t 2 0

a .-
X > 3 Etablir que ¢ est dérivable en a et donner I'expression de ¢’(a) & 1’aide d’une intégrale.

“+o0
De méme, et on Uadmet ici, ¢ est deux fois dérivable sur R et que Vx >0, ¢”(x) = f (1 —cost)e™*tdt.

0
Expliciter ¢”(x) pour x €]0; +o00[. En déduire la valeur de ¢’(x) pour x €]0; +00].

Expression explicite de la fonction ¢(x).

Déterminer

2
Um xln ( ZX ) Expliciter une primitive de la fonction x + In(1 + x?).
xX—4o0 X + 1

Expliciter ¢(x) pour x > 0. Déterminer ¢(0). La fonction ¢ est-elle dérivable en 0 ?

[PARTIE 2 : ETUDE DE L’EXISTENCE DE Jyy,

; Jid int)™ s )™
Etude de foz %dt. Justifier la convergence de foz %dt pour tout m € N*.

o ekt
dt.

Pour tout k € Z, en cas de convergence de l’intégrale, on note Iy = fﬂ "
2



Etude de J;. Justifier Pexistence de J; et établir une relation entre J1 et ¢(0) (on pourra utiliser une

intégration par parties et choisir judicieusement la constante d’intégration).

Etude de lexistence de I. Préciser la nature de Iintégrale généralisée Iy selon la valeur de l'entier

relatif k (on pourra utiliser une intégration par parties).

Etude de la nature de Tm-

V[T . .
Pour tout x appartenant a [E, +oo[ et tout entier relatif k, on note Ii(x) = fﬂ Tdt'
2

sint)™

X
Exprimer, pour m € N* et x € {g, 400 [, Iintégrale fﬂ ( " dt a laide des intégrales Iy (x).
2

£ 1o1s . . Jo0 (Sint)Zer]
En déduire I'existence de J2p1 pour tout entier naturel p (donc la convergence de f ———dt).
. 2p
+ t
Quelle est la nature de l'intégrale fo = Mdt pour p € N* ?
. 2p+1
+ t
m Pour p € N*, la convergence de f = %dt est-elle absolue ?
[PARTIE 3 : CALCUL DE Jy, 1)
Etude d’un procédé de calcul.
On désigne par f une fonction continue sur [—1;1], d valeurs réelles, impaire et dérivable en 0.
. T4nm f(sin(t)) o 2 2tf(sin(t))
Pour tout n € N*, on note yn, = Tentm T dt et pn = (—1) fo Fram
in (0 ; +00 2x si
On admettra la relation suivante (en posant %() =1), ¥x € [0; g}, sin(x) + > (71)“;“7]15@2 =1
n=1 x° —n°m

oo 2t f(sin(t
On admet que S(t) = > (_])nM

n=1 t"—nm
inverser somme et intégrale de sorte que

ff S(t)dt:fo% (JFE%O(*U 2t2f(sm(t)2))dt7 Jrff Wdtzw.

n=1 t 7T — N7

T
définit une fonction S : [O; E} — R continue et qu’on peut

Déterminer liT Yn- Etablir, pour n € N* une relation entre y, et .
n—-+oo

+oo f t
m 3.1.2] Justifier la convergence de 'intégrale généralisée f > f(sin )dt

t
2
s +oo t
Montrer Iégalité j;z S(t)dt = fﬂoo (sttn )dt.
2

f(sint) ot fz f(sint)

g
Justifier la convergence des intégrales j;) “ont
sin

+oo f(sin(t T f(sin(t
Exprimer f = Mdt — f 2 Mdt a l’aide de l'intégrale d’une fonction continue sur {O; E} .
0 t 0 sin(t) 2

Application au calcul de J2,41.

En utilisant les résultats obtenus en 3.1, retrouver la valeur de J; (déja obtenue en 2.2).

Calculer J3.

Plus généralement, expliciter J>,41 pour tout p € N.



