DM 04 : POTION MAGIQUE

PSI 1 2025/2026 pour le vendredi 07/11/2025

OBELIX voudrait bien pouvoir gotiter la potion magique. PANORAMIX lui propose alors un petit jeu.

11 place dans un panier N > 1 haricots blancs et N haricots noirs. OBELIX tire alors au hasard un haricot.
e S’il tire un haricot blanc : PANORAMIX accepte de lui donner un peu de potion et le jeu s’arréte.
e S’il tire un haricot noir, PANORAMIX replace ce haricot noir dans le panier et y ajoute des haricots
noirs supplémentaires. On note alors u; le nombre de haricots noirs contenus dans le panier.

Et ainsi de suite... Pour k > 1 :
e Si au k€ tirage, le haricot est blanc, PANORAMIX fait gofiter la potion & OBELIX et le jeu s’arréte.
e Sinon, il replace le haricot noir dans le panier en y ajoutant des haricots noirs. On note alors uy
haricots noirs contenus dans le panier et on repart pour un tour...

On définit, pour k € N*, les événements suivants :

e Ny = “OBELIX obtient un haricot noir au k¢ tirage”.
e Ay = “OBELIX gagne le droit de gotiter la potion & Iissue du k€ tirage”.
e R = “OBELIX n’obtient que des haricots noirs au cours des k premieres tentatives”.

On pose G = ”OBELIX gotite la potion magique”. On pose enfin Vk € N*, qx = P(Ry).

(PARTIE 1 : PANORAMIX EST REGULIER)

Dans cette partie, on suppose que PANORAMIX rajoute a chaque étape N haricots noirs dans le panier.
Pour tout k € N, on note uy le nombre de haricots noirs contenus dans le panier avant le (k + 1)€ tirage.

Calculer uy pour k > 0. Pour k > 1, exprimer Ry en fonction de Ny, ..., Ny. En déduire que P(Ry) =

k+17
Calculer P(A1) puis P(Ay) pour tout entier k > 2.

On suppose que la potion magique gagne en puissance a force de rester dans la marmite.
Si OBELIX gotite la potion apres k tentatives, la probabilité qu’il en ressente les effets vaut ki—i—z
Calculer la probabilité de I’événement E="OBELIX ressent les effets de la potion magique”.

. . . 1 1 1
On pourra utiliser le fait que Vj € N, — - = - — - .
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Exprimer G en fonction des Ry. En déduire la probabilité qu’OBELIX gotite la potion magique.

[PARTIE 2 : PANORAMIX SE LACHE|

On suppose dans cette partie que PANORAMIX rajoute a chaque étape un nombre quelconque de haricots.
Pour tout k € N, on note ux le nombre de haricots noirs contenus dans le panier avant le (k + 1)¢ tirage.

On a up = N et la suite (uk)k>o est croissante. On suppose que liT U, = +o00.
n—-+oo
2] T
2.1 | Montrer que Yk € N*, P(Rx) = .
[2:1] Montrer g ®0 = It

Prouver que la suite (qi)k>1 est monotone et que Yk € N*, 0 < gy <

N |[—

En déduire que la suite (qi)ik>1 est convergente. On pose L = lim qy. Encadrer L.

U
k—A>L+oo
Montrer que I’événement G = “OBELIX gotiite la potion” est quasi-certain si et seulement si L = 0.
Prouver que la suite (ln <i>) converge si et seulement si la série > L converge.
qk/ / k=1 k>0 Uk

En déduire que G est un événement quasi-certain si et seulement si la série Y 1 diverge.
k>0 Yk
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On suppose choisie un espace probabilisé (€, A, P) pour modéliser cette expérience de telle sorte que les
ensembles élémentaires Ny (tirage d’un haricot & 1’étape k) soit un évenement : Vk € N*, Ny € A.

Il faut bien imposer quelque chose pour pouvoir travailler sur les probabilités de certains événements.

[PARTIE 1 : PANORAMIX EST REGULIER)

La suite (uk)k>o est arithmétique de raison N et up = N donc ‘Vk >0, ug =N(k+1). |

Par définition, on a Vk > 1, Rx = N7 N---NNy. Ceci prouve (par réunion d’événements) que les Ry font aussi
partie de la tribu A donc sont aussi des évenements. On en déduit par la formule des probabilités composées
que P(Rx) = P(N1)Pn, (N2) -+ Pnyneean,_; (Nk). Siie [15k] et w € Ny N ---NNj_1, le panier contient

apres le (i—1)¢ tirage ui_1 haricots noirs et N haricots blancs. Ainsi Pn,n...an,_, (Ni) = u‘i__:_N On ob-
Ui—1
d % P P it = 1 1 ltiplicatif
tient donc |Vk > 1, P(Ry) = Ni) = — = - = —— | par télescopage multiplicatif.
> 1, B0 = PO = T Mls = [ = e [ page multip

Comme A1 =N; =R; €A, ona ]P’(A1):1—IP’(R1):1—IP’(N1):%.

De plus, pour k > 2, Ay = Rx_1 NNy € A donc | P(Ax) = P(Rx—1)Pr,_, (Nx) = % X kNI\—1|— i k(kl—l— D

puisque pour le k€ tirage il y a ux_7 = kN haricots noirs et N haricots blancs dans le panier.

On note Ex = "OBELIX ressent les effets de la potion s’il la gotite apres le k€ tirage”.

+o0

D’apres I'énoncé E = U (Ax N Ex) (réunion dénombrable) donc E € A. Ces évenements sont incompatibles
k=1
1 k 1 R e e
et P(Ax NEx) = P(Ak)Pa, (Ex) = X ar hypothese. Par o-additivité, on
—+o0 —+o0 —+o0 1 1
trouve | P(E) = P(AxNE —_ (— — —) = - | par télescopage additif.
(B) = 2 P(ANEy) g(k+1)(k+z) 2 T Tw2) 72| P pag

Par définition de G, |G = ﬂ Ry | (OBELIX ne gotite jamais la potion si on ne tire que des haricots noirs)

donc G € A. Comme (Ri)k>1 est décroissante pour Uinclusion, par théoréme de continuité décroissante :

P(G) = kEToo P(Ry) = kEToo k—]l— : =0.| Ainsi | P(G) = 1| et OBELIX gotite presque stirement la potion.




(PARTIE 2 : PANORAMIX SE LACHE|

On utilise a nouveau la formule des probabilités composées pour affirmer que, puisque Ry = Ny M-+ NNy,

k—1

ona |q=PRy)=PN)Pn,(N2) - Pnyaan,, (N) = [[ =2
j=o N+

car il y a dans le panier apres le

j¢ tirage (donc pour décider du (j + 1)€) u; haricots noirs et N haricots blancs.

Pour k > 1, on a clairement qx > 0. De plus, q:—zl = ﬁkuk < 1 (car N > 0) d’apres la question précédente
donc ’1a suite (qix)k>1 est strictement décroissante. | Ainsi |Vk > 1, 0 < qx < q1 = N —|N—N = %
Comme (qx)x>1 est décroissante et minorée par 0, elle converge vers un réel L = kEquk qui vérifie
Le [O; %} en passant a la limite dans ’encadrement 0 < qx < %
+00
Par définition, G = U Ay (réunion dénombrable d’événements incompatibles donc a nouveau G € A) ainsi,
k=1

+00 _ 1t
par o-additivité, ona P(G) = > P(Ay). Mais on a mieux, comme & la question1.4: G = ﬂ Rk. Et comme
n=1 —1

n
(Rx)k>1 est décroissante pour I'inclusion, par continuité décroissante : P(G) = lim P(Rx) = Um qi =L.
n—-4o0o n—-4o0o

Ainsi : ‘G est presque sir < P(G) =1 <= P(G) =0<=L=0.

La suite (1n (i)) : est & termes strictement positifs car qix €]0; 1. On sait que (ln (i)) converge
k>

qx qr// k=1
si et seulement si > (ln( 1 ) —1In (i)) converge. Mais puisque lim wx = +oo par hypothese,
n>1 qx+1 qx n—+400
In ( 1 ) —1In (i> =1In (L) =1n <M> =1n (1 + ﬁ) ~N et N est une constante.
qk+1 C13 Jk+1 Ui Uk / o Uk

Par théoreme de comparaison, on a donc (ln (L>> converge <= Y. 1 converge.
k>1

qx k>0 Uk

D’apres la question précédente, G est presque siir <= lim qx =0<= lm In (i) = +00. De plus, si
k—+o00 k—+o00 qx
L > 0, la suite (ln (i)) converge vers — In(L).
qx// k=1

Ainsi, d’apres ce qui précede, |G est un événement quasi-certain si et seulement si la série Y 1 diverge
k>0 Uk

(ses sommes partielles tendant alors vers +00).



