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(PARTIE 1 : DEUX EXEMPLES]
Le premier :

J 4 -4 — P .
Il est évident que A # 0 et A2 = (_2 4 _84 +84> = 0 donc, par définition de la nilpotence et de

Pordre de nilpotence d’une matrice nilpotente, ’A est nilpotente d’indice 2. |

11 suffit de calculer, ’Tr (A)=2—-2=0et det(A) = —4+4=0. |

On a g1 = (1,0) et e2 = u(ey) = (2,—1). Les deux vecteurs 7 et e ne sont pas colinéaires donc la

famille (e, e2) est libre. Comme elle comporte 2 vecteurs et que dim(C?) = 2, on sait d’apres le cours que

1 2 N
=—-1#0ou

B = (e1,€2) est une base de E = C2. On pouvait aussi calculer det(Mat g, (e1,€2)) = ‘0 1

B. est la base canonique de C?. Par les deux méthodes, on peut conclure que ’B est une base de CZ2. |

On au(er) = ez et u(ez) = u?(eq) = O car A% = 0 donc Mat 3 (u) = (? g) =] et, par la formule

1
0

2 . R
de changement de base, en posant P = ( 1 ) la matrice de passage de la base B a la base B, comme

A =Matgs_ (u),ona |A=PJP""| cequiprouve que ’A et J2 sont semblables. |

Le second :
1

e2 = u(er) = (1,2,1) (premiere colonne de B) et on vérifie que B | 2 | = 0 car, en notant Cy,Cz,C3
1

les trois colonnes de B, on a C7 +2C; + C3 = 0. Ainsi, |u(ez) = Of.

On a C; = 3Cy, C3 = —7Cy et C; # 0 donc la matrice B est de rang 1 et, par la formule du rang,

dim(Ker(u)) = 3 —rang (B) = 2. Comme 3C; — C; = 0, les vecteurs ¢ et |e3 = (3,—1,0)[ sont deux

vecteurs non colinéaires de Ker(u) qui est de dimension 2 donc ’ (e2,€3) est une base de Ker(u). |

1T 1 3
La famille B = (e1,¢2,¢3) est une basede E = C3 carsi [P=]0 2 -1 est la matrice de B dans
01 0
la base canonique By de C3, on a det(P) = 1 # 0. Comme u(eq) = €2, u(ez) = u(e3) = Og, par définition,
0 0 0
Matg(u) =1 0 0] = B2 = diag(J2,J1). Comme Ei] = E2,1E2;1 = 81 2E271 = 0 car 1 #2,0n a
0 0 0

u? = 0 donc B2 = 0 alors que B # 0 donc ’B est nilpotente d’indice 2. | Par formule de changement de base,

Mat 5, (1) = B = P diag(J2,J1)P~" = PMat 5 (u)P~! donc les matrices ’B et diag(J2,]J1) sont semblables. |




[PARTIE 2 : PREMIERS RESULTATS)
Si u est nilpotent d’indice 1 alors u' = 0 donc

Réduction d’une matrice nilpotente de M,(C) d’indice 2 :

Par définition de 'indice de nilpotence de u, on a uP~" # 0 donc ‘Hx €E, uP71(x) # Og.| Soit

(o, B,v) € C3 tel que ox + pu(x) + yu?(x) = O alors il vient auP~!(x) + puP(x) + yuP*1(x) = O en
composant par uP~! ce qui donne, avec uP = uPT! =0, auP =T (x) = 0. Ainsi, a = 0 puisque uP~'(x) # O¢.
1l reste alors pu(x) 4+ yu?(x) = Og, on compose cette fois par uP~2 (ce qui est possible car p —2 > 0) et on

obtient de méme p = 0. Reste enfin yu?(x) = Og et comme p > 3, on a u?(x) # O car uP~'(x) # O et

on a bien y = 0. Ainsi ‘ (x,u(x),u?(x)) est une famille libre. | On vient de construire une famille libre de 3

vecteurs alors que dim(E) = 2, ce qui est absurde. On en déduit que 'hypothese p > 3 est fausse donc que

p < 2et que puisque p = 2 par hypothese.

On a u? = 0 donc Im (u) C Ker(u) puis dim(Im (1)) < dim(Ker(u)) et, par la formule du rang,
dim(Im (u)) + dim(Ker(u)) = 2. On a donc deux possibilités : dim(Im (u)) = 0 et dim(Ker(u)) = 2, ce qui

donnerait u = 0 qui serait nilpotent d’indice 1, ou bien dim(Im (u)) = dim(Ker(u)) = 1 qui est donc la seule

possibilité. L’inclusion Im (u) C Ker(u) et I’égalité des dimensions donne donc ’Im (u) = Ker(u). |

Soit €2 un vecteur non nul de Im (u) : ceci existe car rang (u) = 1. Il existe donc ¢; € E tel que
e2 = u(er). Soit («,p) € C? tel que aeq + pea = O alors au(er) + pu?(eq) = O donc xes = O, ce qui

donne o« = 0 car ¢z # Og. Il reste Be2 = Og donc, comme avant, p = 0. B est donc une base de E puisque B

est libre et que dim(E) = 2. Comme u(e1) = &2 et u(ez) = 0, par définition, on a |Mat 5(u) = J,.

(C) Si A € M5 (C) est nilpotente d’indice p € N* alors soit p =1 et A =0, soit p = 2 (on ne peut pas
>

avoir p > 3 d’apres 2.2.1) et A est semblable a J, d’apres 2.2.3. Dans les deux cas, on a Tr (A) = det(A) =0

puisque Tr (J2) = det(J2) = 0 et que la trace et le déterminant se conservent par similitude.
a b

d

2
I > (a"+bc (a+d)b\ [(—ad+bc (a+db) (0 0
det(A) =ad —bc=0et A _((a+d)c be+d ) =\ (atde be—ad )~ \o 0)

(D) Si A € Mz(C) est telle que det(A) = Tr (A) = 0 alors, en écrivant A = ), Tr(A)=a+d=0et

Par double inclusion, on a bien ’{A € M2(C) | A est nilpotente} = {A € M(C) | Tr (A) = det(A) = 0}. |

Réduction d’une matrice nilpotente de M,(C) d’indice 2 :

u? =0 donc siy € Im (u), il existe x € E tel que y = u(x) et on a u(y) = u?(x) = Og donc y € Ker(u).

Alnsi, ’Im (u) C Ker(u).l Par la formule du rang, r = dim(Im (u)) < dim(Ker(u)) = n — rang (u) donc

r <n—r ce qui donne bien |2r < n.



Comme dim(Im (u)) = rang (u) = r, il existe une base (eq,--, &) de Im (u). Il existe eq,---, e, dans
E tels que Vi € [1;7]], u(ei) = ei. Soit (ar,-++,ar,B1,-,Br) € C?7 tel que Y (aiei + Biu(ei)) = O, en

i=1
r

T
composant par u et avec u?(e;) = 0, on a > aju(e;) = O = > ajei qui donne Vi € [[1;1], a; = 0 par
i=1 i=1

T
liberté de (eq,---,¢er). Il reste alors > Biu(ei) = Og qui donne Vi € [1;7]], Bi = 0 pour la méme raison. La
i=1
famille B = (e1,u(er), -, er,u(ey)) est donc libre de 2r = dim(E) vecteurs de E qui est de dimension n = 2r
donc ’B = (e1,u(er), -, er,u(er)) est une base de E. | Comme Vi € [1;7], u(ei) = u(ei) et u(u(ei)) = Og,

on a ’Matg(u) = diag(J2, -+, J2) € Mar(C). |

On reprend la construction et les notations précédentes mais cette fois (eq,- - -, 1) est une base de Im ()

donc une famille libre de Ker(u) qu’on peut compléter par une famille (vq,- -, v _2y) de n—2r vecteurs en une

T n—2r
base de Ker(u). Soit (0(1 sy Xy By Bry Y1yt »Yn—Zr) € C™ tel que Z (oc-lei—i-ﬁiu(ei))—k Z vivi = O,

i=1 i=1

.
en composant par u, on a y ae; = Og donc Vi € [1;r]], a;y = 0 par liberté de (e1,---,¢;). Il reste ensuite
=1
T n—2r '
Biei + > vivi = Op donc Vi € [[1;7], Bi = 0 et Vi € [1;n — 2r], yi = 0 par liberté de la famille
i=1 i=1
(e1y "y €ry V1, ", Vn—2r) qui est une base de Ker(u). La famille B = (ey,u(er), -, er,u(er),vi, -+, vn_2v)

est donc libre dans E et a n vecteurs donc ’B = (er,u(er), -, er,uler),vi, - +,vn_2r) est une base de E.|

Comme Vi € [[1;7], u(ei) = u(ei) et u(u(e;)) = O et que l'on a aussi Vi € [1;n — 2r], u(vi) = O, on en

déduit que Matg(u)zdiag(lz,u-,]z, 0,"',(.) )Zdiag(lz,'”,lz, ]1,“-,]1 )
r fois mn-2r fois r fols n-2r fois

Polynoémes annulateurs d’une matrice nilpotente :

Par hypothese, AP = 0 donc, comme le déterminant est multiplicatif, det(AP) = det(A)P = 0 ce qui

impose det(A) = 0 donc ‘A n’est pas inversible. | On aurait aussi pu dire que si A était inversible, en

multipliant p fois la relation AP =0 par A~', on arriverait & I, = 0 ce qui est absurde.

Comme uP~! # 0 par définition de l'indice de nilpotence p de A (qui est le méme que celui de u), on

en déduit qu’ ‘il existe un vecteur x € C™ tel que uP~1(x) # Og.

p—1
Soit (Ao, +,Ap—1) € C™ tel que > AuX(x) =0 (1). Par absurde, supposons (Ao, +,Ap_1) # (0,---,0)
k=0
et posons alors m = Min({k € [[0;p—1] | Ax # 0}) qui existe bien car {k € [0;p—1] | Ak # 0} est non vide par
1

p—
hypothese et minoré par 0. La relation (1) devient donc Y Au®(x) = Og ce qui, en composant par uP =™~

k=m
p—1
devient Akup_m_”‘k(x) =0p. Désquek > m+1,p—m—1+4k > p donc yP—m=ltk — ypoyk—m-1 —9
k=m

et la relation se résume & A,uP~'(x) = Og, ce qui est impossible car A, # 0 et uP~'(x) # O par définition.

On a donc montré que (Ag,---,Ap—1) = (0,---,0) donc ’la famille (x,u(x),---,uP~1(x)) est libre.




Comme la famille (x,u(x),--+,uP~1(x)) est libre, son cardinal est inférieur & la dimension de l'espace

qui la contient, c’est-a-dire C™, ce qui montre que |p < n.

De plus, commen —p € Nyonau™ =uP ou™"P =0 car uP =0 donc

Soit un polynéme P € C[X] multiple de XP, il existe donc Q € C[X] tel que P = XPQ. D’apres le cours, on

aalors P(A) = APQ(A) = 0 car AP = 0 par hypothese. Ainsi, ’si P € K[X] est un multiple de XP, P(A) = 0. |

d
SiP= 3 aX¥, on aP(0) = ap. Comme P est annulateur de A par hypothese, on a P(A) = 0 donc
k=0

d
P(A)AP™! = 0. Or P(A)AP~! = > apA*TP~T donc, puisque AP~ = 0 dés que k > 1, il ne reste que
k=0

apAP~1 =0. Or AP~ " £ 0 donc ap = P(0) = 0 et ’O est une racine de P. ‘|

Par choix de x, on a Q(u)(x) = 0g donc uP~! o Q(u)(x) = WP~ (Q(u)(x)) = wP~"(0g) = Og. Si

d d
Q= axXFalors P~ T o Q(u)(x) = 3 aruktP=T(x) = apuP ' (x) car uktP~T = wPouk"T =0si k > 1
k=0 k=0

car uP = 0. On a donc apuP~'(x) = Og et ap = Q(0) # 0 donc  |uP~'(x) = Of.

Initialisation : pour k = 1, uP~%(x) = uP~1(x) = 0g d’apreés la question précédente.
Hérédité : soit k € [1;p—1] tel que Vi € [1; k], uP~1(x) = O (récurrence forte), comme p—k—1 > 0, on calcule
wWP kT o Q(u)(x) = uP~* 1(Q(u)(x)) = uP~*"1(0g) = O donc 'i ajuP %1 (x) = qouP %1 (x) = O car
uP~k=14H(x) = O si j > 1 par hypothese de récurrence. Comme:z # 0, on en déduit uP~*+1(x) = 0.

Par principe de récurrence, ’Vk € [1;p], ukP(x) = Of.

Pour k = p, on obtient Og = uP~P(x) = idg(x) = x dans 2.4.7. On a donc Ker(Q(u)) = {0} donc Q(u)

est un endomorphisme injectif en dimension finie done, d’apres le cours, Q(u) est un automorphisme de E.

Comme Q(A) est la matrice de Q(u) dans la base canonique de C™, ’Q(A) est inversible. |

On aP(A)=0et P=X"Q donc A™Q(A) = 0. Or Q(A) est inversible donc A™ = 0 donc m > p par

définition de l'indice de nilpotence. On a alors P = XP x X™~PQ donc ’P est multiple de XP. |

On vient de prouver que les polynémes annulateurs de A nilpotente d’indice p sont exactement les multiples

de XP. Autrement dit, le polynome minimal de A est XP.

[PARTIE 3 : RACINES CARREES DE NILPOTENTES)
Premier exemple :

Si R? = B alors BR = R3 = RB donc uop = pou et les endomorphismes u et p commutent. On sait alors

grace au cours que ’Im (u) et Ker(u) sont stables par p.l De plus, R* = (R?)? = B? = 0 avec la question

1.2.3 donc p* = 0 ce qui montre que ‘p est nilpotent. ‘|




Avec les notations de la question 1.2, comme B = PE; P~1 et que P est inversible, on a I’équivalence
R?2 =B <= (PR'P71)2 =PE, 1P <= P(R')?P7! = PE, 1P <= (R)? =E21 (E).
Par formule de changement de base, R = Mat (p) ou B = (e1,¢e2,e3). Comme e; € Im (u) et que Im (u)
est stable par p, on a p(ez2) € Im(u) = Vect(ez) donc il existe « € C tel que p(e2) = aez. De méme,

e3 € Ker(u) et Ker(u) est stable par p donc p(e3) € Ker(u) = Vect(ez,¢3) d’olt 'existence de (B,y) € C? tel

que p(e3) = ez +ves. Ainsi, |si R =PR'P~! et R? = B, R est de la forme R’ =

o o Q9
o Q o
<2 ™ o

Comme (R')? = Eq 2, apreés caleuls, (a? = «? =y? =0 et ab+ba+cp = 1et act+cy =0 et ap+py = 0)

qui se résout en (a = ax =y =0et b€ Cetce€ C*et p =c ). Réciproquement, si R = PR'P~! avec

0 0 0
R'=|b 0 ¢ ' ]oube Cetce C* on calcule R> =E, 1 donc R? = B avec Iéquivalence (E).
c 0 0
0 0 0
Les solutions de RZ = B sont donc les matrices [R=P | b 0 ¢ ' | P ' avecbe Cetce C*.
c 0 0

Second exemple :

Comme R? = J3 alors |R* =]3 =

=E3 et R® =]3=0.

— © O
o O O
o © O

On a donc, toujours si R? = J3, R nilpotente d’apres 3.2.1 et R € M3(C) alors que R # 0 et que R® = 0

donc que 'indice de nilpotence de R ne peut valoir que p = 4 ou p = 5, ce qui contredit le résultat de la

question 2.4.3. Ainsi, R ne peut pas exister et |I’équation R* = J3 ne possede pas de solution. |

Cas général :

Si R € My (C) vérifie R = V avec V est nilpotente d’indice p alors R?P = (R?)P = VP = 0 donc R est
nilpotente d’indice ¢ < 2p mais RZ(P—1) = (R2)P—1 = vP~1 £ 0 par définition de I'indice de nilpotence donc

q=2(p—1)+1=2p—1. On ne peut donc avoir que q =2p — 1 ou q = 2p.
D’apres la question 2.4.3, ¢ < n donc 2p —1 < nou 2p < n. Ainsi, si 2p — 1 > n, on a a fortiori 2p > n donc

(2p — 1 < nou 2p < n) est impossible, interdisant d’avoir R € My ( C) telle que R? = V. Par conséquent, on

en déduit que ’si 2p — 1 > n, I’équation R? = V n’a pas de solution.

Soit un entier n > 3, d’apres la question 3.1.3, il existe R € M3(C) telle que R? = B. Si on pose
M = diag(B,0,_3) € M, (C), on a M? = diag(B?,02_;) = diag(0,0) = 0 car B> = 0 donc la matrice M est

n-3

nilpotente d’indice p = 2 car M # 0. Si S = diag(R,0n_3) € M (R) alors $? = diag(R%,02_;) = M.

n-3

Par conséquent, ’M = diag(B,0n-3) € M, (C) posseéde au moins une racine carrée. |




[PARTIE 4 : REDUCTION DES MATRICES NILPOTENTES}

Siy € Im(u), on a clairement u(y) € Im (u) donc ’Im (u) est stable par ul . On pouvait aussi dire que

comme u commute avec 1, d’apres le cours, Im (u) est stable par .
Siy € Im (u), il existe x € E tel que y = u(x) et on a vP7 1 (y) = vP~T(u(x)) = uP~ T (u(x)) = uP(x) = O
car uP = 0. Ainsi, v est nilpotent d’indice ¢ < p — 1. Comme u est nilpotent d’indice p, uP~" # 0 donc il

existe x € E tel que uP~'(x) # Og. Pour un tel x, on ay = u(x) € Im (u) et vP72(y) = uP~'(x) # O donc

VvP~2 £ 0 et, par définition de I'indice de nilpotence, ’v est nilpotent d’indice p — 1. |

Pour tout k € N, on a u(u*(x)) = u**'(x) € Cy(x). Tout vecteur a de Cy(x) s’écrit par définition

m m
a= Y apuf(x)avecm € Net (ag, - +,am) € C™! done, par linéarité de u, u(a) = > apubt1(x) € Cy(x)
k=0 k=0

donc ‘Cu(x) est stable par u.| Si on définit I'ensemble I, = {k € N | u¥(x) = 0g}, cet ensemble est une

partie de N, elle est non vide car p € Iy donc Iy admet un plus petit élément s(x) = Min(Iy). On a

obligatoirement s(x) > 1 car si on avait s(x) = 0, on aurait 0 = u®™)(x) = u®(x) = ide(x) = x ce qui est

contraire & ’hypothese x # Og. Ainsi, |il existe un plus petit entier s(x) > 1 tel que us®)(x) = Og.

s(x)—1
Soit (Ao, -, Aspxy—1) € C*® tel que 3> AeuR(x) =0¢ (1)
k=0

sC)=T 3 la relation (1) de sorte qu’il ne reste que Aou®™~'(x) = O car

Initialisation : on applique u
Vi > s(x), W(x) =33 (x)) = 0g. Comme u*™)~T(x) # O par minimalité de s(x), Ao = 0.

s(x)—1

Hérédité : soit j € [0;s(x) — 2] tel que Ao = --- = Aj = 0, on a donc 3 Muk(x) = O a laquelle on
applique u*™~=277 pour avoir, comme avant, Aj+1u*®~1(x) = 0¢ donc 7]\::1+1z 0 car u$™=1(x) # 0g. On
en déduit donc que Ag = -+ - = Aj = Aj41 = 0.

Par principe de récurrence, Vj € [05s(x) — 1], Ao = --- = Aj = 0 donc, pour j = s(x) — 1, cela donne
Ao = =+ = Ag(x)—1 = 0 donc (x,u(x), -+, us®)=1(x)) est une famille libre de Cy(x). Comme ci-dessus,
tout vecteur a de Cy(x) s’écrit par définition a = in: axuk(x) avec m € N et (ag,--+,am) € C™F

min(“lz»:s?x)—U

Mais u*(x) = Og dés que k > s(x) donc a = > aru®(x) € Vect(x,u(x),---,us®=1(x)) donc
(x,u(x), -, us)=1(x)) est aussi génératrice de Cu(x)].FO

Ainsi, [By = (x,---,u*®~T(x)) est une base de Cy (x). | Comme wy(uw (x)) = u(w (x)) = W' (x) pour tout

j € 055(x) — 2] et wy (W) =T(x)) = w(w¥™®=1(x)) = u¥™(x) = 0g, on a ‘Mat B, (Wx) = Js(x)-

Initialisation : pour p =1, on a u = uP = 0 donc Cy,(x) = Vect(x) pour tout vecteur x # Og car s(x) = 1.

Soit (x1,--,xn) une base de E, ainsi E = @ Vect(xi) = @ Cy (x1) donc le résultat est vrai pour p = 1.
1<ign 1<ign
Hérédité : soit p € N*, on suppose que pour tout endomorphisme nilpotent d’indice p — 1 d’un sous-espace

F quelconque, une telle décomposition de F existe. On choisit alors u nilpotent d’indice p de E. D’apres 4.1,

Pendomorphisme v induit par u sur Im (u) est nilpotent d’indice p — 1. Par hypothese de récurrence, il existe



(Y1, -+,yt) € Im(u)* non nuls tel que Im (u) = @ Cyv(yi) (D). Pouri € [1;t], comme y; € Im (u), il
1<igt
existe x; € E tel que yi = u(xq). On commence alors par vérifier s, (xi) = sy(yi) + 1 (avec des notations

claires). En effet, usv+1(x;) = usvWi(y;) = vsvU(y;) = 0 done sy (xi) < sy(yi) + 1 par minimalité
de sy (xi). Puis usv09(x;) = us»WI=T(y;) = vsvUI=T(y;) #£ 0 done sy (xi) = 1+ s,(yi). On a donc bien
su(xi) = sv(yi) +1 et dim(Cu(xi)) = sulxi) =1+ sy(yi) = 1+ dim(Cy(yi)) d’apres 4.3.

Soit i € [1;t]], comme y; = u(xi) = u'(xi) # O, on a s(x;) = 2. De plus, u**)=T(x;) # 0 par minimalité

de s(xi) et us("‘)_1(xi) = us("i)_z(yi) = vs(xi)_z(yi) € Cy(yi). De plus, u(us("‘)_](xi)) = us("")(xi) = Og

donc, comme Im (u) = @ Cyv(yi), cette somme étant directe, la famille (WS™1)=1(x),- - us®xI=T(x,))
1<igt

est une famille libre de vecteurs de Ker(u). On peut donc compléter cette famille libre par z1, - - -, z4 de facon

a former une base (™1 =T(xq),-- -, w71 (x¢), 27, - - ,2q) de Ker(u). Avec les notations précédentes, on

a donc dim(Ker(u)) =t + q. Comme zy € Ker(u), on a u(zx) = Og donc s(zx) = 1 et Cy,(zx) = Vect(zy).

t
Six € E, onau(x) € Im(u) donc u(x) = 21 y} avec yi € Cy(yi) grace & la décomposition (D) donc
1=

Sv(yi)_] Su(xi)_z S(Xi)_z
yi= > vk (yi) = Y auRtT(xg) = u(yy) avecy! = > xu®(xi) € Cu(xi). On pose alors
k=0 k=0 k=0

MH‘

t
x' =x— Y y{ de sorte que u(x’) = u(x) — i

i=1

]u(y’-’) =u(x) — >y = Oe donc x’ € Ker(u) d’oli, avec la

-
—_

- e
Il

base de Ker(u) trouvée ci-dessus, x = x' + > yi € ( > Cu(xi)> + ( > Cu(zi)) ce qui montre déja
i=1 1<t 1<i<q

que E = ( > Cu(xi)) + ( > Cu(zi)). Au niveau des dimensions, avec ce qui préceéde, on obtient
1<igt 1<igq

( 3 dim(Cu(xi))> + < 3 dim(Cu(zi))> = ( > su(xi)> + ( > 1) = dim(Im (uw)) + t + q qui

1<t 1<i<q 1<t 1<i<q
vaut rang (u) + dim(Ker(u)) = dim(E) avec la formule du rang donc, grace au cours, la somme précédente

est directe. On a donc E = @ Culxi) | ® EB Cu(zi) | ce qui clot la partie hérédité.
1<igt 1<i<q
Par principe de récurrence, pour tout endomorphisme nilpotent de E, il existe t € N* et des vecteurs x1, - -, x¢

non nuls de E tels que E = @ Cu(x4).
1<igt

Comme & la question 4.3, on a |Mat 5 (u) = diag(Js(x,)**»Js(x()) | : ¢'est une réduction de JORDAN.

DS 02 : LA BELLE EQUIPE
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e Soit y € Im (uov), il existe donc x € E tel que y = uov(x) =u(v(x)) donc y € Im (u).

e Soit x € Ker(v), v(x) = 0g donc uov(x) = u(v(x)) = u(0g) = Og car u est linéaire donc x € Ker(uov).

Ainsi, on a les inclusions ‘Im (wov) C Im(u) et Ker(v) C Ker(uowv). |




Interne :
Comme z € Ker(fog), on a fog(z) = f(g(z)) = Og donc g(z) € Ker(f) = F. De plus, g(z) € Im(g) =G
donc g(z) € FNG = {0g} d’ott g(z) = 0¢. Ainsi, z € Ker(g) donc

Comme z € F = Im (f) car f € A, il existe a € E tel que z = f(a). On décompose a = x +y avec
xE€Fetye€ Gear E=F@®G. Ainsi, z=f(a) = f(x +y) = f(x) + f(y) = (x)caryeG—Ker(). Comme
(

x) = f(g(b)) = fog(b) € Im(fog).|

Les deux précédentes questions permettent d’établir que Ker(fo g) C G et que F C Im (f o g). De plus,
d’apres la question 1, on a G = Ker(g) C Ker(fog) et Im (fog) C Im (f) = F. Ainsi, par double inclusion, on

trouve Im (f o g) = F et Ker(fo g) = G donc : o est une loi de composition interne dans A.

Neutre : soit x € E qu'on écrit x = a+baveca € Fet b € G car E = F®&G. Comme Im (p) = F = Ker(p—id g)

et Ker(p) = G, on a p(a) = a et p(b) = O donc p(x) = p(a) +p(b) = a d’out fop(x) = f(p(x)) = f(a). Or
b€ G =Ker(f) car f € A et f(x) = f(a) + f(b) = f(a) € F = Im (p) donc p o f(x) = p(f(a)) = f(a) = fop(x).

Ceci étant valable pour tout vecteur x € E, on a ‘p of =fop = fl : p est le neutre pour la loi o dans A.

Inversibilité :

Comme F = Im (f) car f € A, F est stable par f et on peut bien défini f : F — F telle que Vx € F, f(x) = f(x).

x € F=Im(g) car g € A, il existe b € E tel que x = g(b) et donc ‘z f

De plus, f est linéaire car f I'est, et on a |l’existence de ’endomorphisme f induit par f dans F = Im (f).

Comme F =1Im (f) et G = Ker(f) car f € A et que E = F @ G par hypothese, le sous-espace Im (f) est un
supplémentaire de Ker(f) donc, par la version géométrique du théoreme du rang, f induit un isomorphisme

(ici un automorphisme) de Im (f) dans Im (f). Ainsi, ‘? est un automorphisme de F.

Soit (x,x’) € EZ et (A\,A') € K?, on décompose x =y +z et x' =y’ + 2’ avec (y,y’) € F? et (z,2/) € G2.
Comme Ax +N'x" = (A\y +A"y’) + (Az+2N'2') avec Ay +A'y" € Fet Az+Nz' € G car F et G sont des sous-espaces
de E, la définition de g donne g(Ax + A'x’) = =T (Ay +Ay’) = M~ (y) + AF 1 (y’) car ! est linéaire donc

g(Ax + A'x’) = Ag(x) + N'g(x’) ce qui montre bien que |g € £(E).

Avec les notations de I’énoncé, montrons par double inclusion que Im (g) = F et Ker(g) = G.

(C) Soit v € Im (g), il existe x € E tel que v = g(x ) =1 1(y)GFcar?G GL(F).

(D) Soit y € F, par leeCthIte de f, comme f(y) € F, on a g(f(y)) = ' (f(y)) —y € Im (g).

(C) Six=1y+z € Ker(g) ot (y,z) EFXG, g(x) =1 "(y) =0¢ ety—OEcarf € GL(F) donc x =z € G.
(D) Soit x € G alors x = x + O avec x € F et Og € G donc g(x) = ' (0g) = 0¢ d’ott x € Ker(g).

On vient de montrer que Im (g) = F et Ker(g) = G et g € L(E) avec 4.3, ainsi

Six=y+z€Eavecy €EFetz€G,onap(x)=ydonc fog(x)=f(g(x)) = f(f‘ (y)) =f(f " (y)) = y mais
aussi g o f(x) = £ (f(x)) car f(x) = f(y) + f(z) = f(y) € F donc go f(x) = ' (f(y)) = y. Par conséquent,

fog(x) =gof(x) =y =p(x). Comme ces égalités sont valables pour tout x € E, ‘f og=gof=np. |

On a vu en question 2 que o est une loi de composition interne dans A, et la composition est toujours

associative. De plus, en question 3, on a prouvé que p est neutre pour o dans A et en question 4 que tout
élément f € A admettait un “symétrique”, c’est-a-dire un g € A tel que fog=gof =p.

Alnsi, ’(A, o) est un groupe (non abélien en général). |




