SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 4
PROBABILITES

[4.1 Dénombrement}

Une relation binaire sur E = {x1,--+,xn } est une application R : E X E — {V,F}, on peut la représenter par un

tableau de vérité avec n lignes et n colonnes avec dans la case (i,j) de ce tableau la valeur de vérité x;Rx;.
e [l y a donc 2" relations binaires sur E.

e R est réflexive si et seulement s’il y a des V sur la diagonale de ce tableau, ce qui ne fait plus que n? —n
cases a remplir avec V ou F, ainsi il y a 2™ M relations réflexives.

e R est symétrique (xRy <= yRx) si et seulement si le tableau est symétrique, ce qui ne fait plus que

n(n+1)
%(n2 —n) 4 n cases & remplir avec V ou F, ainsi il y a2~ 2 relations symétriques.

e R est symétrique et réflexive si et seulement si le tableau est symétrique avec des V sur la diagonale, ce qui
n(n—1)
ne fait plus que %(n2 —n) cases a remplir avec Vou F: ilya2™ 2  relations réflexives et symétriques.

e R est antisymétrique si et seulement s’il n’y a pas simultanément V dans les cases (i,j) et (j,1) du tableau

quand i # j ce qui fait en dehors de la diagonale ou on met ce qu’on veut, seulement %_1) couples de

n(n—1)
cases ou on peut mettre (V,F) (F,V) ou (F,F) : ily a3~ Z 2" relations antisymétriques.

e R est antisymétrique et réflexive si et seulement si elle est antisymétrique (déja vu juste avant) et s’il y a
n(n—1)
des V sur la diagonale : il y a 37 2 relations antisymétriques et réflexives.

a. Une surjection f de [1;n + 1] dans [1;n] est une application telle qu'un seul des éléments de ’ensemble
d’arrivée possede deux antécédents et les n — 1 autres possedent un seul antécédent.
Protocole de choix bijectif de f :

e on choisit le y € [1;n] qui a deux antécédents : n choix.

s L n+1 .
e on choisit les deux antécédents x1 # x; de y par f : choix.

2
e on choisit une permutation entre [1;n 4+ 1]\ {x1,x2} et [1;n] \ {y} : (n —1)! choix
1 1)!
On en déduit finalement que T, =n X (n—; x(n—1)!= w

b. On partitionne les surjections f de [[1;n + 2] dans [[1;n] en deux sous-ensembles : celles pour lesquelles
un seul élément de ’ensemble d’arrivée possede trois antécédents et tous les autres un seul (cas 1) et celles
pour lesquelles deux éléments de I’ensemble d’arrivée possedent deux antécédents et tous les autres un seul
(cas 2).

c. Protocole de choix bijectif de f du cas 1 :
e on choisit le y € [[1;n] qui a trois antécédents : n choix.
e on choisit les trois antécédents x1,x2,x3 de y par f : <n + 2) choix.
e on choisit une permutation entre [1;n + 2] \ {x1,x2,x3} et [1;n] \ {y} : (n — 1)! choix.

Protocole de choix bijectif de f du cas 2 :

e on choisit les (y1,y2) € [1;n]? (avec y1 < y2) qui ont deux antécédents par f : (2) choix.

n+2 n
e on choisit les deux antécédents x1,x; de yq et x3,x4 de y par f : ( —; ) (2> choix.
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e on choisit une permutation entre [1;n + 2] \ {x1,x2,x3,xa} et [1;n] \ {y1,y2} : (n —2)! choix.

Ainsi : Sy =n<n:2)(n—1) et Sy = (;‘) (“jz> (;)(n—Z)!.

Alors Sy =S +S2n :n<n—3|—2>(n_ N+ (2) (“;FZ> <Tz‘>(n_2)! _ (n+2)mB3n+ 1).

24

On modélise notre expérience par le choix équiprobable d’une permutation o € P,, (une chance sur n! pour

chaque) telle que o(1) est le numéro du danseur que va ”récupérer” la danseuse 1, etc...

L’évenement A : ” aucun couple ne se reforme comme avant” est {oc € P | Vk € [1;n], o(k) # k}.
n

Par conséquent A = U Fy avec les notations de 1’énoncé car Fy = {0 € P, | o(k) = k}.
k=1

" K
Avec la formule du crible : card (A) = E (—1)kH1 ( > card ( ﬂ Fij)). Or, pour k € [1;n] et

1I<ihi<-<igsn j=1

k
1<i; < <ix <n,ona card ( ﬂ ) = (n — k)! car on fixe k éléments et laisse libres les n — k autres

de faire n’importe laquelle des (n — k )! permutations.

Ainsi card (A) = Yt (T]l) I car il existe Cl) choix de cette famille (i1, - -,ix) pour une valeur
ki

card (A)

card (Py)

Quinte Flush (par exemple 7,8,9,10 et Valet de &) : 40 = 10 X 4 mains.

e choix de la hauteur de la plus petite carte : 10 dans {As,2,--,10} (car 10/Valet/Dame/Roi/As).
e choix de la couleur de ces 5 cartes : 4 dans {Pique, Coeur, Carreau, Trefle}.

Carré (par exemple les quatre Dames de , O, @, & et le 7 de &) : 624 = 13 X 48 mains.
e choix de la hauteur des cartes du carré : 13 entre 2 et As.
e choix de la derniére et cinquiéme carte : 48 (toutes sauf les 4 du carré).
Full (par exemple les trois 8 de O, {, &, et les deux Rois de # et ) : 3744 = 13 X 4 X 12 X 6 mains.
e choix de la hauteur des cartes du brelan : 13.
e choix de la carte de cette hauteur qu’on ne prend pas dans le brelan : 4.
e choix de la hauteur des deux cartes de la paire : 12.

n (_1\k
de k fixée. Alors : P(A)=1—P(A) = = > (=1) qui tend extrémement vite vers e~ ~ 0,37.
k=0

k!

4
e choix des deux cartes dans cette hauteur : (2> = 6.

Couleur (par exemple 2,7,9, Dame et As de #) : 5108 =4 x (1287 — 10) mains.
e choix de la couleur des cartes : 4.

13
e choix simultané de 5 hauteurs dans cette couleur (hors quinte) : (5 > —10.

Suite (ou quinte) (par ex. As Q, 2 &, 3 O, 4 et 5 &) : 10200 = 10 X (1024 — 4) mains.
e choix de la hauteur de la plus petite carte : 10.
e choix des couleurs de ces cartes dans chacune des 5 hauteurs (hors couleur) : 4° — 4.

Brelan (par exemple 10 de #, 0, <, 4 de & et Roi de ©) : 54912 = 13 x 220 X 4 X 64 mains.
e choix de la hauteur des trois cartes du brelan : 13.

e choix simultané des hauteurs des trois autres cartes : 3

e choix de la carte de cette hauteur qu’on ne prend pas dans le brelan : 4.
e choix des couleurs des trois autres cartes dans chacune des trois hauteurs : 43.

Double paire (par exemple 5 de O, &, 9 de &, & et 8 de ) : 123552 = 78 x 6 X 6 X 44 mains.

1
e choix simultané des deux hauteurs des deux paires : ( 5 )
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4
e choix des deux couleurs de la paire la plus haute : <2>

4
e choix des deux couleurs de la paire la plus basse : <2>

e choix de la derniére carte (hors les 8 des deux hauteurs des paires) : 44.

Paire (par exemple As de ©, <, 2 de &, 7 de # et Roi de &) : 1098240 = 13 x 220 X 6 X 64 mains.
e choix de la hauteur de la paire : 13.

12
e choix simultané des trois hauteurs des trois autres cartes : (3 )

4
e choix des deux couleurs des cartes de la paire : <2>

o choix des trois couleurs des trois autres cartes : 43.

Carte haute (par ex. 3de {,5 de &, 10 de &, Valet de &b, As de ) : 1302540 = (1287 — 10) x (1024 — 4) mains.

13
o choix d’ensembles de 5 hauteurs différentes (hors quinte) : <5 ) —10.
e choix des couleurs des cartes dans ces cinq hauteurs (hors couleur) : 4> — 4.

. . . ... 52
On vérifie que le nombre total de mains de 5 cartes sur un jeu de 52 cartes, c’est-a-dire (5 ), est la somme

des cardinaux trouvés : 2598960 = 40 + 624 + 3744 + 10200 + 5108 + 54912 + 123552 + 1098240 + 1302540.

On note Anp = {(x1, -+, an) € Z™ | Max |ai] = p} qu’on veut dénombrer et, pour k € [1;n], la partie
<in
n
Anpk = {(on,---, an) € Anp | card{i € [1;n] | |xi| =p} = k} de App. Ilest clair que Ay, , = |_| Anp.k
k=1

n
et que cette réunion est disjointe. Ainsi, card (Anp) = 3 card (An p,k)-
k=1
Protocole de choix bijectif pour compter les éléments A, p i :
n
- on choisit les k indices i € [[1;n] tels que |ai| = p : (k) choix.

- on choisit les signes de ces k termes : 2* choix.

- on choisit les n — k termes «; restants dans [—(p —1); (p —1)] : (2p — 1)™ ¥ choix.

n
Ainsi card (An,p,x) = (2) 2%(2—1)""¥. Par conséquent, on a card (Anp) = > (E) 2%(2—=1)™"* ou encore
k=1

n
card (An,p) = (kzo (E) 2%(2 - 1)“*“) —2p—1)"=(2p+1)" = (2p — 1)™ par le binéme de NEWTON.

On pouvait le voir plus simplement en écrivant que A p = [—p;p]™ \ [—(p — 1); (p — 1)]™ ce qui permet
d’affirmer que card (An p) = card ([—p; p]™) —card ([—(p—1); (p = D]™) car [-(p—1); (p =)™ < [—psp]™
On trouve de méme card (Anp) = (2p+1)" — (2p — 1)™.

a. Pour une surjection d’un ensemble de cardinal p dans un ensemble de cardinal n, on sait que p > n. Ainsi,

il vient Sp n =0sin > p.
n
b. On partitionne F(E,F) selon le cardinal de Im (f), c’est-a-dire F(E,F) = U Fr out 'on a défini ’ensemble
k=1
Fr = {f € F(E,F) | card (Im (f)) = k}. Comme p > 1, on a bien 1 < card (Im (f)) < n si f € F(E,F).
Pour dénombrer Fy, c’est-a-dire pour construire de maniére bijective une fonction f € Fy :

n
- on choisit les k éléments y1,...,yx de F qui seront dans 'image de f : (k) choix !

- on choisit une surjection de E dans {y1,...,yx} donc f sera juste le prolongement : S i choix.
n n n
La partition implique que n? = >~ card (Fx) = >, <k> Sp,k-
k=1 k=1
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no/n P /n
Comme S, o =0carp > 1, et d’aprées a., onadoncVn>1, Vp > 1, n? = 3 (k) Spk= D <k) Sp,k-
k=0 k=0
Pour n =0 et p > 1, cette relation revient & 0 = 0 car S, o = 0 par convention.

Pour n > 1 et p = 0, cette relation revient a 1 =1 car S0 = 0 par convention.

P
On peut donc affirmer que : V(n,p) € N2, nP = 3 <n> Sp k-
k=0

c. On écrit A = MB et "M = Mat g, (f) = <))> ou f: P — P(X+1) appartient a £(Ry[X]). Or
0<ij<

. Mais A = MB <= B =M"TA, doil la
0<i,j<n

(
1P P(X — 1) done (tM)~" = t(M~1) = ((—1)1'—1():))
formule d’inversion de PASCAL : (Vk € [0;n], ax = il:o k> bi) < (Vk € [0;n], bx = i (—=nn-t (k> ai).
i=0 \1 i=0 t

P
d. Il suffit d’écrire, en fixant p > 0, que Vn € [[0;p], nP = kX—:O (2 Sp,k et d’utiliser la formule d’inversion de

P n
PASCAL de la question c. pour avoir Vp > 0, > n € [0;p], Spn = > (1)“k<;:) kP = Y (-1 <2> kP.
k=0 k=0

4.2 Espaces probabilisés infinis|

a. La séquence PF apparait pour la premiere fois aux lancers 1 et 2 si et seulement si on fait pile au lancer 1
et face au lancer 2 donc E> = P; N Fa.

b. Méthode 1 : la famille (Ay)ken est un systéme complet d’événements puisque ces événements sont

+oo —+o0
incompatibles deux a deux par construction et que Ag = ﬂ An = U An.
n=1 n=1

Meéme si ce n’est pas demandé et pas nécessaire, on peut montrer que Ay est négligeable ce qui montre que

n

(Ax)ken+ est un systéme quasi-complet d’évenements. En effet, Vn € N*| Ay C m Fr (pour ne jamais
k=1

tomber sur pile, il faut au moins ne pas faire pile dans les n premiers lancers). Ainsi, par indépendance de

F1, -+, Fn (qu'on suppose de maniére raisonnable sinon on ne sait rien faire) et par croissance de P, on a

n
P(Ap) < ] P(Fx) donc 0 < P(Ap) < p™. On passe a la limite dans cet encadrement et il vient P(Ay) = 0.
k=1

+oo
Par la formule des probabilités totales, P(En) = >, P(En N Ax) (le cas k = 0 importe peu). Or Vk >
k=0
n—1
n, Exn N Ay = @ par définition de E,, et de A et on a aussi E, NAg = 0. Ainsi P(En) = > P(E, NAx).
k=1
n—1
Méthode 2 : plus simplement, on a déja clairement U (En N Ax) C En. Réciproquement, si w € Ep,
k=1

on a w € Py_y donc on peut définir k = Min(i € [I;m —1] | w € Py) car {i € [;m—1] | w € Py}
est non vide et minoré par 1. Par définition du minimum et de Ay, on a donc w € Eyp N Ay. Alors,
n—1 n—1
on a bien E,, C U (En NAx). Ainsi, par double inclusion, on parvient & E,, = U (En NAg). Comme
k=1 k=1
(En NAk)1<kgn—1 forme une famille d’événements incompatibles deux & deux, par additivité (finie), on a
n—1
donc & nouveau P(Ey) = P(En NAy).
k=1
c. Par construction, E, NAL_1 =F N---NF_2NPr_1 NF, donc, par indépendance de ces événements,
n-—2

ona P(E,NAn_1) = ( I ]P(Fk)) x P(Ph_1) x P(F,) = af™"'. On pouvait aussi dire, par la définition
k=1
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des probabilités conditionnelles, que P(En, N An_1) = Pa,_,(En)P(An_1). Or si Ap_1 est réalisé, la
probabilité qu’on réalise E,, est clairement B (il ne reste qu'un face & faire aprés le pile du lancer n — 1) :
Pa,_,(En) =B. Deplus An_1 = F1N---NFyh_2 NPy, ce qui donne par indépendance de ces événements,
comme avant, P(A,_1) = p"2a. Et on obtient & nouveau P(En NAn_71) = af™"".

d. Pour k € [I;n —2], En NAx =F1 N+ NF_1 NP NPy N NP1 NFy (pas de face entre les tirages

k et n — 1 sinon la premiére séquence PF ne serait pas aux lancers n — 1 et n).

Ainsi, par indépendance mutuelle de ces événements, on a encore P(E,, N Ay) = a™ *pk.
n—1 n—1 n—1 L
e. Avec b, c. et d., P(En) = > a™*pk = ap 3 an 2 (k=Dgk=1 — 48 S~ o277} (en posant
k=1 k=1 =1
Bn—] _ (Xn—]

5w )caroc;éﬁpar

n—1
hypothese. Si on tolére le cas « = = %, alors, la formule précédente montre que P(Ey) = k21 zi“ = n2:‘] .

j =k —1) ce qui donne, avec une célebre formule & connaitre, P(En) = off (

“+o0
+oo
f. Par définition, on a E = U En et que ces événements sont incompatibles deux a deux, P(E) = > P(En)
n=1

n=1

par o-additivité donc P(E) = B —Ff:c pnl — +ZO:O a1 = B 1 _ 1 ce qui se simplifie
f)*(X n—1 n=1 B*(X ]7[3 T —«

en P(E) = B (1 1) B Box gy s’y attendait un peu !
B—ax\ax B f—« xp
a. Pour modéliser 'expérience d’un seul lancer des deux des, en les supposant indépendants et non pipés,

on peut prendre pour univers = [[1;6]? (en mettant un ordre (ou une couleur) sur les deux dés puisqu’on

parle de couple), la tribu A = P(Q) et la probabilité P uniforme sur .
e Il y a 5 maniéres de faire une somme de 6 avec deux dés : (1,5), (2,4), (3,3), (4,2), (5,1).

e Il y a 6 manieres de faire une somme de 7 avec deux dés : (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1).

Notons p = 3;576 et q = % = % Comme A7 = Ey, on a P(A;) = p. De plus, par les régles du jeu, on
a Ay = E; NTFy NE,. Par indépendance mutuelle (supposée) des lancers, par la formule des probabilités
composées, il vient P(A;) = P(Ey) x P(F1|E1) x P(E2[E1 NF1) = (1 —p)(1 — q)p.
k—1
b. De méme, pour k > 1, A = ( ﬂ (E5 N ﬁ)) N Ex donc, encore par indépendance mutuelle des E; et Fj,
j=1
+oo
P(Ay) = (1—p)* 11 —q)* Tp. Or Ga = U Ay est une réunion dénombrable d’événements incompatibles
k=1
+oo
deux a deux, P(Ga) = > P(Ax) par o-additivité. Comme |(1—p)(1—q)| < T, on calcule la série géométrique
k=1

+oo
_ 5/36 5 X6 30
P(GA) = 1T—p)—=q))k ! = p = = - 30
(Ga)=p 2 ((1=P)(1 —a)) 1—(—p)(1—q) 1-(31/36) x (5/6) 216 —31x5 6l
k-1
c. De méme, pour k > 1, By = ( m (E5 N ﬁ)) N (Ex N Fx) done, a nouveau par indépendance mutuelle
j=1

+oo
des By et Fj, P(Bx) = (1 —p)* '(1 — q)* (1 — p)g. Comme Gg = U By est une réunion dénombrable
k=1
L . . oo (1—p)q 31
d’événements incompatibles, P(Gg) = > P(By) par o-additivité donc P(Gg) = =2,

k=1 T—(0=p)(1—q) 6l



d. Par définition, on a Q = GA UGp UC et cette réunion est disjointe donc P(C) =1— P(Ga)— P(Gp) = 0.
La partie s’arréte presque stirement (il y a un vainqueur dans 100% des cas.... mais pas tous).
a. Par la formule des probabilité totales en utilisant le systéme complet d’événements (SCE) (An,Bn,Cn) :

ant1 = P(Ani1 | An)P(An) + P(Ans1 | Bn) P(Bn) + P(Ant1 | Cu) P(Cn) = 2. De méme bpsr = &2

b. Comme cy11 =1 —any) —bpp1 =1-— a“—;b“ = ]—EC“ car on a aussi an +bn =1—cn.
En posant d, =1 —cn,onadp=1carap=1=bg=co=0,et deplus: Vn € N, dn 1 :dT.

Il est classique qu’alors : Vn € N, d, = 2% donc ¢, =1 — 1

2n
¢. Comme C,, CC,ona CC Cy donc P(C) < P(C)=1—c¢cn = Zi" Ainsi P(C) =0 <= P(C) =1.

d. C= Cn et (Cn)n>o est croissante : P(C) = lim P(C,) =1 par continuité croissante.
> p

n—-4o00
ne N+
a. A est stable par réunion dénombrable donc U, € A pour tout entier n € N car les Ay sont dans

A par hypothese. Ensuite B € A comme intersection dénombrable des U,. Par construction de B, on a

wE B <= (Vn eN, Fk2=2n we Ak) <= (il existe une infinité d’indices n € N tels que w € Ay).

b. Comme (Uy )nen est décroissante pour 'inclusion, par continuité décroissante, on a P(B) = liT P(U,).
n——+0oo
+00
Or, par sous-additivité, 0 < P(Un) < Y. P(Ax) = Rn_1 qui est le reste d’ordre n — 1 de la série > P(Ay)
k=n n=0
qui est convergente par hypotheése. Ainsi, lim R,,_j; = 0 donc, par encadrement, lim P(U,) = P(B)=0.
n—-+oo n—-+00
¢. (An)nen est une famille d’événements indépendants donc, pour tout n € N et tout m > n, An, -+, Ay
m - m m
sont indépendants aussi. Ainsi, ]P’( ﬂ Ak> = H P(Ay) = H (1= P(Ax)). Or, par une étude de fonction
k=n k=n k=n

ou par le fait que exp est convexe, on montre classiquement 'inégalité Vx € R, 1—x < e~ *. Ainsi, on obtient

[ ] I | (Ax)
- —P(Ay) _
la majoration ]P’( Ak) < e exp ( k:§n ]P’(Ak)).

k=n k=n
e Dans le cas ou Y P(A,;) converge, on vient de voir & la question b. que P(B) = 0 indépendamment de
n=0

I'hypothese d’indépendance mutuelle de la famille (Aq)n>o-
+oo “+o0 m

e Dans le cas ot Y, P(A,) diverge, en utilisant ce qui précede, comme U, = ﬂ Aik = ﬂ ( ﬂ Aik)
n=0 k=n m=n k=n
m . m .
et que la famille ( ﬂ Ak) est décroissante, par continuité décroissante, P(Uy,) = lim IP’( ﬂ Ak).
m2n m——+00
k=n k=n
m mo_
i P(Ay) = i P im P( )=
Or ml_lg}oo k;ﬂ (Ax) = 400 par divergence de ngo (An), ml_lg}oo O Ak 0 par encadrement donc
mo_
P(Uy) =0 et P(Un) = 1. On pouvait aussi utiliser I'inclusion U, C ﬂ Ay et conclure aussi P(Uy,) = 0 par
k=n

encadrement. On conclut comme en question b. par continuité décroissante que 1111 (Un) = P(B)=1.
n—+oo

On a donc P(B) =0si >, P(Ayn) converge et P(B) =1si Y, P(Ay) diverge.

n>0 n>0
2n—1
d. En notant Py = “on fait pile au tirage k”, on a A, = ﬂ Px et les Py sont indépendants donc
k=n



2n—1
P(An) = J] P(Px) = Lot > P(A,) converge (série géométrique) donc P(B) = 0 avec b..

k=n " n>0
n+p-—1
e. Avec les mémes notations, on a maintenant A,, = ﬂ Py donc P(A,) = 2%' Toutefois, la famille
k=n
—+oo —+ o0
(An)n>o n’est pas une famille d’événements indépendants. On se sert donc de P'inclusion U Apk C U Ak
k=n k=n
qui provient de {pk | k = n} C {k | k > n}. Comme ils portent sur des tirages qui ne se recoupent pas, les
“+oo +oo
Apk sont indépendants donc, en notant B’ = ﬂ u, ot U, = U Apk, on a B" C B et P(B’) =1 d’apres la
n=0 k=n
question c. puisque la série > P(Api) diverge puisque P(Apk) = Zip > 0 est indépendant de k. Puisque
k>0

B'CBCQetque P(B)=P)=1,ona P(B)=1.

[4.3 Exercices aux oraux des étudiants de PSIl}

On modélise cette expérience en estimant qu’on tire toutes les allumettes des deux boites, on associe a ce
tirage un 2n-uplet de 1 et de 2 (représentant bien siir les boites 1 et 2). (1,2,2,1,1,2) signifie qu’avec deux

boites de 3 allumettes, on a tiré dans 'ordre des allumettes dans les boites 1, puis 2 deux fois, puis 1 deux
fois, puis 2 de sorte que la boite 1 a été vide au tirage 5 et qu’il restait k = 1 allumette dans la boite 2.

Ainsi Q = {(a1,--+,a2n) € {1,2}*™ | card ({k € [1;2n] | ax = 1}) = card ({k € [1;2n] | ax = 2})}.

On définit Ry = “il reste k allumettes dans I'une des boites quand l'autre est vide”. Alors Ry = Rg) L R](f)
ou RS) = “il reste k allumettes dans la boite i quand l'autre est vide”. Ces événements Rg) et R1(<2) étant
incompatibles, on a P(Ry) = P(ng)) + IP’(R&Z)) = ZIP’(R](J)) par symétrie entre les boites 1 et 2.

Or les 2n-uplets (ay,--+,azn) de Rg) terminent par k fois la valeur 1 (azn—kx+1 = +- = azn = 1) et vérifient
arn—k = 2 (pour vider la boite 2 au bon moment). Dénombrer les éléments de RS) revient & choisir les
positions des n—1 autres 2 du 2n-uplet parmi les 2n—k—1 premiers tirages. Ainsi, card (Rg)) = Znn k] 1) .

La difficulté vient du fait que la probabilité n’est pas uniforme sur tous les 2n-uplets. L’énoncé précise que

I’on pioche dans les deux boites de maniere équiprobable mais bien str tant qu’il y a au moins une allumette

dans les deux boites. Deés que 'une est vide, on n’a plus de choix. Ainsi, chaque éveénement élémentaire

(a1,-++,azn) € Rg) a une probabilité 22‘r]17—k d’intervenir car on a le choix de la boite 2n — k fois et on

n’a plus le choix pour les k derniers tirages qui ne se font que dans la boite 1 (la boite 2 est vide). Ainsi

n—k—1 1 n—k—1 "
P(Ry) = ZZT%k X (n ) = 22““(n ) Comme k € [1;n], on a Q = |_|Rk et ces
k=1

n—1 n—1
<2n—k—1) < j >
n _ 2n—-2 _
Y At = Y A=

22n—k—1

n
évenements sont incompatibles 2 & 2. Ainsi, > P(Ry) =

k=1 k=1 j=n—1 2

F. = “on obtient face au lancer n” et A,, = “on obtient pile pour la premiere fois au bout de n lancers”.
Ainsi Ay =F1N---NFu_1 NFy ce qui donne, par indépendance (qu’on suppose sinon on ne peut plus rien

n—1
faire) de la famille d’évenements (Fn)n>1, la relation P(A,) = ( 11 P(Fk)) x P(Fo)=(1—p)" 'p.

+oo N
Par définition, A = U A2y (réunion dénombrable d’évenements incompatibles deux a deux). On en déduit

n=1



e = = 2n-1 = 2K r(1—p) 11—
par o-additivité que P(A) = 3 B(Azn) = - (1-p)2 " Tp = p(1—p) 3 (1-p)?* = ,=1=2
n=1 n=1 k=0 1— (] — p) 2— P
—+oo
De méme, B = U A3n (réunion dénombrable d’événements incompatibles deux & deux). Par o-additivité, on
n=1
+oo “+o00 “+o00 _ 2 _ 2
en déduit que P(B) = 5% P(Asn) = 5 (1-p)*"Tp = p(1-p)? 3 (1-p)?c = PU=P)_ (1-p)
n=1 n=1 k=0 1— (1 *P) 3—-3p+0p

Or, comme 2 et 3 sont premiers entre eux, on a (2|n et 3|n) <= 6|n.

e En effet, si n est un multiple de 6, n est clairement un multiple de 2 et de 3 par transitivité car 2|6 et 3|6.
e Réciproquement, soit n € N a la fois multiple de 2 et de 3. Alors, en écrivant la division euclidienne de
n par 6, on an = 6q+r avec v € [[0;5]. Or 2|n et 2|6 donc, par combinaison linéaire, r = n — 6q est un
multiple de 2. De méme, comme 3|n et 3|6, r est un multiple de 3. Le seul entier dans [0;5] & étre & la fois

multiple de 2 et 3 est 0 donc n = 6q est un multiple de 6.

+oo
Ainsi, AN B = “on a pile pour la premiere fois au bout d’'un nombre de lancers multiple de 6” = U Asn
n=1

“+oo
(réunion dénombrable d’événements incompatibles deux & deux). Comme avant, P(ANB) = . P(Agn) donc

n=1
+o00 +o0 1 — )5 (1— )5
P(ANB) = 1 — en—1_ _ 1— 5 1— 6k _ p( P — P .
( ) n;( P =rp(iop) kgo( P) 1—(1—p)®  6—15p+20p% — 15p> + 6p* —p°
5 2
Alors P(ANB) = P(A)P(B) < (1-p) =1=-py (—p) > donc, comme

6—15p+20p2 —15p°> +6pT —p°>  2—p  3—-3p+p
p # 1, cela devient P(ANB) = P(A)P(B) <= (1—p)?>(2—p)(3—3p+p?) = 6—15p +20p% — 15p> + 6p* —p°.
En développant, on a P(ANB) = P(A)P(B) <= p3 —5p> +9p —6 =0 <= (p —2)(p> —3p +3) =0en
simplifiant par p # 0. Puisque le discriminant de ’équation p2 —3p+3 =0est A =9 —12 <0, il n'y a pas
de solution réelle de I’équation (p — 2)(p? — 3p +3) = 0 dans J0;1].
En conclusion, pour tout p €]0; 1], les événements A et B ne sont pas indépendants.
a. Le joueur Ay gagne si et seulement s’il gagne les trois premiéres parties donc pg = % et qo =1.

Sin > 1, on constate d’abord que si la partie n a bien lieu (personne n’a gagné avant), alors elle fait forcément

intervenir le personnage A, d’apres la définition du jeu. Ensuite, pour que le personnage A, gagne le jeu
(en entier), il est nécessaire et suffisant qu’il gagne la partie numéro n (contre An_2 ou A1) et qu’il gagne
la partie numéro n + 1 contre A, et la partie numéro n + 2 contre A 3.
On pose donc les évenements :

e U, = “A, gagne la partie numéro n”,

e Q,, = “A;,, joue au moins une fois” = “A, joue la partie numéro n” et

e P, = “A,, gagne le jeu”.
Alors Py = Uy NUpgq N Upnyo et, comme U, C Qp, par la formule des probabilités composées, on a
Pn=P(Pn) = P(QnNUn NV NWy) = P(Qn) Pg,, (Un) Po,Au, (Vi) Poanu,nv, (Wn) . Alnsi, pn = 8“

b. Les premiers qui peuvent gagner le jeu sont Ap et Aj en ayant gagné le premier match I'un contre ’autre

puis contre A, et Az. Ainsi, les quatre premiers personnages sont forcés de jouer au moins une partie, d’ou

do =q1 = q2 = q3 = 1. D’apres la question a., on a po =p1 =p2 =p3 = %



Pour que le personnage A4 joue, il est nécessaire et suffisant que les trois premieres parties voient les

vainqueurs successifs AgAgAz ou AgA2A2 ou ApA2A3 ou AJA1A3 ou AJA2A2 ou A1A2A3 : qq = g = %

c. Méthode 1 : pour n > 2, comme {Up 41, U471} est un systéme complet d’événements, on peut décomposer
Pévenement Qni2 en Qni2 = (Quiy2 N Unt1) U (Quaz NUni1).

® Or Qui2 NUp41 = Qni1 NUp4g car sile joueur Ap 41 gagne sa partie, il joue contre A, 42.

e Si A1 perd sa partie et que A, joue, c’est que le joueur A, a gagné sa partie contre A7 ou Ap_2
et qu'il arrive contre A, > avec deux victoires d’affilée. Ainsi, Qui2 N Uns1 = Qn MUy N Uy,

Par conséquent, P(Qn+2) = P(Qn41) P,y (Uns1) + P(Qn) P, (Un) Po,Au, (Uns1) et on la récurrence

double qny2 = qny1 X %‘f' qn X 1 X % donc qn42

2
1-V5 1++5
4 4

— dn+1

5 + gf Les racines de ’équation caractéristique

2 _Z 1

571 0 étant wy = et wy = , il existe «, B tels que Vn > 2, qn = aw] +pw5. Avec les

» 3 4 4 .
conditions gy = q3 =letqs ==, x = ——=et p = —=. Ainsi, Vn > 2, = 1+ ™.
q2 =4q3 Ga =, & /5 B /5 n qn 4n\[(( V5)t—(1—v5) )

Méthode 2 : soit n > 1, le personnage A, 43 ne joue pas équivaut, par le principe du jeu, au fait que le jeu

soit terminé avant qu’on en arrive a lui, c’est-a-dire que I'un des joueurs Ag, -+, A, gagne le jeu. Ainsi, on
n—1
en déduit Qniz = |_| Px. Sin > 2, comme |_| Py =P, U ( |_| Pk), ona Qni3z =PnUQny2.

k=0 k=0
Comme P, et Q2 sont incompatibles, on a Vn 22, 1 —qnt3 =pPn+1—qn+2 = % +1—qny2. Ainsi, on

a la récurrence d’ordre 3 : Vn > 2, qn4+3 — qn42 + ggﬂ = 0 dont I'équation caractéristique associée (comme

pour les récurrences linéaires d’ordre 2) est z3 — 22 + ~ = 0.
Les racines de cette équation sont z; = %, 2y = 1 _4 3 ot 23 = 1 _|_4\/§. Ainsi qo = 1, g1 = 1 et il existe
trois réels A, B, C tels que Vn > 2, qn = Azl + Bz} + Cz}. On trouve, avec les trois conditions q; = q3 =1
3
et =2, :0,B:——etC:—A1n81Vn 2, = 145 —5)M).
q4 1 \/g \/g qn = 4n\/>(( ) ( ) )
+oo
d. Méthode 1 : si G = “le jeu s’arréte”, alors G = |_| Py et, comme (Pn)n>o est une famille d’événements
n= O
1 =
incompatibles deux & deux, par c-additivité, P(G) = Z Pn=7 + + 2\[( Z why — > w?) (lwi] <1
n=2
2 5
.. —|—W2)(W2—W1)—W1W2(W2—W1)
et |w <1.A1nsl,[P’G:l 1(w2 L ):l—F(W]
w2 ) (G) 4 24/5\1 —w, 1 —wq 4 2\/5(1—W1)(1—W2)

Mais w1 +wy = % wWiwy = —i et w) —wq = % (1 —W1)(1 —Wz) =1—(wy +W2) +wiwy = 411 donc
po) =14 WA+ 1 (M+0/8) 1, B8 1,3
AT Ve 4 (1/2) 4" (1/2) 44
+oo
Méthode 2 : puisque |z1] < 1, |z2| < 1 et |z3| < T, lhll gn = 0. Si G = “le jeu s’arréte”, alors G = |_| Pn
n—-—+0oo
n=0

et, comme (Pn)n>0 est une famille d’évenements incompatibles deux a deux, on a par c-additivité la relation
P(G) = Z Pn =Ppo+p1+ Z dnt2 — qn+3) =Po +P1 +4qs = + % + % = 1 par télescopage.
n=2

Quelle que soit la méthode, quelqu’un finit presque stirement par gagner !

Question en plus : On pose T = “I’éleve travaille”, R = "éléve réussit”. L’énoncé nous dit que Py(R) =1,
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P(T) = 0,85, P+(R) = 0,5. Alors, la probabilité p qu’un éleve ayant réussi ait travaillé est, d’apres la formule

_ PrR)P(T) 1x0,85 ~0.919
Pr(R)P(T) + P+(R)P(T) 1x0,854+0,5%x0,15 "

de BAYES, p = Pgr(T)

a. D’abord, on convient que la premiere personne qui envoie la lettre n’a jamais recu la lettre. Notons

I’événement Ay = ”la personne qui recoit la lettre apres son k-ieme envoi n’a pas déja regu de lettre”. Si on
n

note A = ”les n personnes regoivent une lettre”, alors on a par construction A = ﬂ Ax. Par la formule des

k=1
probabilités composées, P(A) = P(A1)Pa,(A2) - Pa;na,_;(An). Or, P(A7) =1, P(A2) =1 et, si on
suppose le choix du destinataire uniforme pour chaque expéditeur, on a Pa,n..a,_, (Ax) = n;k]Jr] pour
n—

k € [3;n] car & part la personne qui fait le k-iéme envoi, il y a n —k+ 1 personnes ayant déja regu une lettre

n—k+1 _ (n—2)! )
L =
1

et n — 1 destinataires possibles. Par conséquent, P(A) =

b. Pour une personne P fixée, chacune des n — 1 autres personnes a une probabilité 3 d’envoyer sa lettre

a P. Comme les envois sont indépendants mutuellement, le nombre de lettres que regoit P suit le schéma de
y ) " n—1 1T \k/m—2\n-1-k
BERNOULLI et, en notant Py : “la personne P regoit k lettres”, P(Py) = y (71) <71) .
n— n—

o . e (M1 T \P/n—2\n"T-p
Ainsi, la personne P recoit p lettres avec une probabilité (7]> (7]) .
P n— n—

+oo
a. Comme Q = N*, les conditions imposées & A € R sont Vn > 1, P({n}) € [0;1] et > P({n})=1. On
=1
+o0 "
doit donc prendre A > 0 et A vérifiant la relation >, An~% = Al(s) = 1 (la série de RIEMANN converge car
n=1
justement s > 1). La seule valeur A telle que la famille ()\n*s)

Vn>1, P({n}) =An"% est donc A = 1

neN* définit une loi de probabilité sur N* avec

o(s)
b. Par définition, la variable aléatoire X admet une espérance finie si et seulement si la série Y nP(X =n)
n>l1
—S
converge. Or nP(X =n) = nt— = % Ainsi, d’apres les résultats sur les séries de RIEMANN, on

o(s)  ols)n®

sait que X admet une espérance finie si et seulement si s — 1 > 1, ¢’est-a-dire si et seulement si s > 2.

c. Pour un entier m € N* quelconque, comme A, = U {mn}, on a par c-additivité
ne N*
+oo “+oo (mn)—s 1 +o0o  _g 1
P(Anm)= 2 P({mn})= 3 5= —5 3 =5 =—5.
" n=1 n=1 C(S) ms n=1 C(S) ms

Soit p et q deux nombres premiers distincts. Il est clair qu'un multiple de pq est un multiple a la fois de

p et de q donc Ap,q C Ap N Aq. Réciproquement, soit un entier n a la fois multiple de p et de q. La
décomposition en produit de nombres premiers de n contient donc au moins p' et q', ce qui fait que n est
aussi un multiple de pq et on a établi que A, N Ay C Apq. On aurait pu dire que puisque p et q sont

premiers entre eux, on a (p/n et q|n) <= pq|n mais ce n’est pas au programme dans notre filiere. Par

double inclusion, Apq = Ap NAg donc P(A, NAg) = P(Apq) = (qu)s = #% = P(A,)P(Aq) donc les

évenements A, et Ag sont indépendants par définition.

Plus généralement, on se donne une famille py,,---,pi, une liste de nombres premiers tous différents.

R
e Un multiple de [] pi, est (par transitivité de la divisibilité) un multiple de chaque p;; pour j € [1;7].
k=1
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e Réciproquement, si n est un multiple de tous les pi,, - - -, pi,, alors la décomposition en produit de nombres
T
_donc n est un multiple de m = [] ps,. Par double inclusion,
T T

k=1
1 . :
comme ci-dessus, on a Ay, = ﬂ Ai, donc P(An) = ]P( ﬂ Aik> === H — = H P(Ai, ).
k=1

k=1 k=1 k=1 Pix

premiers de n contient au moins p{] X e -pg

Par définition, les évenements (Ap)pep sont mutuellement indépendants (pour la loi précédente).

—+o0
d. Tout entier n > 2 est le multiple d’au moins un nombre premier donc N* \ {1} = U Ap, ce qui donne,
k=1
+oo +oo
en passant au complémentaire, ﬂ Ap. = {Vk € N*, pr /n} = {1}. On peut écrire {1} = ﬂ In avec
k=1 N=1
N
In = ﬂ Ap, et lasuite des (In)n>1 étant décroissante pour 'inclusion, on peut conclure avec le théoreme de
k=1
continuité décroissante que P({1}) = = tim P(In). Or les (Ap, Jken+ étant indépendants mutuelle-

0(s) NS+oo

N N
ment, les (Ap, Jken- le sont aussi ce qui montre que P(In) = [[ P(Ap,) = [I ( - is) On a bien, en
k=1

k=1 Pr
N 1 +o0 1
passant a linverse : ((s) = lim ][] ———5 qu’on note naturellement ¢(s) = [] (] - —S>
N—foo =1 1 =Py K=1 Pk
e. On va montrer que la série & termes positifs 1 diverge. Si s > 1, la fonction t — t]—s est continue
n>1Pn
. L. 1 k+1 4 . e

et strictement décroissante sur R* donc, pour k € N*, on a P > fk |5 Par comparaison série-intégrale.
+o00 dt t]—s +o0 1

On somme pour k € N* (tout converge) et on trouve avec CHASLES ((s) > f1 ol {]7} = T

—sl s —
Alinsi, par encadrement, lim ((s) = +o0.
s—1+
R 1

Soit A > 0, il existe donc a > 0 tel que Vs €]1;1+«], A+1 < ¢(s). Or {(14+a) = lim [[] ——=—=5 d’apres

N—o00 =1 11— Pn
N
la question d., donc il existe un rang No € N* tel que YN > Ng, ¢(14+a) —1 < [] 171 < (<1 +«)
n=1 Pn
N : N : N 1 N :
Par COnSéquent, VN 2 NO) H ﬁ 2 A. Or H 1777] > H m donc H ]7771 2 A.
n=1 Pn n=1 Pn n=1 Pn n=1 Pn
> = 1
Ceci montre que lim ——— = 400 ce qui s'énonce aussi  lim > In (l — —) = —00 en passant
N—+oo o1 1 —py N—+00 11 Pn
au logarithme. Ainsi, la série > In (1 — i) diverge. Or, comme il existe une infinité de nombres premiers,
n>l n
Um pn = 400 donc In <1 — i) ~ -1 <odotla divergence de Y 1.
n—r+oo Pn/ +oo Pn n>1Pn

a. Notons, n € N, les évenements A, = “vote pour A”, B,, = “vote pour B”, de sorte que, d’apres 1’énoncé,

Bn =An, pn = P(An) et gn = P(By) = P(An) =1—py. Pourn > 1, comme {A,_1,Bn_1} est un systéeme
complet d’évenements, on a par la formule des probabilités totales :

pn = P(An) = P(An_1) P(An|An—1) + P(Bu—1) P(An|Bn_1
dn = P(Bn) = P(An_1)P(Bn|An—1) + P(Bn—1)P(Bn|Bn_1

(] - G)an +bqn_1,
apn—1 + (] - b)qnfl
—a b

a 1—b

) =
) =

—_

Ceci se traduit matriciellement par U, = AU,_7 pour n > 1 avec A = ( ) Par une récurrence

facile, on montre alors que Vn € N, U;; = A™Up. Reste donc a calculer A™.
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Comme Tr (A) =2—a—bet det(A) =T—a—b,onaxa =X>—(2—a—b)X+T—a—b=(X-1)(X—-1+a+Db)
(1 est toujours valeur propre d’une matrice stochastique : la somme des termes dans chaque colonne fait 1).
Effectuons la division euclidienne de X™ par xa, cela donne X™ = Qnxa + Rn avec R, = anX + by, et, en

remplacant X par 1 puis par 1 —a—b < 1, on obtient 1 =an + b et (1 —a—b)" =a,(1—a—>b)+b,. En
1—(1—a—") etbnz(] a—Db) (1—a b).
a+b a+b
n n
1—(1—a—"1) A+(1—a—b) —(1—a—1)
a+b a+b
1 <b+a(1ab)“ b—b(l—a—b)"

résolvant ce systeme, on trouve an =

Ainsi; A™ = Qn(A)xa(A)+Rn(A) = anA+bnl = I;. Apres

simplifications, A™ = > et, comme U,, = A™Up, on obtient

a+bl\la—a(l—a=-b)" a+b(l—a-b)"
(b+a(l—a—=1)")po+ (b—b(1—a—1b)")qo (a—a(l—a—1)")po+ (a+b(1 —a—1b)")qo
Pn = yqn = .
a+b a+b

b. Par hypothese, —1 <1 —a —b < 1 donc 1111 (1 —a—1b)™ =0 et la relation de la question précédente
n——+oo
b ot lim qn=—%—.
a+b n—+oo a+b

montre, comme pp +qo =1, que lim pnp =
n—+oo

a. Par la formule des probabilités totales, comme {A;,Bn,Cn} est un systéme complet d’évenements,

on a P(Ant1) = P(Ant1]An)P(An) + P(An41|Bn) P(Bn) + P(An+1]/Cn)P(Crn) done, d’apres 1'énoncé,
P(Ant1) = %(]P’(Bn) + IP’(Cn)) car la puce “change” de point. Bien sir, de méme, on montre que 'on a

P(Byi1) = %(P(An)Jr IP’(Cn)) et P(Cnyt) = %(P(An)Jr P(Bn)). Par conséquent, ¥n € N, Un 1 = MUy

b. La matrice M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable d’apres le théoreme spectral. Par un calcul

1 1 1 1 1 1
simple, xm = (X+1)2(X=2). CommeM [ 1 | =21 |, M| -1 | == -1 ]etM| 0 | =~ 0 [,
1 1 0 0 -1 -1

posons les vecteurs propres vi = (1,1,1), v = (1,—1,0) et v3 = (1,0,—1). Comme E_7(M) contient le plan
Vect(va,v3) (v2 et vz ne sont pas colinéaires) et que E2(M) contient la droite Vect(vy), M est diagonalisable
car les ordres de multiplicité géométriques et algébriques coincident pour les valeurs propres —1 et 2. Alors

B = (v1,v2,v3) est une base de vecteurs propres et, par la formule de changement de base, M = PDP~! avec

1 1 1 2 0 0
P=|1 -1 0 |€Gl3(R)etD=|0 —1 0 |[. Classiquement ¥n € N, M™ = PD"P~! or, comme
1 0 -1 o 0 -1
1 1 1
vi +v2+v3 =3e1,vi —2vy +v3 = 3ep etv1+v2—ZV3:3e37onaP_1:% 1 =2 1

1T 1 =2
24 2(=1)™ 2t — (=)™ 2 — (=)™
Par un calcul fastidieux, on a donc M™ = % 2 — (=)™ 24 2(—1)™ 2 — (=)™
2n— (=)™ 2 — (=)™ 2n42(—-1)™
c. Il est clair que J3 = 3] donc P = X(X — 3) est annulateur de J. On écrit la division euclidienne de

(X —=1)™ par P, a savoir (X —1)™ = PQn + Rp avec Ry = anX + by, car deg(Ry) < deg(P) = 2. En évaluant

n_ (_ n
en 0 et en 3, on a donc le systeme (—1)™ = by, 2™ = 3an + by donc by, = (—1)" et a, = %
- n 2m — (=)™ n . . . .
Ainsi, (X —=1)" =PQn + fx + (—=1)™ ce qui, en remplagant X par A, devient comme & la question
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n_ (_ n
précédente, car P(J) =0et M =] — I3, M™ = %] + (=1)"15 (c’est plus simple).
d. Comme Vn € N, U471 = %Mun, par une récurrence simple, on montre que Vn € N, U,, = Z%M“Um
1 M4 2(— 1) 1/3
Par hypothese, Up = | 0 | donc, avec b., U;,, = ﬁ 2" —(=1)™ | donc lim U, = | 1/3
0 x (=) noee 1/3
a (a+b+c)2"+2a—b—c)(—1)"
e. Silp = | b | n’est pasimposé, avec le méme calcul U,, = T (a+b+c)2"+(2b—a—c)(-1)"
c (a+b+c)2"+(2c—a—Db)(-1)"
Comme on a tout de méme a+b+c = P(Ag)+ P(Bo) + P(Cp) =1 car {Ag, Bo, Co} est un systéme complet
1/3
d’évenements, comme ci-dessus, lim U, = | 1/3
n—+oo ]/3

a. Soit {ay,---,ar} € F r ot on impose comme dans I’énoncé 1 < a3 < -+ < ap < n+r1—1 et la condition
Vie 157 —1], ait1 —ai > 1. Posons, pour tout i € [1;7]], by = a; —i+1. Alors by = a; > 1. De plus, pour
€ [[1;7—=1], bit+1—bi = ait1 —ai—1 > 0 par hypotheése donc bi41 > b; et on a donc card ({by,--+,by}) =1.
Enfin, by =ar, —r+1<n+r—1—-r+1=ndonc {by, --,b:} € En . On vient de créer une application
@ :Fnyr — Enpar o({a1,---,ar}) = {b1,---,br}.

Injectivité : soit ({a1,---,ar},{a}, -, a}}) € Fi, telles que o({ar, -+, a,}) = o({a), -+, a}}) avec
T<ar<---<ar<nt+r—Tlet1<a) <+ <d. <n+r—1. Alors, pour tout entier i € [[1;7], on a
la relation a; —i+1 = by = b} = a} —i+1 donc a; = a} ce qui montre que {as,---,ar} = {a}, -+, a}}.
Surjectivité : soit {bi,---,br} € Enr o 1 < by < -+ < by < n. Si, pour i € [1;7], on pose
ai =bi+i—1€[l;n+r—1], on a bien card ({ar, -, ar}) =ret {ar,---,a;} C[l;n+r1—1] et

@i+1 —ai =biy1 —bi+1>1. On a bien {as,--,ar} € Fpnr et e({a1, -+, ar}) ={b1, -+, b:}.

L’application ¢ étant une bijection entre ces deux ensembles, on a donc card (En ) = card (Fn r).

b. L’énoncé prend visiblement = E49 4 donc, d’apres le cours, card (Q2) = <29> = % =22.72.23.47
donc card (©2) = 211876. On convient que A = P(2) et que la probabilité P est uniforme sur 2.

Soit A = “ le tirage a au moins deux éléments consécutifs 7. Alors A = “ le tirage n’a pas deux éléments
consécutifs 7 = F46 4. D’aprés a., card (F46,4) = card (E46,4) = <t6 = % = 3.5.11.23.43 = 163185.

: * d(A) _ 3.5.11.23.43 _ 3.5.11.43 - -
Comme P est uniforme, P(A) = &% = 21000 — 29101 (0,77, Ainsi, P(A) =1 — P(A) ~ 0.23.
» P(A) card () 2%2.7%2.23.47  22.7%47 » P(A) ()

48
c. Notons D = “ le tirage a exactement deux éléments consécutifs 7. Alors D = |_| D; ou Dj est ’ensemble

i=1
48
des tirages ayant exactement deux éléments consécutifs, i et i+ 1. card (D) = > card (Di). Pour choisir un
i=1
quadruplet dans Dy, on a trois possibilités qui s’excluent I'une I'autre, soit les deux autres termes a part i et
i+1 sont tous les deux strictement avant i — 1 mais non consécutifs (choix (1)), soit tous les deux strictement
apres i+ 2 mais non consécutifs (choix (2)), soit on en a un avant i — 2 et un autre apres i + 3 (choix (3)).

e Si les éléments consécutifs sont 1,2 ou 2,3 ou 47,48 ou 48,49, seul un des trois cas est possible et on
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a card (D7) = card (F45,2) = card (E45,2) = % = 990, card (D) = card (F44,2) = % = 946 puis

card (D47) = card (Fa4,2) = % = 946, card (D4g) = card (Fs45,2) = card (Es45,2) = % = 990.

e Pour tout entier i € [3;46], on a card (Di) = card (Fi_3,2) + card (Fa9_1-3,2) + (i —2)(49 —1—2)

choix(1) choix(2) choix(3)

donc card (Dy) = (G 3)2(i —4) + (46 1)2(45 k) +({i—2)(47 — 1) = 947.

Ainsi, card (D) = 2 x 990 + 2 x 946 + 44 x 947 = 45540 et la probabilité d’avoir exactement deux éléments

card (D) _ 45540 _ 44
card () 211876

On pouvait aussi dénombrer les tirages avec trois ou quatre éléments consécutifs et les soustraire a ceux de

consécutifs dans le tirage vaut donc P(D) =

la question b. pour trouver la méme probabilité.

On suppose ’équiprobabilité d’étre dans chacun des étages. On pose I’évenement Hy = “I’homme est dans

Pimmeuble”. D’aprés I'énoncé, on a P(H;) = p. On pose aussi He : “ ’homme est & I’étage e’ pour tout
7

e € [1;7]]. On vient de supposer que Ve € [[1;7], P(E.) = P(E1). Or, comme Hy = |_| He (réunion disjointe),
e=1

7
ona P(Hy) = > P(He) donc Ve € [1;7], P(He) = }; On définit I’évenement A = “’homme n’est pas dans
e=1
les six premiers étages”. Alors, avec ces notations, A = HiUH7 donc P(A) = (1— P(H;))+ P(H7) =1—p +g

d’ott P(A) =1— @73 On demande de calculer la probabilité conditionnelle Pa (H7) : probabilité qu’il soit
P(A n H7)
P(A)
ANH; = Hy donc Pa(Hy) = . —13(/6179)/7 = 7—p6p' On constate que si p tend vers 1, Pa(Hy7) tend aussi
vers 1 : '’homme est presque siirement au septieme étage ; et que si p tend vers 0, Pa(Hy) tend vers 0 :

dans Iimmeuble sachant qu’il n’est pas dans les six premiers étages. Ainsi, Pa(H7) = Or

I’homme est presque stirement hors de I'immeuble. C’est rassurant !

“+o0 n

a. Par définition, B = ﬂ A; C ﬂ A; pour tout entier n € N donc, par croissante de la probabilité
i=0 i=0
n
P, on a P(B) < ]P’( ﬂ A71) Comme Ay, --,An sont indépendants, Ag,---,An, le sont aussi et on a donc
" - iTZIO
P(B) < J] P(Ai) = [T (1—=P(Ay)). Or¥x € [0;1], In(1—x) < —x ce qui donne Vx € [0;1], T—x < e~ (méme
i=0 i=0
n n
vraisi x = 1) par croissance de I’exponentielle. Ainsi, Vn € N, P(B) < [] e P*) = exp (— > ]P’(Ai)>. Que
i=0 i=0

—+o0
la série Y. P(A;) converge ou pas, en passant a la limite quand n tend vers +o00, P(B) < exp (f > ]P’(AQ).
i>0 i=0

+oo
b. Si > P(Ay) diverge, on a donc Y P(A;) = 400 (les sommes partielles tendent vers +oo car c¢’est une
n>0 i=0

série divergente & termes positifs) donc P(B) = 0.
c. N={0}UN*donc P(N) = P(Q) =1= P({0})+ P(1.N*) = P({0}) + 1 par hypotheése donc P({0}) = 0.
d. Soit n € N* et n nombres premiers pq, - - -, pn distincts. On a vu (enfin surtout les ex-MPSI) que pour un

n
k). Ainsi, ﬂ Ap, = Ap,..p, donc, par

i=1

n
entier k € N*, on avait ’équivalence (Vi € [1;n], pilk) < (]] p:
i=1
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n n n
1

hypothese, IP’( m Api) = P(Ap,.p,) = H — H P(Ap,). Cette relation étant vraie pour
i=1 Pno 5P 5

tout choix des nombres premiers dlstlncts P1, »Pns (Ap)per est une suite d’évenements indépendants.

+o0 Foo

e. Posons B = ﬂ Ap = n Ap., d’apres les questions a. et d., on a P(B) < exp ( - > IP’(Apn)>. Or

peP n=1 n=1

w € B s'il n’est le multiple d’aucun nombre premier donc B = {0, 1} et on conclut avec c. que P(B) = P({1}).

Or la série de BERTRAND Y
n>2 nin ( )

diverge par comparaison série-intégrale car une primitive de la fonction

foxm— 1]( ) qui est continue et décroissante sur [e; +oo[ est F: x — In(In(x)) qui admet une limite infinie
X n(x
en +o0o. Ainsi, avec I’énoncé, ) P(A,, ) diverge donc, avec b., on a P({1}) = 0.
nzl1
Pour m € N*, si on note P, ’ensemble des nombres premiers qui divisent m, si on pose B, = ﬂ Ap,

PEP\Pm
comme avant, puisque Py, est fini, on trouve encore P(B;;) = 0. Or m € B, car m n’est pas un multiple

des nombres premiers qui ne divisent par m par définition. Comme {m} C By, on a donc P({m}) = 0.
+oo
On a donc Vm € N, P({m}) = 0 ce qui est impossible car N = |_| {m} et P(N) = 1. Il n’existe donc

m=0
aucune probabilité P : P(N) — [0; 1] construite sur N telle que pour tout k € N*, un entier a une probabilité

égale a % d’étre un multiple de k.

On consideére I'éveénement U; : “la boule tirée dans I'urne a pour numéro i”. Pour i € [1;n — 1], on note
Ji,x = “apres voir tiré la boule i, on tire le jeton k dans la boite i”. On note aussi K; x = “apres voir tiré la

boule i, on tire le jeton k dans la boite 1 + 17.

a. Sin =2, (a =b) = Kj,7 car on tire la boule 1 dans I'urne et on tire le jeton 1 dans la boite By donc

2=Pla=b)=PKi;1) = % car les tirages dans I'urne et dans les boites sont indépendants et la boite B,
ne contient qu’un jeton numéroté 1 et un autre numéroté 2. Bien siir, on suppose que les tirages, dans I'urne
et dans les boites, sont équiprobables.

n—-1 n-1

b. Comme on a (a =b) = |_| ( |_| (Jix N Ki,k)), par incompatibilité des ces évenements, on a la relation

k=1 i=k
n—-1n-1 n—-1n-1 1
pn=Pla=b)= Z Pk NKik) = > >, ( T %3 ) car, par la formule des probabilités
=1 i=k k=1 i=k V7 1
composées, comme Ji x NKix = Ui NJi kN Ky, ona P(JixN K1 k) = P(U;) Py (]l,k) Pu;ny.. « (Ki,x). Ainsi,
UV I 1 1 ““ 1) _ 1
= 55 (1 1) = B (- 2) = (B - on e
par télescopage, pn = —— k§1 g:k T I3 g P - PO —- On peu
n—1 n—1 n n—1
transf :L(( l)_ni%):#(( l)_1 l):L( l):L 1
FARSIOTEr P = 27 k§1k n n—1 kz::1k +n n—1 kZ::zk n—1Z=k+1
n—1 i
On pouvait écrire aussi, en inversant la réunion double, que (a = b) = |_| ( |_| (Jix N Ki,k)) et, avec les
i=1 k=1
= 1,1 1
mémes arguments, pn, = P(a =b) = ; ;(ni] ;Xi+1>:n711:1i+1’
On pouvait enfin dire, en notant M; = “on tire le méme numéro de jeton dans la boite i et la boite i + 17,

n—1 n—1

que (a =b) = | ] (Ui M) done Pa=b) = ¥ P(U) Py, (Mi) = —— ng;: ii ]

i=1 i=1

par incompatibilité de
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ces évenements car seul un jeton parmi les i + 1 jetons de la boite Biy; permet d’avoir a = b.
c. Pour tout entier k € N*, la fonction In est de classe C! sur [k; k+ 1] donc, par I’égalité des accroissements

finis, il existe un réel cyx €]k;k + 1] tel que In(k + 1) — In(k) = Wn/(cx)(k+1 —k) = 1 Ainsi, comme
ck

k < cx < k+ 1, on a encadrement klj <n(k+1)—1n(k) < % (les inégalités sont méme strictes).
On somme les inégalités de la question précédente, pour k € [1;n — 1] & gauche et pour k € [2;n] a droite,
n—1
d’on Z < Z (n(k+1) = n(k)) = n(n) et Z (In(k+1)—n(k)) = In(n+1) —n(2) < k‘?
k=1
On obtient donc ln(n +1) —In(2) <pn < ln(n). Ainsi, comme n(n+1) —n(2) ~ n(n) ~ ln(n), par
n—1 n—1 n—1 toon—1+cc n
In(n)

encadrement, on a ’équivalent p,, ~
+oco Mn

a. Sion note Xy I’état du jeu a I’étape n, comme {(Xn, = 0), (Xy, = 1)} est un systeéme complet d’événements

par hypothese, on a P(Xnt1 = 0) = P(Xn = 0)Px,=0)(Xn+1 = 0) + P(Xn = 1) Px,=1)(Xn41 = 0) et
PXny1 =1) = P(Xn = 0) P(x, =0)(Xng1 = 1)+ P(Xn = 1) P(x,,=1)(Xny1 = 1) par la formule des probabilités
totales. D’apres I'énoncé, Px, —o)(Xny1 =0) =1—p, Pix, —1)(Xng1 =0) = q, Pix,—o)Xny1 =1) =p

P(Xy, = 0)

et Pix,=1)(Xng1 = 1) = 1 —q. Ainsi, en notant, pour tout n € N, X, = (IE”(X —1)
n=

) , les relations

précédentes se traduisent matriciellement par Vn € N, X411 = AX,, avec A = (] ;p : ﬂ q )

D’apres CAYLEY-HAMILTON, xa = X?—Tr (A)X+det(A) = X?—(2—p—q)X+1—-p—q = (X=1)(X—(1—p—q))
est annulateur de A. Soit n € N, effectuons la division euclidienne de X™ par xa, qui s’écrit X™ = Qnxa +Rn
avec Ry = anX + by car deg(Ry) < deg(xa) = 2. En évaluant ceci en 1 et 1 —p — q, on obtient le systéme

_ _ _ n
an+bn—1=an(I1=p—q)+bn—(1—p—q)" =0 qui se résout facilement en an = % et
P

. Ainsi, en remplacant X par A dans X™ = QuxA + anX + by, on trouve

b - =p—a)"=(0-p—q)
n =
P+q
n_1-0=-p=-q",  (0=p=-aq"=(0-p—9q), 1 (a+p(—-p—q" q—q(l—-p—q)"
At = A+ L= n n |
p+q p+q p+a\p—p0-p-—q)" p+q(l-p—q)
Par une récurrence facile, on prouve que ¥n € N, X;; = A™Xo. Comme p, = P(X, = 1) par définition, on
_ _ _ _ _ _ _ n
adom<1 pn):An<1 po)etVneNp (P —p(1l—p—a)")(1 —po) + (p+a(l —p —a)")po
Pn Po pt+q
b. Comme p €]0;1[ et q €]0;1[,ona 1 —p—q €] —1;1[ donc 1111 (1 —p—q)™ =0 donc, en passant a la
n——+oo

limite dans la relation de la question précédente, lim p, = (0 —Ppo) +ppo =P
n—+oo Ptq P+

a. Soit (d,d’) € [1;n]? tel que d et d’ sont des diviseurs de n premiers entre eux.
(C) Soit m € Aq N Ay, alors il existe par définition k et k' tels que 1T < k < % et 1 < K < % et
m =kd = k'd’. Ainsi, d|k’d’ mais d et d’ sont premiers entre eux donc, d’apres le lemme de GAUSS,
d|k’ et il existe a € N tel que k/ = ad. Comme 1 < ad < %, onal<acx ﬁ donc, par définition,
m = add’ € Agqr. On vient d’établir que Aqg N Agr C Agqr-
(D) Soit m € Agq, il existe donc k tel que 1 < k < ﬁ et m = kdd’. Comme 1 < kd’ < % et m = (kd')d

et 1 <kd < % et m = (kd)d’, on am € Ag N Ags par définition. On a montré que Aqqr C Aqg N Aq:.
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Par double inclusion, Aq N Aq: = Aga’. Par définition de P, comme P(Aq) = 15 par définition si g|n, on a

]P)(Ad N Ad/) = P(Add/) = ﬁ = ]a X % = P(Ad) ]P(Ad/) ce qui justifie que A4 et Ay sont indépendants.

b. Pourk € [1;in], k€ Bn <= kA (p}' -+ py) =T (e 7], kAp; =1) < (Y€ [I;7], k& Ap,).

En effet, k est premier avec n si et seulement si k et n n’ont aucun nombre premier dans leur décomposition
T

respective en produit de nombres premiers. Ainsi, B, = ﬂ Ap;-
j=1

c. Par récurrence a partir de a., on montre que puisque p1,---,pr sont premiers entre eux deux a deux, les
[ —_— r PE—

Ap,,- -+, Ap, sont indépendants. On sait qu’alors Ay, ,,---,Ap, le sont aussi de sorte que P(By,) = 1_[1 P(A;;)

]:
T T T
done 2 = 71 (1= P(ay)) = T1 (1= L) done o(w) = n [T (1- 1),
n j=1 j=1 Pj j=1 Pj
d. Soit deux entiers n et m de N*\ {1} premiers entre eux, si on décomposen =pj' ---pi et m =q7" --- qJt,
puisque’aucun nombre premier divisant n ne divise m, et vice-versa, py' - --p3rqy’ - - - qlt est la décomposition

-
en produit de nombres premiers de nm. D’apreés la question précédente, on a @(n) = n [] (1 — l),
i=1 Pj

t T t
e(m)=m [] (1 - L) et o(nm) =nm| [] (1 - l) x| TI (1 - L) donc @(nm) = p(n)e(m).
k=1 qk j=1 Pj k=1 qk
9
2n
Comme t € R et que Q est dense dans R, il existe une suite (ty)xen € QY telle que kHT t, = t. En
—+00

e. Soit z € C tel que |z| = 1, alors il existe 8 € R que z = ¢!®. On pose t = € R de sorte que z = 2"t

2imtay
écrivant t, = g—k avec ax € Z et by € N*, on azx =e bx donc zx est une racine by-ieme de 'unité et
k

zx € U. Comme u +— e'™ = cos(u) + isin(u) est continue sur R car cos et sin le sont, et que klim tk =1,
—+o0

ona Um e =ett donc lim zx =z. Il existe bien une suite (zi)reny € UY telle que lim z = z.
k—+oo k—+o0 k——+oo

f. Soitz € Py, alorsm, =ndoncz® =letz€ Uypcarm, =Inf{n € N*[z" =1} =Min{n € N* [z" =1}
puisque {n € N* | z" = 1} est une partie non vide (par hypothese car z € U) de N. Ainsi, P, C Uy, donc,

comme U;, est fini de cardinal n d’apres le cours, Py, est fini et card (Py,) < n.

. 2i
On sait que Uy = {wk | k € [0;n — 1]} avec wy = e ™ . Montrons que Py, = {w¥ |k € By}
(C) Soit z € P, comme P,, C Uy, il existe un unique entier k € [0;n — 1] tel que z = wk. Si on avait
2ikm

=1 car d divise k ce qui contredirait le fait que n est

pged (n,k) = d > 1, alors zV/¢ = (eﬁ#)n/d =e d

le pus petit entier m tel que z™ =1 car % < n. Par Pabsurde, on a donc prouvé que pged (n, k) = 1 donc

que k € By. Ainsi, P, C {0k | k€ Bn}.

(D) Soit z € {wk | k € By} quon écrit donc z = wk avec k € B,. Soit m € N* tel que z™ = 1, on a donc

2ik
mk _  2lkmn

Wn

=1 ce qui montre que 2kmm _ [2] donc que km est un multiple de n. Or, puisque n et k
n

sont premiers entre eux et que n divise mk, par le lemme de GAUSS, on a njm donc m > n. Comme z"™ =1,

n est bien le plus petit entier m tel que z™ =1 et on a z € P,. Ainsi, {w¥X | k € By} C Py.

Par double inclusion, on a P,, = {wX | k € B} donc I'application 0 : By, — P,, définie par (k) = e ZRT est

une bijection ce qui justifie bien que [Bn| = @(n) = |Ppn].

g. (D) Soit n € N*, alors P,, C U, C U par définition donc P, C U. On en déduit 'inclusion U P, C U.
ne N*
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—+o0
(C) Soitze U = U U,., par définition, il existe n € N* tel que z € Uy. Ainsi, z™ = 1 et, par construction,
n=1
m, = Inf {k € N* | ¢ =1} <n. Comme z € Pm.,z € U P, d’out l'inclusion U C U Pn.
nenN= ne N
Par double inclusion, on a bien U = U Pn.
ne N+

Soit (n,m) € (N*)? et n # m, 'l existait un complexe z € P,, N Py, on aurait & la fois m, =n et m, = m
par définition, ce qui est absurde car n # m. Ainsi, on a bien P, NPy, = 0 si n # m ce qui justifie que
{Pn}nen est une partition de U. On appelle les éléments de Py, des racines primitives n-iemes de l'unité.
Par exemple, Py = {1}, P, = {—1}, P3 = {j,j?}, P4 = {i, —i}.

Notons F] I'ensemble des parties A & p éléments de [[1;n] telles que I'on ait Vi € [I;n—1],i€ Aoui+1€A

de sorte que Fh, = card (). Prenons quatre exemples :
Sin=2,9=0,9,1={{1},{2}}, 55 = {{1,2}} dou F§ = 0,F} =2 et F5 =1.
Sin=3,99=0,793,1={{2}}, 5% ={{1,2},{1,3},{2,3}} et 73 = {{1,2,3}} dou F§ = 0,F} =F3 = 1,F§ = 3.
Sin=4,3 =3 =0, 77 = {{1,3},{2,3},{2,4}}, 73 = {{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}} et on a enfin
g1 ={{1,2,3,4}} donc F§ =F} = 0,F; =3,F; =4,F = 1.
Sin=5,9% =31 =0, 52 = {{2,4}}, 72 = {{1,2,4},{1,3,4},{1,4,5},{2,3,4},{2,4,5}, {3,4,5}}, puis on a
aussi 72 = {{1,2,3,4},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}} et on a enfin 32 = {{1,2,3,4,5}} ce qui donne
les valeurs FQ = FL = 0,F2 = 1,F3 = 6,F3 =4 et F2 = 1.
e On constate que les premiers termes sont nuls. En effet, sin € N* et si p € [[0;n] et 8'il existe une partie

A ap éléments de [[1;n] ayant la propriété (C), alors il faut au moins un élément de A dans {1,2}, au moins

un (et différent du premier) dans {3,4}, etc... Ainsi, comme il existe {TZ‘J parties disjointes deux & deux du

type {2k — 1,2k} dans [1;n], on a card (A) = p > {QJ > % —1donc n < 2p + 2, c’est-a-dire n < 2p + 1.
Par contraposée, si n > 2p + 1, Fh = ) donc Fi = 0.

e Si2<n<2p+1,on va partitionner 5% en 0" = {A € TR [n e A} et FR2 = {A € FE | n ¢ A} de sorte
que Fh = 21 U FP? donce, en notant F! = card (3’?{1) et F2? = card (?ﬁ’z), onafl =l L P2

gPl L siAegR! alors A/ = A \ {n} est de cardinal p — 1, inclus dans [1;n — 1] et A’ vérifie la propriété
(C) puisque A le fait. On vient donc de construire @1 : Fh'' — FP~] qui vérifie @1(A) = A’. 1l est
clair que @7 est bijective et que @7 '(A’) = A’ U {n}. Ainsi, card (75" = card (37_}) = FP_1.

g% . siA e FR? alorsn ¢ Adonecn—1€ A car A vérifie la propriété (C) donc A” = A\ {n — 1}
est de cardinal p — 1, inclus dans [[1;n — 2] et A” vérifie la propriété (C) puisque A le fait. On vient
donc de construire o3 : ?ﬁ‘z — ?ﬁﬂz qui vérifie @1(A) = A”. Tl est clair que @, est bijective et que
@7 (A") = A" U {n —1}. Ainsi, card (FR'?) = card (FP_}) = FP ).

Par conséquent, Fh = FP~] +FP-) (1),

p+1

Les trois cas particuliers nous permettent de conjecturer que Vn > 2, Vp € [0;n], Fh = ( ) car par
n—p

1 2 3 4 3 4
exemple F3 =1 = 2 yFi=4= : et Fs =6 = 5)
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1
Initialisation : on a bien Vn € [[2;5], Vp € [0;n], Fh = (p * ), il suffit de regarder les 18 valeurs.
n—p

1
Hérédité : soit n > 6 tel que Vm € [2;n — 1], Vp € [0;m], Fh = <p * >, alors d’apres la relation (1),
m—p

pourtoutentierpe[[O;nﬂ,onaFﬂ:FfL_11+Ffl_12:( P >+< P ]) carm—12>2etn—22>2
n—p n—p-—

p+1

donc, avec la formule de PASCAL, on a Fh = (
n—p

) comme attendu.
. . . N . P p+1
Conclusion : par principe de récurrence forte (& deux pas en fait), Vn > 2, Vp € [0;n], Fh = )
n—p
On modélise ce probléme en associant chaque vote pour A & un déplacement dans Z? de vecteur (1,1) et
chaque vote pour B & un déplacement de vecteur (1, —1). On part du point (0,0) et le dépouillement permet

donc un chemin qui va de (0,0) & (1000,400) selon les regles ci-dessus. On cherche le nombre de chemins qui
restent au dessus (au sens strict & part bien sir & lorigine (0,0) de ce mouvement) de 'axe des abscisses.

On prend (p,q) € (N*)? avec q < p et on note ap,q le nombre de chemins dans Z? qui partent de (0,0)
et qui arrivent en (p + q,p — q) en restant toujours au dessus (au sens large) de l'axe des abscisses. Dans

notre cas, on a p = 700 et ¢ = 300. Le nombre total des chemins qui partent de (0,0) et qui arrivent en
(p+4q,p—q)est b, q= (p + q) car il faut choisir parmi les p + q déplacements les p qui se font vers le
P

haut (en complémentaire ceux qui vont vers le bas).
Les ap, 4 chemins qui restent au dessus de ’axe des abscisses doivent commencer par un déplacement vers le

haut donc passer par le point (1,1). Le nombre total de chemins qui vont de (1,1) & (p+q,p — q) est, comme
ci-dessus, égal a <p :i]_ ]>. Pour un chemin ¢ = ((1,1), (x2,Y2),* *» (Xp+q—1,Up+q—1), (P + 4P — q))
qui part de (1,1) et arrive en (p + q,p — q) et qui touche l'axe des abscisses, on définit l'entier k > 1
qui est l'indice du premier (k minimal tel que yx = 0) passage par I'axe des abscisses et on associe a c le
chemin ¢’ = ((1, =1), (x2, =y2), -+ *» (Xi=15 =Yk—1), (%16, 0), (X1, Yret 1), + 5 (Xpt-q =1, Yp4q—1), (P + 4, P — q))-
Réciproquement, pour un chemin ¢’ = ((1, 1), (x3,45),**, (Xp 4 q—1)Ypsq—1)> (P+d,p—q)) qui va de (1, 1)
a (p+4q,p — q), on définit k qui est le premier passage par Paxe des abscisses et on associe & ¢’ le chemin
c=((1,1),(x2, =y2), - (%k—1s —Yk—1)y (%4 0)y (Keq 15 Yk s s (Xpaq— 15 Yprg—1)> (P d,p —q)) qui est un
chemin allant de (1,1) & (p + q,p — q) et qui croise ’axe des abscisses.

Ce procédé, appelé principe de réflexion, réalise une bijection entre les chemins allant de (1,1) & (p+q,p—q)

et touchant 1’axe des abscisses et les chemins allant de (1,—1) & (p + q,p — q). Mais comme il existe, comme

—1
précédemment, <p +a ) chemins qui vont de (1,—1) & (p+q,p — q), la bijection permet d’affirmer qu’il
P

—1
y a aussi (p +d ) chemins allant de (1,1) & (p + q,p — q) et touchant ’axe des abscisses.
P
. . . +q-—1 +q—1 .
En passant par le complémentaire, il existe donc ap q = <p q : ) — (p q ) chemins allant de (1,1)
p— P

a (p+q,p — q) qui ne croisent pas I’axe des abscisses car un chemin qui va de (0,0) & (p + q,p — q) sans
croiser I’axe des abscisses est un chemin qui va de (1,1) & (p + q,p — q) sans croiser 'axe des abscisses.

En considérant que tous les chemins sont équiprobables (on peut prendre les bulletins de vote dans un ordre
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5) -0

quelconque et de maniere équiprobable), la probabilité cherchée est « = 9p.q — ——
P,
P >
—1 —1 - 1! - ! —Dl(p —
qui vaut, comme on a (p+q )_ (p+q ) _ a0 (pHrq-1! _ (p+qa-Dip—q) .
p—1 2 (P —1)'q! pl(q —1)! plq!

! . —1)! -
(P+q) _(+a)! (pt+alp+q ),plus simplement, « — =4
P

plq! plq! pt+aq

Dans notre cas, comme p = 700 et ¢ = 300, cela donne o« = 0,4.

Notons, pour tout l’exercice, les événements B,, = “on obtient une bille blanche au n-iéme tirage” et

R = B;, = “on obtient une bille rouge au n-ieme tirage”.
n

a. Soit E;;, = “on n’obtient que des boules rouges lors des n premiers tirages” de sorte que E;, = ﬂ Rk. Par
k=1
la formule des probabilités composées, on a P(E,,) = P(Ry) x P(R2|R1) X --- X P(Rq|R1 N+--NRu_1). Lors

de ce tirage pendant lequel E,, est réalisé, au k-ieme tirage, il y aura k + 1 billes dont k rouges et 1 blanche

n
d’olt P(Ri|R1 N+ NRx_1) = —5—. Ainsi, P(En) = [[ —K— = .
(RicRs 1) =05 (En) ,};k—i—l n+1
+oo +oo
b. Soit E = “on obtient indéfiniment des boules rouges” de sorte que E = ﬂ Ry = ﬂ E,. Par le théoreme de
k=1 n=1
continuité décroissante, comme la suite (Ey, )nen+ est décroissante pour l'inclusion, on a P(E) = lim P(Ey)

n—-+oo

donc P(E) = 0 d’apres a.. On pouvait aussi dire que Yn € N* () C E C E,, donc, par croissance de la

probabilité, 0 < P(E) < P(E,) et on passe a la limite dans cette inégalité pour avoir P(E) = 0.

c. Par symétrie entre les billes blanches et les billes, on sent que P(B,,) = P(R,,) = P(By,) donc P(B,,) = 1

2
Pour étre plus rigoureux, encore qu’on puisse rendre rigoureux cet argument de symétrie, on va poser, pour

| _ |
n € N*, la propriété P,, = “P(TyN---NTy) = %
n !

rouge) et b = card ({i € [1;n], Ti = Bi) € [0;n]] (nombre de tirages blancs dans ces n premiers tirages)”.

ou Vi € [1;,] Ty = B; ou Ty = Ry (tirage blanc ou

Initialisation : P(B1) = P(Ry) = % (sin =1)et P(B2) = Py, (B2) P(B1)+ Pg, (B2) P(Ry) = %x%+%x% = %
et P(Ry) = Pg, (R2)P(B1) + Pg, (R2) P(R) = % X %+ % X % = % (sin=2).
Hérédité : soit n > 2 tel que Py, est vraie, soit (Ty,--+,Tay1) avec Vi € [I;n + 1], Ty = B; ou T; = Ry et
posons b = card ({i € [1;n], T = By) € [0;n]. Traitons deux cas :
bl(n —b)!
Toi1 =Byna1 Alors P(Ty NN T NBus1) = Praent, B BT NN Ty) = 2112 x (1(1“)!)
| — |
donc P(Ty N+ NTy NBpyr) = (b+ 1)(? ++]2)|(b +1)! par hypothese de récurrence
n !

car apres le n-ieme tirage, il y a b 4 1 billes blanches et n — b 4+ 1 boules rouges et on a

bien b 4 1 tirages de billes blanches parmi les n + 1 premiers tirages.

B B _ n—b4+1_bl(n—">)!
Tne1 =Rpog Alors P(TyN---NTRNR = Pr,n.nt. (R P(TyN--NTy) = 1 X
ors ( 1 n n+1) TiN---NT ( n+1) ( 1 n) N2 (Tl+])!
| — |
donc P(Ty N+ NTy NRyy1) = % par hypothese de récurrence car apres le
n !

n-ieme tirage, il y a b+ 1 billes blanches et n — b 4 1 boules rouges et on a bien b tirages

de billes blanches parmi les n + 1 premiers tirages.
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Par principe de récurrence, P, est vraie pour tout entier n € N*.

Comme B,, = |_| (TyN---NTh_1 NBy), on a donc P(By) = > P(TiN---NTh_1 NByn) quon

Tie{B{,Ri}
ie[lim—1]

partitionne selon le nombre b—1 € [[0;n— 1] de boules blanches tirées pendant les n — 1 premier tirages (cela
fera b en tout avec le tirage n), et avec le résultat précédent, cela donne enfin le résultat attendu, a savoir

PEn) = £ (1 2)) < o = & s b > b=t 1

b—1 mr1) & m—D)n—b)n+1) (n+1) = Mmm+1) 2

d. Comme en question a., lors de ce tirage pendant lequel R, est réalisé, au k-ieme tirage, il y aura 2k

billes dont 2k — 1 rouges et 1 blanche d’oit P(Rx|R1N-+-NRy_1) = 2k2; 1 Avec la formule des probabilités

Y B (2n)! VAmm(2n)?M(e™)?
composées, P(En) = k]:[1 k = G Par STIRLING, P(E, )+A<;oe ~ ()2 T

comme en b., P(E) = liT ]P’(En) = 0. Il est encore presque certain d’obtenir la boule blanche.
n——+oo

donc,

e. Comme en question a., lors de ce tirage pendant lequel R, est réalisé, au k-ieme tirage, il y aura

K1 _ _
wu =2+ > (i—-1)= W +2 > 1 billes (les 2 du début et i — 1 nouvelles billes au tirage i) dont
i=1

ug — 1 rouges et 1 blanche d’ott P(Ri|R1 N+ NRx_7) = we—1 Ainsi, avec la formule des probabilités

Uk
n
g P(E,) = we—1 1- L [ R N B
composées, P(Ey,) k];[] "™ >0 et In(P(En)) = Z n ( ) Comme In (1 )+OO T e R
la série & termes négatifs Y. n (1 — L) converge vers { < 0 donc7 puisque P(En) = exp(In(P(En))), par
n>1 Un
continuité de exp, on a lim P(E,) = e* > 0. Ainsi, comme en b., P(E) = lim P(E,) > 0. Il n’est plus
n—-+oo n—+oo

presque certain d’obtenir la boule blanche lors de I'expérience.

a. Si p est injective, pour x € E, pop(x) = p(p(x)) = p(x) donc p(x) = x par injectivité de p donc p =id¢.
b. Si p est surjective, soit x € E, Ja € E, x = p(a) d’out p(x) = p(p(a)) =pop(a) =p(a) =x donc p = id .
c. Si E = {a,b} est de cardinal 2 avec a # b, soit p : E — E telle que p(a) = b et p(b) = b. On a bien
p(p(a)) =p(b) =p =p(a) et p(p(b)) =p(b) donc pop =p et p est idempotente alors que p # idg.
d. Si E = {a,b} est de cardinal 2 avec a # b, parmi les 4 = 22 applications de E dans E, seule f : E — E telle
que f(a) = b et f(b) = a n’est pas idempotente, les trois autres le sont, c’est-a-dire
ep:E — E telle que p(a) =b et p(b) =b et
ep:E—Etelle que p(a) =aet p(b) =a et
e p:E —E telle que p(a) = a et p(b) =b.
e. Si E = {a,b,c} est de cardinal 3 avec a # b, a # ¢ et b # ¢, parmi les 27 = 33 applications de E dans E,
les 10 qui sont idempotentes sont les applications suivantes :
ep:E — E telle que p(a) = a et p(b) = a et p(c) = a avec p(E) = {a}.
ep:E —E telle que p(a) = )="b et p(c) =b avec p(E) = {b}.
e p:E —E telle que p(a) = ) =c et p(c) =c avec p(E) = {c}.
ep:E —E telle que p(a) = aet p(b) =b et p(c) = a avec p(E) = {a,b}.
e p:E —E telle que p(a) = )="betp(c) =0 avec p(E) = {a,b}.
(a) = ) (

e p:E — E telle que p(a) = a et p(b) = a et p(c) = ¢ avec p(E) = {a,c}.



e p:E — E telle que p(a) = a et p(b) =c et p(c) = ¢ avec p(E) = {a,c}.
e p:E —E telle que p(a) =b et p(b) =b et p(c) = c avec p(E) = {b,c}
e p:E —E telle que p(a) =c et p(b) =b et p(c) = c avec p(E) = {b,c}.
ep:E —E telle que p(a) = aet p(b) =b et p(c) =c avec p(E) = {a,b,c}

f. (=) Si lapplication p : E — E est idempotente, soit x € p(E), alors il existe a € E tel que x = p(a), alors
p(x) =p(p(a)) =pop(a) =p(a) =x donc x est un point fixe de p.

(<) SiVx € p(E), p(x) = x, soity € E, comme p(y) € (E), on a p(p(y)) = p(y) par hypothese donc pop =p
et lapplication p est idempotente.

Par double implication, si p : E — E, on a p idempotente si et seulement si (Vx € p(E), p(x) = x).

g. Le nombre d’applications idempotentes d’'un ensemble de cardinal n ne dépend que de ce cardinal, et pas
de l’ensemble lui-méme. Soit n € N* le cardinal de E (car E est non vide), I, = {p : E — E | p idempotente}
et, pour tout k € [I;n], Inx = {p : E = E | p idempotente et card (p(E)) = k}. Ainsi, I, = |_| Ik car

k=1
le cardinal de I'image de E par p idempotente est forcément un entier de [[1;n]. Comme cette réunion est
n
disjointe, en notant a,, = card (In) et an,x = card (In,x), on a an = Y an k-
k=1
Protocole de choix pour les éléments p de I, i avec la question précédente :

e On choisit les k éléments de p(E) : il y a (E) choix.

e Pour les k éléments x de p(E), on a p(x) = x d’aprés f. : 1 seul choix.

e Les n — k autres éléments ont pour image un des éléments de p(E) : k™ ¥ choix.
n
Ainsi, par indépendance de ces nombres de choix, on a an i = (k> KK
no/n
Par conséquent, le nombre d’applications idempotentes d’un ensemble de cardinal n est a, = > 5 KMk,
k=1

2 2 3 3 3
On vérifie bien que a; = (])11 + <2>20 =3 (voir d.) et a3 = (1)12 + <2>21 + (3)30 =10 (voir e.).

On note X le résultat du dé lancé par le joueur 1 et Y celui du dé lancé par le joueur 2. Soit A et B

les évenements A = “le joueur 1 gagne”. On suppose que, pour le dé noir, les autres faces a part 6 sont
équiprobables, de sorte qu’elles apparaissent avec une probabilité 1 (l — %) = %

Stratégie 1 : le joueur 1 lance le dé blanc, alors A = (X > Y) = (X =1,Y < i) done, par incompatibilité

El:c‘ w

de ces évenements et, puisque X correspond au dé blanc et Y au dé noir, que les deux dés sont supposées

indépendants, P(A) = Z PX=1)P(Y <i) = P(X =6) + Z P(X = i) P(Y < i) en mettant a part le cas

X = 6 ou le joueur 1 gagne quel que soit le résultat du dé noir, et P(A) =

O\\—‘
m\“’.

2

L 5

Tekis
6

Stratégie 2 : le joueur 1 lance le dé noir, alors A = (X > Y) = |_|(X = 1,Y < i) donc, par incompatibilité

de ces évenements et, pulsque X correspond au dé noir et Y au de blanc, que les deux dés sont supposées

indépendants, P(A) = Z PX=1)P(Y<i) = Z Tw et P(A) = ;



Ainsi, la meilleure stratégie pour le joueur 1 est de lancer le dé blanc car — >

N [—
W =

4.4 Officiel de la Taupe]

Par continuité décroissante, comme ﬂ Bn = ﬁ" ( ﬁ B7) ( ﬂ ﬁ) = mlan:OO ]P’( ﬁ ﬁ) Or les
N

nenN m=0 n= ne n=

évenements (B )nen sont mutuellement indépendants donc (By, )ne n sont aussi mutuellement indépendants.
m

Alors on a P(nONBn) = mLiToo (T[[O P(E)) = mlgnjoo ( H 1 — P(B )

m
La suite ( > P(Bn)) . est croissante donc la série > P(By) converge ou ses sommes partielles tendent
n me nenN
vers +0o. L’inégalité proposée a bien un sens en convenant que exp(—oo) = 0.

Pour n € N, en notant x = P(B,) € [0;1], ona P(B) =1 —x < e * = e~ P(®Bn) car on a I'inégalité classique
YVt > —1, In(1 +1t) <t (concavité de la fonction In) en on prend t = —x ce qui donne In(1 —x) < —x et on

passe a exponentielle (croissante) : cette inégalité marche aussi pour x = 1!

m
-2 P(Bn)
On a donc Vn € N, P(B,,) < e P(Bn) et on obtient Vm € N, H P(Bn) < H e P(Bn) n=0 en
=0
multipliant ces inégalités entre réels positifs. Il suffit ensuite de passer a la limite quand m tend vers +oo
(dans le cas de la convergence ou celui qui donne 0 < 0) pour avoir P( ﬂ ﬁ) < exp ( - Z P(Bn)).
neN n=0

+o00 +oo +00
a. Posons By = U An de sorte que A = ﬂ Byx. Comme By = A U ( U An> = A U By, il

n=k k=0 n=k+1
vient Byxy1 C By et la suite (Bx)x>o0 est décroissante pour l'inclusion. Ainsi, par théoreme de continuité

—+o0
décroissante, P(A) = lim P(Bx) = lim IE”( U An). Par positivité d’une probabilité et sous-additivité,

k—+o0 k—4o00 k
n=
+oo
on a l'encadrement 0 < P(Bx) < > P(A,). Comme > P(A,) converge, en notant Ry = Z P(AL)
n= n>0

le reste d’ordre k — 1 de cette série convergente, on sait d’apres le cours que llm Rx = 0. Alnbl par
+

encadrement, on a lim P(By) = 0. Par conséquent, P(A) = klim P(Bx) = 0.
— 400

k——+o00
+oo +oo
b. Par définition, w € B <= (Vk 20, In 2k, w € Ay) < w € ﬂ U An car pour qu’il existe une
k=0 n=k

infinité d’indice n tels que w € Ay, il faut pouvoir en trouver au dela de k quelle que soit la valeur de k.

Ainsi, en termes ensemblistes, on a B = A.

+oo —+oo —+oo
c. On s’intéresse & A = U By. Mais, By = ﬂ An = AN ( ﬂ An> = Ax N Byxy1 donc By C Byyg

k=0 n=k n=k+1
+oo
donc (Bk)k>o est croissante pour 'inclusion. Par continuité croissante, P(A) = ]P’( U BT<> = kliT P(By).
— 400
k=0

m m
Soit un entier k > 1, alors Ym > k, ) C By = ﬂATc mrndon00< P(Bx) < P(m&) par
n=k
croissance de P. Or les événements (An)nen sont indépendants donc (Ap)nen sont aussi indépendants
m

d’apres le cours. Alors, 0 < P(By) < H P(An) = H (1—=P(An) (1)
n=k
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Sif:x = e *—1+4x, fest dérivable sur R et f'(x) = 1 — e~ * donc la fonction f est croissante sur
Ry et décroissante sur R_, elle est donc minimale en 0 ou f(0) = 0 donc Vx € R, f(x) > 0. Ainsi,

Vx € [0;1], 1 —x < e *. Bien siir, cette inégalité provient aussi de la convexité de la fonction g : x — e

(sa dérivée seconde est positive sur R) car elle se traduit par le fait que la courbe de g est au dessus de la
tangente en (0,1) a la courbe de g.
Pour n € N, en notant x = P(A,,) € [0;1],ona P(A,) = 1—x < e™* = e~ P(An) En multipliant ces inégalités

m m m
entre réels positifs, il vient [] (1 — P(An)) < [[ e FA) = exp ( - > P(An)). Or, par hypothese, la
n==k n==k n=k
série & termes positifs > P(Ay) est divergente donc ses sommes partielles tendent vers +o0o. Ainsi, comme
neN

m m
lim > P(Aq) = 400, et que tEToo e' = 0, par composition, il vient lim [] (l - }P’(An)) = 0. Par

m—+oo Ty m—+4o0o Ty

encadrement dans (1), on en déduit que Vk € N, P(By) = 0. Ainsi, P(A) = lim P(By) =0 donc P(A) = 1.

k——+oo
+oo 400
Pour une suite (An)n>o d’événements indépendants et qu’on pose I'événement A = ﬂ U An qui s’écrit
k=0n=k

aussi A = {w €N ‘ {ne N|weA,} est inﬁni}7 on a lalternative :

e P(A)=0si ), P(An) converge.
neN
e P(A)=1si ) P(A,) diverge.
neN
C’est la loi du zéro-un de BOREL.
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