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1 4 AN . .
a. Posons C = (1 ]>, alors xc = X?> —2X —3 = (X 4+ 1)(X — 3) est scindé & racines simples donc C

est diagonalisable. Comme E_1(C) = Vect((—2,1)) et E3(C) = Vect((2,1)), ona C =P (01 g) P~ avec

P= -2 2 . Posons Q = ~2n 2 , comme P~ =1 -2 , on vérifie (par blocs) que Q est
1 1 In I 4 1 2

inversible avec Q1 = 41‘ <in Z;TIL > et Q-'BQ = (—OA 3(,)A> donc B est semblable & B’ = <_0A 3(;\)
n - n

b. Si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible U telle que A = UDU™! et avec V = (lz)l 3),

—1
vl = (uo U(L ), onaV~! (_OA 3(;) V= <_OD 3?)) diagonale donc B est diagonalisable.
Si B est diagonalisable, il existe un polynoéme scindé a racines simples R tel que R(B) = 0. Comme B et B’
R(-A) 0

0 R(3A)
a racines simples et annule A donc A est diagonalisable.

c. Puisque B est semblable & B’, xg = xp' = det(XI, + A)det(XI, —3A) = (—1)"3™xa(—X)xa (X/3). Ainsi,

sont semblables, on a aussi R(B’) = ( > = 0 donc en posant S(X) = R(—X), S est aussi scindé

Sp(B) = (—Sp(A)) U (3Sp(A)). Supposons que A € Mz(R) est diagonalisable, alors il existe une base

(X1,X2) de R? formée de vecteurs propres de A : par exemple AX; = A1X; et AXz = A2X,. Alors en notant

Y; = (2‘ ) Y, = <)22> Y; = (;1 ) Y, = (>?2> on a B'Y; = =AYy, B'Y2 = —A2Y2, B'Y3 = 3AY3 et

B'Ys = 3A,Y; et il est facile de vérifier que (Y1, Y2,Y3,Ys) est libre dans M4, 1 (R) donc que c’en est une base
qui est une base de vecteurs propres de B’, et une base de vecteurs propres de B est donc, d’aprés ce qui

précede, (QY1,QY2,QY3,QY4) (qui est une famille libre donc une base de R* car Q est inversible).

m m
a. Soit un polynéme P = > an,X™ € R[X], alors P(u) = > anu™ par définition donc, en intervertissant les
=0 =0
" m P "3 m P
sommes doubles, on obtient P(u) = > (an > )\L‘vk) => ( > an?\L‘“)vk = > P(Ax)vk.
n=0 k=1 k=1 ‘n=0 k=1

P
Soit P = J] (X —Ax). On a clairement Vk € [1;p]], P(Ax) = 0 donc P(u) = 0 d’apres ce qui précede. Comme
k=1

P est un polyndéme annulateur scindé a racines simples de u, on en déduit que u est diagonalisable.

P
b. Ce sont les fameux polynomes d’interpolation de LAGRANGE. Pour j € [1;p]], soit Lj = [] (M)

k=1 }\j — A
(=
On aVj € [1;p], Lj € Rp_1[X], et plus précisément deg(L;) =p — 1. De plus, V(i,j) € [1;p]%, Lj(Ai) = 6¢5.
P
Orsi ) oaxlyx =0 avec (x1,---,0p) € RP, en évaluant ceci en Aj pour j € [1;p]], on trouve o5 = 0 ce qui
k=1

prouve que (Ly,---,Ly) est libre. Comme dim(Rp_1[X]) = p, (L1,---,Lp) est une base de Ry_1[X].

P
c. Comme P = [] (X — Ax) est annulateur de u, on sait d’apres le cours que Sp(u) C {A1,---,Ap}.
k=1
Si, pour j € [1;p], on avait A; ¢ Sp(u), alors le spectre de u serait inclus dans I’ensemble des racines de L;

donc ] (X—A) diviserait L. Mais puisque u est diagonalisable, ] (X —A) est annulateur de u donc
AESP(u) AESP(u)



NgE!

on aurait Lj(u) = 0. Or, avec a. et b., on a Lj(u) = Lj (A )vic = vj # 0 (par hypothese) ce qui clot le

k=1
raisonnement par ’absurde. Par conséquent, par double inclusion, on conclut Sp(u) = {A1,---,Ap}.
X—1—a —1 1 X—1—a —1 0
XM = a—2 X—=2 2 = a—2 X —2 X| apres l'opération C3 +— C3 + C, puis, apres
1 1 X —1 1 1 X
X—1—a —1 0
L, «— Ly — L3, on obtient xpm = a—3 X —3 0]. On développe par rapport a la troisieme colonne
1 1 X

X=T—a -1

a—3  X—3 =X((X=1=0a)(X=3)+a—3) =X(X* = (a+4)X +4a) = X(X — a)(X — 4).

etxM:X

Traitons trois cas :

e Sia ¢ {0,4}, alors xm est scindé & racines simples donc M est diagonalisable.
1 1 —1
eSia=0xm=X(X—-4), rang(M)=TcarM=| 2 2 —2 | donc, avec la formule du rang,
-1 -1 1
dim(Ker(M)) = 2 et M est diagonalisable car les ordres algébrique et géométrique de 0 sont égaux.
5 1 —1 1 1 —1
eSia=4xmu=XX-4)2M=|-2 2 —2|doncM—4I3=| -2 -2 —2| estderang?2
-1 -1 1 -1 -1 =3
donc dim(E4(M)) = 1 toujours d’apres la formule du rang et 'ordre de multiplicité géométrique de 4
est strictement inférieur a son ordre algébrique donc M n’est alors pas diagonalisable.

En conclusion : la condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable est a # 4.

e Plus précisément si a = 0 : Eg(M) = Vect(vy,v2) avec vi = (0,1,1) et v = (1,—1,0) et E4(M) = Vect(v3)
0 1 1

avec v3 = (1,2,—1) donc M = PDP~! avec D = 4E33etP=[1 -1 2

1 0o -1

e Plus précisément si a = 4 : comme xp est scindé dans R, la matrice M est trigonalisable dans M3 (R).

Apres calculs, on trouve Eg(M) = Vect(vy) avec vi = (0,1,1) et E4(M) = Vect(vz) avec vy = (1,—1,0).

0 0 0

On espére prouver que M est semblable & la matrice T= [ 0 4 1 | (réduction de JORDAN) ce qui nous
0 0 4

pousse & chercher un vecteur v3 tel que Mvz = 4v3 +v;, ou encore (M —413)vz = v2. On trouve par exemple

0 1 3/4
vz = <§,O, ,l) et (v1,v2,v3) est une base de R3 donc M = QTQ ' avec Q= | 1 —1 0
A 10 —1/4



a. Analyse : soit un hyperplan H supposé stable par u.

Méthode 1 : soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E telle que H = Ker@. Pour x € H, on a u(x) € H
donc @(u(x)) = 0, ainsi p = ¢ ou est une forme linéaire sur E telle que H C Ker(p). Soit ¥ = 0 et alors
P = 0.9 = Ap avec A = 0, soit P # 0 et alors H = Ker(p) = Ker(p) donc, d’apres le cours, ¢ et ¥ sont
proportionnelles et IA € K* tel que p = Ap = ¢ ou. Que A soit nul ou pas, il existe donc A € C tel que
P =@ ou=Ag ce qui s’écrit aussi ¢ o (u—Aidg) = 0 donc Im (u — Aid g) C Ker(¢) = H.

Méthode 2 : Soit B’ = (v1,--+,vn—1) une base de H qu’on compléte en une base B = (vi,-+-,vn_1,vn) de

!/
E. Alors la stabilité de H par u montre que la matrice A = Mat 5(u) est de la forme A = <}(\) i) ol

.. . N . . .
A’ = Mat 3/ (up) et A € K. Ainsi A — AL, = <A Aln—1 C) possede une derniere ligne de 0 ce qui

0 0

montre que Im (u — Aid g) C Vect(vy,---,vn_1) = H.

Synthese : s'il existe A € K tel que Im (u — Aidg) C H, alors soit x € H, on a alors u(x) = u(x) — Ax + Ax

donc u(x) = (u —AMd g)(x) +Ax € H car (u—Aidg)(x) € Im (u — Aid g) C H. Ainsi H est stable par u.

On a bien établi I’équivalence : H stable par u <= I\ € K, Im (u—Aidg) C H.

b. Soit F un sous-espace de R3 stable par A. Distinguons selon la dimension de F :
e si dim(F) = 0, alors F = {0} qui est bien stable par A.
e si dim(F) = 1, alors F = Vect(e) et on sait que F est stable par u si et seulement si e est un vecteur propre
de A. On calcule donc xa = X3 — 3X? + 12X donc 0 est la seule valeur propre réelle car le discriminant
de X? —3X +12 vaut A = 9 — 48 < 0. Comme rang (u) = 2, Ker(A) = Eo(A) est une droite, c’est
Ker(A) = Vect(e) avec e = (1,1,1). Ainsi, Vect(e) est la seule droite stable par A.
e si dim(F) = 2, F est un hyperplan de R3 et la question précédente montre I’existence d’un scalaire A
tel que Im (A — Al3) C F ce qui prouve que A € Sp(A) car A — Al3 ne peut pas étre inversible. Ainsi,
A =0et Im(A) C F donc Im(A) = F car ils ont méme dimension. Comme Im (A) = Vect(a,b) avec
a=f(ez) = (—6,-10,4) et b = f(e3) = (—4, —8,3) par exemple, Vect(a,b) est le seul plan stable par A.
e si dim(F) = 3, alors F = R3 qui est bien stable par A.

Au final, les seuls sous-espaces propres stables par A sont {0}, la droite Ker(A), le plan Im (A) et R3.

a. Soit X le vecteur colonne ne contenant que des 1, alors ATXy = X, par hypotheése sur les colonnes de A
(donc les lignes de AT). Ainsi, 1 est valeur propre de AT donc aussi valeur propre de A car xA = XaT-
n
b. Soit A et B deux matrices de Sy et C = (ci,j)1<i,j<n = AB. Comme cij = > ajkby,j, la somme des

k=1
n

n n n n n
termes de la j-iéme colonne de C vaut ) cij = > ( ai,kbk,j) = > bk‘j( > ai,k) =3 byj=1car
i=1 k=1 k=1 1 k=1

i=1 i=
la somme des termes de chaque colonne k de A vaut 1 et que la somme de chaque colonne j de la matrice B
vaut aussi 1. Par conséquent C € S;, et S,, est bien stable par produit.
c. Soit A € Sp(A), alors A € Sp(AT) de sorte qu'il existe X # 0 € My, 1(C) tel que ATX = AX. Notons j I'un

des indices tels que |xj| = [|X]|oc = 1Ti/lka<x |xk| > 0. Alors, en regardant & la ligne j de ATX = AX, on trouve
= \n



n n n
Axj = 231 aijxq donc, par inégalité triangulaire, [A| |x;| < 231 laijl|xi] < 221 laij||xj| < |xj]. Ainsi, |[A] < 1.
i= i= i=

a. Le caractere continu est linéaire et admettre une limite finie en +o00 1’est aussi donc E est un sous-espace
vectoriel de F(R, R) car il contient la fonction nulle. E est donc lui-méme un espace vectoriel. Par ailleurs,

si f € E, il est clair que g = T(f) € E aussi car g est continue et tend vers la méme limite que f en +o0o par
composition. Soit (f,g) € E? et A € R, alors T(Af + g) = AT(f) + T(g) car on a pour tout x € R, I'égalité

T+ g)(x) = Af+g)(x+1) =Af(x + 1) + g(x + 1) = AT(f)(x) + T(g)(x) = (AT(f) + T(g))(x) ce qui prouve
la linéarité de T : T est bien un endomorphisme de E.
b. Analyse : si A € R et f € E non nulle telle que T(f) = Af, on a Vx € Ry, f(x+ 1) = Af(x), alors en notant

¢= lim f(x) € R, on al=A en passant & la limite dans la relation f(x + 1) = Af(x) quand x — +o0.

X——+00

e Sif#0alors A =1.
e Si =0, s0it a € Ry tel que f(a) # 0, par une récurrence simple, on a Vn € N, f(a +n) = A"f(a).

Comme lhjrl f(a +n) = 0 par composition, la suite (A™)nen tend vers 0 ce qui impose A €] —1;1].
n——+oo

eSiA=0,onaVx e R, f(x+1)=0.f(x) =0 ce qui contredit f non nulle.
Ce qui précede montre que le spectre de T est inclus dans | — 1;0[U]0; 1].
Synthese :
e Si A =1, la fonction 1 constante égale & 1 vérifie T(1) = 1 donc 1 est valeur propre de T. De plus,
pour x € Retn € N, on a f(x+n) = f(x) par une récurrence simple donc, en passant & la limite quand
n tend vers +o00, on obtient f(x) = ¢ donc f est constante. On vient de montrer que Eq(T) = Vect(1).
e si A €]0;1], soit pa : x — A*. La fonction p, est non nulle, continue et tend vers 0 en +oo donc
pa € E. De plus, pour x € R, pa(x + 1) = AT = Apx(x) donc T(pa) = Apa et A € Sp(T).
e si A €] — 1;0[, la fonction gx : x — sin(7mx)|A|* est non nulle, continue et tend vers 0 en +oo donc
qr € E. Vx € R, qa(x+1) = sin(nmx+m0) At = (=|A])ga(x) = Aqa(x) donc T(qa) = Aga et A € Sp(T).
Par conséquent : Sp(T) =] — 1;0[U]0; 1].

a. D’abord, si f € E, T(f) est bien définie sur [0;1] car les fonctions t — tf(t) et t — (1 —t)f(t) sont continues
sur le segment [0;1]. D’aprés le théoreme fondamental de I'intégration, T(f) est C! sur [0;1] en tant que
somme de produit de fonctions de classe C' sur [0;1]. La linéarité de T provient de la linéarité de l'intégrale.
Ainsi, T est bien un endomorphisme de E.

Pour tout réel x € [0;1], on a T(f)/(x) = — fo" f(H)dt + (1 — x)xf(x) + f: (1 — )f(t)dt + x(1 — x)f(x) donc
T(f)'(x) = — fox tf(t)dt + fxl (1 — t)f(t)dt. On constate que T(f) est & nouveau de classe C' par le théoréme
fondamental de U'intégration et que T(f)”(x) = —xf(x) — (1 — x)f(x) = —f(x).

Soit f € Ker(T), alors T(f) = 0 donc T(f)”” = 0 ce qui montre que f = 0 avec le calcul précédent. Ainsi,
Ker(T) = {0} ce qui prouve l'injectivité de T.

b. Soit A une valeur propre de T, alors il existe une fonction non nulle f € E telle que T(f) = Af et on sait
que A # 0 car T est injective. Avec le calcul précédent, en dérivant deux fois, on a T(f)” = Af” = —f. Alinsi, f

est solution de I’équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants (Ex) : y” + %y =0.



Distinguons deux cas :

e SiA >0, il existe (a,b) € R? tel que Vx € [0;1], f(x) = acos (ﬁ) +bsin (\Lf)\) Or lexpression de

T(f) montre que T(f)(0) = T(f)(1) = 0 ce qui impose a = 0 et b # 0 (sinon f serait nulle) et % =0 [n]
donc il existe n € N* tel que A = % et f(x) = bsin(nx) donc Ex(T) C Vect(fyn : x — sin(nx)).
nom

e SiA <0, il existe (a,b) € R? tel que Vx € [0;1], f(x) = ach (1—) +bsh (L) Or les conditions

vV —=A vV —=A
T(f)(0) =T(f)(1) = 0 imposent a = 0 et b # 0 (sinon f serait nulle) et sh (ﬁ) =0 : absurde.
1

1 et fnix— sin(nmx), alors /1 4+ n?n?f, = 0 donc T(fn)"” = —5—fr.
nom

Réciproquement, sin € N*, A =

27
nem
On inteégre deux fois sur I'intervalle [0;1] donc 3(a, B) € R, ¥x € [0;1], T(fn)(x) = 2] >fn(x) + ax + B.
nn
Mais en prenant x = 0 on a B = 0 car T(fy)(0) = sin(0) = 0, et en prenant x = 1 on a o« = 0 car

T(fn)(1) = sin(nn) = 0. Ainsi, T(f,) = %fn et % est bien une valeur propre de T car f, # 0.
nem nem

Par double inclusion, Sp(T) = {% ‘ ne N*} et Vi > 1, By n2,2(T) = Vect(fy).
nem

X—1 0 1 X—1 0 2—X
a. Pour m € R,onaxa, =| —1 X—1 1 =1 -1 X—1 2(2—X)| apres avoir effectué
m—2 2—-m X—m m—2 2—m X—-2
X =1 0 —1
C3+— C3—Cy—2Cr et xa,, = (X=2)| -1 X —1 —2| en factorisant par X — 2 dans la troisieme

m—2 2-m 1
colonne. On développe et xa,, = (X=2)((X=1)(X=T+4—2m)+ (m—2)(X—2)) = (X =2)(X2 = mX +1).

b. Traitons les deux valeurs m =1et m =2:
Sim=1, xa, = (X =2)(X? =X +1) = (X = 2)(X +j)(X 4 j?) est scindé & racines simples dans C[X]
mais n’est méme pas scindé dans R[X] donc A7 est diagonalisable dans M3(C) mais méme
pas trigonalisable dans M3 (R).

Sim=2 xa, = (X=2)(X? —=2X+1) = (X—2)(X—1)? est scindé dans R[X] donc A, est trigonalisable

0 0 -1
et Sp(Az) ={1,2}. Comme A, —I3=[ 1 0 —1 | est derang2, dim(E;(A2)) =1 par la
0 0 1
formule du rang donc A, n’est pas diagonalisable.
i 2 2 : m—+vm?2—4
c. Le discriminant A, de X — mX 4+ 1 vaut A, = m~ —4. Si Ay, > 0, on pose ay, = — et

Bm = m+ym”—4 Vzmz_4 de sorte que & < Bm. Siam =2 0u By = 2, on a (m —4)2 = m? — 4 en passant
m—4 = +vm2 — 4 au carré donc m? —8m + 16 = m? — 4 soit m = % Avec les signes, oy, ne vaut jamais 2
mais By, = 2 si et seulement si m = % On traite plusieurs cas :

Sim €] —2;2[, Ay < 0donc xa,, est scindé & racines simples dans C[X] mais n’est méme pas scindé
dans R[X] donc Ay, est diagonalisable dans M3( C) mais méme pas trigonalisable
dans M3(R).

Sim =2, onadéjaen vuen b. que A, est trigonalisable mais pas diagonalisable.

Sim=-2, xa,, = (X =2)(X? +2X +1) = (X — 2)(X + 1)? est scindé dans R[X] donc A_; est



2 0 -1
trigonalisable et Sp(A_z) = {—1,2}. CommeA_»+I3 =1 2 —1 | estderang
4 —4 —1
2, dim(E_1(A_2)) =1 par la formule du rang donc A_; n’est pas diagonalisable.

Sim=5/2, xa;,, = (X—Z)Z(X—%> donc Sp(As,2) = {2,5/2}, xA5,, est scindé dans R[X] donc

—1 0 -1

As/, est trigonalisable. Comme A5/, —2I3 = 1 —1 =1 ] est de rang 2,
12 12 1)2

dim(E2(As5,2)) = 1 par la formule du rang donc As,, n’est pas diagonalisable.

Sim ¢ [—2;2] U {5/2}, A > 0 donc xa,, est scindé dans R[X] et ses racines sont 2, o et B qui sont
distinctes. Ainsi, Ay, est diagonalisable dans M3(R)

a. (=) Supposons que F est stable par M. Montrons que F* est stable par MT. Soit X € F- et Y € F, alors
(MTX]Y) = (YIMTX) = YTMTX = (MY)TX = (MY|X) = 0 car X € F- et MY € F car F est stable par M.
Ainsi, F* est stable par MT. On vient de montrer que, pour tout sous-espace F de E et toute matrice M de
M, (R), on a F stable par M = F* stable par M.

(<=) On applique ce qui précede & (F-,MT) et F* stable par MT = (F*)+ = F stable par (MT)T = M.

Par double implication, F est stable par M si et seulement si F- est stable par MT.
X—(1/2) o0 —(1/2)

b. On a xa = 0 X =1 0 =(X-1)
(1/2) 0 X=(3/2)

a la deuxiéme colonne. Ainsi, xo = (X —1) [(X - %) (X - %) + ﬂ = (X —1)3. Soit F un sous-espace de R3 :

en développant par rapport

‘x-(vz) —(1/2)
(172)  X—=(3/2)

dim(F) = 0 Alors F = {0} est stable par A.

dim(F) =1 Alors F est une droite et F est stable par A si et seulement si F est engendrée par un vecteur
-1 0 1
propre de A. Or, comme A — I3 = % 0 0 0],ona Ej(A)=Ker(A—13) = Vect(v,v2)
-1 0 1
avec vi = (1,0,1) et v = (0,1,0). Ainsi, toutes les droites stables F par A sont les droites
F = Vect(v) avec v=avy + by et (a,b) # (0,0). Il y en a une infinité.
dim(F) = 2 Alors F' est une droite et F est stable par A si et seulement si F' est stable par AT. Or

-1 0 -1
AT —13 = % 0 0 0 | doncEq(AT) =Ker(AT —1I3) = Vect(vs,v2) avec v3 = (1,0,—1).
1 0 1

Ainsi, F est un plan stable par A si et seulement si FX = Vect(avs + pv2) avec («, B) # (0,0),
c’est-a-dire si et seulement si F a pour équation F : ox + By — oz = 0 avec (&, B) # (0,0). Il y
en a aussi une infinité.

dim(F) = 3 Alors F = R3 est stable par A.



d
a. Soit P = Y arxX* un polynéme annulateur de A et A une valeur propre de A, alors il existe un vecteur
k=0
colonne X # 0 tel que AX = AX. Par une récurrence simple, on montre que Yk € N, A*X = AkKX. Ainsi,
d d
P(A)X = Y axAkX = ( > ak?\k)X = P(A)X = 0 car P(A) = 0 donc, comme X # 0, on obtient P(A) = 0.
k=0

Les valeurs propres de A sont racines de tout polynéme annulateur de A.

b. Comme xa est unitaire par construction et scindé sur C par D’ ALEMBERT-GAUSS, si aj, -+, ar sont les
T T

valeurs propres distinctes de A, on peut écrire xa = [] (X — ai)™e:A) d'ott xa(B) = ] (B — ajly)™e: (A,
i=1 i=1

Comme GL,(C) est un groupe multiplicatif, on a xa(B) € GLn,(C) <= Vi € [1;n], B — ailn € GL,(C).

On peut aussi le justifier par le déterminant (qui est une fonction multiplicative), en écrivant que l'on a
T

XA(B) € GL,(C) <= det(xa(B)) # 0 <= [] (det(B — aiI,))™atN) #£ 0 <= Vi € [1;7], det(B — ail,) # 0.
i=1

Or B—ailn € GLy(C) car det(B—ailn) = (—1)™xp(ai) # 0 puisque a; étant une valeur propre de A, elle ne

peut pas étre une valeur propre de B car on a supposé Sp(A) NSp(B) = . On a donc bien x (B) inversible.

c. Par hypothese, AX = XB. Alors A?X = A(AX) = A(XB) = (AX)B = XB2. Par une récurrence facile, on
d d d

montre que Yk € N, AKX = XB¥. Si P = Y axX* € C[X], on a P(A)X = Y axA*X = Y axXB* = XP(B).
= k=0

k=0 = k=0
En prenant P = xa, on obtient donc xa (A)X = Xxa (B) ce qui donne, avec CAYLEY-HAMILTON, Xxa (B) = 0.

Or on a vu en b. que xa (B) est inversible. Il ne reste donc plus que X = 0.

d. On définit ¢ : Mu (C) = M, (C) par ¢(X) = AX —XB. Comme ¢ est visiblement linéaire et qu’on est en
dimension finie, ¢ est un automorphisme si et seulement si elle est injective. Soit X € Ker(¢), on a AX = XB
et, avec la question précédente, X = 0. Ainsi, Ker(p) = {0} ce qui montre que ¢ est un automorphisme de

Mn(C). Cette bijectivité s’écrit, comme attendu, YM € M, (C), 3X € Mn(C), AX —XB = ¢(X) = M.

] n
- est
n Z::1 e

a. @ est bien définie car si (1n )nen+ est une suite réelle, la suite v = (vn )ne n+ définie par v, =
K
aussi une suite réelle. De plus, si u = (up)nen € E, v = (vn)nen- € E et A € R, en notant w = @(u + Av),
)

n n n
onavne N wy, =1 > (uk +Avk) = 1 S uk + A X 1 5™ vy donc e(u+Av) = @o(u) + Ap(v) ce qui
T =1 T k=1 N k=1

montre la linéarité de ¢. Ainsi, ¢ est un endomorphisme de E.

n n
Injectivité : soit u € Ker(¢), on a donc ¥n € N*; = >~ up =0 donc Y ux = 0. Ainsi, pour n € N*, on a
k=1

k=1

3 1=

n n—1
Up = ( > uk> — ( > uk) =0 et u=0. Comme @ est linéaire et Ker(p) = {0}, ¢ est injective.
k=1 k=1

Surjectivité : soit v € E. Raisonnons par analyse/synthése :

n
e Siu € E est un antécédent de v par @, on a Vn € N* nv,, = > ux. Ainsi, uy = vy et, pour n > 2,
k=1

Un = <k2::1 uk) — (ni:] uk) =nvy, — (n—1)vp_1.

k=1

e Soit (un)nen+ définie par u; =vq et Vn > 2, up = nvy, — (n — 1)vu_1. Pour n € N* par télescopage,

n n n
nvy, —vi = »_ (kv — (k — 1)vk_1) donc nvy = > ug car ug = vy donc v, = 1 S uk et v=o(u).
k=2 k=1 N k=1

Toute suite v € admet un antécédent u € E par ¢ donc l'application ¢ est surjective.

@ est donc un endomorphisme bijectif de E, donc un automorphisme de E.



n
b. Analyse : soit A € R et u = (un)nen € E tels que ¢(u) = Au, alors ¥n € N*| Au, = 1 >~ uy donc
T k=1
n—1
(MA—=Tun = > ux  (Rn). Traitons deux cas :
k=1

e SiVn € N* nA # 1, alors la relation (Ry) donne (A —1)u; =0 donc u; = 0 car A —1 # 0. Si, pour un

entier n > 2, on a établi que uy = -+ = un—1 = 0, la relation (R,,) montre que (nA — 1)u, = 0 donc
que un = 0 car nA — 1 # 0. Par principe de récurrence, on a donc Vn € N*; u,, =0 doncu=0et u
n’est pas un vecteur propre de ¢ donc A n’est pas une valeur propre de .

e Sidpe N* A=1/p, en résolvant ¢(u) = Au pour u = (un)nen+ € E, on trouve comme dans le cas

précédent que Vn € [1;p—1], un = 0 avec les relations (Ry),-- -, (Rp—1). Puis, avec (Rp,), on n’a aucun
n—1

renseignement supplémentaire car on a 0 = 0. Ensuite, pour n > p, (R,,) donne (n—p)un =p > uk.
k=p

Par exemple, pour n = p + 1, upy1 = pup = (p P )up puis, pour n =p +2, 2upy2 = p(up +upy1)

—1

_pptD), D! (P g . _ (kT
donc up42 = 5 up = A0 1) up = b—1) Si on a Vk € [p;q], ux = _— up pour
49 (k-1
un entier q¢ > p, alors Rqy1 donne (q + 1 — plugyr = p( > ( 1>>up = p<q>up (formule
k=p P — P
R ! | q
des colonnes). Ainsi, uqgi1 = 9:p = q = ( )u . Par
) T gl (q+1—p)P p-Dia+1-p "~ \p—1)"

k—1

principe de récurrence, on a Vk = p, ux = ( 1)up. Ainsi, A = 1 est bien valeur propre de o.
p— P

On vient d’établir que Sp(¢) = {l ’ S N*} et que, pour tout p € N*, on a Ey (@) = Vect(uP) ot
P

—1
uP = (Wh)nens = (0,-~-,0,1,p,p(p2+ ) . -+) est définie par ¥n € N*, uf = (;_1)

a. Posons F = {fqp : 2+ az+ bz | (a,b) € C?} et vérifions que E =F.
(Q) : soit f € E, alors Vz € C, f(z) = f(Re(2).1 + Im(z).i) = Re (2)f(1) + Im

)f(i) car f est R-linéaire et
que (Re(z),Im (z)) € R? et (1,i) € C?. Avec les formules d’EULER, f(z) = Zg

(z
+ (1) + Zz—ff(i) =az+bz

aveca:@+%e Cetb:@—f;) C. Par conséquent, f = fqp et E CF.

(D) : soit f € F, il existe (a,b) € C? tel que Vz € C, f(z) = fqp(z) = az+bz. Pour (z,2/) € C? et (A, n) € R?,
f(Az +uz') = a(Az + uz') + b(Az + uz) = Aaz + paz’ +Abz + ubz’ = A(az + bz) + p(az’ +bz’) = M(z) + pf(2')
donc f est R-linéaire et f € E. Ainsi, F C E.

Par double inclusion, on a bien établi que E =F = {fq,p : z+> az+ bz | (a,b) € C*}.

b. Soit B = (1,i) la base canonique du R-espace vectoriel C, comme f(1) = a + b et f(i) = ai — bi

donc f(1) = (Re(a) + Re(b)).1 + (Im(a) + Im (b)).i et f(i) = (—=Im(a) + Im(b)).1 + (Re(a) — Re(b)).i,
~ (Re(a)+Re(b) —Im(a)+Im(b)
Mat 5 (fa,p) = <Irre1(a) + Irs (b)  Re(a)— Re(b)

c. D’apres la question précédente, xr, , = X? — Tr (fa,0)X + det(fq,p) = X? — 2Re (a)X + |a|? — [b]%. Soit A

> dott Tr (fap) = 2Re (a) et det(fq.p) = |af? — [b]2.

le discriminant de x, ,, comme A = 4Re (a)? — 4(|a]? — |b|?) = 4(|b|? — Im (a)?), on traite trois cas :

Si [b| > [Im (a)| , A > 0 donc x¢, , admet deux racines simples réelles ce qui prouve que fq p est diago-



nalisable sur C considéré comme un R-espace vectoriel.

Si|b| < [Im (a)| , A <0 donc x¢, , admet deux racines simples complexes non réelles (et conjuguées) ce
qui prouve que fq p n’est diagonalisable sur C considéré comme un R-espace vectoriel
car X, , n'est méme pas scindé dans R[X].

Si [b|=[Im(a)] , A =0cetxs,, = (X—Re(a))? donc Sp(fa,p) = {Re(a)}. Or, d’aprés le cours, fqp
est diagonalisable si et seulement si fq,, — Re(a)id ¢z = 0, c’est-a-dire si et seulement

Re (b) —Im (a) + Im (b)

Im (a) + Im (b) —Re (b)
impose Re (b) = Im (a) = Im (b), c’est-a-dire b=0et a € R.

si Mat 5(fq,p) — Re (a)l2 > = 0. Cette condition

Ainsi, fq p est diagonalisable si et seulement si ([b| # [Im(a)| ou (b = 0 et a € R)). Dans ce dernier cas,
fa,0 est ’homothétie de rapport a.
a. Méthode 1 : soit f 'endomorphisme de Rn[X] dont la matrice dans la base canonique de RyJ[A] est

la matrice A. Par définition, f(1) = X, Vk € [1;N — 1], f(x¥) = %Xk—‘ + %Xk“ et F(XN) = xN-1,

N N
Pour P = Y axX* € Ry[X], par linéarité de f, on a f(P) = aof(1) + ( > akf(Xk)> + anf(XN) donc

k=0 k=0

N—1 K K ;N N 1 N=

f(P) = aoX+anXN"T+ 3 ak( X1 N= Xk+‘) == 3 kapX T+ 3 apxM - & Z kap NXK+T
k=1 2N N N = K=0 N =

/
i donne £(P) = 2 4 xp = X2 _xp 4 1=X2p/

ce qui donne f(P) N + N 41 N
0 & 0 0
0 X

Méthode 2 : A7 = . o | se reconnailt aisément, c’est la matrice de 'endomorphisme
: . -1
0 -+ -+ 0 0

/
f1:P— Pﬁ de l'espace E = Ry[X] dans la base canonique B = (1,X,---,XN) car Vk > 1, f1(X¥) = %Xk_].

0 0 e e 0
_ ) .

La matrice A, = | 0 NTA . "+, | est obtenue & partir de A; en échangeant I'ordre des lignes et
: i . 0
0 -+ 0 L 0

des colonnes. Ceci signifie que A; = PA 1P ou P est la matrice qui contient des 1 sur la “seconde” diagonale
et des 0 partout ailleurs : P = (pij)1<i,j<N+1 avec pij = 1 si i+j = N+ 2 et pyj = 0 sinon. Or P

Xka

est la matrice de I’endomorphisme g de E qui envoie X* sur et on constate que 'on a l'expression

g:P— XNP(%). Ainsi, A, est la matrice dans la base canonique B de E de f; = go f; og. Or, pour un
/ n—2
lynéme P € E, il vient f; o g(P :l(xNP(l)) :XN*HD(l)fX—P’(l) i donne finalement
polynéme P € E, il vient f; o g(P) N X X ~ x ) ce qui donne finalemen
2-N 2
12(P) = g((f1 0 9)(P)) = XN (X' NP(x) = X2 (X)) = xP(X) — Xop/(x).
Au final, comme A = A; + Ay =Mat g (f) ot f=f1 +f2 : P— XP + NX P’

b. Cherchons les éléments propres de f.



Analyse : soit un réel A € R et un polynoéme P € E tels que f(P) = AP, on a donc (1 —X?)P’ — N(A — X)P = 0.

La fonction polynomiale P est donc solution de 1’équation différentielle (E) : (1 —t?)y’ = N(A —t)y. Or
A=t _ A+l 1 A1 ]
1—t 2 T+t 2 1t

NQA+1) N =7 . NA+1)
y:t—=oa(l+t)” 2 (1—t)" Z  quisont des fonctions polynomiales non nulles si « # 0 et —

. Ainsi les solutions de (E) (sur 'intervalle | — 1; 1] par exemple) sont les

=k

N(1—2)
2

et = Kk’ sont des entiers naturels avec k + k' = N. Ainsi, il existe k € [[0; N] tel que A = % — 1 est

valeur propre de A associé au vecteur propre Py = (1 + X)*(1 — X)N~*k € Ry[X]. A est bien diagonalisable.

Synthese : pour tout k € [[0;N], posons A, = % —Tlet P = (14+ X0 = X)N=k € Ry[X], les calculs

précédents montrent que f(Px) = AxPx avec Py # 0 donc Ax est une valeur propre de f.

Conclusion : A est diagonalisable car A € Mn41(R) admet N + 1 valeurs propres distinctes, on peut méme

affirmer que tous les sous-espaces propres Ex, (A) sont des droites et Ex, (f) = Vect(Py).

N
De plus, comme A est diagonalisable dans My41(R) donc xa est scindé sur R, on a Tr (A) = > A donc
k=0

N
Tr(A) = > (% - 1) = % X w — (N +1) =0 (ce qu'on savait déja car il n’y a que des 0 sur la
k=0
N
diagonale de A) et det(A) = [] (% - l) donc det(A) = 0 si N = 2p est pair car A, = ?2 —1=0c¢et
k=0 P
N N - _ P . |
det(A) = ] ( Zk —1) = I 2=t gyt T 2LED S (ZP—HIB;H (calcul classique en
k=0 \2p + 1 k=0 2p+1 izo2p+1  2P(2p+1)P" p!

faisant intervenir les termes pairs manquants) si N = 2p + 1 est impair.

a. Soit A € C une valeur propre de M, il existe donc X # 0 € My4,1(C) tel que MX = AX. Par une récurrence
simple, on a Vk € N, M*X = AKX donc (M3 —4M)X = M3X —4MX = A3X — 4AX = (A3 —4A)X = 0 alors que
X # 0 donc P(A) = A% — 4\ = 0 et A est une racine de P.

b. Comme P = X(X? —4) = X(X — 2)(X +2), on a donc Sp(M) C {—2,0,2} d’apres la question précédente.
Comme P est scindé a racines simples sur R et que P est annulateur de M, la matrice M est donc diagonalisable
dans M4 (R). Elle est donc semblable & une matrice D contenant dans sa diagonale les valeurs propres de
M. Mais Tr (M) = Tr (D) = 0 donc la multiplicité de 2 est égale a celle de —2. Il y a donc trois cas :

e Les valeurs propres de M sont 0,0,0,0 donc D =0 et M = 0.

e Les valeurs propres de M sont 0,0,2,—2 donc il existe une matrice inversible P € GL4(R) telle que

M = PDP~ ! avec D = diag(0,0,2, —2).

e Les valeurs propres de M sont 2,2, —2, —2 donc il existe une matrice inversible P € GL4(R) telle que

M = PDP~! avec D = diag(2,2, —2,—2) (et M est alors inversible).

Réciproquement, les matrices évoquées ci-dessus vérifiant bien M € M4 (R) avec M3 —4M = 0 et Tr (M) = 0.



a. Soit A € C une valeur propre de A, il existe X # 0 € My,1(C) tel que AX = AX. Une récurrence simple
montre que Vk € N, A¥X = AKX, Ainsi, (A3 — A2 + A —[)X = 0X = 0 = A3X — A?X + AX + X donc
(A3 =A%+ A+ 1)X =0 et, comme X # 0, on a A> — A2 +A+1=P(A) =0 et A est bien une racine de P.
b. Comme P =X3 = X2+ X—1=(X-1)(X2+1) = (X = 1)(X+1)(X — 1), la question précédente montre que
Sp(A) C {1,i,—i}. Comme P est scindé a racines simples sur C et que P est annulateur de A, la matrice A

est diagonalisable dans M, (C) et on sait qu’alors det(A) = [] A™ ), Posons a = mj(A), b = mi(A)
AESP(A)
et c = m_i(A). Comme —i est le conjugué de i et que A est une matrice réelle, on sait d’apres le cours que

b =c. On a donc det(A) = 19i?(—1)¢ =1 car i(—i) = 1.

De méme, comme A est diagonalisable dans Mn(C),onaTr (A) = Y. ma(A)A=axT1+bx(i)+bx(—i)
AESP(A)

car b=cdonc Tr (A)=a€ N.
a. Comme XI3 — A est triangulaire inférieure, on a xa = det(XI3 — A) = (X — 1)(X — 4)(X — 9) donc
Sp(A) = {1,4,9} car les valeurs propres de A sont les racines de son polynéme caractéristique.

Comme xa est scindé & racines simples sur R, on sait qu’alors A est diagonalisable dans M3(R) et que ses

0 0 0
sous-espaces propres sont des droites. Or A —I3 = [ 3 3 0 | et on constate que Eq(A) = Vect(vy) avec
5 5 8
1 -3 0 0 0
vi=| —-1]. Deméme A—4I3=| 3 0 0 | et on a clairement E4(A) = Vect(v2) avec v = | 1
0 5 5 5 -1
-8 0 0 0
Enfin, A —9I3 =| 3 —5 0 | et on voit que E9(A) = Vect(v3) avec v3 = | 0 |. Ainsi, A = PDP~! avec
5 5 0 1
1 0 0 1T 0 0
P=|-1 1 0| etD=diag(1,49)=1{0 4 o0]|.
0o -1 1 0 0 9
b. Si M € M3(R) vérifie M? = A, alors MA = M3 = AM donc, comme A et M commutent, on sait

d’apres le cours que les sous-espaces propres de A sont stables par M. Ainsi, comme v; € E;j(A), on a
Mvy € E1(A) = Vect(vy) donc il existe A1 € R tel que Mv; = Ajvq ce qui fait de vi un vecteur propre de M

aussi. De méme, v, et vz sont aussi des vecteurs propres de M associés respectivement aux valeurs propres

Ao 00
A2 et A3. Ainsi, on a M = PD'P~! avec D’ = diag(A1,A2,A3) = | 0 A2 0 | donc M est diagonalisable.
0 0 A3

c. Analyse : si M € M3(R) vérifie M? = A, on a vu a la question précédente que P~'MP = diag(A1,A2,A3)
avec (A1,A2,A3) € R3 donc P~"M?P = diag(A],A3,A%) = P~TAP = D = diag(1,4,9) d’aprés b. donc A7 =1,
A3 =4 et A3 =9 en identifiant. Ainsi, M = P diag(&1,4£2+3)P~".

Synthese : si M = P diag(£1,42 +3)P~! € M3(R), on a clairement M? = P diag(1,49)P~! = PDP~! = A.
Comme ¢ : M +— PMP~! est un automorphisme de M3(R) et que les 8 matrices diag(41,+2,43) sont

distinctes, il existe exactement 8 matrices M qui vérifient M € M3(R) telles que M? = A et ce sont les

matrices P diag(#1,42,43)P~!. On peut les expliciter avec P~ = | 1 mais est-ce bien nécessaire 7

1

—_ — o
— O O



a. Déja f est bien un endomorphisme de E car on sait d’apres le cours qu’une application linéaire de E dans
F est entierement caractérisée par les images par f des vecteurs d’une base de E, ici la base B.

n
Soit x = > xie; un vecteur de E et A € K. On cherche les éléments propres de f avec la suite d’équivalences
n n

i=1
n n n

f(x) = Ax <= Y xif(ei) =AY xiei < ( > xiei) +su = Y (Axi)ei en posant s = Y x; ce qui s’écrit
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

1= = =
aussi f(x) = Ax <= (Vi € [1;n], xi +s = Axq) en identifiant les coordonnées sur la base B. Deux cas :

n n n
e SiA=1,0nadonc f(x) =x <= Y xi =0 donc, en posant H = {x: doxiei | Ylxi :0} qui est
i i=1 i=1

i=1

n n
un hyperplan de E car ¢ : > xiei — Y. xi est une forme linéaire non nulle sur E (car f(u) = n #0)

i=1 i=1

et que H = Ker(¢), on a E;(f) = H donc 1 est valeur propre de f car n > 2 donc dim(H) =n—1 > 1.

e Si A # 1, 0on adonc f(x) = M <= (Vi € [I;n], xi = X S 1) = x = )\%u. Les seuls autres

vecteurs propres de f, a part les vecteurs non nuls de H vus ci-dessus, sont donc des vecteurs de la

forme ou avec a # 0. Or f(u) = i fei) = ( i ei> +nu = (n+1)udonc il n’y a qu'une autre valeur
propre a part 1 et c’est n + 1 avtlez]EnJr] () :1\=/;ct(u) d’apres ce qui précede.

b. Comme dim(E;(f)) + dim(En+1(f)) = n = dim(E) et que Ej(f)et Eny1(f) sont en somme directe, on

E = E1(f) © Enyq(f) donc f est diagonalisable avec Sp() = {I,n+1} et xf = (X =)' (X —n —1).

Comme x est scindé sur K, on sait d’apres le cours que det(f) = J] A™) =n 41 et qu'on a aussi
AESP(f)
Trf)= > ma(A=mn—-1)x1+1x(n+1)=2n
AESP(f)



