DEVOIR 10 : REDUCTION

PSI 1 2025-2026 mardi 18 novembre 2025

QCM

Eléments propres d’un endomorphisme : soit E un C-espace vectoriel et u € L(E), (\,u) € C? avec A # u et
xa € Ea(u) et x,, € Ey(u)

(xA,xy) est une famille libre XA + x,, est un vecteur propre de u = x)\ = O ou x, = O
Ex(u) et E(u) sont en somme directe xa + xy est un vecteur propre de u <= x) = Og ou x,, = O

Eléments propres d’un endomorphisme : soit E un C-espace vectoriel, (u,v) € L(E)? tel que uov =vou,
A€ Cet Ex(u) =Ker(u—Aidg)

Ea(u) est stable par v A€ Sp(u) <= A% € Sp(u?)

Ex(u) est stable par u A € Sp(u) = A% € Sp(u?)
Polynéme caractéristique : soit E un R-espace vectoriel de dimension n, u € £L(E), A € R

Sp(w) # 0 € GL(E) <= xu(0) #0

A€ Sp(u) <= xu(A) =0 trlw) = > Ama(w)

AESP(u)

Polynéme caractéristique : soit n > 2 et (A,B) € My (C)?

A et B semblables <— xa = xB A et B équivalentes — xa = XB

A et B semblables = xao = xB det(A) = xa(0)

Enoncé | Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Soit A € K une valeur propre de u et
ma(u) son ordre de multiplicité algébrique. Donner deux inégalités concernant dim(Ex(u)).

Soit E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E. Soit un scalaire A € K, donner une

condition suffisante sur A pour que Ex(u) C Im(u). Montrer cette inclusion dans ce cas.
Soit n € N* et A € My, (C). On définit 'endomorphisme u : My (C) — M;, (C) par u(M) = AM.

a. Soit A € Cet X # 0 € My, 1(C) tel que AX = AX.

On définit la matrice M dont toutes les colonnes valent la colonne X. Calculer u(M).
b. Soit A € C et M # 0 € M (C) tel que u(M) = AM.

Soit j € [1;n] et Cj la j-ieme colonne de la matrice M. Que vaut ACj ?

c. Conclure concernant Sp(u) et Sp(A).
1 1

1
[Exercice 2| Soit A= [1 0 0] ens(R).

1 0 0
a. Calculer xa (X). En déduire Sp(A).

b. Déterminer une base de R3 composée de vecteurs propres de A.



| DEVOIR 10 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé
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Exercice 1



Exercice 2
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i-5 1 4 | Fautes

1

X
XX | X | XN
=

2
3
4

1.1 Faux : on peut avoir x, = Og ou x,, = Og 1.2 Vrai : du cours, et ceci méme si A ou p est nul car alors
Ex(u) = {0} ou Ep(u) = {0} 1.3 Vrai: sixp # O et x, # O, alors (xa,x,) est libre donc si x» + x,, est
un vecteur propre, u(x + xu) = o(xa + xp) = Axp + pxy donc (o0 — A)xp + (¢ — p)x, = O donc A = p = «
est impossible 1.4 Faux : si on a x) = x,, = 0, Og n’est pas un vecteur propre.

2.1 Vrai: cours 2.2 Vrai: car u commute avec u 2.3 Faux: (—1)2 = 1 est valeur propre de idZ mais —1 n’est
pas valeur propre de idg 2.4 Vrai : si u(x) = Ax avec x # O, alors u?(x) = u(u(x)) = u(Ax) = Au(x) = A%x.
3.1 Faux : si u est la rotation d’angle n/2 dans le plan R? par exemple 3.2 Vrai : cours 3.3 Vrai :
xu(0) = det(—u) = (—1)"det(u) 3.4 Faux : il manque les valeurs propres complexes de la matrice de w.
4.1 Faux : A =1, et B =1, +En 1 vérifient xa =xg = (X—1)™ 4.2 Vrai: cours 4.3 Faux : I et 2I, sont
équivalentes car 21, = (2I,)In(In) "' et xa = (X = 1)™ # (X —2)™ = xp 4.4 Faux : det(A) = (—=1)"xa(0).

Enoncé | Soit E de dimension finie et u € £(E), si A est valeur propre de u, on a 1 < dim(Ex(u)) < ma(w).

Il suffit que A # 0 pour qu'on ait Ex(u) C Im(u). En effet, soit A € K* et x € Ej(u), par définition

on a u(x) = Ax donc x = % = u(%) € Im(u). Ainsi, on a bien Ex(u) C Im(u) si A # 0.

a. Avec ces notations, u(M) = AM = A(X X+-- X) = (AX AX:-+ AX) = (AX AX---AX) = AM.

Comme M # 0 car X # 0, on en déduit que A est une valeur propre de u si A € Sp(A).
b. Avec ces notations, en identifiant les colonnes j des matrices u(M) et AM, on trouve ACj = ACj. Comme
il existe j € [1;n] tel que Cj # 0 car M # 0, on en déduit que A est une valeur propre de A si A € Sp(u).
c. Par double inclusion, on a établi Sp(A) = Sp(u).
X—1 -1 -1 ’ 1
—1 X

-1 0 X
selon L3. Les racines de xa = X(X + 1)(X — 2) étant les valeurs propres de A, Sp(A) = {0,2,—1}.

-1 -1
X 0

+X ’ ’ = X3 — X? — 2X en développant

b. Les trois valeurs propres sont distinctes donc les trois sous-espaces propres sont des droites. Comme ils
sont en somme directe, A est diagonalisable. On résout les systemes AX = 0, AX = 2X et AX = —X pour
trouver trois vecteurs propres associés & 0, 2, —1,resp. Vi = (01 — DT, Vo, =21 1) et V3 = (=11 1)".

La famille (V4, V2, V3) est libre (3 valeurs propres distinctes) donc c’est une base de R3.



