DEVOIR 09 : PROBABILITES

PSI 1 2025-2026 mercredi 12 novembre 2025

QCM

Tribu et probabilité : soit (£, A, P) un espace probabilisé, 1 un ensemble et (A;)ic1 une famille d’événements,

A et B deux événements tels que B # A

A ={0,A,A,Q} est possible P(ANB) = P(A) <= B C A
ﬂ Aj est un événement (il est dans A) (ACBet P(A)=1)= P(B) =1
iel
Continuité et sous-additivité : soit (€, A, P) un espace probabilisé et (An)nen une suite d’événements quel-
conques
“+oo n “+oo +o00 -
([ ) - (A1) (Fia) 21— 5 e
n=0 k=0 n=0
+00 Foo +o0
P(JAn) = tim P(Aw) P(JAn) = 3 P(AW)
n=0 notee n=0 n=0

Conditionnement : soit (Q, A, P) un espace probabilisé, A, B, C trois événements tels que P(A NB) > 0 et un

systéme complet d’événements (An)nen

P(B) = 3 Po(An)P(An) Pa(s) = FeEE)
n=0
P(ANBNC) = P(A)Pa(B)Pang(C) PA(B)=0<=ANB =10

Conditionnement : soit (Q, A, P) un espace probabilisé, A, B deux événements tels que P(A) = 1 et un systéme

complet d’événements (An)nen=. On pose Bo =B et, pourn > 1, By =BNA,
—+o0
P(B) = 5. Pa, (B)P(A,) ((AnNB)), o est un SQCE
n=1
(B“)nEN est un SCE (AnnN A))neN* est un SQCE

Définition | Soit © un ensemble et A une tribu sur Q, donner les deux axiomes d’une probabilité P sur (€, A).

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et (A,B) € A.

Montrer que si A et B sont indépendants, alors A et B le sont aussi.

Exercice 1 | On a dans une urne 16 boules numérotées de 1 & 16. On tire successivement 3 boules sans remise

dans cette urne. Les tirages sont indépendants et équiprobables.
a. Quelle est la probabilité de A = “le produit des numéros des boules est pair”.
b. Quelle est la probabilité de B = “la somme des numéros des boules est égale a 10”.
c. Quelle est la probabilité de C = “les trois boules tirées ont pour numéro un nombre premier”

On considére une piece équilibrée (une chance sur deux de faire pile - ou face). On effectue un

nombre indéfini de lancers de cette piece. On note I’évenement F,, = “au n-ieme lancer on tombe sur face”
pour tout entier n > 1. On note ’événement S;; = “on tombe sur face la premieére fois au n-ieme lancer et
—+o0
les n suivants sont aussi des faces”. On note I’évenement S = U Sh.
n=1
a. Montrer que I’évenement F = “on tombe sur face au moins une fois” est presque str. On pourra utiliser
I’événement D,, = “les n premiers lancers sont des pile”.

b. Calculer P(S). Indication : calculer la probabilité d’un évenement S,.
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Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Preuve

Exercice 1



Exercice 2
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i-j | 1] 2] 3|4 | Fautes
1 X X
2
3
4 X |X X

1.1 Vrai : on doit avoir A € A puisque A € A 1.2 Faux : c¢a ne marche que si la famille d’indices est
dénombrable 1.3 Faux: P(A) = P(ANB)+ P(A\B) donc P(ANB) = P(A) <= A\ B est négligeable 1.4
Vrai: 1= P(A) < P(B) < P(Q) =1 donc P(B) =

2.1 Vrai : continuité décroissante 2.2 Faux : A7 = Q et Vn > 1, Ay = () par exemple 2.3 Vrai :

—+o0 —+oo —+o0 +o0
]P’( ﬂ An) =1- IP’( U A7n) et ]P’( U K) < Y. P(A,) par sous-additivité 2.4 Faux : la c-additivité
n=0

est vraie s’ils sont incompatibles deux a deux.
+oo
3.1 Faux : les probabilités totales c’est P(B) = > P(B|An)P(An) 3.2 Vrai: probabilités composées

3.3 Vrai : formule de BAYES 3.4 Faux : ANB Te‘;s_tojuste négligeable.
4.1 Vrai : formule des probabilités totales 4.2 Vrai: Q = B LB et, par distributivité de N par rapport a U,
B=BNQ=BN ( |_| ATL) = |_| (BNA,) 4.3 Faux: |_| (An NB) = B non presque sir en général 4.4
ne N+ ne N ne N
Vrai : les Ay N A sont incompatibles deux & deux et |_| (An NA) = A est presque slr par hypothese.
ne N*

Soit A une tribu sur un ensemble 2, une probabilité sur (€2,.A4) est P: A — [0;1] telle que :

e P(Q2) =1 (I’événement certain a une probabilité maximale de 1).
+oo

o V(An)nen € AN suite d’éveénements 2 & 2 incompatibles, P ( U > Z P(A,) (o-additivité).

OnaB = (ANB)U(ANB) (réunion disjointe) donc P(B) = IP’(AOB)—}— IE”(AOB) Mais par hypothese
d’indépendance des événements A et B, on a aussi P(A NB) = P(A)P(B) ce qui donne le calcul suivant,
]P’(KHB) P(B) — P(A)P(B) = (1 — P(A))P(B) = P(A)P(B). Ainsi, A et B sont donc indépendants.

Q est ensemble des 3-arrangements de [1;16], card (2) = 16 x 15 x 14, A = P(Q) et P est

uniforme. On aurait aussi pu prendre les 3-parties de [1;16] 31x fois moins nombreuses.

_ = / . . _ 8 _ 876 _ - _ 9
a. P(A) =1— P(A). Il y a 8 numéros impairs donc P(A) = FE ATV ﬁ Ainsi P(A) = 0
b. 10 =7+2+1=6+3+1=5+4-+1=5+3+2. Avec les ordres des boules : P(B) = 2+ = 24 _ 1
+241=6+3+1=5+4+1=5+3+2. Av rdr u (B) A= Teasi = D
3
c. Il y a 6 nombres premiers entre 1 et 16 donc P(C) = ;\—?66 = ]66.'15;114 = 2]78 i
a. Notons D;, = "que des piles dans les n premiers lancers”. Alors F = ﬂ D,, et cette suite
n=1
(Dn)n>1 est décroissante. Or Dy, = F; N--- N Fy donc P(Dy) = 2]—,1 par indépendance mutuelle. Par
continuité décroissante, on obtient P(F) = lim P(Dy,) =0 donc P(F) =

n—-+oo

“+ o0
b. Comme les évenements Sy, sont deux a deux incompatibles, par c-additivité, P(S) = >  P(Sy). Mais

Shn=F1N---NFh_1NFyN---Fayy done P(Sy) = ZZL” par indépendance mutuelle (succession PP ---PFF---F:

n — 1 piles et n + 1 faces). Ainsi, P(S) = 1y ] =1

471 -(0/4) 3



