
SOLUTIONS EXERCICES CORRIGÉS 5
RÉDUCTION
� �
5.1 Éléments propres� �

� �
5.1� �E0(u) = Ker(u− 0.id E) = Ker(u) = {0E} car u injectif. Ainsi : 0 n’est pas une valeur propre de u.

Si λ ∈ Sp(u−1), il existe x ∈ E avec x ̸= 0E tel que u−1(x) = λx.

On compose par u pour avoir x = λu(x) par linéarité de u donc u(x) = 1

λ
x et x ̸= 0E donc 1

λ
∈ Sp(u).

Par symétrie, on montre la seconde inclusion et on a bien Sp(u−1) =
(
Sp(u)

)−1
.� �

5.2� �On calcule le polynôme caractéristique de A (donc de u canoniquement associé à A) et on trouve −1, 2 et

a + 5 comme valeurs propres. On a A = PDP−1 avec D = diag(−1, 2, a + 5) et P =

−3 1 1

3 −5 −1
1 1 1

 en

cherchant les sous-espaces propres (v1 = (−3, 3, 1), v2 = (1,−5, 1) et v3 = (1,−1, 1)). Reste à considérer les
cas a /∈ {−6,−3} et a = −6 et a = −3.
• Si a /∈ {−6,−3} alors les trois valeurs propres sont distinctes, si F est un sous-espace stable, alors uF
est diagonalisable car u l’est et les valeurs propres de uF sont parmi celles de u car χuF

divise χu. Alors
F est engendré par des vecteurs propres de uF donc de u et on a comme sous-espaces stables F : {0E},
D1 = Vect(v1), D2 = Vect(v2), D3 = Vect(v3), P1 = Vect(v2, v3), P2 = Vect(v1, v3), P3 = Vect(v1, v2) et R3

• Si a = −6 : en plus on trouve toutes les droites D = Vect(v1 + λv3) avec λ ̸= 0 (car E−1 = Vect(v1, v3)) et
les plans P = Vect(v2, v1 + λv3) avec λ ̸= 0.

• Si a = −3 : même chose en échangeant les vecteurs v1 et v2.� �
5.3� �On traite trois cas :

• Si (A, B, C) est liée : il existe (a, b, c) ∈ R3, (a, b, c) ̸= (0, 0, 0) tel que aA + bB + cC = 0 qui admet une
valeur propre double : 0.

• Si (A, B, C) est libre et I2 ∈ Vect(A, B, C) alors il existe (a, b, c) ∈ R3, (a, b, c) ̸= (0, 0, 0) tel que l’on ait
aA+ bB+ cC = I2 qui admet une valeur propre double : 1.

• Si (A, B, C) est libre et I2 /∈ Vect(A, B, C) alors comme dim
(
M2(C)

)
= 4, (A, B, C, I2) est une base de

M2(C) donc il existe (a, b, c, d) ∈ R3, (a, b, c, d) ̸= (0, 0, 0, 0) tel que aA + bB + cC + dI2 =

(
0 1

0 0

)
et

aA+bB+cC =

(
−d 1

0 −d

)
avec (a, b, c) ̸= (0, 0, 0) et cette matrice admet comme valeur propre double −d.� �

5.4� �a. g est continue sur R+ car lim
x→0

g(x) = F′(0) = f(0) où F(x) =
∫ x

0
f(t)dt donc g ∈ E ; la linéarité est claire. Si

λ ∈ R et u(f) = λf avec f ∈ E non nulle, alors en dérivant f est solution de l’équation (E) : λxy′+(λ−1)y = 0

donc f(x) = αx
1−λ
λ et la continuité en 0 impose λ ∈]0; 1]. Ainsi : Sp(u) =]0; 1].

b. Ce sous-espace Rn[X] (abus de notation) est stable et de dimension finie. Comme u(Xk) = 1

k+ 1
Xk, uF

est diagonalisable (n+ 1 valeurs propres distinctes).
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� �
5.5� �Si λ ∈ R et f ∈ E telle que T(f) = λf⇐⇒ ∀x ∈ R+, f(x+ 1) = λf(x), alors en notant ℓ = lim

x→+∞
f(x), ℓ = λℓ.

• Si ℓ ̸= 0 alors λ = 1 et f constante égale à 1 convient donc 1 est valeur propre.
• Si ℓ = 0, soit a ∈ R+ tel que f(a) ̸= 0, alors f(a+n) = λnf(a) donc en passant à la limite lim

n→+∞
λnf(a) = 0

donc λ ∈] − 1; 1[. Réciproquement si λ ∈] − 1; 1[, si on se donne φ : [0; 1] → R continue non nulle vérifiant
φ(1) = λφ(0) (affine par exemple), et qu’on construit f : R+ → R prolongeant φ et vérifiant la relation
∀x > 0, f(x+ 1) = λf(x) (c’est possible avec f(x+n) = λnφ(x) si x ∈ [0; 1] et n ∈ N), alors f ∈ E et T(f) = λf.
Par conséquent : Sp(T) =]− 1; 1].� �

5.6� �Tout d’abord g : t 7→ f(t)
t

est continue sur R+ car f est dérivable en 0 et T(f) est donc dérivable et T(f)′ = g.

T est donc bien un endomorphisme de E. Soit λ ∈ R et f ∈ E non nulle tels que T(f) = λf, alors en dérivant
on obtient : ∀x > 0, f(x) = λf′(x) et on doit avoir λ ̸= 0 car f n’est pas nulle. f est donc solution de

(E) : y′ = 1

λx
y donc ∀x > 0, f(x) = αx

1
λ et la continuité en 0 impose λ ∈]0; 1]. Sp(T) =]0; 1].� �

5.7� �a. Comme f ∈ E est de classe C∞, u(f) l’est aussi par composition. De plus, u est clairement linéaire. Soit

φ : x 7→ px+ q, l’application φ est bijective de R dans R et on a facilement ∀y ∈ R, φ−1(y) = y− q
p

.

Enfin, si (f, g) ∈ E2, u(f) = g ⇐⇒ f ◦ φ = g ⇐⇒ f = g ◦ φ−1 donc u est bien un automorphisme de E car

toute fonction g de E admet un unique antécédent f de E par u.

Soit λ ∈ R une valeur propre de f, par définition, il existe f ∈ E tels que u(f) = f ◦ φ = λf et f ̸= 0.

Par une récurrence simple, ∀n ∈ N, f ◦ φn = λnf. Si x ∈ R, on a φ(x) = px + 1 − p = p(x − 1) + 1,

φ2(x) = p
(
(p(x − 1) + 1) − 1

)
+ 1 = p2(x − 1) + 1 et, à nouveau, ∀x ∈ R, ∀n ∈ N, φn(x) = pn(x − 1) + 1

par une récurrence simple. Ainsi, ∀x ∈ R, ∀n ∈ N, f
(
pn(x − 1) + 1

)
= λnf(x). Pour x ∈ R fixé, si

on fait tendre n vers +∞, comme |p| < 1, on a lim
n→+∞

pn = 0 donc, par continuité de f en 1, on obtient

lim
n→+∞

f(pn(x− 1) + 1) = lim
n→+∞

λnf(x) = f(1). Pour un réel x tel que f(x) ̸= 0 (il en existe car f ̸= 0), on a

donc la convergence de (λn)n∈N, ce qui impose λ ∈]− 1; 1].

b. Si f est un vecteur propre de u, alors f ̸= 0 et il existe λ ∈]−1; 1] tel que u(f) = λf. Ainsi, u(f) = f◦φ = λf

donc, en dérivant k fois (toutes les fonctions sont de classe C∞), on a ∀k ∈ N,
(
u(f)

)(k)
= λf(k) d’où

∀k ∈ N, pkf(k) ◦ φ = λf(k) par récurrence car φ′(x) = p. Ainsi, u(f(k)) = λ

pk
f(k) car p ̸= 0. Si f(k) est non

nulle, cette relation montre que f(k) est un vecteur propre de u associé à la valeur propre λ

pk
. Mais comme∣∣∣ λ

pk

∣∣∣ > 1 si k assez grand car |p| < 1, la question b. prouve que c’est absurde. Ainsi, ∃k ∈ N, f(k) = 0.

c. Si λ valeur propre, f vecteur propre de u associé à λ, on sait d’après c. qu’il existe k ∈ N tel que f(k) = 0

donc que f est une fonction polynomiale (de degré inférieur ou égal à k − 1). En notant n = deg(f) ∈ N

et en écrivant f(x) = anx
n + · · · avec an = dom(f) ̸= 0, on obtient pnan = λan en identifiant le terme

en xn dans la relation u(f) = λf. Ainsi, comme an ̸= 0, on a λ = pn. Comme on a vu en c. que

∀k ∈ N, f(k) ◦ φ = λ

pk
f(k) = pn−kf(k), si on évalue en 1 sachant que φ(1) = p + q = 1, on obtient

∀k ∈ N, f(k)(1) = pn−kf(k)(1). Comme pn−k ̸= 1 dès que k ̸= n, on en déduit ∀k ̸= n, f(k)(1) = 0. En

particulier, ∀k ∈ [[0;n − 1]], f(k)(1) = 0 donc, d’après la formule de Taylor sur les polynômes, comme

deg(f) = n, on a f(x) =
n∑

k=0

f(k)(1)
k!

(x− 1)k = an(x− 1)n.

On a montré que Sp(u) = {pn | n ∈ N} et ∀n ∈ N, Epn(u) = Vect(fn) est une droite où fn : x 7→ (x− 1)n.
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� �
5.8� �A = Mat can(f) où f(e1) = α1e2p, · · · , f(ep) = αpep+1, f(ep+1) = αpep, · · · , f(e2p) = α1e1.

Dans B = (e1, e2p, e2, e2p−1, · · · , ep, ep+1) la matrice de f est B composée de blocs diagonaux

(
0 αk

αk 0

)
donc χA = χB =

p∏
k=1

(X2 − α2
k) car A et B sont semblables.� �

5.9� �a. On factorise par ak dans la ligne k et on retranche ensuite la ligne k à toutes les autres lignes :

P(ak) = ak
∏
j̸=k

(ak − aj). P = χ−A(X) donc P est de degré n et unitaire car χA = (−1)nXn + · · ·.

b.
P(X)

n∏
k=1

(X− ak)
= 1 +

n∑
k=1

αk

X− ak
(R) car la partie entière de cette fraction rationnelle vaut 1 d’après la

question a.. Pour k ∈ [[1;n]], αk s’obtient en multipliant la relation (R) par (X− ak) et en prenant la valeur

en ak ; grâce à la question a., on trouve αk = ak.

c. Si 1 est un ak, P(1) = P(ak) avec a.. Sinon, avec x = 1, det(A+In) = P(1) =
(
1+

n∑
k=1

ak
1− ak

) n∏
k=1

(1−ak)

avec b.. det(A) = P(0) =
(
1+

n∑
k=1

ak
− ak

) n∏
k=1

(−ak) = (−1)n−1(n− 1)
n∏

k=1

ak.� �
5.10� �On trouve χA = −X(X − 2)2, puis E0(A) = Vect

(
(−1,−1, 1)

)
et E2(A) = Vect

(
(2, 1, 0), (3, 0, 2)

)
donc A est

diagonalisable et A = PDP−1 avec P =

−1 2 3

−1 1 0

1 0 2

 et D = diag(0, 2, 2).

� �
5.11� �a. Notons F =

{
u ∈ E∗ | u(H) = {0}

}
alors F est clairement un sous-espace vectoriel de E∗. Soit v ̸= 0E tel

que v /∈ H, alors E = H ⊕ Vect(v) et l’application φ ∈ F est entièrement caractérisée par φ(v) ; on montre
que θ : F→ R définie par θ(φ) = φ(v) est un isomorphisme donc dim(F) = n− 1.
b. H a pour équation u(x) = 0 avec u ∈ E∗. Si H est stable par f, alors ∀x ∈ H, u(f(x)) = 0 donc u ◦ f ∈ F
or u non nulle donc c’est une base de F (d’après a.) et ainsi u ◦ f est colinéaire à u. La réciproque est claire.

c. On a
(
H stable par f

)
⇐⇒

(
∃λ ∈ R, LA = λL

)
⇐⇒

(
tL vecteur propre de tA

)
en passant à la transposée

cette équation et car L n’est pas nul.

d. Les valeurs propres de tA sont celles de A : après calculs Sp(A) = {1, 2,−1} avec des vecteurs propres
(−1,−1, 1), (0, 1, 1) et (−1, 0, 1) ; les plans stables sont P1 : x+ y− z = 0, P2 : y+ z = 0 et P3 : x− z = 0.� �

5.12� �• Si λ valeur propre de A, alors il existe une colonne non nulle X telle que AX = λX et si on construit la

matrice M ∈ Mn(R) avec toutes les colonnes qui valent X, on a u(M) = AM = λM donc λ est valeur propre
de u.

• Si λ est une valeur propre de u, il existe une matrice non nulle M telle que AM = λM et toute colonne non
nulle de M est une colonne propre pour A associée à la valeur propre λ.

• Sp(A) = Sp(u) et si λ est une valeur propre de u (donc de A), on a Eλ(u) isomorphe à
(
Eλ(A)

)n
d’après

ce qui précède (choix de n colonnes qui sont des vecteurs propres pour A) : dim
(
Eλ(u)

)
= ndim

(
Eλ(A)

)
et

qui fait que A est diagonalisable si et seulement si u l’est (avec la somme des dimensions des sous-espaces
propres qui donne la dimension de l’espace de départ).� �

5.13� �• Soit f canoniquement associé à A ; rang (A) = 2 donc dim
(
E0(A)

)
= n − 2 et m0(A) > n − 2 ; comme

An ̸= 0, A n’est pas nilpotente donc n’a pas (d’après Cayley-Hamilton) que 0 comme valeur propre) ainsi,
comme χA est scindé dans C[X], on a χA = (−1)nXn−2(X− λ1)(X− λ2) avec Tr (A) = λ1 + λ2 = 0 et λ1 ̸= 0

et λ2 = −λ1 ̸= 0 donc A est diagonalisable car dim
(
Eλ1

(A)
)
= 1 et dim

(
Eλ1

(A)
)
= 1.

• Autre méthode : comme A est complexe, A est trigonalisable et donc semblable à une matrice T triangulaire
supérieure avec n − 2 fois 0 sur la diagonale (car rang (A) = n − 2) puis λ1 et λ2 avec λ1 + λ2 = 0 et
(λ1, λ2) ̸= (0, 0) sinon A serait nilpotente ; λ1 et −λ1 sont valeurs propres simples de A et A est diagonalisable.
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� �
5.14� �a. Prendre n = 1 et B = (i) pour répondre par la négative.

b. Le polynôme caractéristique de A =

(
b b2

b2 −b

)
est X2 − b2(1 + b2) donc A est diagonalisable si et

seulement si b ̸= ±i (traiter les cas : b = 0 alors A = 0 ; b /∈ {0, i,−i} alors deux valeurs propres distinctes
et b = ±i alors A2 = 0 alors que A non nulle).

Plus généralement, A semblable (en réorganisant les lignes et les colonnes, à une matrice avec n blocs

diagonaux

(
λk λ2k
λ2k −λk

)
où les λk sont les termes diagonaux de B. Ainsi, d’après le cas n = 1, on montre (car

si u est diagonalisable et F stable par u alors uF l’est aussi) que : A est diagonalisable⇐⇒ Sp(B)∩{i,−i} = ∅.

c. Si B = PDP−1 diagonalisable,

(
P−1 0

0 P

)(
B B2

B2 −B

)(
P−1 0

0 P

)
=

(
D D2

D2 −D

)
puis la question b..� �

5.15� �a. En développant selon la première colonne le déterminant χJ(x), on trouve χJ = (−1)n(Xn − 1) donc par

les valeurs propres de J sont les n racines n-ièmes de l’unité et elles sont toutes simples ce qui fait que J est

diagonalisable. J est donc semblable à diag(1,ω, · · · , ωn−1) où ω = exp
(
2iπ

n

)
.

b. Comme A = a0In+a1J+ · · ·+an−1Jn−1, A est semblable à diag
(n−1∑

k=0

ak,
n−1∑
k=0

akω
k, · · · ,

n−1∑
k=0

akω
(n−1)k

)
donc on a det(A) =

n−1∏
j=0

n−1∑
k=0

akω
jk (c’est extrêmement classique).� �

5.16� �P = X3−X2−4X+4 = (X−1)(X2−4) = (X−1)(X+2)(X−2) est annulateur de A donc Sp(A) ⊂ {−1, 2,−2}.

Comme P(0) ̸= 0, A est inversible. Comme A
(
1

4

(
A− 4In − A2

))
= In, on a A−1 = 1

4

(
A− 4In − A2

)
.

� �
5.2 Diagonalisation� �� �

5.17� �a. u ◦ up−1 = up−1 ◦ u = id E donc u est un automorphisme de E et u−1 = up−1. Les valeurs propres

complexes de A sont les racines p-ièmes de l’unité parmi lesquelles seules 1 et −1 sont réelles. Donc (u est
diagonalisable)⇐⇒ u2 = id E ⇐⇒ (u est une symétrie).

b. Comme A ∈ M3(Z), on a χu(X) ∈ Z[X] qui est de degré 3 donc qui possède au moins une racine réelle qui
ne peut valoir que ε = ±1. Ainsi χu(X) = (ε− X)(X2 + aX+ b) avec (a, b) ∈ Z2. Mais A est diagonalisable
car annule Xp−1 scindé à racines simples donc les valeurs propres de A sont des racines p-ièmes de l’unité et
χA(X) = χu(X) = (ε− X)(X− α)(X− β) avec (α, β) ∈ U2

p donc a = −(α+ β) ∈ [[−2; 2]] et b = αβ ∈ {−1, 1}.
c. On ne peut donc avoir que χu(X) = (ε − X)(X2 − 2X + 1) ou (ε − X)(X2 − X + 1) ou (ε − X)(X2 + 1) ou
(ε−X)(X2 +X+ 1) ou (ε−X)(X2 + 2X+ 1) ou (ε−X)(X2− 1). Les racines de ses polynômes sont des racines
seconde, troisième, quatrième, sixième de l’unité donc χu divise X12 − 1 et on a donc u12 = id E.� �

5.18� �a. On peut prendre le fameux carré magique :

 4 3 8

9 5 1

2 7 6

.

b. Si A ∈ Xn(R), on constate que AJn = JnA = sn(A)Jn. Réciproquement, AJn =
(
li(A)

)
16i,j6n

et

JnA =
(
cj(A)

)
16i,j6n

, si AJn = JnA : A ∈ Xn(R). On conclut par double inclusion.

c. Classique sur la sous-algèbre. On a ABJn = sn(AB)Jn = A(BJn) = sn(B)AJn = sn(B)sn(A)Jn si

(A, B) ∈ Xn(R)2 donc sn(AB) = sn(A)sn(B) ; le fait que sn est linéaire est clair. De plus sn(In) = 1.

d. Pour Jn : E0 = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | x1 + · · · + xn = 0} et En = Vect
(
(1, · · · , 1)

)
donc Jn est semblable

à nEn,n, dont le commutant contient les matrices de la forme

(
A 0

0 a

)
avec A ∈ Mn−1(R) et a ∈ R, ainsi

dim
(
Xn(R)

)
= (n − 1)2 + 1. X0

n(R) = Ker(sn) où sn est une forme linéaire non nulle donc X0
n(R) est un

hyperplan de Xn(R) : par conséquent dim
(
X0
n(R)

)
= (n− 1)2.
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� �
5.19� �a. Pour m ∈ R, on calcule χAm

(X) = −X(1− X)2. Am est donc diagonalisable si et seulement si E1 est un

plan. Or Am − I3 =

 −1 0 0

−m −m m

−m− 1 −m m

 est de rang 1 si et seulement si m = 0.

b. A0 =

 0 0 0

0 1 0

−1 0 1

. u0 est un projecteur, c’est la projection sur Vect(e2, e3) parallèlement à Vect(e1+e3).

� �
5.20� �a. On trouve A3

n = A2 + (n − 1)A. Le polynôme P = X3 − X2 − (n − 1)X = X
(
X2 − X − (n − 1)

)
et le

discriminant de X2−X− (n− 1) est ∆n = 4n− 3 > 0 et 0 n’est pas racine de X2−X− (n− 1). Ce polynôme
P est scindé à racines simples et annulateur de An donc An est diagonalisable. Ou alors An est symétrique
réelle !

b. Il est clair que rang (An) = 2 et P = X
(
X− αn

)(
X− βn

)
avec αn = 1+

√
4n− 3
2

et βn = 1−
√
4n− 3
2

.

Comme An est diagonalisable, si αn non valeur propre, dim(Eβn
) = 2 et Tr (An) = 2βn ̸= 1. Par symétrie,

αn et βn sont des valeurs propres de An et leurs sous-espaces propres associés sont des droites. Ainsi :
χAn

= (−1)nXn−2(X2 − X− (n− 1)
)
. Alors det(In + An) = (−1)nχAn

(−1) = (−1)n(3− n).
c. Méthode 1 : a1 = 0, b1 = 1, a2 = 1 et b2 = 0 et on obtient ap+1 = ap + bp et bp+1 = 6ap car

A
p+1
7 = A

p
7 × A7 = A7(apA

2
7 + bpA7) = (ap + bp)A

2
7 + 6apA7 ((A7, A

2
7) libre). Alors ap+2 = ap+1 + 6ap

dont l’équation caractéristique est z2 − z− 6 = 0 de solutions entières : α7 = 3 et β7 = −2.
Après calculs : ap = 1

15
3p + 1

10
(−2)p et bp = 6

(
1

15
3p−1 + 1

10
(−2)p−1

)
= 2

15
3p − 3

10
(−2)p.

Méthode 2 : On effectue la division euclidienne de Xp par P = X(X− 3)(X+ 2) : Xp = PQ+ apX
2 + bpX+ cp

car deg(P) = 3. On utilise l’interpolation de Lagrange : en évaluant en 0, 3 et −2, on a (p > 1) :

R = apX
2 + bpX+ cp = 0

(X− 3)(X+ 2)
(0− 3)(0+ 2)

+ 3p
X(X+ 2)

(3− 0)(3+ 2)
+ (−2)p (X(X− 3)

(−2− 0)(−2− 3) et on calcule.� �
5.21� �a. Comme a ̸= ±b, on a rang (M) = 2 donc 0 est valeur propre de M d’ordre au moins 2n − 2. De

plus u(1, 1, · · · , 1) = (na + nb)(1, 1, · · · , 1) et u(1,−1, 1,−1, · · · , 1,−1) = (na − nb)(1,−1, 1,−1, · · · , 1,−1) si
u canoniquement associé à M. Si b = 0 =⇒ a ̸= 0 et le sous-espace propre associé à na est un plan. Par
contre, si b ̸= 0, on a na+ nb ̸= na− nb dont les sous-espaces propres sont des droites.

Dans les deux cas, M est semblable à diag(0, · · · , 0, na+ nb, na− nb).
b. D’après la question 1, on a χM(X) = X2n−2(X− na− nb)(X− na+ nb).

Or A =M+ cI2n donc det(A) = χM(−c) = c2n−2
(
(c− na)2 − (nb)2

)
.� �

5.22� �a. Supposons p > q, on a χA(A) = 0 d’après Cayley-Hamilton avec χA =
q∑

i=0

aiX
i donc il vient

χA(A) =
q∑

i=0

p∑
k=1

aiλ
i
kBk =

p∑
k=1

χA(λk)Bk = 0. Comme (B1, · · · , Bp) est libre : χA(λ1) = · · · = χA(λp) = 0 or

les λ1, · · · , λp sont distincts 2 à 2 et sont des racines de χA de degré q : p > q =⇒ p = q.

b. Posons P =
p∏

i=1

(X − λi), alors deg(P) = p donc P(A) =
p∑

k=1

P(λk)Bk = 0 par construction. A annule un

polynôme scindé à racines simples donc A est diagonalisable.

c. Quitte à ré-indexer en regroupant les matrices pour des scalaires égaux, on peut supposer que les λ1, · · · , λm
distincts 2 à 2 avec m 6 p et on utilise la question 2..

d. On suppose λ1, · · · , λp distincts 2 à 2 : si n > p, on écrit Xn = QP + R avec deg(R) 6 p − 1. Alors

An = R(A) =
p∑

k=1

R(λk)Bk (comme avant) or R(λ1) = λn1 , · · · , R(λp) = λnp donc An =
p∑

k=1

λnkBk.

e. Si A est diagonalisable, il existe D = diag(λ1, · · · , λ1, · · · , λp, · · · , λp) et P ∈ GLq(C) telles que A = PDP−1.
Posons B1 = P diag(λ1, · · · , λ1, 0, · · · , 0) P−1, etc... alors on a bien l’hypothèse de l’énoncé.
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5.23� �D’abord, A est symétrique réelle donc diagonalisable dans Mn(R) d’après le théorème spectral.

Comme rang (A) = 2, on a dim(Ker(A)) = n− 2 par la formule du rang donc 0 ∈ Sp(A) dès que n > 3.

Si λ ̸= 0, on résout AX = λX qui équivaut au système (λx1 = · · · = λxn−1 = xn et x1+ · · ·+xn = λxn) puis au

système (x1 = · · · = xn−1 et (n−1)xn+λxn = λ2xn) et enfin à (x1 = · · · = xn−1 et (λ2−λ− (n−1))xn = 0).

On traite alors deux cas :

• Si λ2 − λ− (n− 1) = 0, alors la seule solution de xn = 0 donc X = 0 : λ n’est pas valeur propre de A.

• Si λ2 − λ− (n− 1) = 0, c’est-à-dire si λ = 1±
√
4n− 3
2

, AX = λX⇐⇒ x1 = · · · = xn−1 = xn
λ

donc Eλ(A)

est la droite engendrée par le vecteur vλ =
(
1, · · · , 1, 1

λ

)
et λ ∈ Sp(A).

Ainsi, Sp(A) =
{
1+
√
4n− 3
2

,
1−
√
4n− 3
2

}
si n = 2 et Sp(A) =

{
0,
1+
√
4n− 3
2

,
1−
√
4n− 3
2

}
si n > 3.� �

5.24� �a. Soit v un vecteur propre de f associé à la valeur propre α, alors f
(
g(v)

)
= g

(
f(v)

)
= αg(v) donc

g(v) ∈ Vect(v) = Ker(f− αid E). Alors ∃β ∈ R, g(v) = βv donc v est un vecteur propre pour g.

b. D’après a., il existe une base B de E de vecteurs propres communs à f et à g et deux matrices diagonales
D = diag(α1, · · · , αn) et D′ = diag(β1, · · · , βn) telles que D = MatB(f) = D et D′ = MatB(g). Pour
P ∈ Cn−1[X] : g = P(f)⇐⇒ D′ = P(D)⇐⇒ ∀k ∈ [[1;n]], βk = P(αk). Les α1, · · · , αn étant distincts 2 à 2 :
∃!P ∈ Cn−1[X] (polynôme d’interpolation de Lagrange) qui vérifie ceci donc tel que g = P(f).

c. C(f) est clairement un sous-espace vectoriel de L(E) (même une sous-algèbre) et on vient de trouver un
isomorphisme P 7→ P(f) entre Cn−1[X] et C(f) d’après la question b. donc dim

(
C(f)

)
= n.� �

5.25� �a. u−1 = up−1. Les valeurs propres complexes de A sont les racines p-ièmes de l’unité parmi lesquelles

seules 1 et −1 sont réelles. Donc (u est diagonalisable)⇐⇒ u2 = id E ⇐⇒ (u est une symétrie).

b. A ∈ M3(Z) d’où χu(X) ∈ Z[X] est de degré 3 donc possède au moins une racine réelle ε = ±1. Ainsi
χu(X) = (ε − X)(X2 + aX + b) avec (a, b) ∈ Z2. Mais A est diagonalisable (dans C) car annule Xp − 1 et
χA(X) = χu(X) = (ε− X)(X− α)(X− β) avec (α, β) ∈ U2

p donc a = −(α+ β) ∈ [[−2; 2]] et b = αβ ∈ {−1, 1}.
On ne peut avoir que χA(X) = χu(X) = (ε − X)(X2 − 2X + 1) ou (ε − X)(X2 − X + 1) ou (ε − X)(X2 + 1) ou
(ε − X)(X2 + X + 1) ou (ε − X)(X2 + 2X + 1) ou (ε − X)(X2 − 1). Si χA(X) = (1 − X)(X + 1)2 par exemple,
A diagonalisable donc A annule X2 − 1. Les racines de ces polynômes sont des racines seconde, troisième,
quatrième, sixième de l’unité donc χu divise X12 − 1 et on a donc u12 = id E.� �

5.26� �a. Il suffit de considérer f canoniquement associé à M et de prendre une base B = (e1, · · · , en) de Cn telle

que (en−r+1, · · · , en) est une base de Ker(f).

b. Par récurrence : ∀k ∈ N∗, Mk =

(
Ak 0

BAk−1 0

)
donc si P ∈ C[X], on a MP(M) =

(
AP(A) 0

BP(A) 0

)
. Il suffit

donc de prendre P = χA pour que le polynôme XχA de degré r+ 1 soit annulateur de M.

c. Il suffit de prendre les matrices élémentaires Ei,j avec i ̸= j qui sont de rang 1. S’il existait P de degré 1
tel que P(M) = 0, alors M serait une matrice d’homothétie, ce qui n’est pas.

d. Soit une base B = (e1, · · · , en) de Cn telle que (e1, · · · , en) est une base de Im (f), (en−r+1, · · · , en) une

base de Ker(f). f ∈ L(Cn) induit un automorphisme de Im (f) donc MatB(f) =

(
A 0

0 0

)
avec A inversible

par le théorème du rang. Pour P ∈ C[X] de terme constant p0, on a P(M) =

(
P(A) 0

0 p0In−r

)
donc

P(M) = 0⇐⇒ (p0 = 0 et P(A) = 0)⇐⇒ (p0 = 0 et χA|P)⇐⇒ (XχA|P). Donc χM = XχA.

e. M = PDP−1 et D admet les valeurs propres λ1, · · · , λr non nulles et n − r fois 0 sur la diagonale. Si
Q ∈ C[X], Q(M) = P.diag(Q(λ1), · · · , Q(λr), Q(0), · · · , Q(0)).P−1 = 0 ⇐⇒ Q(λ1) = · · · = Q(λr) = Q(0).
Ainsi, la condition cherchée est qu’il y ait une valeur propre de M qui soit non nulle et au moins double.
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5.27� �a. C’est clair par la linéarité de la trace.

b. Soit H l’hyperplan des matrices de trace nulle : α est valeur propre de u et H ⊂ Eα.
Si Tr (A) ̸= 0, alors u(A) =

(
(α + Tr (A)

)
A donc λ = α + Tr (A) est valeur propre de u avec Vect(A) ⊂ Eλ.

Comme Mn(C) = H⊕ Vect(A), u est diagonalisable.

Si Tr (A) = 0, on a Mn(C) = H ⊕ Vect(In) et u(In) = αIn + nA donc la matrice de u dans une base
(BH, In) (si BH est une base de H) est triangulaire supérieure avec des α sur la diagonale, ainsi u n’est pas
diagonalisable ⇐⇒ u = αidMn(C) ⇐⇒ u(In) = αIn ⇐⇒ A = 0. On a toujours Tr (u) = n2α+ Tr (A).� �

5.28� �On écrit A = QDQ−1 par hypothèse avec D = diag(λ1, · · · , λn) et on cherche un polynôme P tel que

∀k ∈ [[1;n]], P(λ5k) = λk. Un tel polynôme existe par les polynômes d’interpolation de Lagrange car
l’application x 7→ x5 est une bijection de R dans R. Alors P(A5) = Qdiag(λ1, · · · , λn)Q−1 = A. Quand A

est complexe, on peut prendre A =

(
ω 0

0 1

)
où ω = exp

(
2iπ

5

)
pour voir que c’est faux !� �

5.29� �a. On résout AX = λX et en notant tX = (x1 · · · xn) ̸= (0 · · · 0) on arrive à s =
n∑

k=1

kxk = (λ + i)xi pour

i ∈ [[1;n]]. Cela impose s ̸= 0 et ∀k ∈ [[1;n]], λ ̸= −k donc
n∑

k=1

k

λ+ k
=

n∑
k=1

kxk
s

= 1. Réciproquement, en

remontant les calculs, si λ vérifie ceci, alors λ est valeur propre et un vecteur propre est
(

1

λ+ 1
· · · 1

λ+ n

)
.

b. On étudie la fonction f : R \ [[−n;−1]] → R définie par f(x) =
n∑

k=1

k

x+ k
et on montre par le théorème

des valeurs intermédiaires qu’elle prend n fois la valeur 1 donc A est diagonalisable. On constate au passage
que les valeurs propres vérifient −n < λ1 < 1 − n < λ2 < · · · < −2 < λn−1 < −1 < λn et comme

Tr (A) = 0 =⇒ λn = −
n−1∑
k=1

λk, on encadre et on montre que λn ∼
+∞

n2

2
.� �

5.30� �On diagonalise M =

(
1 −1
2 4

)
en M = PDP−1 avec P =

(
1 1

−2 −1

)
et on pose Q =

(
In In

−2In −In

)
pour

avoir QBQ−1 =

(
3A 0

0 2A

)
puis on passe par les polynômes annulateurs pour voir que la condition cherchée

est : A diagonalisable.� �
5.31� �On diagonalise M =

(
2 −2
1 5

)
en M = PDP−1 avec P =

(
−2 1

1 −1

)
et on pose Q =

(
−2In In

In −In

)
pour

avoir QBQ−1 =

(
3A 0

0 4A

)
puis on passe par les polynômes annulateurs pour voir que la condition cherchée

est : A diagonalisable.� �
5.32� �On saura bientôt que A est diagonalisable en tant que matrice réelle symétrique. En attendant, on distingue

3 cas :

• (a1, · · · , an) = (0, · · · , 0) alors M = 0 est diagonale.

• (a1, · · · , an−1) = (0, · · · , 0) et an ̸= 0 alors M = anEn,n est diagonale.

• (a1, · · · , an−1) ̸= (0, · · · , 0) alors rang (M) = 2 donc Ker(M) est de dimension n − 2. Il ne reste plus que
deux valeurs propres réelles à trouver. Si on prend un vecteur colonne X tel que tX = (x1 · · · xn) et qu’on
résout le système MX = λX pour trouver les valeurs propres, on a a1xn = λx1, · · · , an−1xn = λxn−1 et
a1x1+ · · ·+anxn = λxn. On multiplie cette dernière équation par λ et (a21+ · · ·+a2n−1)xn+λanxn = λ2xn.

Soit l’équation (E) : z2 − anz −
n−1∑
k=1

a2k = 0. Si λ n’est pas solution de cette équation, xn = 0 et X = 0 ce

qu’on ne veut pas. (E) possède deux solutions réelles non nulles λ1 et λ2 et distinctes (son discriminant est

strictement positif et a2n+4
n−1∑
k=1

a2k > 0). Ainsi, en remontant les calculs en prenant par exemple xn = λ1 ̸= 0

(pour la première solution λ1) ou xn = λ2 ̸= 0 (pour la seconde) on a λ1 et λ2 qui sont des valeurs propres
associées aux vecteurs propres (a1, · · · , an−1, λ1) et (a1, · · · , an−1, λ2).
Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut n : M est diagonalisable.
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5.33� �a. La vérification du fait que B et C sont des sous-espaces est classique (à faire).

b. On raisonne matriciellement, il existe une base B (adaptée à la décomposition E = Im (p)⊕ Ker(p)) de E

dans laquelle la matrice de p soit Jr =

(
Ir 0

0 0

)
. Pour g ∈ L(E), on notera

(
A′ B′

C′ D′

)
sa matrice dans la

même base B. Par exemple, g ∈ A si et seulement MatB(g) =

(
0 0

0 D′

)
donc dim(A) = (n− r)2. De même

(faire les trois autres cas) : dim(B) = dim(C) = r(n− r) et dim(D) = r2.

c. On a (par les dimensions) : A⊕B⊕C⊕D = E et ∀g ∈ A, φ(g) = 0 ; ∀g ∈ B, φ(g) = g

2
; ∀g ∈ C, φ(g) = g

2
;

∀g ∈ D, φ(g) = g. Ainsi φ est diagonalisable et E0(φ) = A, E1/2(φ) = B⊕ C et E1(φ) = D.� �
5.34� �• Si M est inversible, supposons qu’il existe une telle matrice P inversible comme dans l’énoncé, alors

∀z ∈ C, det(P − zM) = det(M−1)det(PM−1 − zIn) = det(M−1)χPM−1(z) et, comme on travaille dans C,
χPM−1 possède au moins une racine complexe ce qui contredit l’hypothèse.

• Si M n’est pas inversible, alors en posant r = rang (M) < n, on sait que M est équivalente à

(
Ir 0

0 0

)
et

en multipliant à gauche par la matrice inversible

(
0 Ir

In−r 0

)
on obtient

(
0 Ir

0 0

)
= Kr donc il existe deux

matrices inversibles U et V telles que M = U

(
0 Ir

0 0

)
V−1. Posons donc P = UV−1 qui est bien inversible,

alors ∀z ∈ C, det(P − zIn) = det(U)det(In − zKr)det(V)
−1 = det(U)det(V)−1 ̸= 0.� �

5.35� �a. φ est visiblement linéaire et :
(
(A, B) vérifie P

)
⇐⇒

(
φ surjective

)
. Comme on est en dimension finie :(

(A, B) vérifie P
)
⇐⇒

(
φ automorphisme de Mn(C)

)
⇐⇒

(
Ker(φ) = {0}

)
.

b. Avec ces notations, AX = XB =⇒ A2X = XB2 et par récurrence : ∀k ∈ N, AkX = XBk. Par linéarité, si
P ∈ C[X], on a donc P(A)X = XP(B). Avec P = χA et d’après Cayley-Hamilton : XχA(B) = 0 et comme
X ̸= 0, cela impose χA(B) non inversible. Mais χA est scindé dans C et ses racines sont les valeurs propres

de A : χA = (−1)n
r∏

k=1

(X− λk)mk donc
r∏

k=1

(B− λkIn)mk /∈ GLn(C) et l’une des matrices
(
B− λkIn

)
16k6r

n’est pas inversible ce qui justifie l’existence d’une valeur propre λi de A qui est aussi valeur propre de B.

c. Si A et B possèdent une valeur propre commune λ, comme χB = χtB, il existe deux vecteurs colonnes non
nuls U et V de Mn,1(C) tels que AU = λU et tBV = λV. En posant X = UtV ̸= 0, on a AX = AUtV = λX et
XB = UtVB = Ut(tBV) = λX donc X ∈ Ker(φ) et (A, B) ne vérifie pas P.� �

5.36� �(M2 − 2In)2 =
(
tM
)2

= t(M2) = 2In −M donc, après développement, P = X4 − 4X2 + X+ 2 est annulateur

de M et se factorise dans R[X] en P = (X − 1)(X + 2)
(
X − 1+

√
5

2

)(
X − 1−

√
5

2

)
en ”voyant” les racines

élémentaires 1 et −2 (car In et −2In sont des solutions évidentes de l’équation). Comme P est scindé à
racines simples : M est diagonalisable.� �

5.37� �C3−C2 = 3(A+B) = 3C donc le polynôme P = X3−X2−3X annule C et comme P = X(X2−X−3) est scindé

à racines simples dans R[X] (discriminant ∆ = 13 > 0) C est diagonalisable. Par conséquent, A = C3 − 2C2

et B = C + 2C2 − C3 sont diagonalisables en tant que polynômes en C qui l’est : si C = QDQ−1, on a
A = Q(D3 − 2D2)Q−1 et B = Q(D+ 2D2 −D3)Q−1 et D3 − 2D2 et D+ 2D2 −D3 diagonales.� �

5.38� �Par hypothèse, X4 − X2 = X2(X− 1)(X+ 1) est un annulateur de f : Sp(f) ⊂ {0, 1,−1}. Deux cas :

• Si 0 ∈ Sp(f) alors f possède trois valeurs propres distinctes dans un espace de dimension 3 donc f est
diagonalisable car 3 6 dim

(
E0(f)

)
+ dim

(
E1(f)

)
+ dim

(
E−1(f)

)
6 dim(E) = 3 car les sous-espaces propres

sont en somme directe. Il existe donc une base de E dans laquelle la matrice de f soit diag(0, 1,−1).
• Si 0 /∈ Sp(f) alors f est injective donc f ∈ GL(E) et f4 = f2 =⇒ f2 = id E donc X2 − 1 = (X − 1)(X + 1)
scindé à racines simples est annulateur de f donc f est diagonalisable et il existe une base de E dans laquelle
la matrice de f soit diag(1, 1,−1) ou diag(1,−, 1− 1).
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5.39� �Il suffit de calculer, pour M ∈ Mn(R), φ2(M) = PM +MP + 2PMP et φ3(M) = PM +MP + 6PMP pour

constater que φ3(M)− 3φ2(M)+ 2φ(M) = 0 donc X(X− 1)(X− 2) est annulateur de φ et comme il est scindé
à racines simples, φ est diagonalisable.� �

5.40� �a. Si A2 = A alors f2A(M) = fA(M) donc f2A = fA d’où X(X− 1) annule fA diagonalisable.

b. Pour P ∈ R[X], on constate que siM ∈ Mn(R) : P(A)M = P(fA)(M) (récurrence sur les monômes). Ainsi
si A diagonalisable, il existe un polynôme scindé à racines simples P tel que P(A) = 0 donc P(fA) = 0 et fA
est diagonalisable. Réciproquement, si fA diagonalisable, il existe un polynôme scindé à racines simples P
tel que P(fA) = 0 donc, pour M = In, on a P(A)In = P(fA)(In) = 0 donc A est diagonalisable.� �

5.41� �Le polynôme X5 − X2 = X2(X − 1)(X − j)(X − j2) est annulateur de M qui est trigonalisable avec des 0, 1,

j et j2 sur la diagonale (les valeurs propres avec leurs multiplicités). Mais comme Tr (A) = n, on ne peut
avoir (car j + j2 = −1 < 2 et 0 < 1) que 1 sur la diagonale ainsi 1 est la seule valeur propre de A. Alors
A est inversible et A3 = In donc A est diagonalisable (scindé à racines simples) et on n’a que des 1 sur la
diagonale donc A = In (seule solution).� �

5.42� �a. Par récurrence : ∀k ∈ N, Mk =

(
Ak kAk

0 Ak

)
et on a donc P(M) =

(
P(A) AP′(A)
0 P(A)

)
.

b. Si M est diagonalisable, il existe un polynôme scindé à racines simples P tel que P(M) = 0 donc P(A) = 0

et A l’est aussi. De plus AP′(A) = 0 donc XP′ est annulateur de A et si λ est valeur propre de A alors
P(λ) = 0 = λP′(λ) ; mais comme les racines de P sont simples, P et P′ n’ont pas de racines communes d’où
λ = 0 et 0 est la seule valeur propre de A. Comme A est diagonalisable : A = 0.

Par conséquent : M diagonalisable si et seulement si A = 0.� �
5.43� �a. Soit (a, b) ∈ Sp(A)×Sp(B), comme χB = χtB, b est aussi valeur propre de tB. Par définition d’une valeur

propre, il existe (U, V) ∈
(
Mn,1(C) \ {0}

)2
tel que AU = aU et tBV = bV qui s’écrit aussi tVB = btV.

Comme U et V sont non nulles, si on écrit tU = (u1 · · ·un) et tV = (v1 · · · vn), il existe i0 ∈ [[1;n]] tel que

ui0 ̸= 0 et j0 ∈ [[1;n]] tel que vj0 ̸= 0. Alors, M = UtV = (uivj)16i,j6n ∈ Mn(R) avec M ̸= 0 car ui0vj0 ̸= 0.

De plus φ(M) = φ(UtV) = AUtV − UtVB = aUtV − bUtV = (a− b)UtV donc a− b ∈ Sp(φ) car M ̸= 0.

b. Comme B est diagonalisable, il existe Q inversible et D diagonale telles que B = QDQ−1 ce qui donne

tB = (tQ)−1DtQ car tD = D et que (tQ)−1 = t(Q−1) (classique) : ceci prouve aussi que tB est diagonalisable.

Ainsi, il existe deux bases (U1, · · · , Un) et (V1, · · · , Vn) de Cn (identifié à Mn,1(C)) formées de vecteurs

propres de A et de tB respectivement. Considérons la famille F =
(
Ui

tVj
)
16i,j6n

de Mn(C), elle est

composée de vecteurs propres de φ d’après la question a. et son cardinal est n2, la dimension de Mn(C) ;

pour montrer que F est une base, il suffit donc de montrer qu’elle est libre ou génératrice.

Méthode 1 : soit une famille (ai,j)16i,j6n de n2 scalaires telle que
∑

16i,j6n

ai,jUi
tVj = 0, alors la p-ième

colonne de cette matrice vaut
∑

16i,j6n

ai,jvp,jUi =
n∑

i=1

( n∑
j=1

ai,jvp,j

)
Ui = 0 si on pose tVj = (v1,j · · · vn,j).

Comme la famille (U1, · · · , Un) est une base (donc libre), on en déduit que ∀i ∈ [[1;n]],
n∑

j=1

ai,jvp,j = 0 ce qui

montre, puisque ceci est vrai pour tout p ∈ [[1;n]], que
n∑

j=1

ai,jVj = 0. À nouveau, comme (V1, · · · , Vn) est

une base (donc libre), tous les ai,j sont nuls, ce qui prouve que F est libre dans Mn(C).

Méthode 2 : en notant Ek ∈ Mn,1(C) tel que tEk = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0) (avec le 1 en k-ième position),

la famille (E1, · · · , En) est la base canonique de Mn,1(C). Soit (i, j) ∈ [[1;n]], alors Ei,j = Ei
tEj. Or
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(U1, · · · , Un) est une base (donc génératrice) donc il existe (α1, · · · , αn) ∈ Cn tel que Ei =
n∑

p=1

αpEp. De

même, (V1, · · · , Vn) est une base (donc génératrice) donc il existe (β1, · · · , βn) ∈ Cn tel que Ej =
n∑

q=1

βqEq.

Ei,j =
( n∑

p=1

αpEp

)( n∑
q=1

βq
tEq

)
=

∑
16i,j6n

αiβjEi
tEj =

∑
16i,j6n

αiβjEi,j par linéarité de la transposition. La

famille F engendre donc les vecteurs de la base canonique (Ei,j)16i,j6n de Mn(C) donc elle engendre toutes

les matrices de Mn(C) (par transitivité). Ainsi, F est génératrice de Mn(C).

On a donc prouvé que la famille F est une base de Mn(C). Or celle-ci est formée avec des vecteurs propres

de l’endomorphisme φ, ce qui justifie que φ est diagonalisable.

c. Comme χA est unitaire par construction et scindé sur C par d’Alembert-Gauss, si a1, · · · , ar sont les

valeurs propres distinctes de A, on peut écrire χA =
r∏

i=1

(X− ai)mai
(A) d’où χA(C) =

r∏
i=1

(C− aiIn)mai
(A).

Comme GLn(C) est un groupe multiplicatif, on a χA(C) ∈ GLn(C) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1;n]], C − aiIn ∈ GLn(C).
On peut aussi le justifier par le déterminant (qui est une fonction multiplicative), en écrivant que l’on a

χA(C) ∈ GLn(C)⇐⇒ det(χA(C)) ̸= 0⇐⇒
r∏

i=1

(det(C−aiIn))mai
(A) ̸= 0⇐⇒ ∀i ∈ [[1; r]], det(C−aiIn) ̸= 0.

Or C − aiIn ∈ GLn(C) ⇐⇒ Ker(C − aiIn) = {0} ⇐⇒ ai /∈ Sp(A), ainsi on a l’équivalence souhaitée :

χA(C) ∈ GLn(C)⇐⇒ (∀i ∈ [[1;n]], ai /∈ Sp(C))⇐⇒ Sp(A) ∩ Sp(C) = ∅.

d. Soit λ ∈ Sp(φ), alors il existe M ∈ Mn(C) telle que M ̸= 0 et AM−MB = λM ⇐⇒ AM = M(B+ λIn).

Posons C = B+λIn de sorte que AM =MC. Par une récurrence simple, on montre que ∀p ∈ N, ApM =MCp

donc, en posant P =
+∞∑
p=0

apX
p ∈ C[X], cela donne P(A)M =

+∞∑
p=0

ApM =
+∞∑
p=0

MCp = MP(C). Prenons

maintenant P = χA, alors d’après Cayley-Hamilton on a χA(A) = 0 d’où MχA(C) = 0. Comme M ̸= 0,

on a forcément χA(C) non inversible (sinon on pourrait écrire MχA(C)(χA(C))
−1 = M = 0 NON !) donc,

d’après la question précédente, il existe a dans Sp(A) ∩ Sp(C). Ceci montre l’existence de X ̸= 0 tel que

CX = aX donc BX + λX = aX ⇐⇒ BX = (a − λ)X ce qui montre que (a − λ) est une valeur propre de B car

X ̸= 0. En posant b = a− λ ∈ Sp(B), on a bien λ = a− b avec a ∈ Sp(A) et b ∈ Sp(B) comme attendu.� �
5.44� �a. Il suffit de se rendre compte que X2 − X (scindé à racines simples) annule A2 pour voir que A2 est

diagonalisable. Ensuite, on calcule (A2 − A)2 et on trouve 0.

b. Même chose en prenant A2k = Ak donc si p = k, on a X2 − X qui annule Ap. On montre ensuite que
(A2k − Ak)k = 0 en développant avec le binôme de Newton car ∀j > k, Aj = Ak.

� �
5.3 Trigonalisation et diagonalisation simultanée� �� �

5.45� �Soit M ∈ Mn(C), on sait que M est trigonalisable. Il existe donc P ∈ GLn(C) telle que P−1MP = T

triangulaire supérieure avec (λ1, · · · , λ1, λ2, · · · , λr) sur la diagonale (λ1, · · · , λr distincts deux à deux et λk
étant répété mk > 1 fois). Il suffit de modifier légèrement (pour n ∈ N de maximum 1

2n
en module par

exemple) les coefficients diagonaux de T de manière à ce qu’ils deviennent tous distincts deux à deux et le
tour est joué : pour n ∈ N, il existe donc Tn triangulaire supérieure avec des valeurs propres distinctes deux

à deux donc Tn diagonalisable telle que lim
n→+∞

Tn = T (en effet, par construction ||Tn − T ||∞ 6 1

2n
. On

conclut avec la continuité de l’application N→ PNP−1.
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� �
5.46� �a. On est en dimension finie donc toutes les normes sont équivalentes ; on utilise la définition de cette

équivalence et le fait que ∀α > 0, lim
k→+∞

α
1
k = 1.

b. Si B est semblable à A, il existe P inversible telle que A = PBP−1. Comme le produit matriciel est
bilinéaire, il existeM > 0 tel que N(UV) 6MN(U)N(V) quelle que soit le norme N choisie. Or, Ak = PBkP−1,
donc N(Ak) 6 M2N(P)N(Bk)N(P−1) et N(Bk) 6 M2N(P−1)N(Bk)N(P). On passe ces deux inégalités à la

puissance 1
k
et on passe à la limite pour établir que lim

k→+∞
N(Bk)

1
k = ρ(A) par encadrement.

c. On écrit T = In + N avec N = T − In nilpotente d’ordre inférieur ou égal à n (classique) et, comme

N et In commutent, on a ∀k > n, Tk =
k∑

i=0

(
k

i

)
Ni =

n−1∑
i=0

(
k

i

)
Ni. On écrit l’inégalité triangulaire et

1 6 ||Tk||∞ =
n−1∑
i=0

(
k

i

)
||Ni||∞ ; le terme de droite est polynomial en k de degré maximum n− 1 donc quand

on élève tout à la puissance 1
k
, la limite vaut 1 à gauche et à droite et on conclut lim

k→+∞
||Tk||

1
k∞ = 1 par le

théorème des gendarmes.
d. On montre cette inégalité ||Ak||∞ 6 ||Bk||∞ par récurrence sur k avec la définition du produit matriciel.

Ensuite, A

ρ(A)
a une valeur propre de module 1 et que des valeurs propres de modules inférieurs ou égaux

à 1 par construction ; elle est trigonalisable donc est semblable à une matrice T dont les coefficients sont en
module inférieur à 1 sur la diagonale. D’après c. et le début de d., comme il,reste sur la diagonale de Tk un

coefficient de module 1, on a lim
k→+∞

||Tk||
1
k∞ = 1 donc lim

k→+∞
||Ak||

1
k∞ = ρ(A) par homogénéité de la norme.

On conclut avec a..� �
5.47� �a. Il suffit de vérifier que Xn est inversible pour tout n ∈ N. Or si on considère une base B = (v1, · · · , vn)

de vecteurs propres de f canoniquement associé à A, on a ∀k ∈ [[1;n]], f(vk) = λkvk avec λk > 0. Ainsi :
A = PDP−1 avec D = diag(λ1, · · · , λn) et P inversible.
Si gn est canoniquement associé à Xn on a : ∀k ∈ [[1;n]], g0(vk) = 1.vk (initialisation).

Ensuite ∀k ∈ [[1;n]], g1(vk) =
1

2

(
vk + λkvk

)
= 1

2

(
1+ λk

)
vk donc X1 est diagonalisable dans la même base

B avec des valeurs propres 1
2

(
1 + λk

)
strictement positives. On continue pour vérifier que Xn est toujours

diagonalisable (dans B) avec des valeurs propres strictement positives, car si x > 0 alors 1
2

(
x+ λk

x

)
> 0.

b. Par l’algorithme de Héron, pour k ∈ [[1;n]], la suite définie par xk,0 = 1, ∀p ∈ N, xk,p = 2

1

(
xk,p+

λk
xk,p

)
converge (très très vite) vers

√
λk. On a donc lim

p→+∞
diag(x1,p, · · · , xn,p) = diag(

√
λ1, · · · ,

√
λn) = ∆. Or,

clairement ∆2 = D ; ainsi, par continuité de N 7→ PNP−1, on a lim
n→+∞

Xn = P∆P−1 = X qui vérifie X2 = A.

c. D’après ce qui précède, comme A et Xn sont codiagonalisables, elles commutent donc A et X−1n commutent
aussi. Ainsi, on montre par récurrence que Xn est symétrique et ainsi X =

√
A l’est aussi comme limite de

suites symétrique (Sn(R) est fermé : le justifier).� �
5.48� �a. La linéarité de T est claire et par inégalité triangulaire, on a ||T(f)||∞ 6 ||f||∞ donc T est continue et

|||T ||| 6 2. Il suffit de prendre f = 1 pour avoir l’égalité donc |||T ||| = 2.
b. Comme |f| est non nulle et continue sur un segment, elle atteint sa borne supérieure donc il existe x0 ∈]0; 1]
tel que |f(x0)| = ||f||∞. Ensuite, il suffit de se servir de la continuité de f en 0 avec f(0) = 0.
1 est un vecteur propre associé à la valeur propre 2, si une fonction non constante g était aussi un vecteur
propre associé à la valeur propre 2, on poserait f = g − g(0).1 ∈ E2(T) et on aurait par une récurrence

simple Tn(f) = 2nf sauf que pour n assez grand (qui vérifie 1

2n
6 x0), on aurait Tn(f)(x) =

2n−1∑
k=0

f

(
x+ k

2n

)
qui ne pourrait pas être de norme 2n d’après l’inégalité stricte du début de la question b. (à justifier
rigoureusement). Ainsi E2(T) = Vect(1).
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� �
5.49� �A est trigonalisable donc semblable à T où la diagonale de T est composée des valeurs propres de A répétées

avec leurs ordres de multiplicité : A = QTQ−1. Alors P(A) est semblable à P(T) (P(A) = QP(T)Q−1) dont

on connâıt la diagonale. Ainsi, si χA =
n∏

k=1

(X− λk), alors χP(A) =
n∏

k=1

(
X− P(λk)

)
.� �

5.50� �On calcule et on trouve χA = (X− 1)3 alors que A− I3 est de rang 2 et Ker(A− I3) est une droite engendrée
par v1 = (1, 0, 1). On peut rendre (c’est la réduction de Jordan évoquée en cours mais hors programme) A

semblable à T =

 1 1 0

0 1 1

0 0 1

 (car (A− I3)3 = 0 et (A− I3)2 ̸= 0) en choisissant v2 tel que f(v2) = v2 + v1

et f(v3) = v3 + v2 si f est canoniquement associé à A ; on trouve par des calculs fastidieux v2 = (0, 1, 0) et

v3 = (0,−1, 1) donc si P =

 1 0 0

0 1 −1
1 0 1

, on a A = PTP−1.

� �
5.4 Exercices posés aux étudiants de PSI1� �� �

5.51� �Le cas où tous les ak et les bk sont nuls équivaut au fait que la matrice A est nulle et alors elle est clairement

diagonalisable. Nous supposerons dans la suite que A ̸= 0 donc ∃k ∈ [[1;n]], ak ̸= 0 et bk ̸= 0.

On calcule A2 =


a1b1 a2b1 · · · anb1 0

a1b2 a1b2
. . .

...
...

...
. . .

. . . an−1bn
...

anb1 · · · anbn−1 anbn 0

0 · · · · · · 0 s

 avec s =
n∑

k=1

akbk donc Tr (A2) = 2s = 2
n∑

k=1

akbk.

(=⇒) Supposons A diagonalisable, alors il existe P ∈ GLn+1(R) et D ∈ Mn+1(R) diagonale telles que
A = PDP−1 donc A2 = PD2P−1. Comme D2 est diagonale, A2 est aussi diagonalisable. Bien sûr, on
montrerait de même que Ak est diagonalisable. Comme A ̸= 0, il existe au moins une valeur propre µ ̸= 0

de A et comme on a Tr (A2) =
∑

λ∈Sp(A)

λ2 = 2
n∑

k=1

akbk > µ2 > 0 car toutes les valeurs propres sont réelles.

(⇐=) Supposons
n∑

k=1

akbk > 0, on sait que A est trigonalisable dans C, or elle est de rang 1 (si tous les ak

sont nuls ou si tous les bk sont nuls) ou de rang 2 si au moins un des ak est non nul et un des bk non nul. La
liste des valeurs propres de A est donc (0, · · · , 0, λ1, λ2) avec 0 répété au moins n− 1 fois, λ1 ∈ C et λ2 ∈ C
(λ1 = 0 par exemple si A est seulement de rang 1).
Mais comme A est semblable (dans Mn+1(C)) à une matrice triangulaire supérieure T avec sur la diagonale

0, · · · , 0, λ1, λ2, on a Tr (A) = λ1 + λ2 = 0 et Tr (A2) = λ21 + λ22 = 2λ21 = 2
n∑

k=1

akbk. Ainsi, par exemple

λ1 =

√
n∑

k=1

akbk et λ2 = −λ1 sont deux valeurs propres simples de A et comme rang (A) = 2, A est

diagonalisable (dans Mn+1(R)) car dim(E0(A)) + dim(Eλ1
(A)) + dim(Eλ2

(A)) = n− 1+ 1+ 1 = n+ 1.� �
5.52� �a. Tout d’abord, la matrice K est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M3(R) d’après le

théorème spectral. Les deux premières colonnes de K ne sont pas proportionnelles et la troisième vaut la

première, d’où rang (K) = 2. D’après le théorème du rang, on a donc dim(Ker(K)) = 3 − rang (K) = 1 donc

Ker(K) est une droite et comme (1, 0,−1) ∈ Ker(K), on a donc Ker(M) = Vect((1, 0,−1)). Pour trouver les

deux autres valeurs propres, on calcule χK(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ −1 0

−1 λ −1
0 −1 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 2λ donc χK = X3 − 2X et les autres

valeurs propres sont
√
2 et −

√
2. On résout KX =

√
2X et KX = −

√
2X pour avoir E√

2
(K) = Vect((1,

√
2, 1))
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et E−
√
2
(K) = Vect((1,−

√
2, 1)). Comme K possède trois valeurs propres distinctes en dimension 3, K est

diagonalisable (on le savait déjà) et K = PDP−1 avec D = diag(0,
√
2,−
√
2) et P =

 1 1 1

0
√
2 −

√
2

−1 1 1

.

b. K2 =

 1 0 1

0 2 0

1 0 1

 donc M = aI3 + cK+ b(K2 − I3) = (a− b)I3 + cK+ bK2.

c. Comme K2 = (PDP−1)2 = PD2P−1, on a M = P((a−b)I3+cD+bD2)P−1 = PD′P−1 en posant la matrice

D′ = diag(a − b, a + b + c
√
2, a + b − c

√
2). Par calculs, on trouve P−1 = 1

4

 2 0 −2
1
√
2 1

1 −
√
2 1

. Or, pour

n ∈ N∗, D′n =

 (a− b)n 0 0

0 (a+ b+ c
√
2)n 0

0 0 (a+ b− c
√
2)n

 et Mn = PD′nP−1 ce qui donne au final

Mn = 1

4

 1 1 1

0
√
2 −

√
2

−1 1 1

 (a− b)n 0 0

0 (a+ b+ c
√
2)n 0

0 0 (a+ b− c
√
2)n

 2 0 −2
1
√
2 1

1 −
√
2 1

.

� �
5.53� �Comme A est inversible, en multipliant par A−1, on a A2 − 4A+ 3I3 = 0.

Si λ ∈ Sp(A), il existe X ̸= 0 tel que AX = λX donc A2 = λ2X et (A2 − 4A+ 3I3)X = (λ2 − 4λ+ 3)X = 0 donc
λ = 3 ou λ = 1. En considérant A comme matrice complexe, un résultat du cours nous dit que Tr (A) est
la somme des valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité : or pour faire Tr (A) = 5 avec trois
termes parmi des 1 et des 3, on ne peut avoir que 5 = 3+ 1+ 1 : ainsi : χA = (X− 1)2(X− 3).
On aurait pu dire (en avançant dans le cours) que comme A annule un polynôme scindé à racines simples
P = (X− 1)(X− 3), alors A est diagonalisable (mais ce n’est pas demandé ici) et que ses valeurs propres sont
les parmi les racines de P et avoir le même résultat. La matrice A est donc n’importe quelle matrice de la
forme A = PDP−1 avec P ∈ GL3(R) et D = diag(1, 1, 3).� �

5.54� �On considère deux cas :

• Si A est inversible, on a BA = A−1(AB)A donc BA et AB sont semblables et χAB = χBA donc les spectres
de ces deux matrices sont les mêmes.

• Si A n’est pas inversible, 0 est racine de χA et en notant α = {|λ| | λ ∈ SpR(A), λ ̸= 0} > 0, on a pour tout

p suffisamment grand (tel que 1
p
< α) Ap = A− 1

p
In ∈ GLn(C). Par le premier cas : χApB = χBAp

.

Il reste à passer à la limite en constatant que, clairement lim
p→+∞

Ap = A, que les applications M 7→ MB et

M 7→ BM sont continues car linéaires en dimension finie donc lim
p→+∞

ApB = AB et lim
p→+∞

BAp = BA, que le

déterminant est une application continue donc que pour λ ∈ R fixé : lim
p→+∞

det(ApB− λIn) = det(AB− λIn)
et lim

p→+∞
det(BAp − λIn) = det(BA − λIn). De tout ceci on déduit que ∀λ ∈ R, χAB(λ) = χBA(λ) donc

χAB = χBA et ces deux matrices ont mêmes valeurs propres.� �
5.55� �a. Pour un polynôme P de l’espace E, on a P(t)et =

−∞
o

(
1

t

2
)

par croissance comparée ce qui prouve que

t 7→ P(t)et est intégrable sur ]−∞; x] donc que
∫ x

−∞
P(t)etdt converge.

b. L(1)(x) = e−x
∫ x

−∞
etdt = e−x

[
et
]x
−∞ = 1 donc L(1) = 1 ∈ E. Si on suppose que L(Xk) est un polynôme de

degré inférieur k ∈ [[0;n− 1]] alors L(Xk+1)(x) = e−x
∫ x

−∞
tk+1etdt = e−x

(
[tk+1et]x−∞− (k+ 1)

∫ x

−∞
tketdt

)
par IPP (les fonctions sont de classe C1 sur ]−∞; x] et le crochet converge). Ainsi L(Xk+1) = Xk+1 − (k+
1)L(Xk). On en déduit que L(Xk+1) est bien un polynôme et qu’il est bien de degré inférieur ou égal à k+ 1.

Comme la linéarité de L est claire, L est bien un endomorphisme de E.

La relation précédente montre par récurrence que ∀k ∈ [[0;n]], L(Xk) est un polynôme unitaire de degré k.
En écrivant la matrice A de L dans la base canonique de E, on constate que A est triangulaire supérieure
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avec des 1 sur la diagonale. Ainsi χL = (X− 1)n+1. L n’a donc qu’une seule valeur propre 1.

• Si L était diagonalisable, elle serait semblable à la matrice diagonale avec des 1 sur la diagonale : In+1.
On aurait alors A = QIn+1Q

−1 = In+1 ce qui est absurde car L ̸= id E : en effet L(X) = X− 1 ̸= X.

• Ou alors, si P ∈ E tel que L(P) = P, comme ∀x ∈ R, L(P)(x)ex =
∫ x

−∞
P(t)etdt, en dérivant, pour x ∈ R,

L(P)(x) + L(P)′(x) = P(x) donc P + P′ = P =⇒ P′ = 0 =⇒ P constant. Alors E1(L) = R0[X] ̸= E : L non DZ.

• Ou alors : L diagonalisable ⇐⇒ E =
⊕

λ∈Sp(L)

Eλ(L) = E1(L)⇐⇒ L = id E ce qui est clairement faux.

Par trois méthodes différentes (mais pas si éloignées que ça) on arrive à prouver que f n’est pas diagonalisable.� �
5.56� �a. M = (a − b)In + bJ où J est la matrice de Mn(R) ne contenant que des 1. Comme J est de rang 1,

on a det(J) = 0 donc det((a − b)In −M) = 0 ainsi λ1 = a − b est une valeur propre. De plus, comme
rang ((a − b)In −M) = 1 car b ̸= 0, on a dim(Ea−b(M)) = n − 1 donc a − b est au moins valeur propre
d’ordre n − 1 de M. Il reste à voir que Tr (M) = na pour affirmer que la valeur propre (a priori complexe)
manquante est Tr (A)− (n− 1)(a− b) = (n− 1)b+ a = λ2 (et elle est bien sûr réelle). Comme λ2 ̸= λ1, le
sous-espace propre associé à λ2 ne peut être qu’une droite et on constate qu’elle est engendrée par le vecteur
(1, · · · , 1). De même Ea−b(M) = Vect(e1 − e2, · · · , e1 − e3, · · · , e1 − en).
Comme dim(Eλ1

(M))+dim(Eλ2
(M))n,M est diagonalisable. On vient aussi de trouver une base de vecteurs

propres de M. On en déduit que χM = (X− a+ b)n−1(X− a− (n− 1)b).
b. M est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de M donc si a /∈ {b,−(n− 1)b}.
Dans ce cas, on cherche M−1 sous la même forme que M : M−1 = N = αIn + βJ avec (α, β) ∈ R2. En
calculantMN = (a−b)αIn+((a−b)β+αb+nbβ)J car J2 = nJ. Comme (In, J) est libre on résout le système

(a− b)α− 1 = (a− b)β+ αb+ nbβ = 0 : α = 1

a− b et β = − b

(a− b)(a+ (n− 1)b) et M−1 = αIn + βJ.

On pouvait aussi dire (en avançant dans le cours), que comme M est diagonalisable, (X − λ1)(X − λ2) est

annulateur de M donc M(M− (λ1 + λ2)In) = λ1λ2In d’où l’on déduit que M−1 =
M− (λ1 + λ2)In

λ1λ2
.

c. On calcule M2 = (a − b)2In + 2b(a − b)J + b2J2 = (a − b)2In + (2(a − b) + nb)bJ car J2 = nJ. Donc
M2 = (2(a−b)+nb)M+((a−b)2−(2(a−b)+nb)(a−b))In = (2a+(n−2)b)M−(a−b)(a−b+nb)In. Par
conséquent le polynôme P = (X− a+ b)(X− a− (n− 1)b) est annulateur de M. Pour p ∈ N, on effectue la
division euclidienne de Xp par P et on trouve Xp = PQ+uX+v et en évaluant en a−b et a+(n−1)b, on trouve

u(a−b)+v = (a−b)p et u(a+(n−1)b)+v = (a+(n−1)b)p ce qui donne u =
(a+ (n− 1)b)p − (a− b)p

nb
et

v =
(a+ (n− 1)b)(a− b)p − (a− b)(a+ (n− 1)b)p

nb
. Comme Mp = P(M)Q(M) + uM+ vIn et P(M) = 0 :

Ainsi Mp =
(a+ (n− 1)b)p − (a− b)p

nb
M+

(a+ (n− 1)b)(a− b)p − (a− b)(a+ (n− 1)b)p
nb

In.

� �
5.57� �a. On écrit par blocsM =

(
A 0

0 B

)
avec A =

(
0 −1
1 0

)
, B =

 0 0 1

1 0 0

0 1 0

. On calcule A2 = −I2, A3 = −A

et A4 = (A2)2 = I2 ce qui prouve que A est d’ordre 4 ; cela signifie que A4 = I2 et que ∀k ∈ [[1; 3]], Ak ̸= I2.

De même, B2 =

 0 1 0

0 0 1

1 0 0

 et B3 = I3 : B est d’ordre 3 car B3 = I3 et que ∀k ∈ [[1; 2]], Bk ̸= I3.

Par récurrence, on montre facilement que ∀p ∈ N, Mp =

(
Ap 0

0 Bp

)
. Puisque A est d’ordre 4, pour

un entier n ∈ N, si n = 4p alors An = A4p = (A4)p = I
p
2 = I2. Réciproquement, soit n ∈ N tel

que An = I2, on effectue la division euclidienne de n par 4, à savoir n = 4q + r avec r ∈ [[0; 3]] et on a

An = A4q+r = (A4)qAr = Ar donc r = 0 par définition de l’ordre. Ainsi, n = 4q est un multiple de 4. On

vient de montrer l’équivalence : An = I2 ⇐⇒ 4|n. Bien sûr, de même, Bn = I3 ⇐⇒ 3|n. Ainsi, pour un

entier n ∈ N, Mn = I5 ⇐⇒ (An = I2 et Bn = I3) ⇐⇒ (4|n et 3|n) ⇐⇒ 12|n puisque ppcm (3, 4) = 12. Par

14



conséquent, M est d’ordre 12, c’est-à-dire que M12 = I5 et que ∀k ∈ [[1; 11]], Mk ̸= I5.

b. Comme M12 = I5, le polynôme P = X12 − 1 est annulateur de M. Or, X12 − 1 est scindé à racines

simples dans C car ses 12 racines sont les 12 racines douzième de l’unité d’expression e
ikπ
12 avec k ∈ [[0; 11]]

et elles sont toutes distinctes. On déduit du cours que M est diagonalisable dans M5(C). On sait aussi que

les valeurs propres de M sont parmi les racines de P donc que Sp(M) ⊂ U12. On n’a bien sûr pas égalité

puisqu’on sait que card (Sp(A)) 6 5 alors que card (U12) = 12.

c. D’après la décomposition par blocs de M, les sous-espaces Vect(e1, e2) et Vect(e3, e4, e5) sont stables

par M et il est donc hors de question de prendre x dans l’un de ces deux sous-espaces pour avoir une

base
(
x,m(x), m2(x), m3(x), m4(x)

)
. Il suffit par contre de prendre un vecteur x “à cheval” sur ces deux

sous-espaces, par exemple x = e1 + e3. Alors m(x) = e2 + e4, m
2(x) = −e1 + e5, m

3(x) = −e2 + e3,

m4(x) = e1 + e4 et m5(x) = e2 + e5. Un calcul simple (déterminant ou système) montre que la famille

B =
(
x,m(x), m2(x), m3(x), m4(x)

)
est libre donc que c’est une base de R5 puisqu’elle comporte 5 vecteurs.

Comme on obtient m5(x) = m2(x) + e2 + e1 = m2(x) − m3(x) + x, MatB(m) =


0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 −1
0 0 0 1 0

 :

l’endomorphisme m est dit cyclique car il existe une base de Cn de la forme
(
x,m(x), m2(x), m3(x), m4(x)

)
.

De plus, on reconnâıt la matrice compagnon de Q = X5+X3−X2−1 ce qui fait que le polynôme caractéristique

de M vaut χM = Q = (X2 + 1)(X3 − 1) et le spectre de M vaut donc SpC(M) = {i,−i, 1, j, j2} ⊂ U12. On

pouvait bien sûr trouver directement ce résultat car, en calculant par blocs, χM = χA×χB = (X2+1)(X3−1).� �
5.58� �a. Considérons le reste de la division euclidienne de χA par X− λ : χA = (X− λ)P + PχA(λ).

Alors χA(A) = (A− λIn)P(A) + χA(λ)In. Or d’après le théorème de Cayley-Hamilton : χA(A) = 0.

De plus χA(λ) ̸= 0 car λ n’est pas valeur propre de A. Ainsi : (A −l In)
(
P(A)
χA(λ)

)
= In ce qui garantit que

(A− λIn)−1 =
P(A)
χA(λ)

est bien un polynôme en A (et même de degré inférieur ou égal à n− 1). On pouvait

aussi utiliser χA−λIn et se servir du fait qu’un polynôme en A− λIn est un polynôme en A.

b. Soit k ∈ N∗ et λ1, · · · , λk qui ne sont pas dans le spectre de A. Posons, pour i ∈ [[1; k]], le polynôme

d’interpolation de Lagrange Pi =
k∏

j=1
j≠i

(
X− λj
λi − λj

)
. Notons aussi P =

n∏
i=1

(X − λi). Alors comme toutes les

matrices (A− λiIn)16i6k sont inversibles car les (λi)16i6k ne sont pas des valeurs propres de A : la matrice

P(A) =
k∏

i=1

(A−λiIn) est inversible et ∀i ∈ [[1; k]], (A−λiIn)Pi(A) = P(A) donc (A−λiIn)−1 = P(A)−1Pi(A).

La famille (P1, · · · , Pk) constitue une base de Rk−1[X] car si
k∑

i=1

αiPi = 0, en évaluant en λi, on trouve αi = 0.

Par conséquent, en notant π un polynôme annulateur unitaire de A de degré k, le polynôme P − π est dans
Rk−1[X] car ces deux polynômes sont de degré k et unitaires. Ainsi il existe des constantes (c1, · · · , ck) telles

que P− π =
k∑

i=1

ciPi. En évaluant en la matrice A, cela donne P(A)− π(A) =
k∑

i=1

ciPi(A) = P(A). Il suffit de

multiplier tout ceci par P(A)−1 pour obtenir grâce à ce qui précède
k∑

i=1

ci(A− λiIn)−1 = In.
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� �
5.59� �Par définition, si P = anX

n + · · ·+ a0 on a f(P) = Xn
(
an
Xn + · · ·+ a0

)
= a0X

n + · · ·+ an.

Appliquer f revient donc à inverser l’ordre des coefficients dans le polynôme P. La linéarité de f est claire
et le fait que f(P) ∈ E si f ∈ E. f est donc un endomorphisme de E et on a aussi clairement f2 = id E donc
f est une symétrie de E. On sait d’après le cours de sup. qu’alors E = Ker(f − idE) ⊕ Ker(f + id E) ce qui
s’écrit aussi E = E1(f)⊕ E−1(f). Ainsi f est diagonalisable et une base de vecteurs propres est composée de
vecteurs des deux sous-espaces propres.

Or P ∈ E−1(f) ⇐⇒ anX
n + · · · + a0 = −(a0Xn + · · · + an) ⇐⇒ (a0 + an = a1 + an−1 = · · · = 0) : ces

polynômes sont dits anti-réciproques. dim
(
E−1(f)

)
= 2

⌊
n+ 1

2

⌋
avec pour base (Xn − 1, Xn−1 − X, · · ·).

Or P ∈ E1(f)⇐⇒ anX
n + · · ·+ a0 = a0X

n + · · ·+ an ⇐⇒ (a0 − an = a1 − an−1 = · · · = 0) : ces polynômes

sont dits réciproques. dim
(
E1(f)

)
= n+ 1− 2

⌊
n+ 1

2

⌋
avec pour base (Xn + 1, Xn−1 + X, · · ·).

Hors propos ici mais intéressant : pour trouver les racines de ces polynômes, on pose Y = X+ 1

X
(ou Y = X− 1

X
)

et la recherche des racines de P se ramène à celle d’un polynôme Q de degré moitié (ou presque) car

(les formules sont analogues dans le cas anti-réciproque) X2 + 1

X2 = Y2 − 2 (voilà pour l’initialisation) et

Xn+1+ 1

Xn+1 =
(
X+ 1

X

)
×
(
Xn+1+ 1

Xn+1

)
−
(
Xn−1+ 1

Xn−1

)
(hérédité) avec par exemple X3+ 1

X3 = Y3−3Y.

Par exemple si P = X7 + 3X6 + 2X5 + 4X4 + 4X3 + 2X2 + 3X + 1. Comme deg(P) est impair, −1 est racine
évidente de P donc P = (X+ 1)(X6 + 2X5 + 4X3 + 2X+ 1) = (X+ 1)X3(Y3 − 3Y + 2Y2 − 4+ 4) ce qui donne
après factorisation : P = (X+ 1)X3Y(Y − 1)(Y + 3) = (X+ 1)(X2 + 1)(X2 − X+ 1)(X2 + 3X+ 1).� �

5.60� �a. Comme u ◦ v = 0 se traduit par Im (v) ⊂ Ker(u). on va traiter deux cas :

• Si v = 0, tout vecteur non nul est propre pour v. Comme on travaille sur le corps C, χu est scindé donc

u admet au moins une valeur propre λ et donc au moins un vecteur propre x associé à λ. Alors x est un

vecteur propre commun à u et v.

• Si v ̸= 0, alors soit ṽ l’endomorphisme v induit dans Im (v) ̸= {0E} (stable par v). À nouveau, comme K =

C, il existe un vecteur propre x de ṽ associé à une valeur propre α : v(x) = αx. Comme x ∈ Im (v) ⊂ Ker(u),

on a u(x) = 0E = 0.x donc x est vecteur propre commun à u et v.

Dans les deux cas, si u ◦ v = 0, il existe un vecteur propre commun à u et v.

b. Supposons que u ◦ v = αu+ βv, alors (u− βid E) ◦ (v− αid E) = αβid E.

• si αβ = 0, par le cas précédent et u− βid E et v− αid E ont un vecteur propre commun donc u et v aussi.

En effet, si x ∈ E vérifie (u− αid E)(x) = λx et (v− βid E)(x) = µx, alors u(x) = (α+ λ)x et v(x) = (β+ µ)x.

• si αβ ̸= 0,
(
u− βid E

β

)
◦
(
v− αid E

α

)
= id E donc u− βid E

β
et v− αid E

α
sont des automorphismes de E

réciproques l’un de l’autre. Soit x un vecteur propre de u, il existe λ ∈ C tel que u(x) = λx (avec λ ̸= β puisque

u − βid E est inversible). Alors u− βid E

β
(x) = λ− β

β
x, puis, en appliquant v− αid E

α
=
(
u− βid E

β

)−1
,

x = λ− β
β

v− αid E

α
(x) donc v(x) =

(
αβ

λ− β + α

)
x donc x est un vecteur propre commun à u et v.

c. On passe en mode matriciel et cela revient à montrer, pour tout entier n ∈ N∗, la propriété suivante :

P(n) = ”∀(A, B) ∈ Mn(C)2, AB ∈ Vect(A, B) =⇒ ∃P ∈ GLn(C), P−1AP et P−1BP sont triangulaires sup.”.

Si n = 1, c’est évident car toute matrice de M1(K) est triangulaire supérieure.

Soit n > 2, supposons P(n − 1) vraie. Soit (A, B) ∈ Mn(C)2 tel que AB ∈ Vect(A, B) alors d’après la

question précédente, il existe un vecteur propre X1 commun à A et B. On complète (X1) en une base
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B = (X1, · · · , Xn) de Kn et on pose Q la matrice de passage de la base canonique de Kn à B, c’est-à-dire

la matrice dont les colonnes sont justement X1, · · · , Xn. Si AX1 = αX1 et BX1 = βX1, d’après la formule

de changement de base, on a Q−1AQ =

(
α ∗
0 A′

)
et Q−1BQ =

(
β ∗
0 B′

)
. Or, par calcul par blocs, si

AB = λA + µB, on a A′B′ = λA′ + µB′ donc A′B′ ∈ Vect(A′, B′) et l’hypothèse de récurrence montre qu’il

existe P′ ∈ GLn−1(C) et T ′A, T
′
B de taille n − 1 et triangulaires supérieures telles que A′ = P′T ′AP

′−1 et

B′ = P′T ′BP
′−1. En posant P = Q

(
1 ∗
0 P′

)
, on a bien P ∈ GLn(C) et A = PTAP

−1 et B = PTBP
−1 avec

TA =

(
α ∗
0 T ′A

)
et TB =

(
β ∗
0 T ′B

)
triangulaires supérieures. L’hérédité est établie.

On conclut par principe de récurrence et en revenant au vectoriel que si n ∈ N∗, E un C-espace vectoriel de

dimension n, u et v deux endomorphismes de E tels que u ◦ v ∈ Vect(u, v), alors il existe une base B de E

dans laquelle les matrices de u et v sont simultanément triangulaires supérieures.� �
5.61� �Il s’agit d’un cas particulier, pour des matrices 2× 2, du produit de Kronecker (qui est lui-même un cas

particulier de produit tensoriel) qu’on note habituellement A⊗ B plutôt que F(A, B).

a. Par les opérations classiques du produit par blocs des matrices, on a, avec des notations claires :

F(A1, B1)F(A2, B2) =

(
a1B1 b1B1

c1B1 d1B1

)(
a2B2 b2B2

c2B2 d2B2

)
=

(
(a1a2 + b1c2)B1B2 (a1b2 + b1d2)B1B2

(c1a2 + d1c2)B1B2 (c1b2 + d1d2)B1B2

)
donc

F(A1, B1)F(A2, B2) = F(A1A2, B1B2) car F(A1A2, B1B2) =

(
a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2

c1a2 + d1c2 c1b2 + d1d2

)
.

b. • Par définition : Tr (F(A, B)) = aTr (B) + dTr (B) = (a+ d)Tr (B) = Tr (A)Tr (B).

• En notant r = rang (A) et s = rang (B), on sait (même si c’est hors programme) qu’il existe 4 matrices
inversibles P, Q, P′, Q′ telles que A = QJrP

−1 et B = Q′JsP
′−1.

Par la relation de la question a. : F(Q−1, Q′−1)F(A, B)F(P, P′) = F(Jr, Js) = Jrs alors que F(P, P′) (et aussi
F(Q,Q′)) est inversible puisque F(P−1, P′−1)F(P, P′) = F(I2, I2) = I2. Ainsi rang (F(A, B)) = rang (A)rang (B).

• Si par exemple A n’est pas inversible, il existe A′ ̸= 0 telle que AA′ = 0 (qui représente par exemple la
projection sur Ker(A) parallèlement à n’importe quoi) donc F(A, B)F(A′, I2) = F(0, B) = 0 donc F(A, B) n’est
pas inversible car F(A′, I2) ̸= 0. De même, si B n’est pas inversible, alors F(A, B) ne l’est pas non plus.

Si maintenant A et B sont inversibles et en supposant par exemple que a ̸= 0, si on effectue dans le calcul de
det(F(A, B)) les opérations de Gauss L3 ← L3 − c

a
L1 et L4 ← L4 − c

a
L2, on a en utilisant les déterminants

par blocs : det(F(A, B)) = a2det(B)×
(
d− cb

a

)2
det(B) = (ad− bc)2det(B)2 = det(A)2det(B)2.

c. Si A et B sont diagonalisables, alors il existe deux matrices inversibles P et Q et deux matrices diagonales
D et D′ telles que A = PDP−1 et B = QD′Q−1, alors F(P−1, Q−1)F(A, B)F(P,Q) = F(D,D′) est diagonale donc
F(A, B) est diagonalisable car F(P−1, Q−1) = F(P,Q)−1.

”A et B sont diagonalisables” est donc une condition suffisante de diagonalisabilité de F(A, B) !� �
5.62� �a. Si f ∈ E, on a clairement x 7→ xf′(x) qui est aussi de classe C∞ sur R donc D(f) ∈ E et D est clairement

linéaire : D est bien un endomorphisme de E.

b. Si f ∈ Ker(D), alors ∀x ∈ R, xf′(x) = 0 donc, par continuité de f′ : ∀x ∈ R, f′(x) = 0. Comme R est un
intervalle, f est constante. Ainsi Ker(D) = Vect(1) (fonctions constantes) donc 0 ∈ Sp(D).
c. Si λ ̸= 0 est une valeur propre de D et f ∈ Ker(D− λid E) avec f ̸= 0, alors ∀x ∈ R, xf′(x) = λf(x).

On résout cette équation sur R∗+ et sur R∗− et il existe donc (α, β) ∈ R2 tel que ∀x > 0, f(x) = αxλ et
∀x < 0, f(x) = β(−x)λ. De plus f(0) = 0. Comme f est continue en 0 et que (α, β) ̸= (0, 0), on a λ > 0. De
plus, ∀x > 0, f(′x) = αλxλ−1 et ∀x < 0, f′(x) = −βλ(−x)λ−1. Comme f′ est aussi continue, on a λ > 1. Par
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récurrence, en se servant de la continuité de f(n) en 0, on montre que ∀n ∈ N, λ > n ce qui est impossible. Il
n’existe aucune valeur de λ pour laquelle cette fonction peut être de classe C∞ sur R. Ainsi : Sp(D) = {0}.
d. Déjà, les fonctions de Im (D) s’annulent en 0 par définition de D. Réciproquement, soit g une fonction
de classe C∞ sur R, à valeurs dans R, telle que g(0) = 0. Par Taylor-Young : g(x)=

0
xg′(0) + o(x).

Ainsi, la fonction h : x 7→ g(x)
x

est prolongeable par continuité en 0 avec h(0) = g′(0), donc on peut poser

f : x 7→
∫ x

0
h(t)dt de sorte que f′(x) = h(x) =

g(x)
x

si x ̸= 0 et xf′(x) = g(x) (ce qui marche aussi si x = 0).

On a g = D(f) si on prouve que f est C∞ (on peut le démontrer avec les intégrales à paramètres.... à suivre).� �
5.63� �On sait que M, en tant que matrice carrée complexe, est trigonalisable. Ainsi, il existe une matrice T

triangulaire supérieure avec sur la diagonale les valeurs propres deM comptées avec leur ordre de multiplicité
algébrique et une matrice Q inversible telles que M = PTP−1. Alors P(M) = QP(T)Q−1 classiquement. Mais
sur la diagonale de P(T) on a les P(λ) où λ ∈ Sp(M). Ainsi : Sp(P(M)) = P(Sp(M)).� �

5.64� �Soit A ∈ M3(R) la matrice de f dans une base B quelconque de E. Le polynôme P = X3 + X2 − 1 est

annulateur de f donc de A. En étudiant la fonction t 7→ t3 + t2− 1, on montre que P admet une racine réelle
α ∈]0; 1[ et deux racines complexes conjuguées β et β. Comme P est scindé à racines simples dans C, A est
diagonalisable dans C, il existe donc une matrice inversible Q ∈ GLn(C) et une matrice diagonale D avec
α, β et β sur la diagonale (comptées avec leurs ordres de multiplicité algébriques) telles que A = QDQ−1.

Comme A est réelle et β /∈ R, on a mβ(A) = m
β
(A) donc Tr (A) = mα(A)α +mβ(A)(β + β). D’après les

relations coefficients/racines, on sait que α + β + β = −1 donc Tr (A) = (mα(A) −mβ(A))α −mβ(A). Si
p

q
(mis sous forme irréductible) est racine de P, on a p3 + p2q − q3 = 0 donc q|p3 et comme p et q sont

premiers entre eux : q = ±1. De même p = ±1 donc p
q
= ±1 mais ni 1 ni −1 n’est racine de P.

Ainsi α /∈ Q. Pour que Tr (A) soit un rationnel, il est donc nécessaire que mα(A) = mβ(A).

Mais, on sait que n = mα(A) + 2mβ(A) avec le degré de χA, ainsi : n = 3mα(A) est un multiple de 3.� �
5.65� �Petit rappel concernant les matrices (ou endomorphismes) nilpotents, soit A ∈ Mn(C) :

A est nilpotent ⇐⇒ SpC(A) = {0} (avec Cayley-Hamilton).

A nilpotente et diagonalisable ⇐⇒ A = 0.

L’implication (⇐) est évidente car In est diagonalisable.

Réciproquement, supposons que P(M) est diagonalisable. Comme χB est scindé (car le corps des scalaires
est C), B est trigonalisable. Comme la seule valeur propre de B est 0, il existe une matrice inversible Q et
une matrice triangulaire supérieure T avec des 0 sur la diagonale telles que B = QTQ−1. Ainsi, si on pose

P =
d∑

k=0

akX
k, on a P(M) =

d∑
k=0

ak(λIn + B)k. On peut développer ave le binôme de Newton car In et B

commutent pour avoir, en réorganisant selon les puissances croissantes de B :

P(M) = P(λ)In + α1B+ α2B
2 + · · ·+ αm−1B

m−1,

si m est l’indice de nilpotence de B (défini par Bm = 0 et Bm−1 ̸= 0).

Par conséquent : P(M) = Q
(
P(λ)In +α1T + · · ·+αm−1T

m−1)Q−1 = QCQ−1 en définissant la matrice C par
C = P(λ)In + α1T + · · ·+ αm−1T

m−1. On peut conclure de deux façons différentes :

• Comme χC = (X− P(λ))n et que C est diagonalisable puisque semblable à P(M), l’ordre de multiplicité
de sa valeur propre P(λ) vaut dim(Ker(C−P(λ)In)) donc C−P(λ)In = 0 et P(M) = QP(λ)InQ

−1 = P(λ)In.

• Comme P(λ) est l’unique valeur propre de C et que C est diagonalisable,
∏

µ∈Sp C(C)

(X − µ) = X − P(λ)

est annulateur de C donc C− P(λ)In = 0 dont on déduit encore que P(M) = P(λ)In.

On conclut bien par ce qui précède : P(M) est diagonalisable ⇐⇒ P(M) = P(λ)In.
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� �
5.66� �a. Comme f ∈ E est de classe C∞, u(f) l’est aussi par composition. De plus, u est clairement linéaire. Soit

φ : x 7→ px+ q, l’application φ est bijective de R dans R et on a facilement ∀y ∈ R, φ−1(y) = y− q
p

.

Enfin, si (f, g) ∈ E2, u(f) = g ⇐⇒ f ◦ φ = g ⇐⇒ f = g ◦ φ−1 donc u est bien un automorphisme de E car

toute fonction g de E admet un unique antécédent f de E par u.

b. Soit λ ∈ R une valeur propre de f, par définition, il existe f ∈ E tels que u(f) = f ◦ φ = λf et f ̸= 0.

Par une récurrence simple, ∀n ∈ N, f ◦ φn = λnf. Si x ∈ R, on a φ(x) = px + 1 − p = p(x − 1) + 1,

φ2(x) = p
(
(p(x − 1) + 1) − 1

)
+ 1 = p2(x − 1) + 1 et, à nouveau, ∀x ∈ R, ∀n ∈ N, φn(x) = pn(x − 1) + 1

par une récurrence simple. Ainsi, ∀x ∈ R, ∀n ∈ N, f
(
pn(x − 1) + 1

)
= λnf(x). Pour x ∈ R fixé, si

on fait tendre n vers +∞, comme |p| < 1, on a lim
n→+∞

pn = 0 donc, par continuité de f en 1, on obtient

lim
n→+∞

f(pn(x− 1) + 1) = lim
n→+∞

λnf(x) = f(1). Pour un réel x tel que f(x) ̸= 0 (il en existe car f ̸= 0), on a

donc la convergence de (λn)n∈N, ce qui impose λ ∈]− 1; 1].

c. Si f est un vecteur propre de u, alors f ̸= 0 et il existe λ ∈]−1; 1] tel que u(f) = λf. Ainsi, u(f) = f◦φ = λf

donc, en dérivant k fois (toutes les fonctions sont de classe C∞), on a ∀k ∈ N,
(
u(f)

)(k)
= λf(k) d’où

∀k ∈ N, pkf(k) ◦ φ = λf(k) par récurrence car φ′(x) = p. Ainsi, u(f(k)) = λ

pk
f(k) car p ̸= 0. Si f(k) est non

nulle, cette relation montre que f(k) est un vecteur propre de u associé à la valeur propre λ

pk
. Mais comme∣∣∣ λ

pk

∣∣∣ > 1 si k assez grand car |p| < 1, la question b. prouve que c’est absurde. Ainsi, ∃k ∈ N, f(k) = 0.

d. Si λ valeur propre, f vecteur propre de u associé à λ, on sait d’après c. qu’il existe k ∈ N tel que f(k) = 0

donc que f est une fonction polynomiale (de degré inférieur ou égal à k − 1). En notant n = deg(f) ∈ N

et en écrivant f(x) = anx
n + · · · avec an = dom(f) ̸= 0, on obtient pnan = λan en identifiant le terme

en xn dans la relation u(f) = λf. Ainsi, comme an ̸= 0, on a λ = pn. Comme on a vu en c. que

∀k ∈ N, f(k) ◦ φ = λ

pk
f(k) = pn−kf(k), si on évalue en 1 sachant que φ(1) = p + q = 1, on obtient

∀k ∈ N, f(k)(1) = pn−kf(k)(1). Comme pn−k ̸= 1 dès que k ̸= n, on en déduit ∀k ̸= n, f(k)(1) = 0. En

particulier, ∀k ∈ [[0;n − 1]], f(k)(1) = 0 donc, d’après la formule de Taylor sur les polynômes, comme

deg(f) = n, on a f(x) =
n∑

k=0

f(k)(1)
k!

(x− 1)k = an(x− 1)n.

On a montré que Sp(u) = {pn | n ∈ N} et ∀n ∈ N, Epn(u) = Vect(fn) est une droite où fn : x 7→ (x− 1)n.� �
5.67� �a. Non, il suffit de prendre u la rotation de R2 euclidien canonique d’angle π

2
qui est sans vecteur propre.

En effet, la matrice de u dans la base canonique est A =

(
0 −1
1 0

)
et χA = X2 + 1 n’a pas de racine réelle

donc il n’existe pas de valeur propre réelle ce qui équivaut d’après le cours à l’absence de droite stable par u.

b. On considère trois cas :

• Soit il existe deux valeurs propres distinctes α, β réelles de u, alors si x ̸= 0E vérifie u(x) = αx et

y ̸= 0E vérifie u(y) = βy, le plan P = Vect(x, y) (x et y sont non colinéaires car vecteurs propres

associés à des valeurs propres différentes) est clairement stable par u car u(λx+µy) = λαx+µβy ∈ F.

• Soit il existe un polynôme Q = X2 + aX + b de degré 2 irréductible dans R[X] (a2 − 4b < 0) tel que
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Q(u) /∈ GL(E). On prend alors x ̸= 0E tel que Q(u)(x) = 0E ; il en existe car Ker(Q(u)) ̸= {0E}.

Posons P = Vect(x, u(x)). Alors u(x) n’est pas colinéaire à x ! En effet, si on avait u(x) = λx, λ serait

racine de P car on aurait u2(x) + au(x) + bx = (λ2 + aλ+ b)x = 0E : exclu. Ainsi P est bien un plan

et il est stable par u car u(u(x)) = u2(x) = −au(x)− bx ∈ P.

• Soit on n’est dans aucun des deux premiers cas, alors en décomposant le polynôme caractéristique

χu =
r∏

k=1

(X− λk)mk ×
s∏

k=1

(X2 + akX+ bk)
nk en produit de polynômes irréductibles dans R[X], on a

r∏
k=1

(u−λkid E)
mk◦

s∏
k=1

(u2+aku+bkid E)
nk = 0 parCayley-Hamiltonmais tous les u2+aku+bkid E

sont inversibles par négation du second cas donc
r∏

k=1

(u − λkid E)
mk = 0 et comme on ne peut pas

avoir deux valeurs propres distinctes car on n’est pas dans le premier cas, on a forcément un seul des

u− λkid E qui est non inversible par négation du premier cas donc, par exemple, (u− λ1id E)
m1 = 0.

En posant v = u− α1id E, on a vm1 = 0 donc v est nilpotent. En notant m l’indice de nilpotence de

v, on a vm−1 ̸= 0 et vm = 0. On traite à nouveau deux cas :

- Si m = 1, alors u = αid E et tous les plans de E sont stables par u.

- Si m > 2, soit un vecteur x tel que vm−1(x) ̸= 0E, alors il est classique de montrer que la famille

(x, v(x), · · · , vm−1(x)) est libre. Le plan P = Vect(vm−1(x), vm−2(x)) est stable par u car on a

u(vm−1(x)) = v(vm−1(x)) + αvm−1(x) = αvm−1(x) et u(vm−2(x)) = vm−1(x) + αvm−2(x).

En conclusion, , si n > 2, il existe toujours un plan stable par u.� �
5.68� �a. Notons B = A − A−1 et Sp(B) = {λ1, · · · , λn}, comme les n valeurs propres de B sont simples, il vient :

Rn =

n⊕
k=1

Dk avec Dk = Ker(B − λkIn) = Vect(vk) qui est une droite. Mais comme A et B commutent car

AB = BA = A2 − In, les sous-espaces propres Dk sont stables par A et il existe αk ∈ R tel que Avk = αkvk.

La base (v1, · · · , vn) est donc une base de vecteurs propres de A et A est DZ. De même pour A−1 car si

A = PDP−1 avec D diagonale (ses termes diagonaux sont non nuls car A est inversible), alors A−1 = PD−1P−1

et D−1 est diagonale donc A−1 est DZ (c’est général).

b. En notant maintenant Sp(B) = {λ1, · · · , λp} avec λ1, · · · , λp distincts deux à deux, on sait que puisque B

est DZ, le polynôme U =
p∏

k=1

(X− λk) est annulateur de B, donc
p∏

k=1

(A− A−1 − λkIn) = 0 et en multipliant

par Ap, on obtient
p∏

k=1

(A2 − λkA − In) = 0 donc le polynôme V =
p∏

k=1

(X2 − λkX − 1) est annulateur de A.

Le polynôme X2 − λkX − 1 admet deux racines réelles αk =
λk +

√
λ2k + 4

2
> 0 et βk =

λk −
√
λ2k + 4

2
< 0.

Or f : t 7→ t+
√
t2 + 4

2
et g : t 7→ t+

√
t2 + 4

2
sont respectivement bijectives de R sur R∗+ et de R sur R∗−

(petites études de fonctions). Ainsi V =
p∏

k=1

(X− αk)(X− βk) est scindé à racines simples dans R.

c. Notons U = A+ A−1 et Sp(U) = {µ1, · · · , µn}, alors Rn =

n⊕
k=1

Dk avec Dk = Ker(U− µkIn) = Vect(wk)

qui est une droite. Mais comme A et U commutent car AU = UA = A2 + In, les sous-espaces propres Dk

sont stables par A et il existe βk ∈ R tel que Awk = βkwk. La base (w1, · · · , wn) est donc une base de
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vecteurs propres de A et A est DZ. De même pour A−1.

Par contre, si A =

(
0 −1
1 0

)
, on a χA = X2 + 1 donc A n’est pas diagonalisable dans M2(R) et pourtant

U = A+ A−1 = 0 est diagonalisable (avec une valeur propre double).

Autre contre-exemple : A =

(
1 1

0 1

)
, on a χA = (X − 1)2 et A ̸= I2 donc A n’est pas diagonalisable dans

M2(R) et pourtant U = A+ A−1 = 2I2 est diagonalisable (avec une valeur propre double).� �
5.69� �a. Comme M2 est diagonalisable et inversible, il existe un polynôme P à racines simples P =

n∏
k=1

(X − αk)

tel que P(M2) = 0. Comme aucun des αk n’est nul, on a Q(M) = 0 avec Q =
n∏

k=1

(X− δk)(X+ δk) où δk est

une racine carrée de αk. Alors Q est scindé à racines simples donc M est diagonalisable.

b. NN′ = N′N = I2n avec N′ =

(
0 B−1

A−1 0

)
donc N est inversible et on a N−1 =

(
0 B−1

A−1 0

)
.

On calcule N2 =

(
AB 0

0 BA

)
. Si P ∈ C[X], on a par blocs P(N2) =

(
P(AB) 0

0 P(BA)

)
.

Si N est diagonalisable alors on peut écrire N = UDU−1 avec U ∈ GL2n(C) et D diagonale donc il vient

N2 = UD2U−1 et N2 est aussi diagonalisable. Alors il existe un polynôme annulateur scindé à racines simples

P tel que P(N2) = 0 =

(
P(AB) 0

0 P(BA)

)
donc P(AB) = 0 ce qui montre que AB est DZ.

Réciproquement, si AB est diagonalisable, il existe une matrice U ∈ GLn(C) et une matrice diagonale D

telles que AB = UDU−1 donc BA = B(AB)B−1 = (BU)D(BU)−1 donc BA est aussi DZ car BU ∈ GLn(C).

En posant V =

(
U 0

0 BU

)
, on a V ∈ GL2n(C) et V−1N2V =

(
D 0

0 D

)
donc N2 est DZ et comme N est

inversible, on sait d’après a. que N est aussi DZ. Ainsi : N est diagonalisable si et seulement si AB l’est.� �
5.70� �a. Si on note λ1, · · · , λn les valeurs propres distinctes deux à deux de u, alors les sous-espaces propres

Eλk
(u) sont des droites engendrées par un vecteur vk ̸= 0E par hypothèse. Comme Eλk

(u) est stable par
u car u ◦ v = v ◦ u, il existe pour tout k ∈ [[1;n]] un scalaire αk tel que v(vk) = αkvk d’où vk est aussi un
vecteur propre de v. Ainsi B = (v1, · · · , vn) est une base commune de vecteurs propres de u et de v.
b. Par les polynômes d’interpolation de Lagrange, il existe un unique polynôme L ∈ Kn−1[X] tel que
∀k ∈ [[1;n]], L(λk) = αk, en notant D = diag(λ1, · · · , ln) et D′ = diag(α1, · · · , αn), on a MatB(u) = D et
MatB(v) = D′. De plus, on a L(D) = D′ par construction donc v = L(u) ∈ Vect(id E, u, · · · , un−1).
c. On sait que Cu a une structure de sous-algèbre de L(E). On vient de voir que Cu ⊂ Vect(id E, u, · · · , un−1)
et il est clair que Vect(id E, u, · · · , un−1) ⊂ Cu car Vect(id E, u, · · · , un−1) ⊂ K[u] et K[u] ⊂ Cu. Ainsi
Cu = Vect(id E, u, · · · , un−1) et la famille (id E, u, · · · , un−1) est donc génératrice de Cu.

Si on suppose que
n−1∑
k=0

aku
k = 0, alors le polynôme P =

n−1∑
k=0

akX
k est annulateur de u donc toutes les valeurs

propres de u sont des racines de P, ce qui fait que P = 0 car il y a n valeurs propres distinctes de u. Comme
P = 0 : a1 = · · · = an = 0 donc (id E, u, · · · , un−1) est aussi libre, c’est une base de Cu : dim(Cu) = n.� �

5.71� �a. C(A) est le commutant de A : on a vu en cours que c’était une sous-algèbre Mn(R) (il y a In, c’est stable

par somme, multiplication par un scalaire et produit).

b. Si M inversible et AM =MA, on multiplie par M−1 à gauche, à droite et M−1A = AM−1 : M−1 ∈ C(A).
c. Soit M ∈ C(D), soit u et d les endomorphismes canoniquement associés à M et D, alors u ◦ d = d ◦ u.
Or d admet n valeurs propres distinctes deux à deux donc tous les sous-espaces propres de d sont les
droites vectorielles Dk = Vect(ek) (où (e1, · · · , en) est la base canonique) qui sont stables par u. Ainsi,
∀k ∈ [[1;n]], ∃αk ∈ R, u(ek) = αkek car u(ek) ∈ Dk. Ceci justifie M est aussi diagonale. C(D) est donc le
sous-espace des matrices diagonales (elles commutent clairement avec D).

On aurait pu aussi le faire par calcul matriciel direct DM =MD =⇒M diagonale en identifiant.

Comme C(D) est l’ensemble des matrices diagonales : dim(C(D)) = n.
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Il est clair que les Dk commutent avec D. De plus, si D = diag(λ1, · · · , λn) et
n−1∑
k=0

βkD
k = 0 (1), alors soit

le polynôme P =
n−1∑
k=0

βkX
k. La relation (1) montre que les λi sont des racines de P, qui est de degré inférieur

ou égal à n. Ainsi P = 0 donc β1 = · · · = βn = 0.

On aurait pu écrire le système et reconnâıtre une matrice de Vandermonde inversible donc un système de

Cramer. On pouvait enfin dire que P =
n−1∑
k=0

βkX
k ∈ Rn−1[X] est annulateur de D donc les valeurs propres

λ1, . . . , λn de D sont des racines de P ce qui montre que P = 0 =⇒ β1 = · · · = βn = 0.

Dans tous les cas : (In, D, · · · , Dn−1) est libre donc c’est bien une base de C(D) car dim(C(D)) = n.

d. Comme C(A) ⊂ M2(R), dim(C(A)) = 4⇐⇒ C(A) = M2(R). On cherche donc les A qui commutent avec

toutes les autres. Si A =

(
a b

c d

)
, alors AE1,1 = E1,1A =⇒ b = c ; AE2,1 = E2,1A =⇒ (a = d et b = 0).

Ainsi A = aI2. La réciproque est claire. Par conséquent : dim(C(A)) = 4⇐⇒ (A, I2) liée.

e. Si A = λI2, alors C(A) = M2(R) donc dim(C(A)) = 4 > 2.

Si (A, I2) libre, alors cette famille étant libre dans C(A), dim(C(A)) > 2.

f. F = Vect(E1,1, E1,2) et G = Vect(E2,1, E2,2) sont deux plans supplémentaires de M2(R). Comme C(A) est
de dimension 3, dim(F ∩ C(A)) > 1 et dim(G ∩ C(A)) > 1 d’après Grassmann. Il existe donc quatre réels

α, β, γ, δ tels que les deux matrices B =

(
α β

0 0

)
̸= 0 et C =

(
0 0

γ δ

)
̸= 0 sont éléments de C(A).

Or AB = BA⇐⇒ (βc = αc = 0 et αb+ βd = βa). Comme (α, β) ̸= (0, 0), on en déduit que c = 0.
De même, AC = CA⇐⇒ (γb = δb = 0 et γa+ δc = γd). Comme (γ, δ) ̸= (0, 0), on a b = 0.
La matrice A est donc diagonale, si elle n’était pas scalaire (A ̸= λI2), on a vu que en c. que C(A) serait de
dimension n = 2, non ! Ainsi, a = d et A est proportionnelle à la matrice I2.

g. Si A = λI2, alors C(A) = M2(R) donc la base canonique de M2(R) est une base de C(A).
Sinon, dim(C(A)) = 2 d’après ce qui précède donc (I2, A) est une base de C(A).� �

5.72� �a. A est trigonalisable si et seulement son polynôme caractéristique est scindé dans K.

A = E1,2 est triangulaire supérieure, nilpotente d’ordre 2 et non nulle donc non diagonalisable.
b. Soit M ∈ Mn(C) et f l’endomorphisme de Kn canoniquement associé à M. On sait que puisque
χM = χf est scindé dans C, f ou M sont trigonalisables. Il existe donc une base B = (v1, · · · , vn) telle que

MatB(f) = T est triangulaire supérieure. Soit α > 0 et la nouvelle base B′ =
(
v1,

v2
α
, · · · , vn

αn−1

)
. Alors la

matrice la passage P entre B et B′ est diagonale donc A = P−1TP = MatB′(f) est aussi triangulaire supérieure.

Par le calcul matriciel ou en calculant les images des nouveaux vecteurs par f, on a A =
(
ti,j

αj−i

)
161,j6n

.

Soit ε > 0, en prenant m = Max
16i<j6n

|ti,j| et α > Max
(
1, m

ε

)
on a ∀i < j, |ai,j| =

|ti,j|
αj−i 6 |ti,j|

α
6 m

α
6 ε. La

matrice A convient puisque M est semblable à T elle-même semblable à A.
Questions : soit A ∈ Mn(K) et mλ l’ordre de multiplicité algébrique d’une de ses valeurs propres λ :

• A DZ ⇐⇒ Kn =
⊕

λ∈Sp(A)

Eλ(A).

• A DZ ⇐⇒ χA est scindé dans K et si ∀λ ∈ Sp(A), mλ = dim(Eλ(A)).
• A DZ ⇐⇒

∏
λ∈Sp(A)

(X− λ) est annulateur de A.

• A DZ ⇐⇒ il existe un polynôme annulateur de A qui soit scindé à racines simples.� �
5.73� �a. Méthode 1 : clairement (A,A2, A3) ∈ Vect(B, C) donc (A,A2, A3) est une famille de trois vecteurs dans

un espace de dimension inférieure ou égale à 2. Précisons, comme a2(B+C) = aA et A2 = a2(B+ 2C), on a

a2C = A2−aA et a2B = 2aA−A2. Ainsi A3 = a(a2B)+3a(a2C) = a(2aA−A2)+3a(A2−aA) = 2aA2−a2A.
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Le polynôme P = X3 − 2aX2 + a2X = X(X− a)2 est annulateur de A.

Soit p > 3, effectuons la division euclidienne de Xp par P, on a Xp = PQ + apX
2 + bpX + cp. On évalue en

0 ce qui donne cp = 0. On évalue en a et on a ap = apa
2 + bpa. Ensuite on dérive et on évalue en a et

pap−1 = 2apa+bp. On résout ce système pour trouver ap = (p−1)ap−2 et bp = (2−p)ap−1. On en déduit

que Ap = P(A)Q(A) + (p− 1)ap−2A2− (p− 2)ap−1A = (p− 1)ap(B+ 2C)− (p− 2)ap(B+C) = ap(B+ pC).

Méthode 2 : l’autre idée est bien sûr une récurrence sur p puisque l’énoncé donne l’initialisation pour

p ∈ {1, 2, 3}. Soit p > 3 et supposons Ap = ap(B + pC), alors Ap+1 = Ap × A = ap+1(B + pC)(B + C)

d’où Ap+1 = ap+1(B2 + pC2 + pCB+ BC). Comme A2 = a2(B+ 2C) = a2(B+ C)2 = A× A, en simplifiant

par a2 et en développant, on obtient la relation (1) : B + 2C = B2 + BC + CB + C2. De même, comme

A3 = a2(B+ 3C) = a2(B+ 2C)(B+C) = A2×A, on obtient la relation (2) : B+ 3C = B2 + 2CB+BC+ 2C2.

En effectuant (2)−(1), on arrive à CB+C2 = C. En reportant ceci dans la relation (1), on a B2+BC = B+C.

Ainsi, Ap+1 = ap+1(B2+pC2+pCB+BC) = ap+1(B+C+pC) = ap+1(B+(p+1)C) et l’hérédité est établie.

On conclut avec le principe de récurrence que ∀p ∈ N∗, ap = ap(B+ pC).

b. Comme X(X− a)2 est annulateur de A, on sait d’après le cours que Sp(a) ⊂ {0, a}.

Si AX = 0 avec X ̸= 0, on a aussi A2X = 0 donc BX+ CX = 0 = BX+ 2CX car a ̸= 0 donc BX = CX = 0.

Si AX = aX avec X ̸= 0, on a aussi A2X = a2X donc BX+ CX = BX+ 2CX = X d’où CX = 0 et BX = X.
Dans les deux cas, que le vecteur propre X soit associé à 0 et a, alors CX = 0. Ceci se traduit aussi par

E0(A) = Ker(A) ⊂ Ker(C) et Ea(A) ⊂ Ker(C). On a même Ker(A) ⊂ Ker(B) et Ea(A) ⊂ E1(B).

c. Méthode 1 : si A est diagonalisable, Rn = E0(A) ⊕ Ea(A) par définition car Sp(A) ⊂ {0, a}. D’après la

question b., on a donc Rn ⊂ Ker(C) dons Ker(C) = Rn donc C = 0.

Réciproquement, si C = 0, alors A2 − aA = 0 donc X(X − a) annule A donc A est diagonalisable car il en

existe un polynôme annulateur scindé à racines simples.

Méthode 2 : si C = 0, comme avant, A2 − aA = 0 donc X(X− a) annule A et A est diagonalisable.

Si A est diagonalisable, comme Sp(A) ⊂ {0, a} est non vide car on travaille dans C, on a trois cas mais on

utilise toujours le théorème qui dit que
∏

λ∈Sp(A)

(X− λ) annule A.

• Si Sp(A) = {0}, alors X est annulateur de A donc X(X− a) aussi.
• Si Sp(A) = {a}, alors X− a est annulateur de A donc X(X− a) aussi.
• Si Sp(A) = {0, a}, alors X(X− a) est annulateur de A.
Ainsi, on a toujours X(X− a) est annulateur de A, d’où A2 − aA = 0 = a2(B+ 2C)− a2(B+ C) = a2C = 0.

Par les deux méthodes, A est diagonalisable si et seulement si C = 0.� �
5.74� �a. X2 − 1 = (X− 1)(X+ 1) scindé à racines simples est annulateur de u donc u est diagonalisable. On sait

que u est la symétrie par rapport à Ker(u− id E) parallèlement à Ker(u+ id E).

b. Puisque E = E1(u)⊕E−1(u) (car u est diagonalisable) et que dim(E1(u)) = 1, on a dim(E−1(u)) = n− 1.
Ainsi, Im (u+ id E) est une droite d’après le théorème du rang. Soit a ̸= 0E tel que Im (u+ id E) = Vect(a).
Par définition, pour tout vecteur x de E, il existe un scalaire θ(x) tel que (u+ id E)(x) = θ(x)a.

Soit (x, y) ∈ E2 et λ ∈ C, alors (u+id E)(x) = θ(x)a, (u+id E)(y) = θ(y)a et (u+id E)(x+λy) = θ(x+λy)a.
Or par linéarité de u, on a aussi (u+ id E)(x+ λy) = θ(x)a+ λθ(y)a = (θ(x) + λθ(y))a et on a donc, comme
a ̸= 0E : θ(x+λy) = θ(x)+λθ(y)). θ ainsi créée est donc bien une forme linéaire et ∀x ∈ E, u(x) = −x+θ(x)a.� �

5.75� �Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique ! On va donc faire une disjonction des cas

selon le type de χA. Notons u l’endomorphisme de C3 canoniquement associé à la matrice A.
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Cas 1 : Si χA = (X−λ1)(X−λ2)(X−λ3) avec λ1, λ2, λ3 distincts deux à deux, χA est scindé à racines simples

donc A est diagonalisable et semblable à D =

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 car Sp(A) = {λ1, λ2, λ3}.

Cas 2 : Si χA = (X− λ1)2(X− λ2) avec λ1, λ2 distincts, alors on sait que A est diagonalisable si et seulement

si dim(Eλ1
(A)) = 2. Il y a donc à nouveau deux cas.

Cas 2.1 : Si dim(Eλ1
(A)) = 2, la matrice A est semblable à la matrice diagonale D =

 λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ2


car A est diagonalisable et Sp(A) = {λ1, λ2} avec λ1 valeur propre double et λ2 valeur propre simple.

Cas 2.2 : Si dim(Eλ1
(A)) = 1, il existe v1 ̸= 0E dans Eλ1

(u) et v3 ̸= 0E dans Eλ2
(u) ; il nous manque un

vecteur. Comme (u−λ1id E)
2 ◦(u−λ2id E) = 0, on a Im (u−λ2id E) ⊂ Ker((u−λ1id E)

2) or, d’après la

formule du rang, rang (u−λ2id E) = 2 car λ2 est une valeur propre simple de u donc Ker((u−λ1id E)
2)

est un plan (ça ne peut pas être l’espace en entier car on aurait alors (u−λ1id E)
2 = 0 et λ2 ne serait pas

valeur propre de u). Soit donc un vecteur w2 tel que w2 ∈ Ker((u−λ1id E)
2)\Ker(u−λ1id E). Comme

w2 ∈ Ker((u− λ1id E)
2), on a u(w2)− w2 ∈ Ker(u− λ1id E) donc il existe α ∈ C∗ (car w2 /∈ Eλ1

(u))

tel que u(w2) = w2 +αv1. En posant v2 = w2

α
, on a u(v2) = v2 + v1. Comme (v1, v2) est une base de

Ker((u− λ1id E)
2) et que v3 /∈ Ker((u− λ1id E)

2) car (u− λ1id E)
2(v3) = (λ2 − λ1)2v3 ̸= 0E, la famille

B = (v1, v2, v3) est une base de C3 et MatB(u) =

 λ1 1 0

0 λ1 0

0 0 λ2

.

Cas 3 : Si χA = (X − λ1)3, posons v = u − λ1id E, alors, par Cayley-Hamilton, v est nilpotent d’indice

inférieur ou égal à 3 (normal car on est en dimension 3). Il y a à nouveau quelques cas.

Cas 3.1 : Si v2 ̸= 0, classiquement il existe une base B = (v2(x), v(x), x) (en prenant x tel que v2(x) ̸= 0).

Alors MatB(v) =

 0 1 0

0 0 1

0 0 0

 donc la matrice de u = v+ λ1id E dans B vaut

 λ1 1 0

0 λ1 1

0 0 λ1

.

Cas 3.2 : Si v2 = 0 et v ̸= 0, Im (v) ⊂ Ker(v) donc rang (v) = 1. Soit (x2) une base de Im (v), complétée

en une base (x1, x2) de Ker(v) ; ∃x3 ∈ E, x2 = v(x3) ̸= 0E donc x3 /∈ Vect(x1, x2), ainsi B = (x1, x2, x3)

est une base de E. MatB(v) =

 0 0 0

0 0 1

0 0 0

 donc MatB(u) =

 λ1 0 0

0 λ1 1

0 0 λ1


Cas 3.3 : Si v = 0 alors u = λ1id E et la matrice de u dans toute base est λ1I3.

Toutes les matrices de M3(C) sont donc semblables à une et à une seule des matrices triangulaires supérieures

(on savait déjà que toute matrice complexe est trigonalisable) suivantes : λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 avec λ1, λ2, λ3 distincts deux à deux ;

 λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ2

 avec λ1, λ2 distincts ;

 λ1 1 0

0 λ1 0

0 0 λ2


avec λ1, λ2 distincts ;

 λ1 1 0

0 λ1 1

0 0 λ1

 ;

 λ1 0 0

0 λ1 1

0 0 λ1

 et

 λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ1

 avec λ1 ∈ C.
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� �
5.76� �a. (=⇒) si A est diagonalisable, A = PDP−1 avec D diagonale et P inversible donc A3 = PD3P−1. Comme

D3 est aussi diagonale, on en déduit que A3 est diagonalisable.

(⇐=) Si A3 est diagonalisable, alors A3 possède un polynôme annulateur scindé à racines simples qu’on écrit

P = (X − λ1) · · · (X − λp) avec λ1, . . . , λp distincts deux à deux et non nuls (en effet comme A est inversible

on peut multiplier par A−1 et ne pas avoir 0 comme racine d’un polynôme annulateur).

Par conséquent, (A3 − λ1In) · · · (A3 − λpIn) = Q(A) = 0 avec Q =
p∏

k=1

(
(X − αk)(X − jαk)(X − j2αk)

)
où

αk ̸= 0 est une racine cubique de λk. Mais Q est scindé à racines simples (on ne peut pas avoir par exemple

jαk = j2αℓ si k ̸= ℓ car alors on aurait α3
k = λk = λℓ = α3

ℓ ) donc A est diagonalisable.

Ainsi A diagonalisable ⇐⇒ A3 diagonalisable.

b. Il suffit de prendre A = E1,n qui est nilpotente d’indice 2 (dès que n > 2) alors qu’elle n’est pas

diagonalisable. En effet, sa seule valeur propre est 0 et pourtant elle n’est pas semblable à la matrice nulle

sinon elle serait nulle.

c. Par exemple si on prend A =

 0 1 0

0 0 1

1 0 0

, alors χA = X3 − 1 = (X− 1)(X2 + X+ 1) n’est pas scindé sur

R donc A n’est pas diagonalisable dans M3(R) et pourtant A3 = I3 est on ne peut plus diagonalisable.

� �
5.77� �A1 =


0 1 0 · · · 0

0 0 2
. . .

...

0 0
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . . n

0 · · · 0 0 0

 ∈ Mn+1(R) se reconnâıt aisément, c’est la matrice de l’endomorphisme

f1 : P 7→ P′ dans l’espace E = Rn[X] dans la base canonique B = (1, X, · · · , Xn) car ∀k > 1, f1(X
k) = kXk−1.

La matrice A2 =


0 0 0 · · · 0

n 0 0
. . .

...

0 n− 1
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . . 0

0 · · · 0 1 0

 est obtenue à partir de A1 en échangeant l’ordre des lignes et

des colonnes. Ceci signifie que A2 = PA1P où P est la matrice qui ne contient que des 0 et des 1 sur la

“seconde” diagonale : P = (pi,j)16i,j6n+1 avec pi,j = 1 si i+ j = n+ 2 et pi,j = 0 sinon. Or P est la matrice

de l’endomorphisme f de E qui envoie Xk sur Xn−k. On constate que f : P 7→ XnP

(
1

X

)
. Ainsi, A2 est la

matrice dans la base canonique de f2 = f ◦ f1 ◦ f. Or f1 ◦ f(P) =
(
XnP

(
1

X

))′
= nXn−1P

(
1

X

)
− Xn−2P′

(
1

X

)
pour un polynôme P ∈ E, donc f2(P) = Xn

(
nX1−nP(X)− X2−nP′(X)

)
= nXP(X)− X2P′(X).

On pouvait aussi dire que f2 vérifiait f2(X
n) = 0 et f2(X

k) = (n − k)Xk+1 = nX.Xk − X2(kXk−1) pour

k ∈ [[0;n− 1]] donc que les endomorphismes f2 et P 7→ nXP − X2P′ cöıncident sur la base canonique (même

pour Xn) donc sont égaux (mais encore fallait-il le voir) !!!!

Au final, comme A = A1 + A2 = MatB(g) où g = f1 + f2 : P 7→ nXP + (1− X2)P′.

Méthode 1 : g(1) = nX = −n+n(X+1) et, si k ∈ [[1;n]], on a g((X+1)k) = nX(X+1)k+k(1−X2)(X+1)k−1

donc g((X+ 1)k) = n(X+ 1)k+1 − n(X+ 1)k + k(2− 1− X)(X+ 1)k = (2k− n)(X+ 1)k − (n+ k)(X+ 1)k+1.
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Par conséquent, la matrice de g dans la base (1, (1 + X), · · · , (1 + X)n) est triangulaire inférieure avec, sur

la diagonale, les réels 2k − n (pour k variant de 0 à n). Ces réels étant différents, χA est scindé à racines

simples donc A est diagonalisable. Ainsi Sp(A) = {2k− n}06k6n (mais encore fallait-il le voir) !!!!

Méthode 2 : on peut aussi chercher les valeurs propres de f en résolvant l’équation différentielle f(P) = λP

pour un réel λ en cherchant les solutions polynomiales. Or f(P) = λP revient à dire que la fonction polynomiale

P est solution de (E) : (1− t2)y′ = (λ− nt)y. Or λ− nt
1− t2

= λ+ n

2
. 1

1+ t
+ λ− n

2
. 1

1− t . Ainsi les solutions

de (E) (sur ]− 1; 1[ par exemple) sont les y : t 7→ α(1+ t)
λ+n
2 (1− t)

n−λ
2 qui sont des fonctions polynomiales

non nulles si α ̸= 0 et 0 6 λ + n 6 2n est un entier pair. Ainsi, pour tout k ∈ [[0;n]], le réel λ = 2k − n est

valeur propre de A associé au vecteur propre Pk = (1+ X)k(1− X)n−k ∈ Rn[X]. A est bien diagonalisable.� �
5.78� �Soit λ ∈ Sp(M), alors χM(λ) = 0 donc distinguons deux cas :

• si |λ| < 1, alors comme an = 1 car χM est unitaire, on a clairement |λ| 6
n∑

k=0

|ak|.

• si |λ| > 1, on a λn = −
n−1∑
k=0

akλ
k donc, par inégalité triangulaire, il vient |λ|n 6

n−1∑
k=0

|ak||λ|k or |λ|k 6 |λ|n−1

donc |λ|n 6 |λ|n−1
n−1∑
k=0

|ak| et il suffit de diviser par |λ| > 0 pour avoir l’inégalité |λ| 6
n−1∑
k=0

|ak| dont découle

l’inégalité |λ| 6
n∑

k=0

|ak| souhaitée. Pas sûr que ce soit l’énoncé intégral car c’est loin d’être optimal.� �
5.79� �a. Soit un polynôme P =

m∑
n=0

anX
n ∈ R[X], alors P(u) =

m∑
n=0

anu
n par définition donc, en intervertissant

les sommes doubles, on obtient P(u) =
m∑

n=0

(
an

p∑
k=1

λnkvk

)
=

p∑
k=1

( m∑
n=0

anλ
n
k

)
vk =

p∑
k=1

P(λk)vk.

Soit P =
p∏

k=1

(X− λk). On a clairement ∀k ∈ [[1; p]], P(λk) = 0 donc P(u) = 0 d’après ce qui précède. Comme

P est un polynôme annulateur scindé à racines simples de u, on en déduit que u est diagonalisable.

b. Ce sont les fameux polynômes d’interpolation de Lagrange. Pour j ∈ [[1; p]], soit Lj =
p∏

k=1
k ̸=j

(
X− λk
λj − λk

)
.

On a ∀j ∈ [[1; p]], Lj ∈ Rp−1[X], et plus précisément deg(Lj) = p− 1. De plus, ∀(i, j) ∈ [[1; p]]2, Lj(λi) = δi,j.

Or si
p∑

k=1

αkLk = 0 avec (α1, · · · , αp) ∈ Rp, en évaluant ceci en λj pour j ∈ [[1; p]], on trouve αj = 0 ce qui

prouve que (L1, · · · , Lp) est libre. Comme dim(Rp−1[X]) = p, (L1, · · · , Lp) est une base de Rp−1[X].

c. Comme P =
p∏

k=1

(X− λk) est annulateur de u, on sait d’après le cours que Sp(u) ⊂ {λ1, · · · , λp}.

Si, pour j ∈ [[1; p]], on avait λj /∈ Sp(u), alors le spectre de u serait inclus dans l’ensemble des racines de Lj

donc
∏

λ∈Sp(u)

(X−λ) diviserait Lj. Mais puisque u est diagonalisable,
∏

λ∈Sp(u)

(X−λ) est annulateur de u donc

on aurait Lj(u) = 0. Or, avec a. et b., on a Lj(u) =
n∑

k=1

Lj(λk)vk = vj ̸= 0 (par hypothèse) ce qui clôt le

raisonnement par l’absurde. Par conséquent, par double inclusion, on conclut Sp(u) = {λ1, · · · , λp}.� �
5.80� �a. D’après Cayley-Hamilton, une matrice M ∈ Mn(C) est nilpotente si et seulement si χM = Xn. En

effet, si M est nilpotente, sa seule valeur propre est 0 donc, comme χM est scindé dans C[X], on a χM = Xn.

On a même l’équivalence : M nilpotente ⇐⇒ Sp(M) = {0} ⇐⇒ χM = Xn.
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Puisque M est non nilpotente, elle possède une valeur propre non nulle a. De plus M ̸= 0 donc M et 0.M

ne sont pas semblables. Supposons que λ ∈ C∗ vérifie M et λM semblables, alors comme aλ est une valeur

propre de λM (car MX = aX =⇒ λMX = (aλ)X avec X ̸= 0), on a aλ ∈ Sp(M) aussi. Mais Sp(M) est de

cardinal inférieur ou égal à n donc ceci n’autorise que n valeurs de λ.

On peut dire en général que Sp(λM) = λ Sp(M) avec la relation χλM(α) = λnχM

(
α

λ

)
facile à établir si λ ̸= 0.

Pour information, si on prend la matrice circulante M = (mi,j)16i,j6n avec mi,j = 1 si i − j ≡ 1 [n] et

mi,j = 0 sinon, alors on calcule et on trouve χM = Xn − 1 qui est scindé à racines simples donc M est

diagonalisable avec M = PDP−1 où D est la matrice diagonale contenant sur sa diagonale toutes les racines

n-ièmes de l’unité. En notant ω = e
2iπ
n , la matrice ωjM a le même polynôme caractéristique donc est aussi

semblable à D. Ainsi les λ tels que M et λM sont semblables sont les éléments de Un au nombre de n.

b. D’abord, si M = 0, bien sûr, M et λM = 0 sont égales donc semblables pour tout complexe λ.

SiM nilpotente d’indice n et λ ̸= 0. Classiquement, il existe une base B = (X0, · · · ,Mn−1X0) (siM
n−1X0 ̸= 0)

de Cn. La matrice de M dans cette base est T = (ti,j)16i,j6n avec ti,j = 1 si j = i − 1 et ti,j = 0 sinon.

Mais si on prend la base Bλ = (X0, λMX0, . . . , λ
n−1Mn−1X0), alors la matrice de λM dans Bλ est aussi T ce

qui prouve que les deux matrices M et λM sont semblables pour tout λ ̸= 0.� �
5.81� �• Si b = 0, A = aIn et l’exercice perd de son ”charme”.

• Si b ̸= 0, soit n > 3, en développant le déterminant χAn
(λ) par rapport à la dernière colonne, on obtient

χAn
(λ) = (λ− a)χAn−1

(λ)− b2χAn−2
(λ) en développant le deuxième déterminant par rapport à la dernière

ligne. On pose un = χAn
(λ) et on a la récurrence linéaire de rang 2 : ∀n > 0, un+2−(λ−a)un+1+b

2un = 0

en posant u0 = 1 car u1 = λ− a et u2 = (λ− a)2 + b2.

Par analogie avec les polynômes de Tchebychev, on pose λ = a + 2b cos θ et vn =
χAn

(a+ 2b cos θ)
bn

qui

vérifie ∀n > 0, vn+2 = 2 cos θvn+1 − vn en simplifiant par bn+2 et en posant v0 = 1.

Comme v0 = 1 =
sin(1.θ)
sin θ

et v1 = 2 cos θ =
sin(2θ)
sin θ

, par une récurrence double avec des formules de

trigonométrie : ∀n > 0, vn =
sin((n+ 1)θ)

sin θ
si θ ̸≡ 0 [π] (polynômes de Tchebychev de seconde espèce).

Ainsi, Sp(An) = {λk = a+ 2b cos

(
kπ

n+ 1

)
}k∈[[1;n]] est de cardinal n : An est diagonalisable.� �

5.82� �a. Le point de départ, c’est que M2 = diag(a1an, a2an−1, . . . , a2an−1, a1an).

• Si M est diagonalisable, les matrices M et M2 ont le même rang (car une matrice diagonale D et son carré
D2 ont le même rang). Or rang (M2) est le nombre de akan+1−k non nuls et rang (M) est le nombre de ak non
nuls. Ainsi, si M est diagonalisable, on a card (k ∈ [[1;n]] | ak = 0) = card (k ∈ [[1;n]] | akan+1−k = 0) donc
∀k ∈ [[1;n]], ak = 0⇐⇒ an+1−k = 0 ce qui signifie que soit (ak, an+1−k) = (0, 0), soit (ak, an+1−k) ∈ (C∗)2.
• Réciproquement, supposons ∀k ∈ [[1;n]], ak = 0⇐⇒ an+1−k = 0. Notons u l’endomorphisme canonique-
ment associé à M. Chacun des sous-espaces Pk = Vect(ek, en+1−k) est stable par u car u(ek) = aken+1−k

(Pk = Vect(ek) avec ek vecteur propre si n est impair et k = n+ 1

2
).

• Si ak = an+1−k = 0, alors uPk
= 0 et il est clair que uPk

est donc diagonalisable.

• Si (ak, an+1−k) ∈ (C∗)2, alors le polynôme caractéristique de uPk
vaut X2−akan+1−k est scindé à racines

simples dans C[X] donc uPk
est diagonalisable. En regroupant les bases de vecteurs propres de chacun des

Pk, comme Cn =

(n+1)/2⊕
k=1

Pk, on obtient une base de vecteurs propres de u donc M est diagonalisable.

• Une autre méthode est de dire que, puisqueM2 est diagonale (donc diagonalisable !), il existe un polynôme
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scindé à racines simples P tel que P(M2) = 0.

- si M est inversible, on peut choisir P =
r∏

j=1

(X − λj) avec P(0) ̸= 0 donc les λj sont non nuls. En notant δj

une racine carrée de λj, on a
r∏

j=1

(M2 − λjIn) = 0 =
r∏

j=1

(M − δjIn)(M + δjIn) donc
r∏

j=1

(X − δj)(X + δj) est

scindé à racines simples et annulateur de M qui est donc diagonalisable.

- sinon, P = X
r∏

j=1

(X − λr) annule M2 (λj ̸= 0) : M2
r∏

j=1

(M2 − λjIn) = M2
r∏

j=1

(M − δjIn)(M + δjIn) = 0.

Mais comme rang (M) = rang (M2) par hypothèse et que Ker(M) ⊂ Ker(M2), on a par la formule du rang

Ker(M) = Ker(M2). Or M2
r∏

j=1

(M − δjIn)(M + δjIn) = 0 ⇐⇒ Im
( r∏

j=1

(M − δjIn)(M + δjIn)
)
⊂ Ker(M2)

qui se transforme en Im
( r∏

j=1

(M − δjIn)(M + δjIn)
)
⊂ Ker(M) ⇐⇒ M

r∏
j=1

(M − δjIn)(M + δjIn) = 0 et

X
r∏

j=1

(X− δj)(X+ δj) est scindé à racines simples et annulateur de M qui est donc diagonalisable.

b. Il faut regrouper les sous-espaces propres dans chacun des sous-espaces stables Pk. À faire !� �
5.83� �a. Un petit calcul donne A2 = 4I4. On en déduit que A2n = 4nI4 et A2n+1 = 4nA pour tout entier n.

b. Grâce à A2 = 4I4, la matrice A est inversible et A−1 = 1

4
A.

c. Le polynôme X2 − 4 est annulateur de A donc Sp(A) ⊂ {−2, 2}. Déterminons les deux sous-espaces
propres. Après calculs E2(A) = Vect(v1, v2) avec v1 = (1, 0, 0, 1) et v2 = (2, 1, 1, 0) et E−2(A) = Vect(v3, v4)
avec v3 = (0, 1,−1, 0) et v4 = (−1, 2, 0, 1). On a trouvé une base de vecteurs propres (car E2(A) et E−2(A)
sont en somme directe et que 2+ 2 = 4) donc A est diagonalisable. On pouvait aussi dire que ce polynôme
X2 − 4 est scindé à racines simples donc que A est diagonalisable.

d. On calcule det(A) pour trouver 16 ̸= 0 donc A est inversible.

De plus, la matrice A est symétrique réelle donc A est diagonalisable d’après le théorème spectral ; il existe
même une matrice orthogonale P telle que A = PDtP avec D diagonale.� �

5.84� �a. Par définition, ce reste R a un degré majoré par 3 donc f est déjà bien définie. Pour (P,Q) ∈ R3[X]
2 et

(λ, µ) ∈ R2, on a X2(λP+µQ) = λ(X2P)+µ(X2Q) = λ(UD+f(P))+µ(VD+f(Q)) = (λU+µV)D+(λf(P)+µf(Q))
et le polynôme λf(P) + µf(Q) est de degré inférieur ou égal à 3 donc il est le reste de la division euclidienne
de X2(λP + µQ) par D. Ainsi f(λP + µQ) = λf(P) + µf(Q) et f est bien un endomorphisme de R3[X].

b. Clairement f(1) = X2 et f(X) = X3. De plus, comme X2X2 = X4 = D + 1, on a f(X2) = 1. Enfin

X2X3 = XD+ X donc f(X3) = X. Ainsi, la matrice f dans la base canonique est A =


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

. Ainsi,

χf = χA = (X−1)2(X+1)2. Ainsi, Sp(f) = {−1, 1}. f est diagonalisable si et seulement si A l’est, c’est-à-dire
si et seulement (X−1)(X+1) = X2−1 est annulateur de A. Or A2 = I4 par calculs donc f est diagonalisable.

c. A2 = I4 donc A est inversible donc f est injective.� �
5.85� �χM =

∣∣∣∣∣∣
X− 1− a −1 1

a− 2 X− 2 2

1 1 X− 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
X− 1− a −1 0

a− 2 X− 2 X

1 1 X

∣∣∣∣∣∣ après l’opération C3 ←− C3 + C2 puis, après

L2 ←− L2 − L3, on obtient χM =

∣∣∣∣∣∣
X− 1− a −1 0

a− 3 X− 3 0

1 1 X

∣∣∣∣∣∣. On développe par rapport à la troisième colonne

et χM = X

∣∣∣∣X− 1− a −1
a− 3 X− 3

∣∣∣∣ = X
(
(X− 1− a)(X− 3) + a− 3

)
= X(X2 − (a+ 4)X+ 4a) = X(X− a)(X− 4).

Traitons trois cas :

• Si a /∈ {0, 4}, alors χM est scindé à racines simples donc M est diagonalisable.
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• Si a = 0, χM = X2(X− 4), rang (M) = 1 car M =

 1 1 −1
2 2 −2
−1 −1 1

 donc, avec la formule du rang,

dim(Ker(M)) = 2 et M est diagonalisable car les ordres algébrique et géométrique de 0 sont égaux.

• Si a = 4, χM = X(X− 4)2, M =

 5 1 −1
−2 2 −2
−1 −1 1

 donc M− 4I3 =

 1 1 −1
−2 −2 −2
−1 −1 −3

 est de rang 2

donc dim(E4(M)) = 1 toujours d’après la formule du rang et l’ordre de multiplicité géométrique de 4

est strictement inférieur à son ordre algébrique donc M n’est alors pas diagonalisable.

En conclusion : la condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable est a ̸= 4.

• Plus précisément si a = 0 : E0(M) = Vect(v1, v2) avec v1 = (0, 1, 1) et v2 = (1,−1, 0) et E4(M) = Vect(v3)

avec v3 = (1, 2,−1) donc M = PDP−1 avec D = 4E3,3 et P =

 0 1 1

1 −1 2

1 0 −1

.

• Plus précisément si a = 4 : comme χM est scindé dans R, la matrice M est trigonalisable dans M3(R).

Après calculs, on trouve E0(M) = Vect(v1) avec v1 = (0, 1, 1) et E4(M) = Vect(v2) avec v2 = (1,−1, 0).

On espère prouver que M est semblable à la matrice T =

 0 0 0

0 4 1

0 0 4

 (réduction de Jordan) ce qui nous

pousse à chercher un vecteur v3 tel que Mv3 = 4v3 + v2 ou encore (M− 4I3)v3 = v2. On trouve par exemple

v3 =
(
3

4
, 0,−1

4

)
et (v1, v2, v3) est une base de R3 donc M = QTQ−1 avec Q =

 0 1 3/4

1 −1 0

1 0 −1/4

.

� �
5.86� �a. Analyse : soit un hyperplan H supposé stable par u.

Méthode 1 : soit φ une forme linéaire non nulle sur E telle que H = Kerφ. Pour x ∈ H, on a u(x) ∈ H

donc φ(u(x)) = 0, ainsi ψ = φ ◦ u est une forme linéaire sur E telle que H ⊂ Ker(ψ). Soit ψ = 0 et alors

ψ = 0.φ = λφ avec λ = 0, soit ψ ̸= 0 et alors H = Ker(φ) = Ker(ψ) donc, d’après le cours, φ et ψ sont

proportionnelles et ∃λ ∈ K∗ tel que ψ = λφ = φ ◦ u. Que λ soit nul ou pas, il existe donc λ ∈ C tel que

ψ = φ ◦ u = λφ ce qui s’écrit aussi φ ◦ (u− λid E) = 0 donc Im (u− λid E) ⊂ Ker(φ) = H.

Méthode 2 : Soit B′ = (v1, · · · , vn−1) une base de H qu’on complète en une base B = (v1, · · · , vn−1, vn) de

E. Alors la stabilité de H par u montre que la matrice A = MatB(u) est de la forme A =

(
A′ C

0 λ

)
où

A′ = MatB′(uH) et λ ∈ K. Ainsi A − λIn =

(
A′ − λIn−1 C

0 0

)
possède une dernière ligne de 0 ce qui

montre que Im (u− λid E) ⊂ Vect(v1, · · · , vn−1) = H.

Synthèse : s’il existe λ ∈ K tel que Im (u − λid E) ⊂ H, alors soit x ∈ H, on a alors u(x) = u(x) − λx + λx

donc u(x) = (u− λid E)(x) + λx ∈ H car (u− λid E)(x) ∈ Im (u− λid E) ⊂ H. Ainsi H est stable par u.

On a bien établi l’équivalence : H stable par u⇐⇒ ∃λ ∈ K, Im (u− λid E) ⊂ H.

b. Soit F un sous-espace de R3 stable par A. Distinguons selon la dimension de F :

• si dim(F) = 0, alors F = {0} qui est bien stable par A.

• si dim(F) = 1, alors F = Vect(e) et on sait que F est stable par u si et seulement si e est un vecteur propre

de A. On calcule donc χA = X3 − 3X2 + 12X donc 0 est la seule valeur propre réelle car le discriminant
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de X2 − 3X + 12 vaut ∆ = 9 − 48 < 0. Comme rang (u) = 2, Ker(A) = E0(A) est une droite, c’est

Ker(A) = Vect(e) avec e = (1, 1, 1). Ainsi, Vect(e) est la seule droite stable par A.

• si dim(F) = 2, F est un hyperplan de R3 et la question précédente montre l’existence d’un scalaire λ

tel que Im (A − λI3) ⊂ F ce qui prouve que λ ∈ Sp(A) car A − λI3 ne peut pas être inversible. Ainsi,

λ = 0 et Im (A) ⊂ F donc Im (A) = F car ils ont même dimension. Comme Im (A) = Vect(a, b) avec

a = f(e2) = (−6,−10, 4) et b = f(e3) = (−4,−8, 3) par exemple, Vect(a, b) est le seul plan stable par A.

• si dim(F) = 3, alors F = R3 qui est bien stable par A.

Au final, les seuls sous-espaces propres stables par A sont {0}, la droite Ker(A), le plan Im (A) et R3.� �
5.87� �a. Une matrice de taille n est diagonalisable si elle possède n valeurs propres distinctes ou si elle est

symétrique réelle (théorème spectral).

b. Tr (A) = 0 et det(A) = −1 donc χA = X2 − 1 = (X + 1)(X − 1) est scindé à racines simples. Comme
v1 = (1, 1) ∈ E1(A) et v2 = (1, 2) ∈ E−1(A), une base de vecteurs propres est (v1, v2) de sorte que A = PDP−1

avec P =

(
1 1

1 2

)
et D =

(
1 0

0 −1

)
par la formule de changement de bases.

c. Par Cayley-Hamilton ou par calcul direct : A2 = I2. Ainsi, par un calcul par blocs, B2 =

(
4I2 0

0 9I2

)
.

Par conséquent B2− 4I4 =

(
0 0

0 5I2

)
et B2− 9I4 =

(
−5I2 0

0 0

)
d’où (B2− 4I4)(B2− 9I4) = 0. Le polynôme

(X2 − 4)(X2 − 9) est scindé à racines simples et annule B donc B est diagonalisable.

Autre méthode : clairement, d’après la question a. et des calculs par blocs, Bw1 = 2w1 si w1 = (1, 1, 0, 0) ;
Bw2 = −2w2 avec w2 = (1, 2, 0, 0) ; Bw3 = 3w3 avec w3 = (0, 0, 1, 1) et Bw4 = −3w4 avec w4 = (0, 0, 1, 2) et
on a trouvé une base (B = (w1, w2, w3, w4) base de R4) de vecteurs propres de B.

Autre méthode : χB(λ) =

∣∣∣∣ λI2 − 2A 0

0 λI2 − 3A

∣∣∣∣ = 36

∣∣∣∣ (λ/2)I2 − A 0

0 (λ/3)I2 − A

∣∣∣∣ = 36χA

(
λ

2

)
χA

(
λ

2

)
donc

χB(λ) = (λ2 − 4)(λ2 − 9) donc χB = (X− 2)(X+ 2)(X− 3)(X+ 3) est scindé à racines simples. Ok !

On pouvait aussi poser la matrice inversible Q =

(
P 0

0 P

)
(puisque det(Q) = det(P)2 > 0) d’inverse

Q−1 =

(
P−1 0

0 P−1

)
et calculer par blocs Q−1BQ =

(
2D 0

0 3D

)
de sorte que B est diagonalisable.� �

5.88� �a. Soit x ∈ Ker(u)∩Ker(u2+u+ id E), on a donc u(x) = 0E (donc u2(x) = 0E) et u
2(x)+u(x)+ x = 0E. On

en déduit que x = (u2(x)+u(x)+x)−u2(x)−u(x) = 0E. Par conséquent Ker(u)∩Ker(u2+u+id E) = {0E}.

b. Comme par hypothèse u3 + u2 + u = (u2 + u + id E) ◦ u = 0, on a Im (u) ⊂ Ker(u2 + u + id E).

Par la formule du rang, on a n = dim(Ker(u)) + dim(Im (u)). Or, d’après la question a., on a l’inégalité

dim(Ker(u)) + dim(Ker(u2 + u+ id E)) 6 n car ces deux sous-espaces sont en somme directe. On en déduit

donc que dim(Ker(u2+u+id E)) 6 dim(Im (u)). Si on relie ceci au renseignement Im (u) ⊂ Ker(u2+u+id E),

on conclut que Im (u) = Ker(u2 + u + id E). Toujours d’après la question a., on en déduit que Im (u) et

Ker(u) sont en somme directe, et la formule du rang nous permet d’affirmer que E = Ker(u)⊕ Im (u).

c. On sait que deg(χv) est la dimension de l’espace de départ de v d’où deg(χv) = dim(Im (u)) = rang (u).

d. D’après le théorème du rang, comme Im (u) est un supplémentaire de Ker(u), on sait que u induit un

isomorphisme de Im (u) dans Im (u), ainsi v est un automorphisme de Im (u) donc det(v) ̸= 0 et 0 /∈ Sp(v).

Comme v est un automorphisme et que, en tant que restriction de u, on a v3 + v2 + v = 0, en composant
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par v−1, il vient v2 + v+ id E = 0. On met ceci sous forme canonique :
(
v+ 1

2
id E

)2
= −3

4
id E. On prend le

déterminant de cette dernière relation et on obtient det
((
v+ 1

2
id E

)2)
=
(
− 3

4

)r
où r = rang (u).

Or det
((
v+ 1

2
id E

)2)
= det

(
v+ 1

2
id E

)2
> 0 donc

(
− 3

4

)r
> 0 ce qui implique la parité de r = rang (u).� �

5.89� �a. D’abord t 7→ e−tP(t) sont continues sur [x; +∞[ pour tout P ∈ E et tout x ∈ R. De plus, e−tP(t) =
+∞

o

(
1

t2

)
par croissance comparée donc

∫ +∞

x
e−tP(t)dt converge par comparaison avec les intégrales de Riemann.

Pour x ∈ R, U(1)(x) = ex
∫ +∞

x
e−tdt = ex[−e−t]+∞x = 1 donc U(1) = 1 est bien un polynôme de E.

Soit k ∈ [[0;n − 1]] tel que U(Xk) est un polynôme de degré k. Alors par IPP (facile à justifier) et par

croissance comparée, U(Xk+1)(x) = ex
∫ +∞

x
e−ttk+1dt = ex[−e−ttk+1]+∞x +(k+1)ex

∫ +∞

x
e−ttkdt de sorte

que U(Xk+1) = Xk+1 + (k+ 1)U(Xk). Comme la linéarité de U découle de celle de l’intégrale, la récurrence
précédente montre que U est un endomorphisme de E. De plus, U(1) = 1 et U(Xk+1) = Xk+1 + (k+ 1)U(Xk)
montre que U(Xk) est un polynôme de degré k exactement et unitaire.

b. La matrice A de U dans la base canonique (1, X, · · · , Xn) est donc triangulaire supérieure avec des 1
sur la diagonale. Par conséquent χU = χA = (X − 1)n+1 et 1 est la seule valeur propre de U. Si U était
diagonalisable, alors A serait semblable à la matrice In+1 donc serait égale à In+1, ce qui est faux car
U(X) = X+ 1 ̸= X : U n’est pas diagonalisable. Comme det(U) = det(A) = 1, U (et A) sont inversibles.

Continuons : U(X2) = X2 + 2X + 2, U(X3) = X3 + 3X2 + 6X + 6, U(X4) = X4 + 4X3 + 12X2 + 24X + 24. Par

récurrence simple : ∀k ∈ [[0;n]], U(Xk) = k!
k∑

i=0

Xi

i!
. Ainsi A = (ai,j)06i,j6n avec ai,j = 0 si i > j et ai,j =

j!
i!
.

On applique U−1 à U(Xk+1) = Xk+1 + (k + 1)U(Xk) ce qui donne Xk+1 = U−1(Xk+1) + (k + 1)Xk. Ainsi
∀k ∈ [[1;n]], U−1(Xk) = Xk − kXk−1 et U−1(1) = 1. Alors U−1 : P 7→ P − P′ (cöıncidence sur une base).

On aurait aussi pu dériver la relation U(P)(x) = ex
∫ +∞

x
e−tP(t)dt. Ainsi U(P)′(x) = ex(−e−xP(x))+U(P)(x)

donc U(P)− U(P)′ = P ; en notant V : P 7→ P′, on a V ◦ U = id donc U est inversible et U−1 = V.� �
5.90� �Les colonnes C1, C2, C3 et C4 forment une famille libre et C1 = C5. Ainsi rang (N) = 4, le réel 0 est valeur

propre de N et E0(N) = Vect(E1 − E5). De plus, N− I5 est clairement de rang 2 donc 1 est valeur propre de
N et E1(N) = Vect(E2, E3, E4). Enfin, comme Tr (N) = 5 est la somme des valeurs propres, la dernière valeur
propre est 2 et E2(N) = Vect(E1 + 2E2 + 2E3 + 2E4 + E5) car E0(N), E1(N) et E2(N) sont en somme directe.

On a donc trouvé une base de vecteurs propres pour l’endomorphisme canoniquement associé à N (donc diag-

onalisable) et, par changement de bases, N = PDP−1 avec D = diag(0, 1, 1, 1, 2) et P =


1 0 0 0 1

0 1 0 0 2

0 0 1 0 2

0 0 0 1 2

−1 0 0 0 1

.

� �
5.91� �a. Pour k ∈ N, on a la relation x(k+1) = x(k)− α(Ax(k)− b) = (In− αA)x(k) + αb donc x(k+1) = Bαx

(k) + c

si on pose la matrice Bα = In − αA et le vecteur c = αb.

b. Tout d’abord, il existe bien une unique solution de Au = b qui est u = A−1b car A est inversible.

Classiquement, on va faire intervenir le vecteur fixe v de l’application g : x 7→ Bαx + c qui vérifie donc

v = Bαv + c ⇐⇒ v = 1

α
A−1c ⇐⇒ v = A−1b et v est bien l’unique vecteur qui vérifie Av = b car A est

inversible. En définissant (y(k))k∈N par y(k) = x(k) − v, on a y(0) = x(0) − v et ∀k ∈ N, y(k+1) = Bαy
(k).

Comme χA =
n∏

i=1

(X−λi) est scindé (mais pas forcément à racines simples), A est trigonalisable donc il existe

P inversible et T triangulaire supérieure (avec λ1, · · · , λn sur la diagonale) telles que A = PTP−1. Ainsi, on
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a aussi Bα = P(In − αT)P−1. On montre par une récurrence simple que ∀k ∈ N, y(k) = Bk
αy

(0) et Bk
α est

triangulaire supérieure avec (1− αλ1)k, · · · , (1− αλn)k sur la diagonale.

Montrons que la condition nécessaire et suffisante cherchée est H = ”∀i ∈ [[1;n]], |1− αλi| < 1”.
• Supposons H réalisée. Notons a = Max

16i6n
|1− αλi| < 1 et b = Max

16j<i6n
|αti,j| > 0. En notant M la matrice

triangulaire supérieure avec des a sur la diagonale et des b au dessus, on a M = aIn + bN avec N nilpotente

d’indice n. Par une récurrence simple, comme |Bα| 6M (ce qui signifie que toutes les cases de la matrice Bα

sont inférieures en valeur absolue aux même cases dans la matriceM : ∀(i, j) ∈ [[1;n]]2, |Bα[i, j]| 6M[i, j]), on

montre que ∀k ∈ N, |Bk
α| 6Mk. OrMk = (aIn+bN)

k =
n−1∑
m=0

ak−mbm
(
k

m

)
Nm. Par croissances comparées,

comme

(
k

m

)
est un polynôme en k et que |a| < 1, on a ∀m ∈ [[0;n − 1]], lim

n→+∞
ak−mbm

(
k

m

)
= 0. Ainsi

lim
k→+∞

Mk = 0 donc, par encadrement, lim
k→+∞

Bk
α = 0. Par conséquent, ∀x(0) ∈ Rn, la suite (y(k))k∈N tend

vers 0 donc (x(k))k>0 converge vers v et la méthode (I) converge.

• S’il existe i ∈ [[1;n]] tel que |1−αλi| > 1, alors soit un vecteur propre vi ̸= 0E de A associé à λi. Considérons

la suite (x(k))k>0 définie par x(0) = v + vi et ∀k > 0, x(k+1) = x(k) − αrk = Bαx
(k) + c (suite arithmético-

géométrique matricielle). Alors en posant y(k) = x(k) − v, on a y(0) = vi et on montre (classique) que

y(k+1) = Bαy
(k). Or Bαvi = vi−αλivi = (1−αλi)vi donc, par récurrence, on a ∀k ∈ N, y(k) = (1−αλi)kvi.

Or |1− αλi| > 1 ou |1− αλi| = 1 mais 1− αλi ̸= 1 donc la suite numérique ((1− αλi)k)k∈N diverge dans C.

Ainsi, comme vi ̸= 0E, la suite vectorielle (y(k))k∈N diverge aussi comme le fait (x(k))k∈N ce qui prouve que

la méthode (I) ne converge pas sous ces hypothèses.

c. Si les λk ne sont pas tous de même signe, il existe un k ∈ [[1;n]] tel que αλk < 0 et on aura donc

|1− αλk| = 1− αλk > 1 et H n’est donc pas réalisée. Ainsi la méthode (I) ne converge pas d’après b..

d. Puisque (I) converge, alors ∀i ∈ [[1;n]], −1 < 1 − αλi < 1 donc 0 < α < 2

λi
. On a donc 0 < α < C où

C = Min
16i6n

(
2

λi

)
= 2

Max
16i6n

λi
. Le graphe de la fonction fi : α 7→ |1−λiα| est composé de deux demi-droites de

pente ±λi et qui passent toutes deux par le point
(
1

λi
, 0

)
(l’une passant aussi par le point (0, 1)). Plus |β| est

petit, plus la suite (βn) tend vite vers 0. On aura donc intérêt à trouver α tel que α ∈]0;C[ et Max
16i6n

|1−αλi|
est minimal. En regardant les graphes respectifs des fonctions fi, on constate que ceci intervient quand les

graphes de f1 et de fn se rencontrent (en supposant que 0 < λ1 6 · · · 6 λn alors C = 2

λn
) donc quand

λnα− 1 = 1− λ1α⇐⇒ α = 2

λ1 + λn
. Ainsi, dans le cas général : αopt =

2

Min
λ∈Sp(A)

λ+ Max
λ∈Sp(A)

λ
.

� �
5.92� �a. A ∈ M3,2(R) donc rang (A) 6 2 et B ∈ M2,3(R) donc rang (B) 6 2. Ainsi, rang (AB) 6 rang (A) 6 2 car

Im (AB) ⊂ Im (A). Comme rang (AB) ̸= 3, AB n’est pas inversible. Ainsi det(AB) = 0 donc x = 1.

b. On calcule et on trouve χAB = X(X− 1)(X− 2) donc (AB)3 − 3(AB)2 + 2(AB) = 0 (1).
Méthode 1 : L’équation précédente s’écrit aussi A((BA)2−3(BA)+2I2)B = 0. On constate que rang (AB) = 2.
Or on a toujours rang (AB) 6 rang (A) donc rang (A) > 2. Mais comme A ∈ M3,2(R), on a forcément
rang (A) = 2. Ainsi A est ”injective” (son application linéaire canoniquement associée l’est). De même
rang (AB) 6 rang (B) car Ker(B) ⊂ Ker(AB) et on utilise le théorème du rang. Mais comme B ∈ M2,3(R), on
a forcément rang (B) = 2. Ainsi B est ”surjective” (son application linéaire canoniquement associée l’est).
Par conséquent, en notant C = (BA)2−3(BA)+2I2, on a ACB = 0 donc Im (BC) ⊂ Ker(A) = {0} donc CB = 0.
Comme Im (B) ⊂ Ker(C) et que Im (B) = R2, on a Ker(C) = R2 donc C = (BA)2 − 3(BA) + 2I2 = 0. Le
polynôme X2−3X+2 = (X−1)(X−2) annule BA et est scindé à racines simples. Ainsi BA est diagonalisable.
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Méthode 2 : L’équation (1) multipliée à gauche par B et à droite par A donne (BA)4 − 3(BA)3 + 2(BA)2 = 0

donc P = X2(X − 1)(X − 2) annule A. P étant scindé dans R[X], BA est trigonalisable dans M2(R), de plus
Sp(BA) ⊂ {0, 1, 2} et Tr (BA) est la somme de ses deux valeurs propres réelles. Tr (BA) = Tr (AB) = 3 donc on
ne peut avoir que Sp(BA) = {1, 2} donc BA admet deux valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable.

c. Soit Y ∈ Ker(B) ∩ Im (A), alors il existe X ∈ R2 tel que Y = AX et BY = 0 donc (BA)X = 0. Mais BA est
inversible (car 0 /∈ Sp(BA)) donc Y = 0 d’où X = 0 et on a Ker(B) et Im (A) sont en somme directe.

Or dim(Ker(B)) = 1 par le théorème du rang car rang (B) = 2 et dim(Im (A)) = 2 car rang (A) = 2 donc
dim(Ker(B)) + dim(Im (A) = 3 et au final : Ker(B)⊕ Im (A) = R3.� �

5.93� �a. Comme A ∈ Mn(R), on a 0 6 rang (A) 6 n et toutes les valeurs sont possibles ca la matrice Jr =

(
Ir 0

0 0

)
(définie par blocs) vérifie bien J2r = Jr et rang (Jr) = r pour tout entier r ∈ [[0;n]].

b. Soit U ∈ P et p la projection canoniquement associée à U. Ainsi rang (p) = rang (U) qu’on note r ∈ [[0;n]].

Il existe une base B adaptée à la décomposition Rn = Im (p)⊕ Ker(p) telle que MatB(p) = Jr =

(
Ir 0

0 0

)
;

il suffit de prendre une base B = (e1, · · · , er, er+1, · · · , en) telle que Im (p) = Ker(p− id Rn) = Vect(e1, · · · , er)
et Ker(p) = Vect(er+1, · · · , en). Ainsi, toute matrice U ∈ P de rang r est semblable à Jr.

Il existe donc n+ 1 classes de similitude dans P dont des représentants sont les matrices 0 = J0, · · · , Jn = In.

c. Si A ∈ Mn(R) vérifie A2 = 0, alors Im (A) ⊂ Ker(A) donc n = dim(Ker(A)) + rang (A) > 2 rang (A) donc

rang (A) 6 m = n

2
. Soit B une base quelconque de Rn et u ∈ L(Rn) tel que MatB(u) =

(
0 0

Im 0

)
. On

vérifie alors que l’endomorphisme u vérifie bien u2 = 0 et rang (u) = m.� �
5.94� �a. Soit X0 le vecteur colonne ne contenant que des 1, alors ATX0 = X0 par hypothèse sur les colonnes de A

(donc les lignes de AT ). Ainsi, 1 est valeur propre de AT donc aussi valeur propre de A car χA = χAT .

b. Soit A et B deux matrices de E et C = (ci,j)16i,j6n = AB. Comme ci,j =
n∑

k=1

ai,kbk,j, la somme des

termes de la j-ième colonne de C vaut
n∑

i=1

ci,j =
n∑

i=1

( n∑
k=1

ai,kbk,j

)
=

n∑
k=1

bk,j

( n∑
i=1

ai,k

)
=

n∑
k=1

bk,j = 1 car

la somme des termes de chaque colonne k de A vaut 1 et que la somme de chaque colonne j de la matrice B

vaut aussi 1. Par conséquent C ∈ E et E est bien stable par produit.

c. Soit λ ∈ Sp(A), alors λ ∈ Sp(AT ) de sorte qu’il existe X ̸= 0 ∈ Mn,1(C) tel que ATX = λX. Notons j l’un

des indices tels que |xj| = ||X||∞ = Max
16k6n

|xk| > 0. Alors, en regardant à la ligne j de ATX = λX, on trouve

λxj =
n∑

i=1

ai,jxi donc, par inégalité triangulaire, |λ| |xj| 6
n∑

i=1

|ai,j||xi| 6
n∑

i=1

|ai,j||xj| 6 |xj|. Ainsi, |λ| 6 1.� �
5.95� �Soit C = (ci,j)16i,j6n ∈ Mn(R) la matrice circulante définie par c1,2 = · · · = cn−1,n = cn,1 = 1 et ci,j = 0

sinon. En tant qu’application linéaire, C envoie la base (e1, · · · , en) sur la base (en, e1, e2, · · · , en−1) donc C

est inversible et C−1 = CT (également circulante) car C−1 envoie la base (e1, · · · , en) sur (e2, e3, · · · , en, e1).

La matrice M de taille n de l’énoncé vaut M = aIn + bC+ bCT .

χC =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X −1 0 · · · 0

0 X
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

0
. . .

. . . −1
−1 0 · · · 0 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
donc, après développement par rapport à la première colonne, χC = Xn − 1

donc Sp(C) = Un. La matrice C admet n valeurs propres complexes distinctes et est donc diagonalisable

dans Mn(C) d’après le cours. Il existe donc une matrice P ∈ GLn(C) telle que C = PDP−1 avec la matrice
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diagonale D = diag(1,ω, · · · , ωn−1) où ω = e
2iπ
n est un générateur du groupe Un. On vérifie, en résolvant

un système par exemple, qu’un vecteur propre de C associé à la valeur propre ωk est le vecteur colonne Xk

qui vérifie XT
k = (1 ωk ω2k · · · ω(n−1)k). La matrice P = (ω(i−1)(j−1))16i,j6n est donc la matrice de passage

entre la base canonique de Cn et la base B = (X0, · · · , Xn−1) formée de vecteurs propres de C. On a donc

C = PDP−1 par formule de changement de base et C−1 = CT = PD−1P−1 d’oùM = aIn+bC+bC
−1 = P∆P−1

en ayant posé ∆ = aIn + bD + bDT = diag(a + 2b, a + bω + bω−1, · · · , a + bωn−1 + bω−(n−1)). Comme

ωk + ω−k = 2Re (ωk) = 2 cos

(
2kπ

n

)
pour tout k ∈ [[0;n − 1]], on en déduit que M est inversible si et

seulement si ∆ l’est, c’est-à-dire si ∀k ∈ [[0;n− 1]], a+ 2b cos

(
2kπ

n

)
̸= 0.� �

5.96� �a. Le caractère continu est linéaire et admettre une limite finie en +∞ l’est aussi donc E est un sous-espace

vectoriel de F(R, R) car il contient la fonction nulle. E est donc lui-même un espace vectoriel. Par ailleurs,

si f ∈ E, il est clair que g = T(f) ∈ E aussi car g est continue et tend vers la même limite que f en +∞ par

composition. Soit (f, g) ∈ E2 et λ ∈ R, alors T(λf + g) = λT(f) + T(g) car on a pour tout x ∈ R, l’égalité
T(λf+ g)(x) = (λf+ g)(x+ 1) = λf(x+ 1) + g(x+ 1) = λT(f)(x) + T(g)(x) = (λT(f) + T(g))(x) ce qui prouve

la linéarité de T : T est bien un endomorphisme de E.

b. Analyse : si λ ∈ R et f ∈ E non nulle telle que T(f) = λf, on a ∀x ∈ R+, f(x+ 1) = λf(x), alors en notant

ℓ = lim
x→+∞

f(x) ∈ R, on a ℓ = λℓ en passant à la limite dans la relation f(x+ 1) = λf(x) quand x→ +∞.

• Si ℓ ̸= 0 alors λ = 1.

• Si ℓ = 0, soit a ∈ R+ tel que f(a) ̸= 0, par une récurrence simple, on a ∀n ∈ N, f(a+ n) = λnf(a).

Comme lim
n→+∞

f(a+ n) = 0 par composition, la suite (λn)n∈N tend vers 0 ce qui impose λ ∈]− 1; 1[.

• Si λ = 0, on a ∀x ∈ R, f(x+ 1) = 0.f(x) = 0 ce qui contredit f non nulle.

Ce qui précède montre que le spectre de T est inclus dans ]− 1; 0[∪ ]0; 1].

Synthèse :

• Si λ = 1, la fonction 1 constante égale à 1 vérifie T(1) = 1 donc 1 est valeur propre de T . De plus,

pour x ∈ R et n ∈ N, on a f(x+n) = f(x) par une récurrence simple donc, en passant à la limite quand

n tend vers +∞, on obtient f(x) = ℓ donc f est constante. On vient de montrer que E1(T) = Vect(1).

• si λ ∈]0; 1[, soit pλ : x 7→ λx. La fonction pλ est non nulle, continue et tend vers 0 en +∞ donc

pλ ∈ E. De plus, pour x ∈ R, pλ(x+ 1) = λx+1 = λpλ(x) donc T(pλ) = λpλ et λ ∈ Sp(T).

• si λ ∈] − 1; 0[, la fonction qλ : x 7→ sin(πx)|λ|x est non nulle, continue et tend vers 0 en +∞ donc

qλ ∈ E. ∀x ∈ R, qλ(x+1) = sin(πx+π)|λ|x+1 = (−|λ|)qλ(x) = λqλ(x) donc T(qλ) = λqλ et λ ∈ Sp(T).

Par conséquent : Sp(T) =]− 1; 0[∪ ]0; 1].� �
5.97� �a. Soit λ ∈ C, dans le calcul de χA(λ), on développe par rapport à la ligne 1 et on obtient la relation∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ · · · · · · 0 −an
−a1 λ 0

0 −a2
. . .

...
...

. . .
. . . λ

...
0 · · · 0 −an−1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 0 · · · 0

−a2
. . .

. . .
...

. . .
. . . 0

(0) −an−1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+(−1)n+1(−an)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−a1 λ (0)

0 −a2
. . .

...
. . .

. . . λ

0 · · · 0 −an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.
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Ainsi, comme il ne reste que les déterminants de matrices triangulaires, χA(λ) = λn−(−1)n+1(−1)n−1
n∏

k=1

ak.

En notant p =
n∏

k=1

ak, on a donc χA = Xn − p. Traitons trois cas :

• Si a1 = · · · = an = 0, alors A = 0 donc A est diagonalisable.

• Si p = 0 et (a1, · · · , an) ̸= (0, · · · , 0), alors A ̸= 0 alors que d’après Cayley-Hamilton on a An = 0

car χA = Xn donc A est nilpotente alors que dim(Ker(A)) < n car A ̸= 0. Les ordres algébrique et

géométrique de 0 n’étant pas égaux, A n’est pas diagonalisable.

• Si p ̸= 0, χA = Xn − p étant scindé à racines simples et annulateur de A, A est diagonalisable.

On conclut que A est diagonalisable si et seulement (a1 = · · · = an = 0 ou a1 × · · · × an ̸= 0).

b. • Si a1 = · · · = an = 0, toute base de Cn est une base de vecteurs propres de A = 0.

• Si p = ρeiθ ̸= 0, les racines de χA = Xn − p, donc les valeurs propres de A, sont toutes les racines n-ièmes

de p, qui sont les complexes zk = ρ
1
n e

i(θ+2kπ)
n (pour k ∈ [[0;n − 1]]). Soit k ∈ [[0;n − 1]], on sait qu’en

résolvant le système AX = zkX on va trouver une droite (car zk est une valeur propre simple de A) et on

trouve Ezk
(A) = Vect(vk) avec vk =

(
anz

n−1
k , a1anz

n−2
k , a1a2anz

n−3
k , · · · , p

)
. Ainsi, B = (v0, · · · , vn−1) est

une base de Cn constituée de vecteurs propres de A.� �
5.98� �a. Soit λ ∈ C, on effectue dans χA(λ) l’opération de Gauss Cn ←− Cn+λCn−1+λ

2Cn−2+ · · ·+λn−1C1 et

on développe par rapport à la colonne n, χA(λ) = (−1)n+1
(
λn−

n−1∑
k=0

an−kλ
k
)
×(−1)n−1 = λn−

n−1∑
k=0

an−kλ
k

donc χA = Xn − a1Xn−1 − · · · − an (en fait A est une matrice compagnon).

Pour tout complexe λ, le rang de A−λIn est au moins égal à n− 1 grâce à la sous-diagonale de 1 échelonnés.

Par la formule du rang, la multiplicité géométrique de toute valeur propre de A est au plus égale à 1.

• Si χA est scindé à racines simples, on a directement la diagonalisabilité de A dans Mn(C).

• Réciproquement, s’il existe une racine complexe de χA ayant un ordre de multiplicité au moins égal à 2, A

sera non diagonalisable car les ordres géométrique et algébrique de cette valeur propre seront différents.

La condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable est que χA soit scindé à racines simples.

b. Supposons donc A diagonalisable, elle admet donc d’après la question a. n valeurs propres distinctes

notées λ1, · · · , λn et une base de vecteurs propres B = (V1, · · · , Vn) associés à ces valeurs propres.

• Si lim
p→+∞

Ap = 0, pour tout k ∈ [[1;n]], ApVk = λ
p
kVk donc, comme lim

p→+∞
ApVk = 0 (car M 7→ MVk est

continue car linéaire en dimension finie) et que Vk ̸= 0, on a lim
p→+∞

λ
p
k = 0 donc |λk| < 1 ou λk = 1.

• Réciproquement, supposons que ∀k ∈ [[1;n]], |λk| < 1 ou λk = 1.

• Méthode 1 : soit X ∈ Cn qu’on décompose X =
n∑

k=1

xkVk, alors ∀p ∈ N, ApX =
n∑

k=1

xkλ
p
kVk donc la

suite (ApX)p>0 converge (somme de suites vectorielles qui convergent). Il suffit alors de prendre les

vecteurs X = Ej de la base canonique de Mn,1(C) pour montrer que, en notant Ap = (a
(p)
i,j )16i,j6n, la

suite (a
(p)
i,j )p>0 converge c’est une suite coordonnée de la suite (ApEj)p>0 qui converge. On en déduit

donc que (Ap)p>0 converge (les n2 suites coordonnées dans la base canonique de Mn(C) convergent).

• Méthode 2 : soit p ∈ N∗, effectuons la division euclidienne de Xp par χA : Xp = χAQ+ R (1) avec
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deg(R) < n. En posant Lk =
∏

16i6n

i ̸=k

(
X− λi
λk − λi

)
, on a bien Lk ∈ Cn−1[X] et si,

n∑
i=1

αiLi = 0, en évaluant

en λk, on trouve αk = 0 car Li(λk) = δi,k. La famille (L1, · · · , Ln) est donc libre donc c’est une base

de Cn−1[X]. Ainsi, R =
n∑

k=1

rkLk. En évaluant en les λk dans (1) : ∀k ∈ [[1;n]], rk = λ
p
k. Ainsi,

Ap =
n∑

k=1

λ
p
kLk(A) donc (Ap)p>0 est convergente comme somme de suites convergentes de matrices.

Ainsi, si A diagonalisable : (∀λ ∈ Sp(A), |λ| < 1 ou λ = 1)⇐⇒ (Ap)p∈N converge.� �
5.99� �a. On sait qu’il existe des polynômes annulateurs non nuls de A, par exemple χA d’aprèsCayley-Hamilton.

L’ensemble {deg(P) | P ∈ C[X], P ̸= 0, P(A) = 0} est donc une partie non vide de N qui admet donc un plus

petit élément noté k. Soit P un tel polynôme de degré k annulateur de A qu’on choisit unitaire.

b. Considérons le reste de la division euclidienne de P par X−λ : P = (X−λ)Uλ+P(λ). Comme deg(P) = k > 1,

on a deg(Uλ) = k−1. Alors P(A) = (A−λIn)Uλ(A)+P(λ)In. Or par hypothèse, P(A) = 0. De plus P(λ) ̸= 0

car si on avait P(λ) = 0, on écrirait P = (X−λ)Q donc P(A) = (A−λIn)Q(A) = 0 alors que A−λIn ∈ GLn(C)

ce qui donnerait Q(A) = 0 ce qui contredit la minimalité du degré de P. Ainsi : (A− λIn)
(
Uλ(A)
P(λ)

)
= In ce

qui garantit que (A− λIn)−1 =
Uλ(A)
P(λ)

= Qλ(A) en notant Qλ = Uλ

P(λ)
∈ Ck−1[X].

c. Soit λ1, · · · , λk qui ne sont pas dans le spectre de A. Posons, pour i ∈ [[1; k]], le polynôme d’interpolation de

Lagrange Pi =
k∏

j=1
j̸=i

(
X− λj
λi − λj

)
. Notons aussi U =

n∏
i=1

(X− λi). Comme toutes les matrices (A− λiIn)16i6k

sont inversibles car les (λi)16i6k ne sont pas des valeurs propres de A : la matrice U(A) =
k∏

i=1

(A− λiIn) est

inversible et ∀i ∈ [[1; k]], (A− λiIn)Pi(A) = U(A) donc (A− λiIn)−1 = U(A)−1Pi(A).

La famille (P1, · · · , Pk) constitue une base de Rk−1[X] car si
k∑

i=1

αiPi = 0, en évaluant en λi, on trouve αi = 0.

Le polynôme U−P est dans Rk−1[X] car ces deux polynômes sont de degré k et unitaires. Ainsi il existe des

constantes (c1, · · · , ck) telles que U−P =
k∑

i=1

ciPi. En évaluant en A, on a U(A)−P(A) =
k∑

i=1

ciPi(A) = U(A).

Il suffit de multiplier tout ceci par U(A)−1 pour obtenir grâce à ce qui précède
k∑

i=1

ci(A− λiIn)−1 = In.� �
5.100� �a. Si A est diagonalisable, alors A = PDP−1 avec P inversible et D diagonale donc A3 = PD3P−1 avec D3

diagonale donc A3 est aussi diagonalisable (elles sont même codiagonalisable).

Soit A inversible telle que A3 est diagonalisable, alors il existe un polynôme P scindé à racines simples (on le

prend unitaire) tel que P(A3) = 0. Si 0 est racine de P, alors P = XmQ où Q(0) ̸= 0 et P(A3) = A3mQ(A3) = 0

donc Q(A3) = 0 car A3m est inversible. Ainsi, il existe un polynôme scindé à racines simples annulateur

de A3 et avec un terme constant non nul. On scinde Q =
r∏

k=1

(X − λk)mk (avec λk ̸= 0 donc) et on appelle

αk, βk, γk les trois racines troisièmes de λk de sorte que, par exemple βk = jαk et γk = j2αk avec α3
k = λk.

On a alors
r∏

k=1

(A− αkIn)(A− βkIn)(A− γkIn) = 0 donc U =
r∏

k=1

(X− αk)(X− βk)(X− γk) est annulateur

de A et il est scindé à racines simples car αk ̸= βk (j ̸= 1 et αk ̸= 0) αk ̸= γk, βk ̸= γk et αi ̸= αj si i ̸= j

car λi = α3
i ̸= a3j = λj, etc... Ainsi, A est diagonalisable.

b. A = E1,2 est nilpotente, χA = Xn et dim(E0(A)) = dim(Ker(A) = n − 1 car rang (A) = 1 donc A n’est

pas diagonalisable alors que A3 = A2 = 0 est diagonalisable.
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c. Soit R = 1

2

(
−1 −

√
3√

3 −1

)
(rotation plane d’angle 2π

3
), alors χR = X2 + X + 1 sans racine réelle donc R

est inversible mais pas diagonalisable dans M3(R) alors que R3 = I2 est diagonalisable. Il suffit donc de

considérer A =

(
R 0

0 In−2

)
dans Mn(R) qui a les mêmes propriétés.� �

5.101� �a. Traitons trois cas selon la nature du projecteur p :

• Si p = 0 est le projecteur sur {0E} parallèlement à E, alors φ = 0 donc φ est un projecteur.

• Si p = id E est le projecteur sur E parallèlement à {0E}, alors φ = idL(E) est aussi un projecteur.

• Si p /∈ {0, id E}, notons B une base de E adaptée à la décomposition E = Im (p)⊕Ker(p) de sorte que

MatB(p) =

(
Ir 0

0 0

)
avec r = rang (p) ∈ [[1;n−1]]. Pour g ∈ L(E), si MatB(g) =

(
A1 B1

C1 D1

)
(mêmes

tailles de blocs que p) et on a donc MatB(φ(g)) =
1

2

((
A1 0

C1 0

)
−
(
A1 B1

0 0

))
= 1

2

(
0 −B1

C1 0

)
par

calcul. On recommence, MatB(φ
2(g)) = 1

4

(
0 B1

C1 0

)
donc MatB(φ

2(g)−φ(g)) = 1

4

(
0 3B1

−C1 0

)
.

Il suffit donc de prendre g ∈ L(E) tel que B1 ̸= 0 ou C1 ̸= 0 pour que MatB(φ
2(g)− φ(g)) ̸= 0 donc

φ2(g) ̸= φ(g) et φ n’est alors pas un projecteur.

En conclusion, φ est un projecteur si et seulement si p = 0 ou p = id E.

b. Ces quatre ensembles sont inclus dans L(E) et ils contiennent 0 puisque Ker(0) = E et Im (0) = {0}.

• Si (f, g) ∈ A2 et λ ∈ K, alors Im (λf+g) ⊂ Im (λf)+ Im (g) ⊂ Im (f)+ Im (g) ⊂ Ker(p)+Ker(p) = Ker(p).

De même, Im (p) = Im (p) ∩ Im (p) ⊂ Ker(f) ∩ Ker(g) ⊂ Ker(λf) ∩ Ker(g) ⊂ Ker(λf+ g).

Ainsi, λf+ g ∈ A et A est bien un sous-espace de L(E).

• Si (f, g) ∈ B2 et λ ∈ K, alors Im (λf+ g) ⊂ Im (λf) + Im (g) ⊂ Im (f) + Im (g) ⊂ Im (p) + Im (p) = Im (p).

De même, Im (p) = Im (p) ∩ Im (p) ⊂ Ker(f) ∩ Ker(g) ⊂ Ker(λf) ∩ Ker(g) ⊂ Ker(λf+ g).

Ainsi, λf+ g ∈ B et B est bien un sous-espace de L(E).

• Si (f, g) ∈ C2 et λ ∈ K, alors Im (λf+ g) ⊂ Im (λf)+ Im (g) ⊂ Im (f)+ Im (g) ⊂ Ker(p)+Ker(p) = Ker(p).

De même, Ker(p) = Ker(p) ∩ Ker(p) ⊂ Ker(f) ∩ Ker(g) ⊂ Ker(λf) ∩ Ker(g) ⊂ Ker(λf+ g).

Ainsi, λf+ g ∈ C et C est bien un sous-espace de L(E).

• Si (f, g) ∈ D2 et λ ∈ K, alors Im (λf+ g) ⊂ Im (λf) + Im (g) ⊂ Im (f) + Im (g) ⊂ Im (p) + Im (p) = Im (p).

De même, Ker(p) = Ker(p) ∩ Ker(p) ⊂ Ker(f) ∩ Ker(g) ⊂ Ker(λf) ∩ Ker(g) ⊂ Ker(λf+ g).

Ainsi, λf+ g ∈ D et D est bien un sous-espace de L(E).

c. Il existe comme à la question a. une base B (adaptée à la décomposition E = Im (p)⊕ Ker(p)) de E dans

laquelle la matrice de p soit Jr =

(
Ir 0

0 0

)
. Pour g ∈ L(E), on notera M = MatB(g) =

(
D′ B′

C′ A′

)
(on a

changé les noms des blocs pour correspondre, on le verra, au nom des quatre sous-espaces A, B, C, D).

• Pour g ∈ L(E), on a g ∈ A ⇐⇒ (Im (g) ⊂ Ker(p) et Im (p) ⊂ Ker(g)) ⇐⇒ MatB(g) =

(
0 0

0 A′

)
. Soit

MA l’ensemble des matrices de la forme précédente, c’est-à-dire MA = Vect
r+16i,j6n

(Ei,j), alors l’application

φA : A→MA définie par φ(g) =MatB(g) est clairement linéaire, injective car seul l’endomorphisme nul a

une matrice nulle dans la base B et surjective d’après l’équivalence précédente. Par conséquent, comme φA

est un isomorphisme, il conserve les dimensions et dim(A) = dim(MA) = (n− r)2.
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• g ∈ B⇐⇒ Im (g) ⊂ Im (p) et Im (p) ⊂ Ker(g)⇐⇒MatB(g) =

(
0 B′

0 0

)
. De même, dim(B) = (n− r)r.

• g ∈ C⇐⇒ (Im (g) ⊂ Ker(p) et Im (p) ⊂ Ker(g))⇐⇒MatB(g) =

(
0 0

C′ 0

)
. De même, dim(C) = r(n− r).

• g ∈ D⇐⇒ (Im (g) ⊂ Ker(p) et Im (p) ⊂ Ker(g))⇐⇒MatB(g) =

(
0 0

0 D′

)
. De même, dim(D) = r2.

On a clairementMA⊕MB⊕MC⊕MD = Mn(K) car toute matriceM =

(
D′ B′

C′ A′

)
se décompose de manière

unique sous la forme M =

(
0 0

0 A′

)
+

(
0 B′

0 0

)
+

(
0 0

C′ 0

)
+

(
D′ 0

0 0

)
. Au niveau des endomorphismes,

cela revient à A, B, C, D supplémentaires dans L(E) : A⊕ B⊕ C⊕D = L(E).

• Pour g ∈ A, g ◦ p = 0 car Im (p) ⊂ Ker(g) et p ◦ g = 0 car Im (g) ⊂ Ker(p) donc φ(g) = 0.

• Pour g ∈ B, g ◦ p = 0 car Im (p) ⊂ Ker(g) et p ◦ g = g car Im (g) ⊂ Im (p) = Ker(p− id E) d’où φ(g) =
g

2
.

• Pour g ∈ C, g ◦ p = p car Im (p− id E) = Ker(p) ⊂ Ker(g) et p ◦ g = 0 car Im (g) ⊂ Ker(p) et φ(g) = g

2
.

• Pour g ∈ D, p ◦ g = g car Im (g) ⊂ Im (p) et g ◦ p = p car Im (p− id E) = Ker(p) ⊂ Ker(g) donc φ(g) = g.

Ainsi A ⊂ E1(φ), B ⊂ E1/2(φ), C ⊂ E1/2(φ) et D ⊂ E1(φ). Comme A ⊕ B ⊕ C ⊕ D = L(E), ces inclusions

donnent E0(φ) = A, E1/2(φ) = B⊕ C et E1(φ) = D et φ est donc diagonalisable avec Sp(φ) =
{
0, 1

2
, 1

}
.

On pouvait aussi calculer φ3 et montrer que X(X− 1)
(
X− 1

2

)
est annulateur de φ, ce qui permet seulement

d’affirmer que φ est diagonalisable mais pas d’avoir les ordres de multiplicité des valeurs propres et encore

moins les sous-espaces propres.� �
5.102� �a. Comme AB = BA, les sous-espaces propres de A sont stables par B. Les valeurs propres λ1, · · · , λn de

A étant distinctes deux à deux, les sous-espaces propres associés sont des droites Eλk
(A) = Vect(Vk).

Mais BVk ∈ Vect(Vk) car Eλk
(A) est stable par B donc il existe αk ∈ C tel que BVk = αkVk pour tout entier

k ∈ [[1;n]]. Ainsi, B est à la fois une base de vecteurs propres pour A et pour B.

Par conséquent, si P est la matrice de passage entre la base canonique et B = (V1, · · · , Vn), on a B = PD′P−1

avec D′ = diag(α1, · · · , αn) et on avait déjà A = PDP−1 où D = diag(λ1, · · · , λn) avec ce qui précède.

b. f va bien de Cn−1[X] dans Cn et sa linéarité se montre classiquement. De plus, si P ∈ Ker(f), alors
f(P) = 0⇐⇒ P(d1) = · · · = P(dn) = 0 donc P admet au moins n racines alors que deg(P) 6 n− 1. Ainsi, on
conclut que P = 0. Comme Ker(f) = {0}, f est bien injective.

c. Comme f est injective, l’égalité des dimensions de Cn−1[X] et de Cn prouve alors que f est un isomor-
phisme. Comme (d′1, · · · , d′n) ∈ Cn il existe un unique antécédent de ce n-uplet par f, qu’on note L.

Ainsi, il existe L ∈ Cn−1[X] (qui est même unique) tel que ∀k ∈ [[1;n]], L(dk) = d′k.

d. Avec le polynôme L = a0 + a1X + · · · + an−1X
n−1 de c., par calcul sur les matrices diagonales, il

vient L(D) = diag(L(d1), · · · , L(dn)) = diag(d′1, · · · , d′n) = D′ donc L(A) = PL(D)P−1 = PD′P−1 = B. On
vient d’établir que {B ∈ Mn(C) | AB = BA} ⊂ Vect(In, A, · · · , An−1). Or l’inclusion réciproque, à savoir
Vect(In, A, · · · , An−1) ⊂ {B ∈ Mn(C) | AB = BA} est toujours vraie : tout polynôme en A commute avec A.
Soit (α0, · · · , αn−1) ∈ Cn tel que α0In + · · · + αn−1A

n−1 = 0, alors α0In + · · · + αn−1D
n−1 = 0 donc

Q(λ1) = · · · = Q(λn) en posant Q = α0 + α1X+ · · · + αn−1X
n−1 ∈ Cn−1[X]. Q admet n racines distinctes

donc Q = 0 et α0 = · · · = αn−1 = 0. La famille (In, · · · , An−1) est donc libre et comme elle est déjà
génératrice {B ∈ Mn(C) | AB = BA}, c’en est une base ! Ainsi {B ∈ Mn(C) | AB = BA} est de dimension n.

e. Bien sûr que non, la matrice In admet une seule valeur propre (qui est 1) de multiplicité n et elle commute
avec toutes les autres, donc {B ∈ Mn(C) | InB = BIn} = Mn(C) est de dimension n2. Et surtout les matrices
commutant avec In ne sont pas toutes (loin s’en faut) des polynômes en In (seules les matrices λIn le sont).
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� �
5.103� �a. Pour k = 0, on a A0 + A0 = 2In. Pour k = 1, on a A1 + A−1 = In par hypothèse.

• On développe A2 + A−2 = (A1 + A−1)2 − 2In (car A et A−1 commutent) donc A2 + A−2 = −In.
• On continue A3 + A−3 = (A+ A−1)3 − 3(A+ A−1) = −2In.
• À nouveau A4 + A−4 = (A+ A−1)4 − 4(A2 + A−2)− 6In = −In.
• Encore, A5 + A−5 = (A+ A−1)5 − 5(A3 + A−3)− 10(A+ A−1) = In.

• Poursuivons, A6 + A−6 = (A+ A−1)6 − 6(A4 + A−4)− 15(A2 + A−2)− 20In = 2In.

• Enfin, A7 + A−7 = (A+ A−1)7 − 7(A5 + A−5)− 21(A3 + A−3)− 35(A+ A−1) = In.

Il semble qu’on ait une certaine périodicité.

Méthode 1 : pour l’établir, il suffit de remarquer que A2 + In = A donc X2 − X + 1 = (X + j)(X + j2)
est annulateur de A. Comme ce polynôme est scindé à racines simples dans C[X], A est diagonalisable et
semblable à D = diag(−j, · · · ,−j,−j2, · · · ,−j2). Comme A est réelle et −j2 = −j, on sait que les ordres de
multiplicité de −j et −j2 sont égaux donc on a déjà n pair. Comme −j et −j2 sont des racines sixièmes de
l’unité, la suite (Dk)k∈N est 6-périodique, la suite (Ak + A−k)k∈N l’est donc aussi.

Méthode 2 : puisque Ak+2 +A−k−2 = (Ak+1 +A−k−1)(A+A−1)− (Ak +A−k), on effectue une récurrence
sur deux rangs et on arrive à la même conclusion parce que la formule donne le rang k + 2 en fonction des
rangs k+ 1 et k et que les couples (A0 + A−0, A1 + A−1) et (A6 + A−6, A7 + A−7) sont les mêmes.

Ak +A−k vaut 2In si k ≡ 0[6], In si k ≡ 1[6], −In si k ≡ 2[6], −2In si k ≡ 3[6], −In si k ≡ 4[6], In si k ≡ 5[6].
b. A+A−1 = In donc A2 + In = A. Mais A2 +A−2 = −In donc A2 + In = A = −A−2 donc A3 = −In. Au
passage, on retrouve que A6 = In donc que la suite (Ak +A−k)k∈N est 6-périodique. Comme A3 = −In, on
a det(A3) = (detA)3 = (−1)n = ((−1)n)3. Comme t 7→ t3 est bijective de R dans R, on a det(A) = (−1)n.
Par ailleurs, A = A2+ In = (A+ iIn)(A− iIn) = BB en notant B = A+ iIn donc, en passant au déterminant :
det(A) = det(B)det(B) = |det(B)|2 > 0. Ainsi n est pair.

On avait déjà vu que n était pair, et on a d’autres arguments pour l’établir :

• si n était impair, on aurait χA de degré impair donc il existerait au moins une valeur propre réelle de A
(par le TVI) ce qui contredit le polynôme annulateur X2 − X+ 1 sans racine réelle.

• A+A−1 = In =⇒ A2 −A+ In =
(
A− In

2

)2
+ 3In

4
= 0 =⇒ det

(
A− In

2

)2
=
(
− 3

4

)n
> 0 =⇒ n est pair.� �

5.104� �a. On trouve par un simple calcul (développement par rapport à une rangée ou formule de Sarrus) que

χA = X3−X−1. Comme χ′A(x) = 3x2−1 s’annule en x = ± 1√
3
, la fonction polynomiale χA est croissante sur]

−∞;− 1√
3

]
et
[
1√
3
; +∞

[
et décroissante sur

[
− 1√

3
; 1√

3

]
. Comme χA

(
− 1√

3

)
= − 1

3
√
3
+ 1√

3
−1 < 0, χA

ne s’annule qu’une fois sur R dans l’intervalle
[
1√
3
; +∞

[
et plus précisément en α ∈]1; 2[ car χA(1) = −1 < 0

et χA(2) = 5 > 0. Comme χA ∈ R[X], χA admet deux autres racines complexes conjuguées notées β et β

telles que αββ = α|β|2 = 1 (relation coefficients/racines) donc |β| = 1√
α
< 1. Ainsi λ = α.

b. Comme A est une matrice à coefficients entiers, ses puissances le sont aussi (récurrence simple) donc

Tr (An) ∈ N et un = 0 pour n > 1. Ainsi la série
∑
n>1

un converge.

Comme A est diagonalisable dans C car χA est scindé à racines simples dans C[X], les deux matrices

A et D = diag(λ, β, β) sont semblables d’où l’existence de P ∈ GL3(C) telle que A = PDP−1. Ensuite,

classiquement, par récurrence, on obtient ∀n ∈ N, An = PDnP−1. Comme Dn = diag(αn, βn, β
n
), on

obtient par similitude Tr (An) = λn+βn+β
n
. Ainsi vn = sin

(
2π(Tr (An)−βn−βn

)
)
= − sin

(
2π(βn+β

n
)
)
.

Or lim
n→+∞

(βn + β
n
) = 0 donc vn ∼

+∞
−2π(βn + β

n
) =
+∞

O

(
1

n2

)
car |β| < 1 donc

∑
n>1

vn converge absolument

par comparaison aux séries de Riemann.
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� �
5.105� �a. Soit P = a2X

2 + a1X + a0 un polynôme de degré inférieur ou égal à 2. Si P est annulateur A, comme

A2 =

 0 1 0

−1 −1 0

0 2 1

, on a a0I3 + a1A + a2A
2 =

 a0 + a1 a1 + a2 0

−a1 − a2 a0 − a2 0

2a1 2a2 a0 − a1 + a2

 =

 0 0 0

0 0 0

0 0 0


donc a1 = 0 (case (3, 1)) et a2 = 0 (case (3, 2)) puis a0 = 0 (case (1, 1)).

Ainsi, le seul polynôme P ∈ R2[X] tel que P(A) = 0 est P = 0.

b. Pour λ ∈ R, χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −1 0

1 λ 0

−1 0 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣ = (λ + 1)(λ2 − λ + 1) = λ3 + 1 = (λ + 1)(λ + j)(λ + j2) après

développement par rapport à la colonne 3 et χA = X3+1. D’après Cayley-Hamilton, χA(A) = A3+I3 = 0.

On écrit alors (−A2)A = A(−A2) = I3 donc la matrice A est inversible et A−1 = −A2 =

 0 −1 0

1 1 0

0 −2 −1

.

c. Méthode 1 : si P est un multiple de χA, ∃Q ∈ R[X], P = χAQ, alors P(A) = χA(A)Q(A) = 0.Q(A) = 0.

Réciproquement, soit P ∈ R[X] tel que P(A) = 0. Écrivons P = QχA.Q + R la division euclidienne de P par

χA avec deg(R) 6 2. Ainsi, P(A) = χA(A)Q(A) + R(A) donc R(A) = 0. D’après la question a., on a donc

R = 0 donc P = χAQ est un multiple de χA.

Méthode 2 : on sait que tous les polynômes annulateurs de A ont en particulier pour racines les valeurs propres

de A. Si P annule A, alors P(−1) = P(−j) = P(−j2) = 0 donc P = (X+ 1)(X+ j)(X+ j2)Q = (X3+ 1)Q = χAQ

avec Q ∈ R[X]. Réciproquement, si P = χAQ avec Q ∈ R[X], alors P(A) = χA(A)Q(A) = 0.Q(A) = 0.

Conclusion : les polynômes annulateurs de A sont donc tous les polynômes multiples de χA, c’est-à-dire ceux

de la forme P = (X3 + 1)Q = χAQ avec Q ∈ R[X].

χA est donc le polynôme minimal de A (HP) ce qui est équivalent au fait que A est cyclique (HP) : il existe

un vecteur non nul X de R3 tel que (X,AX,A2X) soit une base de R3 et il suffit de prendre X = (0, 1, 0) pour

s’en convaincre car AX = (1, 0, 0) et A2X = (1,−1, 2).� �
5.106� �a. La linéarité de f est classique et provient de celle de la fonction Tr . Ainsi f ∈ L(Mn(R)).

b. Soit M ∈ Mn(R), f2(M) = f(2Tr (M)A) = 2Tr (M)f(A) = 4Tr (A)Tr (M)A = 2Tr (A)f(M). Ainsi,

f2 = 2Tr (A)f ce qui se traduit par le fait que P = X2 − 2Tr (A)X = X(X− 2Tr (A) est annulateur de f.

• Si Tr (A) ̸= 0, f est diagonalisable car P est scindé à racines simples. De plus, même si ce n’est pas demandé,

E0(f) = Ker(Tr ) est un hyperplan (car Tr est une forme linéaire non nulle) et E2Tr (A)(f) = Vect(A) car

f(A) = 2Tr (A)A, que A ̸= 0 et que Mn(R) = E0(f)⊕ E2Tr (A)(f).

• Si Tr (A) = 0, on a f2 = 0 et f ̸= 0 car A ̸= 0 (f(In) ̸= 0 par exemple). On sait qu’alors χf = Xn2

donc 0

est la seule valeur propre de f. Si f était diagonalisable, elle aurait pour matrice dans une certaine base de

vecteurs propres une matrice avec des 0 sur la diagonale (les valeurs propres). Ainsi on aurait f = 0, ce qui

est faux ! Par conséquent, f n’est pas diagonalisable.� �
5.107� �a. Si A est diagonalisable, il existe D diagonale et P inversible telles que A = PDP−1. Alors, classiquement,

A2 = PD2P−1 avec D2 diagonale ce qui prouve que la matrice A2 est diagonalisable.

b. • Si n = 1, toute matrice de M1(C) étant diagonale, on a bien A2 diagonalisable =⇒ A diagonalisable.
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• Si n > 2 et A = E1,2, alors A
2 = 0 et A2 est donc diagonalisable alors que χA = Xn puisque A est nilpotente.

Si A était diagonalisable, comme 0 est d’ordre algébrique n, on aurait aussi dim(E0(A)) = dim(Ker(A)) = n

et on aurait A = 0 ce qui est faux. Ainsi, A n’est pas diagonalisable.

c. Si A2 est diagonalisable et A inversible, alors Ker(A) = {0} donc 0 /∈ Sp(A). Notons λ1, · · · , λr les valeurs

propres distinctes de A2 (non nulles car A2 est aussi inversible). On sait que P =
r∏

k=1

(X− λk) est annulateur

de A2 d’où P(A2) =
r∏

k=1

(A2 − λkIn) = 0. Notons, pour k ∈ [[1; r]], δk une racine carrée (complexe) de

λk, alors
r∏

k=1

(A2 − λkIn) =
r∏

k=1

(A − δkIn)(A + δkIn) = 0 donc le polynôme Q =
r∏

k=1

(X − δk)(X + δk) est

annulateur de A. De plus, ∀k ∈ [[1; r]], δk ̸= −δk car λk = δ2k ̸= 0 et ∀(i, j) ∈ [[1; r]]2 avec i ̸= j, ±δi ̸= ±δj
car λi = δ2i ̸= δ2j = λj. Ainsi, Q annule A et est scindé à racines simples donc A est diagonalisable.� �

5.108� �Le polynôme P = X3 − 2X2 + 3X est annulateur de A. Si A est inversible, on multiplie par A−1 et on a

même Q = X2 − 2X + 3 annulateur de A. Si λ est une valeur propre (éventuellement complexe) de A, alors

λ est une racine de Q. Ainsi, comme Q n’admet pas de racine réelle, on n’aurait pas de valeur propre réelle

pour A, ce qui est impossible car χA est une polynôme réel de degré 3 donc il admet au moins une racine

réelle par le TVI. Conclusion, si A ∈ M3(R) vérifie A3 = 2A2 − 3A, elle n’est pas inversible.

� �
5.109� �On calcule χA =

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −a −a
1 X− 1 1

−1 0 X− 2

∣∣∣∣∣∣
C3←C3−C2

=

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −a 0

1 X− 1 2− X
−1 0 X− 2

∣∣∣∣∣∣ = (X−2)

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −a 0

1 X− 1 −1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ en
utilisant la linéarité par rapport à la troisième colonne. Ainsi, χA = (X−2)

L2←L2+L3

=

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −a 0

0 X− 1 0

−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ donc,
en développant par rapport à la troisième colonne, on obtient χA = (X−2)

∣∣∣∣X− 1 −a
0 X− 1

∣∣∣∣ = (X−1)2(X−2).

Comme χA est scindé sur R et que 1 6 dim(E2(A)) 6 1 = m2(A) implique dim(E2(A)) = 1 = m2(A), on sait

d’après un théorème du cours que A est diagonalisable si et seulement si dim(E1(A)) = 2 = m1(A). Comme

E1(A) = Ker(A− I3), ceci est équivalent à rang (A− I3) = 3− dim(Ker(A− I3)) = 1 par la formule du rang.

Or A− I3 =

 0 a a

−1 0 −1
1 0 1

 est de rang 1 si et seulement si a = 0 (regarder les lignes de A).

Ainsi A est diagonalisable si et seulement si a = 0.

Même si ce n’est pas demandé, si a = 0, E2(A) = Vect((0,−1, 1)) et E1(A) = Vect((0, 1, 0), (1, 0,−1)) (en

résolvant par exemple AX = X et AX = 2X) donc A = PDP−1 avec D =

 1 0 0

0 1 0

0 0 2

 et P =

 1 0 0

0 1 −1
−1 0 1

.

De même, si a ̸= 0, χA étant scindé sur R, A est trigonalisable et on peut montrer, théorie de la réduction

de Jordan (Camille Jordan : français !) hors programme, que A est semblable à T =

 1 1 0

0 1 0

0 0 2

. Après

calculs, on trouve A = PTP−1 avec P =

 a 0 0

a a+ 1 1

−a −a −1

.
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� �
5.110� �a. La matrice A est diagonalisable car elle est symétrique réelle d’après le théorème spectral.

b. Si P(A) = 0 et si λ est une valeur propre de A, il existe X ̸= 0 tel que AX = λX. Si on pose P =
d∑

k=0

akX
k,

on a d’abord AkX = λkX par récurrence ce qui donne 0 = 0X = P(A)X =
d∑

k=0

akA
kX =

( d∑
k=0

akλ
k
)
X = P(λ)X

et comme X ̸= 0, on a P(λ) = 0 donc λ est une racine de P.

c. Après un simple calcul, on trouve que (A + In)
2 = n(A + In) donc A

2 − (n − 2)A + (n − 1)In = 0 d’où

P = X2 − (n− 2)X− (n− 1) = (X+ 1)(X− (n− 1)) est annulateur de A. Ainsi, Sp(A) ⊂ {−1, n− 1}.

d. En résolvant AX = −X, on trouve que E−1(A) est l’hyperplan d’équation x1 + · · ·+ xn = 0. Ceci impose

que dim(En−1(A)) 6 1, or le vecteur v = (1, · · · , 1) vérifie Av = (n−1)v donc En−1(A) est la droite engendrée

par le vecteur (1, · · · , 1) qui est normal à l’hyperplan E−1(A). On a au final Sp(A) = {−1, n− 1}.� �
5.111� �a. f va de E = Mn(C) dans E et elle est linéaire par linéarité de la trace : f est un endomorphisme de E.

Si f(M) = 0, alors M = −Tr (M)In or f(In) = (n + 1)In donc f(M) = −(n + 1)Tr (M)In = 0 implique

Tr (M) = 0 d’où M = 0. Par conséquent Ker(M) = {0} ce qui fait de f un automorphisme de Mn(C). Ainsi

Im (f) = Mn(C) et on a dim(Ker(f)) = 0 et dim(Im (f)) = n2.

b. Pour M ∈ Mn(C), f2(M) = f(M + Tr (M)In) = f(M) + Tr (M)f(In) = f(M) + (n + 1)Tr (M)In ainsi

f2(M) = (n+ 2)f(M)− (n+ 1)M donc P = X2 − (n+ 2)X+ (n+ 1) est annulateur de f.

c. Comme P = (X−1)(X−(n+1)) est scindé à racines simples, f est diagonalisable et les sous-espaces propres

sont E1(f) = {M | Tr (M) = 0} = Ker(Tr ) qui est un hyperplan (car Tr est une forme linéaire non nulle) et

En+1(f) = Vect(In) qui est une droite. Ainsi Tr (f) = n2 − 1+ n+ 1 = n(n+ 1) alors que det(f) = n+ 1.

P(0) ̸= 0 donc f est bijective (on le savait déjà) et f ◦
(
f− (n+ 2)id E

)
=
(
f− (n+ 2)id E

)
◦ f = −(n+ 1)id E

donc l’inverse de f est donné par f−1 = − 1

n+ 1

(
f− (n+ 2)id E

)
.

Ainsi, siM ∈ Mn(C), f−1(M) = 1

n+ 1

(
(n+2)M−f(M)

)
= 1

n+ 1

(
(n+2)M−M−Tr (M)In

)
=M− Tr (M)

n+ 1
In.� �

5.112� �On considère A comme une matrice complexe, alors A est trigonalisable car d’après d’Alembert-Gauss,

χA est scindé dans C[X] : A = UTU−1 avec U inversible et T triangulaire supérieure. On note λ1, · · · , λn les

termes diagonaux de T de sorte que χT = χA =
n∏

k=1

(X − λk). On obtient ∀k ∈ N, Ak = PTkP−1 par une

récurrence classique donc, par combinaison linéaire, pour tout polynôme P ∈ C[X], on a P(A) = UP(T)U−1.

Comme P(T) est aussi triangulaire avec P(λ1), · · · , P(λn) sur la diagonale, le spectre de P(T), qui est aussi
celui de P(A) car ces deux matrices sont semblables, vaut Sp(P(A)) = {P(λ1), · · · , P(λn)}. Mais on sait par
hypothèse que P(A) est triangulaire avec des coefficients diagonaux distincts deux à deux, disons α1, · · · , αn.
Le spectre de P(A) contient donc n valeurs propres distinctes, ce qui signifie que P(λ1), · · · , P(λn) sont
distincts deux à deux. Ceci impose donc que les λ1, · · · , λn sont eux-mêmes distincts deux à deux.

Par conséquent, A admet n valeurs propres distinctes deux à deux et est donc diagonalisable.� �
5.113� �a. On calcule et χA = X(X − 1)2 qui est scindé dans R[X], A est au moins trigonalisable dans M3(R) et

elle est diagonalisable si et seulement si dim(E1(A)) = 2⇐⇒ rang (A− I3) = 1 par le théorème du rang. Or

A− I3 =

−1 0 1

2 0 0

0 0 0

 est de rang 2 donc A n’est pas diagonalisable mais trigonalisable dans M3(R).

b. Il est visible que E0(A) = Vect(v1) avec v1 = (1,−2, 0) et que E1(A) = Vect(v2) avec v2 = e2 = (0, 1, 0).
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Méthode 1 : on sait avec la réduction de Jordan que A est semblable à T =

 0 0 0

0 1 1

0 0 1

 donc il ne reste

plus qu’à trouver un vecteur v3 tel que Av3 = v2 + v3 et on trouve sans peine en résolvant le système que

v3 = 1

2

(
1, 0, 1

)
convient. Ainsi A = PTP−1 où P =

 1 0 1/2

−2 1 0

0 0 1/2

.

Méthode 2 : n’importe quel vecteur convient pour compléter (v1, v2), par exemple v′3 = (0, 0, 1) /∈ Vect(v1, v2)

et on a une base B = (v1, v2, v
′
3) de R3. On calcule Av′3 = (1, 0, 1) = (0, 0, 1) + (1,−2, 0) + 2(0, 1, 0) donc

Av′3 = v1 + 2v2 + v′3 et A = PT ′P−1 où P′ =

 1 0 0

−2 1 0

0 0 1

 et T ′ =

 0 0 1

0 1 2

0 0 1

.

c. Si M vérifie M2 = A et si λ ∈ Sp(M), alors il existe X ̸= 0 tel que MX = λX donc M2X = AX = λ2X donc

λ2 ∈ Sp(A) = {0, 1} ainsi λ = 0 ou λ = ±1 et on a Sp(M) ⊂ {−1, 0, 1}. On vient de prouver au passage que

Eλ(M) ⊂ Eλ2(A) donc, comme E0(A) et E1(A) sont des droites, les sous-espaces E0(M), E1(M), E−1(M) sont

égaux à {0} ou forment une droite. De plus, comme E1(M) et E−1(M) sont en somme directe, on a aussi

E1(M)⊕E−1(M) ⊂ E1(A) ce qui montre que 1 et −1 ne peuvent pas être valeurs propres deM simultanément

(un plan ne peut pas être inclus dans une droite).

d. Si M2 = A, alors det(M2) = det(M)2 = det(A) = 0 donc det(M) = 0 et 0 est valeur propre de M.

Si 0 était la seule valeur propre de M, alors on aurait χM = X3 et M3 = 0 avec Cayley-Hamilton ce

qui est impossible car M4 = M3M = A2 ̸= 0. Ainsi, avec la question précédente, on ne peut avoir que

Sp(M) = {0, 1} ou Sp(M) = {0,−1}.

e. Si M2 = A, alors E0(M) = Ker(M) est une droite d’après c. et d.. En notant N = P−1MP, on a

M2 = A⇐⇒ PN2P−1 = PTP−1 ⇐⇒ N2 = T . Ainsi, si M2 = A, on a NT = N3 = TN (même chose avec T ′).

Méthode 1 : en posant le calcul, on trouve que NT = TN⇐⇒ N =

a 0 0

0 b c

0 0 b

. Ainsi, pour avoir N2 = T ,

il faut maintenant N2 =

a2 0 0

0 b2 2bc

0 0 b2

 = T d’où a = 0 et
(
(b = 1 et c = 1

2
) ou (b = −1 et c = −1

2
)
)
.

Réciproquement, M1 = P

 0 0 0

0 1 1/2

0 0 1

 P−1 et M2 = P

 0 0 0

0 −1 −1/2
0 0 −1

 P−1 = −M1 vérifient la relation

M2 = A et sont donc les deux seules solutions. Comme P−1 =

 1 0 1

2 1 −2
0 0 2

, on a M1 =

 0 0 1

2 1 −1
0 0 1

.

Méthode 2 : en posant le calcul, on trouve que NT = TN ⇐⇒ N =

a 0 b− a
0 b c

0 0 b

. Ainsi, pour avoir

N2 = T , il faut N2 =

a2 0 b2 − a2
0 b2 2bc

0 0 b2

 = T d’où a = 0 et
(
(b = 1 et c = 1) ou (b = −1 et c = −1)

)
.

Réciproquement, M1 = P

 0 0 1

0 1 1

0 0 1

 P−1 et M2 = P

 0 0 −1
0 −1 −1
0 0 −1

 P−1 = −M1 vérifient bien M2 = A et
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sont donc les deux seules solutions. Comme P−1 =

 1 0 0

2 1 0

0 0 1

, on a M1 =

 0 0 1

2 1 −1
0 0 1

.

Méthode 3 : on traite les deux cas vus à la question d.:

Sp(M) = {0, 1} Alors E0(M) = Vect(v1) et E1(M) = Vect(v2) donc, par formule de changement de base,

M = PNP−1 avec N =

 0 0 a

0 1 b

0 0 1

 et P =

 1 0 1/2

−2 1 0

0 0 1/2

 (par exemple) car les traces

de deux matrices semblables sont égales. Comme M2 = A, N2 = T donc a = 0 et 2b = 1.

Sp(M) = {0,−1} Alors E0(M) = Vect(v1) et E−1(M) = Vect(v2) donc, par formule de changement de base,

M = PNP−1 avec N =

 0 0 a

0 −1 b

0 0 −1

 et P =

 1 0 1/2

−2 1 0

0 0 1/2

 car les traces de deux

matrices semblables sont égales. Comme M2 = A, N2 = T donc a = 0 et 2b = −1.
On retrouve donc, avec les calculs précédents de P−1, les matrices M1 et −M1 comme uniques solutions.� �

5.114� �Soit f l’endomorphisme de R euclidien canoniquement associé à A = 1

5

 7 4 0

−6 −7 0

0 0 −5

.

a. Par un calcul direct : ∀λ ∈ R, χA(λ) = 1

125

(
(5λ + 5)(25λ2 − 49 + 24)

)
= (λ − 1)(λ + 1)2. Comme

A+I3 = 1

5

 12 4 0

−6 −2 0

0 0 0

 est de rang 1, on a dim(E−1(A)) = 2 donc A est diagonalisable. Ainsi, (X−1)(X+1)

annule A qui est donc une symétrie. f est donc aussi une symétrie. Comme A n’est pas symétrique et que

la base canonique de R3 est une base orthonormée, f n’est pas une symétrie orthogonale.

Or A − I3 = 1

5

 2 4 0

−6 −12 0

0 0 −10

 donc E1(A) est la droite engendrée par v1 = (2,−1, 0). De plus, on a

A+ I3 = 1

5

 12 4 0

−6 −2 0

0 0 0

 donc E−1(A) est le plan engendré par (v2, v3) avec v2 = (1,−3, 0) et v3 = (0, 0, 1).

b. Le point A = (2,−2,−1) appartient à P. Comme le plan vectoriel d’équation x−y−z = 0 est engendré par

v4 = (1, 1, 0) et v5 = (1, 0, 1), les points du plan P s’écriventM = A+α4v4+α5v5. Leurs images par f sont donc

les points f(M) = f(A)+α4f(v4)+α5f(v5) donc l’image du plan x−y− z = 0 est celui qui passe par le point

f(A) =
(
6

5
, 2

5
, 1

)
et qui a pour direction le sous-espace Vect(f(v4), f(v5)) = Vect((11,−13, 0), (7,−6,−5)). Par

conséquent, un pointM = (x, y, z) appartient à ce plan image si et seulement si les vecteurs
−−−−→
f(A)M, f(v4), f(v5)

forment une famille liée donc si et seulement si

∣∣∣∣∣∣
x− 6/5 11 7

y− 2/5 −13 −6
z− 1 0 −5

∣∣∣∣∣∣ = 0. Après calculs, on trouve qu’une

équation du plan image est 13x+ 11y+ 3z = 23.� �
5.115� �Le polynôme P = 3X3 − X2 − X − 1 est annulateur de A et P = 3(X − 1)(X2 + 2

3
X + 1

3
). Les racines de

X2 + 2

3
X + 1

3
sont les complexes −1

3
± 2
√
2i

3
(notées λ et λ) de module strictement inférieur à 1. Soit un

entier naturel k, alors la division euclidienne de Xk par P s’écrit Xk = QP + Rk où Rk ∈ R2[X] et vérifie

Rk(1) = 1, Rk(λ) = λk et Rk(λ) = λ
k
. On en déduit par les polynômes d’interpolation de Lagrange que

Rk =
(X− λ)(X− λ)
(1− λ)(1− λ) + λk

(X− 1)(X− λ)
(λ− 1)(λ− λ) + λ

k (X− 1)(X− λ)
(λ− 1)(λ− λ) . Par conséquent, Ak = Rk(A) car P(A) = 0 ce

44



qui donne Ak = 1

2

(
A2 + 2

3
A+ 1

3
I3
)
+ λkU+ λ

k
V. Comme |λ| < 1, on a lim

k→+∞
Ak = 1

2

(
A2 + 2

3
A+ 1

3
I3
)
= B

qui est bien une matrice de projecteur pour deux raisons différentes :

• B2 = 1

4

(
A2 + 2

3
A + 1

3
I3
)2

= 1

4

(
A4 + 4

3
A3 + 10

9
A2 + 4

9
A + 1

9
I3

)
. Or A3 = 1

3

(
A2 + A + I3

)
donc

A4 = 1

3

(
A3+A2+A

)
= 1

9

(
4A2+4A+I3

)
donc B2 = 1

36

(
4A2+4A+I3+4A

2+4A+4I3+10A
2+4A+I3

)
= B.

• A2k = AkAk donc, en passant à la limite : B = B2. De la même manière, B = AB car Ak+1 = AAk.� �
5.116� �a. Il vient X1 = AX0+BU0, puis X2 = AX1+BU1 = A2X0+ABU0+BU1. Soit k ∈ [[1;N−1]], si on suppose

que Xk = AkX0 +
k−1∑
i=0

AiBUk−i−1, alors Xk+1 = AXk + BUk = Ak+1X0 +
( k−1∑

i=0

Ai+1BUk−i−1

)
+ BUk donc

on a Xk+1 = Ak+1X0 +
k∑

i=0

AiBUk−i. Par principe de récurrence, ∀k ∈ [[0;N]], Xk = AkX0 +
k−1∑
i=0

AiBUk−i−1.

b. Si rang (C) < n, comme tC et C ont même rang, on a rang (tC) < n. Or tC ∈ Mn2,n(R) donc tC est

canoniquement associée à une application linéaire de Rn dans Rn2

, et rang (tC) < n = dim(Rn) montre

que tC ”n’est pas injective”. Il existe donc un vecteur colonne non nul X ∈ Mn,1(R) tel que tCX = 0.

On transpose et on a bien tXC = 0 ce qui se traduit par ∀j ∈ [[0;n − 1]], tXAjB = 0 pour cette colonne

X ̸= 0 ∈ Mn,1(R). Or le polynôme caractéristique est annulateur de A donc χA(A) = 0 = An−
n−1∑
k=0

akA
k. Si

on suppose, pour un entier k > n−1, que ∀j ∈ [[0; k]], tXAjB = 0, alors tXAk+1B =
n−1∑
i=0

ak
tXAk+1+i−nB = 0.

Par principe de récurrence, on a donc ∀j ∈ N, tXAjB = 0.

c. Pour X ̸= 0 de la question précédente, tX est la matrice dans la base canonique d’une forme linéaire non

nulle φ : Rn → R. Alors H = Ker(φ) est un hyperplan de Rn. Pour N ∈ N∗ et (U0, · · · , UN) ∈ Mn,1(R)N+1,

on aura ∀k ∈ φ(Xk−AkX0) =
tX(Xk−AkX0) =

k−1∑
i=0

tXAk−i−1BUi = 0 donc Xk−AkX0 ∈ H. Par conséquent,

si on prend (X̃0, · · · , X̃N) ∈ Mn,1(R)N+1 tel que X̃k − AkX̃0 /∈ H pour au moins un entier k ∈ [[0;N]] (et il

existe de tels choix), on ne pourra pas avoir de choix de (U0, · · · , UN) ∈ Mn,1(R)N+1 pour lesquels la suite

définie par X0 = X̃0 et ∀k ∈ [[1;n− 1]], Xk+1 = AXk + BUk vérifie ∀k ∈ [[0;n]], Xk = X̃k.

Le système n’est donc pas contrôlable pour cet entier N.
d. Si le système n’est pas contrôlable pour l’entier N, c’est qu’il existe (X̃0, · · · , X̃N) ∈ Mn,1(R)N+1 tel que
pour tout choix de (U0, · · · , UN) ∈ Mn,1(R)N+1, si on définit X0 = X̃0 et ∀k ∈ [[1;N−1]], Xk+1 = AXk+BUk,

alors ∃k ∈ [[0;N]], Xk ̸= X̃k. Ceci signifie, d’après la question a., ∃k ∈ [[0;N]], AkX0+
k−1∑
i=0

AiBUk−i−1 ̸= X̃k ou

encore ∃k ∈ [[0;N]],
k−1∑
i=0

AiBUk−i−1 ̸= X̃k−AkX̃0 ou enfin F(U0, · · · , UN−1) ̸= (0, X̃1−AX̃0, · · · , X̃N−ANX̃0).

L’application F n’est donc pas surjective. Comme l’espace d’arrivée de F est Mn,1(R), on en déduit que

rang (F) < n donc il existe un hyperplan H de Mn,1(R) tel que Im (F) ⊂ H. Soit φ une forme linéaire non

nulle telle que H = Ker(φ), alors φ ◦ F = 0 car Im (F) ⊂ Ker(φ). Si on note tX (matrice ligne) la matrice

canoniquement associée à φ, l’information ∀(U0, · · · , UN−1) ∈ Mn,1(R)N, (φ ◦ F)(U0, · · · , UN−1) = 0 se

traduit par ∀(U0, · · · , UN−1) ∈ Mn,1(R)N, tX

(N−1∑
k=0

AkBUN−k−1

)
= 0.� �

5.117� �a. La matrice nulle N = 0 est dans EX car NX = 0 = 0.X. Ainsi EX ̸= ∅. Si (A, B) ∈ E2X et λ ∈ R, il existe par

définition des réels a et b tels que AX = aX et BX = bX, ainsi (A+λB)X = AX+λBX = aX+λbX = (a+λb)X

donc X est aussi valeur propre de A+ λB d’où A+ λB ∈ EX. Par conséquent, EX est un sous-espace vectoriel
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de Mn(R) donc est lui-même un espace vectoriel.

b. Méthode 1 : traduisons l’appartenance à EX, une matrice M ∈ Mn(R) est dans EX si et seulement

si MX est colinéaire à X, c’est-à-dire que MX ∈ Vect(X), ce qui se traduit par le fait que le projeté de

MX sur l’hyperplan H = Vect(X)⊥ est le vecteur nul. En notant pH cette projection, on sait que son

expression vectorielle est pH : Y 7→ Y − (Y|X)
||X||2

X. Ainsi, M ∈ EX ⇐⇒ MX =
(MX|X)
||X||2

X. Définissons donc

θ : Mn(R)→ Rn par θ(M) = MX− (MX|X)
||X||2

X. θ est clairement linéaire et EX = Ker(θ). Par la formule du

rang, on a dim(EX) = n2 − rang (θ). Or, comme θ(M) = pH(MX) par construction, on a Im (θ) ⊂ H. Soit Z
un vecteur non nul de H, il existe un endomorphisme u de Rn qui envoie X sur Z (car en construisant une

base B = (X, X2, · · · , Xn) de Rn, il existe un unique endomorphisme u de Rn qui envoie B sur (Z, · · · , Z) par

exemple), ainsi en notant M la matrice de u, on a MX = Z donc θ(M) = Z ∈ Im (θ). Par double inclusion,

on a montré que Im (θ) est l’hyperplan H donc rang (θ) = n− 1 et dim(EX) = n2 − (n− 1) = n2 − n+ 1.

Méthode 2 : comme (X) est libre, en posant X1 = X, on peut la compléter en une base B = (X1, · · · , Xn)

de Rn. Soit P la matrice de passage de la base canonique de Rn à B, alors en notant u l’endomorphisme

canoniquement associé à M, et en notant A = MatB(u), on a M = PAP−1 par formule de changement de

base. Or, M ∈ EX si et seulement si ∃λ ∈ R, MX1 = λX1, c’est-à-dire si et seulement si la première colonne

de la matrice A contient des 0 à partir de la deuxième ligne car l’image de X1 par u est proportionnelle à X1.

En notant F le sous-espace de Mn(R) contenant les matrices A = (ai,j)16i,j6n telle que ∀i ∈ [[2;n]], ai,1 = 0,

on vient de montrer que φ : F 7→ EX définie par φ(A) = PAP−1 est un isomorphisme (sa linéarité est claire).

Comme il est clair que dim(F) = n2 − (n− 1). On a, par l’isomorphisme φ : dim(EX) = n2 − n+ 1.

Question de cours : si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, u ∈ L(E) et λ ∈ K, alors on a

l’équivalence λ ∈ Sp(u) ⇐⇒ ∃x ∈ E \ {0E}, u(x) = λx ⇐⇒ ∃x ∈ E \ {0E}, (λid E − u)(x) = 0E donc

λ ∈ Sp(u)⇐⇒ Ker(u− λid E) ̸= {0E} ⇐⇒ λid E − u /∈ GL(E)⇐⇒ det(λid E − u) = 0⇐⇒ χu(λ) = 0.� �
5.118� �a. Il suffit de prendre la matrice une rotation d’angle 2π

3
de l’espace qui ne soit pas l’identité, par exemple

A =

 0 1 0

0 0 1

1 0 0

 et A = 1

2

 2 0 0

0 −1 −
√
3

0
√
3 −1

 vérifient bien A ̸= I3 et A3 = I3.

b. Comme X3 − 1 = (X − 1)(X2 + X + 1), on a A3 − In = (A − In)(A2 + A + In) = 0. Mais comme 1 n’est

pas valeur propre de A, la matrice A− In est inversible donc A2 + A+ In = 0.

Méthode 1 : comme on sait que les valeurs propres sont des racines de X2 + X + 1 puisque ce polynôme

annule A, les seules valeurs propres complexes possibles de A sont j et j2 = j. Comme SpC(A) ̸= ∅ car C est

algébriquement clos et que A est une matrice réelle, SpC(A) = {j, j2} et Ej(A) et Ej2(A) ont même dimension.

Comme A est diagonalisable dans Mn(C) car elle admet un polynôme annulateur X3 − 1 scindé à racines

simples, on sait que Cn = Ej(A)⊕ Ej2(A). Ainsi, n = dim(Ej(A)) + dim(Ej2(A)) = 2 dim(Ej(A)) est pair.

Méthode 2 : A2 + A + In = 0 équivaut à
(
A + I3

2

)2
= −3I3

4
. Si on prend les déterminant, on obtient(

det

(
A+ I3

2

))2
=
(
− 3

4

)n
> 0 donc n est pair.
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Comme A2+A+In = 0, on a (A−In)(A+2In) = −3In donc (A−In)−1 = −1
3
(A+2In). Si (B, X) ∈ Mn,1(R)2,

AX = X − B ⇐⇒ (A − In)X = −B ⇐⇒ X = −(A − In)−1B = 1

3
(A + 2In)B = AB+ 2B

3
. Ainsi, l’équation

proposée possède une unique solution pour B ∈ Mn,1(R) et c’est X = AB+ 2B

3
.

c. Puisque 1 ∈ Sp(A), A− In n’est pas inversible. Considérons deux cas :

• si B /∈ Im (A− In), alors l’équation AX = X− B n’a aucune solution.

• si B ∈ Im (A−In), il existe C ∈ Mn,1(R) tel que B = (A−In)C ainsi −C est solution de l’équation AX = X−B

et AX = X−B⇐⇒ AX−X = A(−C)+C⇐⇒ (A−In)(X+C) = 0. Ainsi, AX = X−B⇐⇒ X+C ∈ Ker(A−In).

Or A3 − In = (A − In)(A
2 + A + In) donc Im (A2 + A + In) ⊂ Ker(A − In). Le lemme des noyaux

montre que Rn = Ker(A − In) ⊕ Ker(A2 + A + In) mais il est hors programme. Montrons-le donc. Soit

X ∈ Ker(A− In)∩Ker(A2+A+ In), alors AX = X et (A2+A+ In)X = 0 or (A2+A+ In)X = X+X+X = 3X

donc X = 0 et Ker(A − In) et Ker(A2 + A + In) sont déjà en somme directe. Soit X ∈ Rn, en raisonnant

par analyse/synthèse, on montre que X = A2 + A+ In
3

X+ 2In − A2 − A
3

X avec A
2 + A+ In

3
X ∈ Ker(A− In)

et 2In − A
2 − A

3
X =

(In − A)(2In + A)
3

X ∈ Ker(A2 + A+ In). Ainsi, ker(A− In) et Ker(A2 + A+ In) sont

supplémentaires dans Rn donc dim(Ker(A− In)) = n− dim(Ker(A2 +A+ In)) = dim(Im (A2 +A+ In)) et

on conclut par inclusion et égalité des dimensions que Im (A2 + A+ In) = Ker(A− In).

Par conséquent, AX = X− B⇐⇒ X+ C ∈ Im (A2 + A+ In)⇐⇒ (∃Y ∈ Rn, X = (A2 + A+ In)Y − C.� �
5.119� �a. Posons A1 =

(
a1 b1

c1 d1

)
et A2 =

(
a2 b2

c2 d2

)
, alors A1A2 =

(
a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2

c1a2 + d1c2 c1b2 + d1d2

)
de sorte que,

par définition du produit de Kronecker, F(A1A2, B1B2) =

(
(a1a2 + b1c2)B1B2 (a1b2 + b1d2)B1B2

(c1a2 + d1c2)B1B2 (c1b2 + d1d2)B1B2

)
.

Or F(A1, B1)F(A2, B2) =

(
a1B1 b1B1

c1B1 d1B1

)
×
(
a2B2 b2B2

c2B2 d2B2

)
donc, par propriété du produit par blocs, on

a F(A1, B1)F(A2, B2) =

(
a1a2B1B2 + b1c2B1B2 a1b2B1B2 + b1d2B1B2

c1a2B1B2 + d1c2B1B2 c1b2B1B2 + d1d2B1B2

)
et, en factorisant par B1B2 dans

chaque case, on a ∀(A1, A2, B1, B2) ∈ M2(C)4, F(A1A2, B1B2) = F(A1, B1)F(A2, B2).

b. Tr (F(A, B)) = Tr (aB)+Tr (dB) donc, par linéarité de la trace, Tr (F(A, B)) = (a+d)Tr (B) = Tr (A)Tr (B).

Si c = 0, par propriété des déterminants des matrices triangulaires par blocs et puisque det(A) = ad, on a

det(F(A, B)) = det(aB)det(dB) = a2det(B)d2det(B) = (ad)2(det(B))2 = det(A)2det(B)2.

Si c ̸= 0, on effectue l’opération deGauss par blocs C2 ← C2−(d/c)C1 et det(F(A, B)) =

∣∣∣∣aB (b− (da/c))B
cB 0

∣∣∣∣.
En inversant les colonnes 1 et 3 et les colonnes 2 et 4, on ne change pas le signe du déterminant et on a

det(F(A, B)) =

∣∣∣∣ (b− (da/c))B aB

0 cB

∣∣∣∣ donc det(F(A, B)) = det((b − (da/c))B)det(cB) ce qui donne comme

avant det(F(A, B)) =
(
b− da

c

)2
c2det(B)2(ad− bc)2det(B)2 = det(A)2det(B)2.

Dans tous les cas, on a la relation det(F(A, B)) = det(A)2det(B)2.

Si rang (A) = rang (B) = 2, F(A, B) est inversible puisque det(F(A, B)) = det(A)2det(B)2 : rang (F(A, B)) = 4.

Si rang (A) = 0 ou rang (B) = 0, alors A = 0 ou B = 0 et, par définition, F(A, B) = 0 donc rang (F(A, B)) = 0.

Si rang (A) = 1 et rang (B) = 1, les deux colonnes de B sont colinéaires, celles de A aussi, ainsi les quatre

colonnes de F(A, B) sont colinéaires et au moins l’une de ces quatre colonnes n’est pas nulle car l’une des
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colonnes de A et l’une de B n’est pas nulle, ainsi rang (F(A, B) = 1.

Si rang (A) = 1 et rang (B) = 2, les deux colonnes de A sont colinéaires donc, par exemple, les colonnes 3 et

4 de F(A, B) s’écrivent en fonction des colonnes 1 et 2. Comme ces colonnes 3 et 4 sont indépendantes car B

est inversible, on a rang (F(A, B) = 2.

Si rang (A) = 2 et rang (B) = 1, les deux colonnes de B sont colinéaires donc, par exemple, les colonnes 2 et

4 de F(A, B) s’écrivent en fonction des colonnes 1 et 3. Comme ces colonnes 1 et 3 sont indépendantes car A

est inversible, on a rang (F(A, B) = 2.

Dans tous les cas, on a donc rang (F(A, B)) = rang (A)rang (B).

c. Si A et B sont diagonalisables, il existe (P,Q) ∈ GL2(C)2 tel que P−1AP = D et Q−1BQ = D′ soient

diagonales. Alors, avec la relation de a., on a F(A, B) = F(PDP−1, QBQ−1) = F(P,Q)F(D,D′)F(P−1, Q−1). Or

F(P,Q)F(P−1, Q−1) = F(PP−1, QQ−1) = F(I2, I2) = I4 donc F(P,Q) est inversible et, si D = diag(a, d), on a

par définition F(D,D′) =

(
aD′ 0

0 dD′

)
est diagonale. Ainsi, F(A, B) diagonalisable si A et B le sont.� �

5.120� �Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique ! On va donc faire une disjonction des cas

selon le type de χA. Notons u l’endomorphisme de C3 canoniquement associé à la matrice A.

Cas 1 : Si χA = (X−λ1)(X−λ2)(X−λ3) avec λ1, λ2, λ3 distincts deux à deux, χA est scindé à racines simples

donc A est diagonalisable et semblable à D =

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 car Sp(A) = {λ1, λ2, λ3}.

Cas 2 : Si χA = (X− λ1)2(X− λ2) avec λ1, λ2 distincts, alors on sait que A est diagonalisable si et seulement

si dim(Eλ1
(A)) = 2. Il y a donc à nouveau deux cas.

Cas 2.1 : Si dim(Eλ1
(A)) = 2, la matrice A est semblable à la matrice diagonale D =

 λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ2


car A est diagonalisable et Sp(A) = {λ1, λ2} avec λ1 valeur propre double et λ2 valeur propre simple.

Cas 2.2 : Si dim(Eλ1
(A)) = 1, il existe v1 ̸= 0E dans Eλ1

(u) et v3 ̸= 0E dans Eλ2
(u) ; il nous manque un

vecteur. Comme (u−λ1id E)
2 ◦(u−λ2id E) = 0, on a Im (u−λ2id E) ⊂ Ker((u−λ1id E)

2) or, d’après la

formule du rang, rang (u−λ2id E) = 2 car λ2 est une valeur propre simple de u donc Ker((u−λ1id E)
2)

est un plan (ça ne peut pas être l’espace en entier car on aurait alors (u−λ1id E)
2 = 0 et λ2 ne serait pas

valeur propre de u). Soit donc un vecteur w2 tel que w2 ∈ Ker((u−λ1id E)
2)\Ker(u−λ1id E). Comme

w2 ∈ Ker((u− λ1id E)
2), on a u(w2)− w2 ∈ Ker(u− λ1id E) donc il existe α ∈ C∗ (car w2 /∈ Eλ1

(u))

tel que u(w2) = w2 +αv1. En posant v2 = w2

α
, on a u(v2) = v2 + v1. Comme (v1, v2) est une base de

Ker((u− λ1id E)
2) et que v3 /∈ Ker((u− λ1id E)

2) car (u− λ1id E)
2(v3) = (λ2 − λ1)2v3 ̸= 0E, la famille

B = (v1, v2, v3) est une base de C3 et MatB(u) =

 λ1 1 0

0 λ1 0

0 0 λ2

.

Cas 3 : Si χA = (X − λ1)3, posons v = u − λ1id E, alors, par Cayley-Hamilton, v est nilpotent d’indice

inférieur ou égal à 3 (normal car on est en dimension 3). Il y a à nouveau quelques cas.

Cas 3.1 : Si v2 ̸= 0, classiquement il existe une base B = (v2(x), v(x), x) (en prenant x tel que v2(x) ̸= 0).
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Alors MatB(v) =

 0 1 0

0 0 1

0 0 0

 donc la matrice de u = v+ λ1id E dans B vaut

 λ1 1 0

0 λ1 1

0 0 λ1

.

Cas 3.2 : Si v2 = 0 et v ̸= 0, Im (v) ⊂ Ker(v) donc rang (v) = 1. Soit (x2) une base de Im (v), complétée

en une base (x1, x2) de Ker(v) ; ∃x3 ∈ E, x2 = v(x3) ̸= 0E donc x3 /∈ Vect(x1, x2), ainsi B = (x1, x2, x3)

est une base de E. MatB(v) =

 0 0 0

0 0 1

0 0 0

 donc MatB(u) =

 λ1 0 0

0 λ1 1

0 0 λ1


Cas 3.3 : Si v = 0 alors u = λ1id E et la matrice de u dans toute base est λ1I3.

Toutes les matrices de M3(C) sont donc semblables à une et à une seule des matrices triangulaires supérieures

(on savait déjà que toute matrice complexe est trigonalisable) suivantes : λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 avec λ1, λ2, λ3 distincts deux à deux ;

 λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ2

 avec λ1, λ2 distincts ;

 λ1 1 0

0 λ1 0

0 0 λ2


avec λ1, λ2 distincts ;

 λ1 1 0

0 λ1 1

0 0 λ1

 ;

 λ1 0 0

0 λ1 1

0 0 λ1

 et

 λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ1

 avec λ1 ∈ C.

� �
5.121� �a. Soit (A, B) ∈ M2(C)2 tel que AB = BA. On va considérer différents cas :

• Si χA admet deux racines distinctes λ1 et λ2, on sait d’après le cours qu’alors A est diagonalisable et

il existe donc P ∈ GL2(C) telle que A = PDP−1 avec D = diag(λ1, λ2). Posons D′ = P−1BP, on a

l’équivalence AB = BA⇐⇒ PDD′P−1 = PD′DP−1 ⇐⇒ DD′ = D′D. Or, par un calcul matriciel direct,

on montre que DD′ = D′D équivaut à D′ = diag(µ1, µ2) diagonale. En posant Q l’unique polynôme

d’interpolation de Lagrange de R1[X] tel que Q(λ1) = µ1 et Q(λ2) = µ2, on a Q(D) = D′ donc

Q(A) = PQ(D)P−1 = PD′P−1 = B et B est bien un polynôme en A.

• Si χB admet deux racines distinctes, on conclut par symétrie que A est un polynôme en B.

• Si χA admet une racine double λ mais que A est diagonalisable, alors dim(Eλ(A)) = mλ(A) = 2 donc

Ker(A− λI2) = C2 et A = λI2 de sorte que A = Q(B) avec Q = λ.

• Si χB admet une racine double µ mais que B est diagonalisable, B = µI2 et B = Q(A) avec Q = µ.

• Si χA, χB admettent respectivement pour racine double λ, µ et que ni A ni B ne sont diagonalisables,

on sait néanmoins que A et B sont trigonalisables car χA et χB sont scindés sur C et il existe une

matrice P ∈ GL2(C) telle que A = PTP−1 avec T =

(
λ a

0 λ

)
avec a ̸= 0. En notant B = (v1, v2)

la base de C2 telle que P est la matrice de passage entre la base canonique et la base B, on a donc

Av1 = λv1 donc, comme AB = BA, ABv1 = BAv1 = λBv1 donc Bv1 ∈ Eλ(A) = Vect(v1) ce qui prouve

qu’il existe α ∈ C tel que Bv1 = αv1. Mais comme µ est la seule valeur propre de B, on a forcément

α = µ. Comme Tr (B) = 2µ, on a forcément, par la formule de changement de base, B = PT ′P−1 avec

T ′ =

(
µ b

0 µ

)
avec b ̸= 0. Par exemple, comme T ′ = b

a
T +

(
µ− bλ

a

)
I2, on a aussi en multipliant par

P à gauche et P−1 à droite, B = b

a
A +

(
µ − bλ

a

)
I2 = Q(A) avec Q = T ′ = b

a
Xµ − bλ

a
donc B est un

polynôme en A (mais A est aussi dans ce cas un polynôme en B).

Dans tous les cas, si (A, B) ∈ M2(C)2 tel que AB = BA, B est un polynôme en A ou A un polynôme en B.
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b. Prenons A = E1,2 et B = E1,3, alors AB = BA = 0. Comme A2 = 0, si Q =
+∞∑
k=0

qkX
k ∈ C[X], on a

Q(A) = q0I3 +q1A ∈ Vect(I3, A) donc l’ensemble des polynômes en A, noté C[A], vérifie C[A] = Vect(I3, A)

car il est clair que Vect(I3, A) ⊂ C[A]. De même, comme B2 = 0, on a C[B] = Vect(I3, B). Par conséquent,

A /∈ C[B] et B /∈ C[A] donc A n’est pas un polynôme en B et B n’est pas un polynôme en A.

c. Prenons à nouveau A = E1,2 et B = E1,3, alors AB = BA = 0, R[A] = Vect(I3, A) et R[B] = Vect(I3, B)

donc, puisque A /∈ Vect(I3, B) et B /∈ Vect(I3, A), donc A (resp. B) n’est pas un polynôme en B (resp. A).� �
5.122� �a. Soit P =

n∑
k=0

akX
k ∈ Rn[X]. Alors, par définition, on a P(u) =

n∑
k=0

aku
k ce qui devient, par hypothèse,

P(u) =
n∑

k=0

ak

( n∑
i=1

λki vi

)
. On obtient P(u) =

n∑
k=0

n∑
i=1

akλ
k
i vi =

n∑
i=1

( n∑
k=0

akλ
k
i

)
vi =

n∑
i=1

P(λi)vi en inversant

cette somme double. Si on prend P =
n∏

k=1

(X− λk) ∈ Rn[X], alors P(u) =
n∑

i=1

P(λi)vi = 0 car les λi sont des

racines de P. Ainsi, u admet un polynôme annulateur scindé à racines simples donc u est diagonalisable.

b. Généralisons, soit k ∈ N, on effectue la division euclidienne de Xk par P, ce qui donne Xk = QP + R avec

deg(R) < deg(P) = n. Ainsi, uk = Q(u) ◦ P(u) + R(u) = R(u) car P(u) = 0. Or, d’après ce qui précède,

R(u) =
n∑

i=1

R(λi)vi. Mais, pour i ∈ [[1;n]], on a λki = Q(λi)P(λi) + R(λi) = R(λi) donc u
k =

n∑
i=1

λki vi.

c. Pour tout i ∈ [[1;n]], le polynôme Li souhaité admet les λk (sauf λi) pour racines donc Li = Qi

n∏
k=1
k ̸=i

(X−λk).

Comme on veut que Li ∈ Rn−1[X], Qi doit être une constante et on veut aussi Li(λi) = 1 ce qui impose la

condition Qi

n∏
k=1
k ̸=i

(λi − λk) = 1. Il existe donc un unique polynôme Li possédant ces caractéristiques et c’est

Li =
n∏

k=1
k ̸=i

(
X− λk
λi − λk

)
(polynômes de Lagrange). Par construction : ∀i ∈ [[1;n]], ∀k ∈ [[1;n]], Li(λk) = δi,k.

d. Soit i ∈ [[1;n]], par construction on a (X − λi)Li = QiP donc (u − λiid E) ◦ Li(u) = QiP(u) = 0 ce qui

équivaut au fait que Im (Li(u)) ⊂ Ker(u − λiid E) = Eλi
(u). Or, puisque deg(Li) = n − 1 donc Li ∈ Rn[X],

on a d’après les questions a. et c. la relation Li(u) =
n∑

k=1

Li(λk)vk = vi. Comme vi ̸= 0 par hypothèse, on a

Im (Li(u)) = Im (vi) ̸= {0E} donc il existe au moins un vecteur x ̸= 0E dans Im (vi) qui est donc aussi dans

Eλi
(u), ce qui prouve que x est un vecteur propre de u associé à la valeur propre λi. Ainsi, λ1, · · · , λn sont

des valeurs propres de u. De plus, comme P est annulateur de u, les valeurs propres de u font partie des

racines de P. Par double inclusion, Sp(u) = {λ1, · · · , λn}.

e. D’après la question précédente, u admet n valeurs propres distinctes et dim(E) = n donc les n sous-espaces

propres sont de dimension 1 car ils sont en somme directe.� �
5.123� �On calcule f3 − (λ + µ)f2 = λ3u + µ3v − (λ + µ)(λ2u + µ2v) = −µλ2u − λµ2v = −λµf donc le polynôme

P = X3 − (λ+ µ)X2 + λµX = X(X− λ)(X− µ) est annulateur de f.
Si E est de dimension finie, on considère plusieurs cas :

• si 0, λ, µ sont distincts, alors P est un polynôme annulateur de f scindé à racines simples sur R donc

f est diagonalisable d’après le cours.

• si λ = µ = 0, alors f = 0u+ 0v = 0 est clairement diagonalisable.

• si λ = µ ̸= 0, alors en posant w = u + v, on a f = λw, f2 = λ2w donc f2 − λf = 0 et X(X − λ) est

annulateur de f et scindé à racines simples sur R donc f est encore diagonalisable.
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• si µ = 0 et λ ̸= 0 (par exemple mais on fait de même si λ = 0 et µ ̸= 0), alors f = λu et f2 = λ2u

donc, à nouveau, f2−λf = 0 donc X(X−λ) est annulateur de f et scindé à racines simples sur R donc,

à nouveau, f diagonalisable.

Si E est de dimension infinie (hors programme), f est diagonalisable si et seulement si (par définition) E est

la somme de sous-espaces propres de f. On sait déjà que les sous-espaces propres associés à des valeurs

propres différentes sont en somme directe. On reprend les cas précédents et on décompose un vecteur x

quelconque de E dans les deux ou trois sous-espaces propres.

• si 0, λ, µ sont distincts, X(X − λ)(X − µ) est annulateur de f et, si x ∈ E s’écrit x = a + b + c avec

a ∈ E0(f), b ∈ Eλ(f) et c ∈ Eµ(f) alors f(x) = λb + µc et f2(x) = λ2b + µ2c donc, en résolvant le

système, on a a =
f2(x)− (λ+ µ)f(x) + λµx

λµ
, b =

f2(x)− µf(x)
λ(λ− µ) et c =

f2(x)− λf(x)
µ(µ− λ) . Réciproquement,

on vérifie par le calcul que ces vecteurs vérifient bien x = a+b+c et a ∈ E0(f), b ∈ Eλ(f) et c ∈ Eµ(f).
On a bien la décomposition voulue de l’espace E = E0(f)⊕Eλ(f)⊕Eµ(f). On aurait pu aussi reprendre

la démonstration du cours en écrivant que 1 = L0 + Lλ + Lµ avec les polynômes de Lagrange

L0 =
(X− λ)(X− µ)
(0− λ)(0− µ) , Lλ =

X(X− µ)
λ(λ− µ) et Lµ =

X(X− λ)
µ(µ− λ) donc id E = L0(f)+Lλ(f)+Lµ(f) ce qui montre

que E = Im (L0(f)) + Im (Lλ(f)) + Im (Lµ(f)) et il suffit de montrer que Im (L0(f)) ⊂ E0(f),... ce qui se

fait en écrivant que f ◦ L0(f) = 1

λµ
f ◦ (f− λid E) ◦ (f− µid E) = 0 car P est annulateur de f.

• si λ = µ = 0, alors f = 0 est diagonalisable car E = E0(f).

• si λ = µ ̸= 0, alors X(X− λ) est annulateur de f donc E = E0(f)⊕ Eλ(f) comme ci-dessus.

• si µ = 0 et λ ̸= 0 (par exemple), X(X− λ) est annulateur de f et on conclut de même.� �
5.124� �a. u2 est un endomorphisme de E et (u2)2 = u4 = u3 ◦ u = u ◦ u = u2 donc u2 est un projecteur de E.

b. Comme P = X3 − X = X(X − 1)(X + 1) est un polynôme annulateur scindé à racines simples de u,

l’endomorphisme u est diagonalisable et E = E0(u)⊕E1(u)⊕E−1(u) (il est possible que 0 ou 1 ou−1 ne soit pas

valeur propre de u). En notant, car u est diagonalisable, a = m0(u) = dim(E0(u)), b = m1(u) = dim(E1(u)),

c = m−1(u) = dim(E−1(u)), on sait que dim(E) = a + b + c, Tr (u) = b − c. De plus, on a clairement

Im (u) = E1(u) ⊕ E−1(u) donc rang (u) = dim(Im (u)) = b + c. La condition Tr (u) = rang (u) se traduit

donc par b− c = b+ c donc c = 0. Par conséquent, −1 n’est pas une valeur propre de u et u+ id E ∈ GL(E)

donc (u2−u) ◦ (u+id E) = 0 implique u2−u = 0. Ainsi, si Tr (u) = rang (u) et u3 = u, u est un projecteur.� �
5.125� �a. Posons ω = e

2iπ
5 , on sait que ω5−1 = (ω−1)(ω4+ω3+ω2+ω+1) = 0 donc ω4+ω3+ω2+ω+1 = 0

(la somme des cinq racines cinquièmes de l’unité est nulle). En prenant les parties réelles, puisque ω4 = ω

et ω3 = ω2, on obtient la relation 2 cos
(
4π

5

)
+ 2 cos

(
2π

5

)
+ 1 = 0. Or cos

(
4π

5

)
= 2 cos2

(
2π

5

)
− 1 donc

2(2a2 − 1) + 2a+ 1 = 0 ce qui se simplifie en 4a2 + 2a− 1 = 0.

Le discriminant de cette équation est ∆ = (2
√
5)2 donc a = −2+±2

√
5

8
. Mais comme a > 0 car 0 < 2π

5
< π

2
,

on a donc a =

√
5− 1
4

. De plus, b = cos

(
4π

5

)
= 2a2 − 1 = (5+ 1− 2

√
5)− 8

8
= −
√
5+ 1

4
.

b. Le polynôme P = X4 + X3 + X2 + X + 1 annule A et il est scindé à racines simples dans C car on a
P = (X − ω)(X − ω2)(X − ω3)(X − ω4). Ainsi, A est diagonalisable dans Mn(C) mais comme A est réelle,
l’ordre de multiplicité p de ω et le même que celui de ω4 = ω, et l’ordre q de ω2 est le même que celui de
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ω3 = ω2. Puisque χA est scindé dans C, on a Tr (A) = p(ω+ω4)+q(ω2+ω3) = 2p cos

(
2π

5

)
+2q cos

(
4π

5

)
d’où Tr (A) = p− q

2

√
5 − p+ q

2
. Si Tr (A) ∈ Q, comme

√
5 /∈ Q, on a nécessairement (par l’absurde)

p− q
2

= 0 donc p = q. Ainsi, n = p+ p+ q+ q = 4p est un multiple de 4.

c. Pour n = 4, en posant c = sin

(
2π

5

)
et d = sin

(
2π

5

)
, on peut utiliser les matrices de rotations (d’angle

2π

5
et 4π

5
respectivement) du plan pour construire A4 =


a −c 0 0

c a 0 0

0 0 b −d
0 0 d b

 pour avoir le résultat. On a

bien A5
4 = I4 (si on fait 5 fois des rotations d’angle 2π

5
et 4π

5
on obtient bien l’identité), puis en factorisant

A5
4 − I4 = (A4

4 + A3
4 + A2

4 + A4 + In)(A4 − I4) et A4 − I4 est inversible car 1 n’est pas valeur propre de ces
rotations d’où A4

4 + A3
4 + A2

4 + A4 + In = 0. De plus, Tr (A) = 2a+ 2b = −1 ∈ Q d’après la question a..

Pour n = 4p avec p > 2, A = diag(A4, · · · , A4) (avec p blocs) convient puisque Tr (A) = −p ∈ Z ⊂ Q.� �
5.126� �a. Pour une matrice P =

(
a b

c d

)
∈ M2(K) de déterminant 1, on a P−1 =

(
d −b
−c a

)
. On s’inspire

de ce résultat, puisque le déterminant de P =

(
In D

0 In

)
est 1 pour d’abord conjecturer, et vérifier par un

calcul par blocs direct, que P−1 =

(
In −D
0 In

)
.

b. On définit φ : Mn(C) → Mn(C) par φ(M) = AM − MB. L’énoncé nous propose de démontrer

que φ est surjective. Or, comme φ est visiblement linéaire et qu’on est en dimension finie, φ est un

automorphisme si et seulement si elle est injective. Soit M ∈ Ker(φ), alors AM = MB. Comme B est

diagonalisable, il existe une base B = (X1, · · · , Xn) de Cn formée de vecteurs propres de B. Par définition,

∀k ∈ [[1;n]], λk ∈ C, BXk = λkXk et on a AMXk = MBXk = λkMXk. Si on avait MXk ̸= 0, alors λk

serait une valeur propre de A, ce qui est impossible par hypothèse car λk est une valeur propre de B et que

Sp(A) ∩ Sp(B) = ∅. Ainsi, M s’annule sur tous les vecteurs de la base B, ce qui prouve que M = 0. Comme

φ est injective, alors elle est surjective et on a bien : ∀C ∈ Mn(C), ∃D ∈ Mn(C), C = DB− AD = φ(D).

Soit C ∈ Mn(C) et N =

(
A C

0 B

)
. Pour toute matrice D ∈ Mn(C), si on pose P =

(
In D

0 In

)
, on

a P−1
(
A 0

0 B

)
P =

(
In −D
0 In

)(
A 0

0 B

)(
In D

0 In

)
=

(
A AD−DB
0 B

)
. Comme, d’après la question

précédente, il existe une matrice D ∈ Mn(C) telle que C = φ(D) = AD−DB, on a bien N = P−1
(
A 0

0 B

)
P

donc N est bien semblable à

(
A 0

0 B

)
pour toute C ∈ Mn(R).

c. Si A et B possèdent une valeur propre commune λ ∈ C, comme χB = χtB, λ est valeur propre de A et
tB donc il existe deux vecteurs colonnes non nuls U et V de Mn,1(C) tels que AU = λU et tBV = λV. En

posant X = UtV ̸= 0, on a AX = AUtV = λX et XB = UtVB = Ut(tBV) = λX donc X ∈ Ker(φ) . On vient de

montrer que si Sp(A) ∩ Sp(B) = ∅ =⇒ φ n’est pas injective=⇒ φ non surjective. Par contre-apposée, on a

bien établi que ∀C ∈ Mn(C), ∃D ∈ Mn(C), C = DB− AD =⇒ Sp(A) ∩ Sp(B) = ∅.� �
5.127� �Comme le polynôme Xn − 1 annule A par hypothèse et que Xn − 1 est scindé à racines simples sur C

(ses racines sont les n racines n-ièmes de l’unité), la matrice A est diagonalisable dans M2(C) donc il existe
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une matrice P ∈ GL2(C) telle que A = PDP−1 avec D =

(
z1 0

0 z2

)
où z1, z2 sont des racines n-ièmes de

l’unité car toute valeur propre de A est racine de tout polynôme annulateur de A, notamment Xn − 1. Par

conséquent, Tr (A) = Tr (D) = z1+z2 et det(A) = det(D) = z1z2. Ainsi, |Tr (A)| 6 |z1|+|z2| 6 1+1 = 2 donc

Tr (A) ∈ [[−2; 2]] et |det(A)| = |z1||z2| = 1 donc det(A) ∈ {−1, 1}. De plus, puisque A =

(
a b

c d

)
∈ M2(Z),

Tr (A) = a+d ∈ Z et det(A) = ad−bc ∈ Z et on sait d’après le cours que χA = X2−Tr (A)X+det(A) ∈ Z[X].
Les valeurs possibles de Tr (A) et det(A) montrent que χA = X2− Tr (A)X+det(A) ne peut être que l’un des

10 polynômes suivants : X2 − 2X+ 1, X2 − X+ 1, X2 + 1, X2 + X+ 1, X2 + 2X+ 1 ou X2 − 2X− 1, X2 − X− 1,

X2 − 1, X2 + X− 1, X2 + 2X− 1.

Éliminons quelques cas ! En effet, si det(A) = −1, z1z2 = −1 donc z1 et z2 ne peuvent pas être conjugués

sinon z1z2 = z1z1 = |z1|2 = 1. Par conséquent, z1 et z2 sont des racines réelles de Xn − 1 donc ne peuvent

être que ±1. Pour avoir z1z2 = −1, forcément z1 = 1 = −z2 ou z1 = −1 = −z2 d’où Tr (A) = 1 − 1 = 0.

Ainsi, χA est l’un des 6 polynômes X2 − 2X+ 1, X2 − X+ 1, X2 + 1, X2 + X+ 1, X2 + 2X+ 1, X2 − 1.

Cas 1 : χA = X2 − 2X+ 1 : comme X2 − 2X+ 1 = (X− 1)2, Sp(A) = {1} donc, comme A est diagonalisable,

A est donc semblable à la matrice I2, c’est-à-dire A = PI2P
−1 = I2 donc A12 = I2.

Cas 2 : χA = X2 − X+ 1 : comme A est diagonalisable et que X2−X+1 = (X+j)(X+j2), Sp(A) = {−j,−j2}, on

a A = P

(
−j 0

0 −j2
)
P−1 donc A6 = I2 car (−j,−j2) ∈ U2

6. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
2 1

−3 −1

)
.

Cas 3 : χA = X2 + 1 : comme A est diagonalisable et que X2 + 1 = (X − i)(X + i), Sp(A) = {−i, i}, on a

A = P

(
−i 0

0 i

)
donc A4 = I2 car (−i, i) ∈ U2

4. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
1 1

−2 −1

)
.

Cas 4 : χA = X2 + X+ 1 : comme A est diagonalisable et que X2 + X+ 1 = (X− j)(X− j2), Sp(A) = {j, j2},

on a A = P

(
j 0

0 j2

)
P−1 donc A3 = I2 car (j, j2) ∈ U2

3. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
−2 −1
3 1

)
.

Cas 5 : χA = X2 + 2X+ 1 : comme X2+ 2X+ 1 = (X+ 1)2, Sp(A) = {−1} donc, comme A est diagonalisable,

A = P(−I2)P−1 = −I2 donc A2 = I2 puis A12 = I2.

Cas 6 : χA = X2 − 1 : comme X2 − 1 = (X − 1)(X + 1), Sp(A) = {−1, 1} donc, comme A est diagonalisable,

A = P

(
−1 0

0 1

)
P−1 donc A2 = I2 car (−1, 1) ∈ U2

2. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
2 1

−3 −2

)
.

Fondamentalement, c’est parce les racines de ces 6 polynômes sont 1,−1, i,−i, j, j2,−j,−j2, c’est-à-dire des

racines seconde, troisième, quatrième, sixième de l’unité et que ppcm (2, 3, 4, 6) = 12, donc toutes ces valeurs

z ∈ {1,−1, i,−i, j, j2,−j,−j2} vérifient z12 = 1.

Réciproquement, soit une matrice A ∈ M2(Z) telle que χA est l’un des polynômes X2−X+1, X2+1, X2+X+1,

X2− 1, alors comme X12− 1 = (X2−X+ 1)(X2+ 1)(X2+X+ 1)(X2− 1)(X2+
√
3X+ 1)(X2−

√
3X+ 1), d’après

Cayley-Hamilton, on a χA(A) = 0 donc, comme χA divise X12 − 1, on a aussi A12 = I2.

Par contre, si χA = (X+ 1)2 ou χA = (X− 1)2, on ne peut pas être sûr que A12 = I2 car A pourrait ne pas

être diagonalisable, comme dans les cas A =

(
1 1

0 1

)
ou A =

(
−1 2

0 −1

)
.� �

5.128� �a. Si (g, h) ∈ C(f)2 et λ ∈ K, alors (λg + h) ◦ f = λg ◦ f + h ◦ f = λf ◦ g + f ◦ h = f ◦ (λg + h) et

(g ◦ h) ◦ f = g ◦ (h ◦ f) = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h). De plus, id E ∈ C(f) donc C(f) ̸= ∅.
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Ainsi C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E) stable par composition.

b. Si Sp(f) = {λ1, · · · , λr}, comme f est diagonalisable, E =

r⊕
k=1

Eλk
(f). On sait d’après le cours que si u et f

commutent, tous les sous-espaces propres de f sont stables par u. Réciproquement, si ∀k ∈ [[1; r]], Fk = Eλk
(f)

est stable par u, comme fFk
= λkid Fk

, uFk
et fFk

commutent. Ainsi, u et f commutent sur chaque sous-espace

propre Fk donc u et f commutent sur E car E est la somme des sous-espaces propres Fk.

On a bien, pour u ∈ L(E), l’équivalence u ∈ C(f)⇐⇒ (∀λ ∈ Sp(f), Eλ(f) est stable par u).

Par conséquent, en notant B = (B1, · · · ,Br) une base adaptée à la décomposition E = F1 ⊕ · · · Fr, on a

u ∈ C(f) ⇐⇒ MatB(u) = diag(A1 · · · Ar) (diagonale par blocs). Ainsi, en notant D le sous-espace

vectoriel des matrices de la forme précédente, l’application φ : C(f) → D définie par φ(u) = MatB(u) est

un isomorphisme (sa linéarité est claire et l’équivalence fournit la bijectivité). Par conséquent, on en déduit

que dim(C(f)) = dim(D) =
r∑

k=1

dim(Fk)
2 car D est isomorphe aussi à Mdim(F1)(K)× · · · ×Mdim(Fr)(K).

c. L’application f : M 7→ tM est linéaire et c’est une symétrie car f2 = id E donc f est diagonalisable et

E1(f) = Sn(K) (matrices symétriques) et E−1(f) = An(K) (matrices antisymétriques). Comme on sait que

dim(Sn(K)) =
n(n+ 1)

2
et dim(An(K)) =

n(n− 1)
2

, on a dim(C(f)) =
(
n(n+ 1)

2

)2
+
(
n(n− 1)

2

)2
.� �

5.129� �a. Comme f ◦ g = −g ◦ f, en passant aux déterminants et en notant p = dim(E), on obtient par multi-

plicativité du déterminant det(f ◦ g) = det(f)det(g) = (−1)pdet(g)det(f) = (−1)pdet(g ◦ f) = det(−g ◦ f).

Comme det(f)det(g) ̸= 0, on a 1 = (−1)p donc p est pair qu’on écrit p = 2n = dim(E).

b. Soit x ∈ E1(f), alors f(x) = x et f(g(x)) + g(f(x)) = 0E donc f(g(x)) = −g(x) donc g(x) ∈ E−1(f). On a

donc g(E1(f)) ⊂ E−1(f) et on montre de même que g(E−1(f)) ⊂ E1(f). Comme f est une symétrie ou parce

que le polynôme X2 − 1 = (X − 1)(X + 1) annule f, on sait que E = E1(f) ⊕ E−1(f). Comme g est un auto-

morphisme, dim(g(E1(f))) = dim(E1(f)) et dim(g(E−1(f))) = dim(E−1(f)) ce qui donne avec les inclusions

précédentes dim(E1(f)) 6 dim(E−1(f)) et dim(E−1(f)) 6 dim(E1(f)). Ainsi dim(E1(f)) = dim(E−1(f)) = n

car dim(E) = 2n. Si on prend une base B1 = (e1, · · · , en) de E1(f) = Ker(f − id E), alors la famille

B−1 = (f1 = g(e1), · · · , fn = g(en)) est une base de E−1(f) = Ker(f + id E) car g induit un isomorphisme

entre E1(f) et E−1(f). Comme E = Ker(f− id E)⊕Ker(f+ id E), la famille B = (e1, · · · , en, f1, · · · , fn) est une

base de E et, comme ∀k ∈ [[1;n]], g(fk) = g2(ek) = ek, MatB(f) =

(
In 0

0 −In

)
et MatB(g) =

(
0 In

In 0

)
.� �

5.130� �On a par calculs det(A) = det(B) = 4 ̸= 0 donc rang (A) = rang (B) = 3, Tr (A) = Tr (B) = 5 et même

χA = χB = X3− 5X2 + 8X− 4 = (X− 2)2(X− 1) mais ce ne sont que des conditions nécessaires de similitude.

Cherchons si les matrices A et B sont diagonalisables ou pas. Par un théorème du cours, puisque χA et

χB sont scindés sur R et que dim(E1(A)) = dim(E1(B)) = 1 puisque 1 est une valeur propre simple de A

et de B, A (resp. B) est diagonalisable si et seulement si dim(E2(A)) = 2 (resp. dim(E2(B)) = 2). Or

A − 2I3 =

−2 1 3

2 −1 −3
0 2 2

 et B =

 0 0 0

0 −4 −12
0 1 3

 donc on a clairement rang (A − 2I3) = 2 alors que

rang (B− 2I3) = 1. D’après le théorème du rang, comme E2(A) = Ker(A− 2I3) et E2(B) = Ker(B− 2I3), on

a donc les ordres de multiplicité géométriques de la valeur propre 2 : dim(E2(A)) = 1 et dim(E2(B)) = 2.
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On peut répondre à la question posée. En effet, si A et B étaient semblables, E2(A) et E2(B) auraient la

même dimension, ce qui n’est pas le cas ici : A et B ne sont donc pas semblables.

Ainsi, A n’est pas diagonalisable alors que B l’est. Ainsi, B est semblable à D =

 1 0 0

0 2 0

0 0 2

 et on peut

montrer, c’est la théorie hors programme de la réduction de Jordan, que A est semblable à T =

 1 0 0

0 2 1

0 0 2

.

Si on fait les calculs, on trouve A = PTP−1 et B = QDQ−1 avec P =

 3 4 0

−3 −4 1

2 4 1

 et Q =

 0 1 0

4 0 3

−1 0 −1

.

� �
5.131� �Si f3 + f2− id E = 0, le polynôme P = X3 +X2− 1 est annulateur de f. Or P′(t) = 3t2 + 2t = t(3t+ 2) donc

P est croissante sur ]−∞;−2/3[ et R∗+, décroissante sur ]− 2/3; 0[. Or P
(
− 2

3

)
= − 8

27
+ 4

9
− 1 = −23

27
< 0

et P(0) = −1 < 0 donc P n’admet qu’une seule racine réelle α ∈]0; 1[ car P(0) = −1 < 0 < P(1) = 1. P

admet aussi deux racines complexes conjuguées β et β et on a α + β + β = −1 et αββ = 1 = α|β|2. Soit

A = MatB(f) la matrice de f dans une base quelconque de E, alors P étant scindé à racines simples, A est

diagonalisable dans Mn(C) et A est semblable à une matrice diagonale D avec des α, β et β sur la diagonale

(avec leurs ordres de multiplicité algébriques/géométriques). Ainsi, puisque χA = χf est scindé dans C[X] et

que Sp(A) ⊂ {α, β, β}, on a n = mα(A)+mβ(A)+mβ
(A) et Tr (A) = Tr (f) = αmα(A)+βmβ(A)+βmβ

(A).

Comme A est réelle, on sait que mβ(A) = m
β
(A) donc Tr (A) = Tr (f) = αmα(A)+(β+β)mβ(A) qui devient

Tr (f) = −mβ(A) + α(mα(A)−mβ(A)).

Si on avait α rationnel, alors on aurait α = p

q
avec p ∈ Z et q ∈ N∗ et p et q premiers entre eux. Alors

a3 + a2 − 1 = 0 devient p3 + p2q − q3 = 0 donc q(q2 − p2) = p3 d’où q divise p3 ce qui implique que q|1
d’après le théorème de Gauss ((a|bc et a∧b = 1) =⇒ a|c). De même, p((p2+pq) = q3 donc p divise q3 et, à

nouveau q|1. Ainsi, α = ±1 mais ni 1 ni −1 ne sont racine de P donc α /∈ Q. Si on avait mα(A)−mβ(A) ̸= 0,

alors a =
Tr (f) +mβ(A)

mα(A)−mβ(A)
∈ Q : absurde. Ainsi, mα(A)−mβ(A) = 0 donc n = 3mα(A) est multiple de 3.� �

5.132� �Traitons plusieurs cas :
• Si χA a deux racines simples, alors A est diagonalisable et semblable à D =

(
λ1 0

0 λ2

)
où Sp(A) = {λ1, λ2}

(avec λ1 ̸= λ2). Il existe donc P inversible telle A = PDP−1. Pour n ∈ N∗, en notant α1 et α2 des racines

n-ièmes de λ1 et λ2 respectivement (il en existe dans C), et en posant Bn = P

(
α1 0

0 α2

)
P−1, A = PBn

nP
−1.

• Si χA a une racine double λ et que A est diagonalisable, alors dim(Eλ(A)) = 2 (l’ordre de λ dans χA) donc
A = λI2. En notant α une racine n-ième de λ et Bn = αI2, on a A = Bn

n.

• Si χA a une racine double λ et que A est non diagonalisable, on constate d’abord que si on avait λ = 0,
on aurait χA = X2 donc A2 = 0 par Cayley-Hamilton ce qui est contraire à l’énoncé. Ainsi λ ̸= 0 et
dim(Eλ(A)) = 1, on prend donc un vecteur V1 non nul tel que AV1 = λV1. Soit V2 tel que (V1, V2) soit
une base de C2, comme (A − λI2)2 = 0 d’après Cayley-Hamilton, on a Im (A − λI2) ⊂ Ker(A − λI2) et
on conclut à Im (A − λI2) = Ker(A − λI2) par l’égalité des dimensions grâce à la formule du rang. Ainsi
AV2 − λV2 ∈ Im (A − λI2) = Vect(V1) donc il existe µ ∈ C∗ tel que AV2 − λV2 = µV1 (µ ̸= 0 car on aurait
sinon V2 ∈ Ker(A − λI2) = Vect(V1)). En posant P la matrice passage de la base canonique de C2 à la

base B = (V1, V2), et puisque AV1 = λV1 et AV2 = λV2 + µV1, on a T = P−1AP =

(
λ µ

0 λ

)
triangulaire
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supérieure. Soit α une racine n-ième de λ et β = µ

nαn−1 , alors en posant T ′ = αI2 + βE1,2, on a par le

binôme de Newton et car E21,2 = 0 (I2 et E1,2 commutent), T ′n = αnI2 + nαn−1βE1,2 = λI2 + µE1,2. Il
suffit donc de poser Bn = PT ′P−1 pour avoir A = Bn

n.� �
5.133� �a. On vérifie que ni 0, ni 1, ni −2 ne sont racine de P mais que P(−1) = −1 − 2 + 2 + 1 − 4 + 4 = 0 et

P(2) = 32− 32− 16+ 4+ 8+ 4 = 0 donc −1 et 2 sont des racines de P.

b. On a donc deux racines d’un polynôme de degré 5, ce qui n’est pas suffisant. Voyons si −1 ou 2 ne serait

pas par hasard racine multiple de P. Comme P′ = 5X4 − 8X3 − 6X2 + 2X + 4, on a P′(−1) = 9 ̸= 0 mais

P′(2) = 0 donc 2 est racine au moins double de P. Par conséquent (X− 2)2(X+ 1) divise P. Après calculs, on

trouve P = (X− 2)2(X+ 1)(X2 + X+ 1) qui devient classiquement P = (X− 2)2(X+ 1)(X− j)(X− j2).

c. Analyse : soit M ∈ Mn(R) telle que P(M) = 0. Comme P est annulateur de M, les valeurs propres

complexes de M sont des racines de P donc ne peuvent être 2,−1, j ou j2. Comme χM est scindé dans C[X],

on sait d’après le cours que det(M) = 2m2(M)(−1)m1(M)jmj(M)j
2m

j2
(M). De plus, comme M est réelle et

j et j2 conjugués, on sait que mj(M) = mj2(M). Ainsi, det(M) = 2m2(M)(−1)m1(M) car j × j2 = j3 = 1.

Ainsi, si on impose det(M) = ±1, on doit forcément avoir m2(M) = 0 ce qui prouve que 2 n’est pas valeur

propre de M. Ainsi M − 2In est inversible donc, puisque (M − 2In)2(M + In)(M − jIn)(M − j2In) = 0, on

peut simplifier ceci, en multipliant par (M − 2In)−2, en la relation (M + In)(M − jIn)(M − j2In) = 0. Par

conséquent, le polynôme scindé à racines simples Q = (X−1)(X−j)(X−j2) est annulateur deM ce qui montre

que M est diagonalisable dans Mn(C). Ainsi, si M = UDU−1 avec U ∈ GLn(C) et D diagonale, on a aussi

M3 = UD3U−1 et M3 est aussi diagonalisable avec −1 = (−1)3 de multiplicité m1(M) et 1 = j3 = (j2)3 de

multiplicité mj(M)+mj2(M). Ainsi, Tr (M3) = (−1)×m1(M)+1×(mj(M)+mj2(M)) = −m1(M)+2mj(M).

La condition Tr (M3) = 0 impose donc m1(M) = 2mj(M). Mais comme on sait aussi que l’on a la relation

dim(Rn) = n = m1(M) +mj(M) +mj2(M) = 4mj(M), on en déduit que n est un multiple de 4.

Synthèse : réciproquement, la matrice M =M4 =


−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1/2 −
√
3/2

0 0
√
3/2 −1/2

 =

(
−I2 0

0 R

)
est réelle, de

déterminant 1, vérifie M3 =

(
(−I2)3 0

0 R3

)
= diag(−1,−1, 1, 1) car R représente une rotation d’angle 2π

3

dans le plan euclidien canonique, donc Tr (M3) = 0 et (X + 1)(X2 + X + 1) annule M (raisonner par blocs

2× 2) donc a fortiori P (multiple de (X+ 1)(X2 +X+ 1)) annule M. Plus généralement, si n = 4p, si on pose

M = diag(M4, · · · ,M4), alors on a bien M ∈ Mn(R) et Tr (M3) = 0, det(M) = ±1 et P(M) = 0.

Les entiers cherchés sont donc exactement les multiples de 4.� �
5.134� �a. Le polynôme χA est scindé dans C et ses racines sont exactement les valeurs propres λ1, · · · , λr de A.

Comme χA est unitaire, χA =
r∏

k=1

(X− λk)mλk
(A) donc χA(B) =

r∏
k=1

(B− λkIn)mλk
(A). Comme A et B n’ont

pas de racine en commun, les matrices B− λkIn sont inversibles pour tout k ∈ [[1; r]] car λk n’est pas valeur

propre de B. Ainsi, par produit de matrices inversibles, χA(B) est aussi inversible.

b. On définit φ : Mn(C)→ Mn(C) par φ(X) = AX− XB. Comme φ est visiblement linéaire et qu’on est en

dimension finie, φ est un automorphisme si et seulement si elle est injective.
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Soit X ∈ Ker(φ), AX = XB. Alors A2X = A(AX) = A(XB) = (AX)B = XB2. Par une récurrence facile, on

montre que ∀k ∈ N, AkX = XBk. Si P =
d∑

k=0

akX
k ∈ C[X], on a P(A)X =

d∑
k=0

akA
kX =

d∑
k=0

akXB
k = XP(B).

En prenant P = χA, on obtient donc χA(A)X = XχA(B) ce qui donne avec Cayley-Hamilton, XχA(B) = 0.

Or on a vu en a. que χA(B) est inversible, donc X = 0. Ainsi, Ker(φ) = {0} ce qui montre que φ est un

automorphisme de Mn(C). φ est donc surjectif ce qui s’écrit aussi ∀Y ∈ Mn(C), ∃X ∈ Mn(C), AX−XB = Y.� �
5.135� �a. Si on note P(k) = ”AkB−BAk = kαAk” pour tout entier k ∈ N, l’énoncé se traduit par le fait que P(1)

est vraie. Or P(0) est aussi vraie car A0 = In et InB− BIn = 0 = 0αIn.

Soit k > 1 tel que P(k) est vraie, alors Ak+1B−BAk+1 = A(AkB)−BAk+1 = A(BAk + kαAk)−BAk+1 donc

Ak+1B − BAk+1 = (AB − BA)Ak + kαAk+1 = αAk+1 + kαAk+1 = (k + 1)αAk+1 et l’assertion P(k + 1) est

vraie. Par principe de récurrence, on a bien ∀k ∈ N, AkB− BAk = kαAk.

b. L’application L : M 7→ MB − BM est clairement un endomorphisme de Mn(C). Si on suppose que

A n’est pas nilpotente, alors ∀k ∈ N, Ak ̸= 0 et L(Ak) = kαAk d’après la question précédente. Ainsi,

∀k ∈ N, kα ∈ Sp(L). Ceci est impossible car cela ferait une infinité de valeurs propres pour un endomorphisme

en dimension finie. Ainsi, la matrice A est bien nilpotente.� �
5.136� �On calcule χA =

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −a −a
1 X− 1 1

−1 0 X− 2

∣∣∣∣∣∣
C3←C3−C2

=

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −a 0

1 X− 1 2− X
−1 0 X− 2

∣∣∣∣∣∣ = (X−2)

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −a 0

1 X− 1 −1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ en
utilisant la linéarité par rapport à la troisième colonne. Ainsi, χA = (X−2)

L2←L2+L3

=

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −a 0

0 X− 1 0

−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ donc,
en développant par rapport à la troisième colonne, on obtient χA = (X−2)

∣∣∣∣X− 1 −a
0 X− 1

∣∣∣∣ = (X−1)2(X−2).

Comme χA est scindé sur R et que 1 6 dim(E2(A)) 6 1 = m2(A) implique dim(E2(A)) = 1 = m2(A), on sait

d’après un théorème du cours que A est diagonalisable si et seulement si dim(E1(A)) = 2 = m1(A). Comme

E1(A) = Ker(A− I3), ceci est équivalent à rang (A− I3) = 3− dim(Ker(A− I3)) = 1 par la formule du rang.

Or A− I3 =

 0 a a

−1 0 −1
1 0 1

 est de rang 1 si et seulement si a = 0 (regarder les lignes de A).

Ainsi A est diagonalisable si et seulement si a = 0.

Même si ce n’est pas demandé, si a = 0, E2(A) = Vect((0,−1, 1)) et E1(A) = Vect((0, 1, 0), (1, 0,−1)) (en

résolvant par exemple AX = X et AX = 2X) donc A = PDP−1 avec D =

 1 0 0

0 1 0

0 0 2

 et P =

 1 0 0

0 1 −1
−1 0 1

.

De même, si a ̸= 0, χA étant scindé sur R, A est trigonalisable et on peut montrer, théorie de la réduction

de Jordan (Camille Jordan : français !) hors programme, que A est semblable à T =

 1 1 0

0 1 0

0 0 2

. Après

calculs, on trouve A = PTP−1 avec P =

 a 0 0

a a+ 1 1

−a −a −1

.

� �
5.137� �a. f va de E = Mn(R) dans E et elle est linéaire par linéarité de la trace : f est un endomorphisme de E.

Si f(M) = 0, alors M = −Tr (M)A or f(A) = (Tr (A) + 1)A donc f(M) = −(Tr (A) + 1)Tr (M)A = 0 implique

Tr (M) = 0 car A ̸= 0 et Tr (A) + 1 ̸= 0. Ainsi, M = 0. Par conséquent Ker(M) = {0} ce qui fait de f un
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endomorphisme injectif donc un automorphisme de Mn(R) (dimension finie).

b. Pour M ∈ Mn(R), si f(M) = 0, alors M = −Tr (M)A ∈ Vect(A). Ainsi, Ker(f) ⊂ Vect(A). Comme

f(A) = (Tr (A)+ 1)A = 0, A ∈ Ker(f) donc Ker(f) = Vect(A). Comme dim(Ker(f)) = 1, rang (f) = n2− 1 par

la formule du rang. Or, si N ∈ Im (f), il existe M ∈ E telle que N = f(M) = M + Tr (M)A, par conséquent

Tr (N) = Tr (M) + Tr (M)Tr (A) = (1+ Tr (A))Tr (M) = 0 : Im (f) ⊂ {M ∈ Mn(R) | Tr (M) = 0} = Ker(Tr ).

Or Tr est une forme linéaire non nulle sur E, Ker(Tr ) est un hyperplan de E : dim(Im (f)) = dim(Ker(Tr )).

Par inclusion et égalité des dimensions, on a bien Im (f) = {M ∈ Mn(R) | Tr (M) = 0}.
c. On traite donc deux cas :

• Si Tr (A) ̸= −1, M+ Tr (M)A = B⇐⇒ f(M) = B⇐⇒M = f−1(B) donc il existe une unique solution M de

cette équation. Or Tr (M) + Tr (M)Tr (A) = Tr (B) donc Tr (M) =
Tr (B)

1+ Tr (A)
et l’unique solution est donc

la matrice M = B− Tr (M)A = B− Tr (B)
1+ Tr (A)

A. Au passage, on a montré que f−1 :M 7→M− Tr (M)
1+ Tr (A)

A.

• Si Tr (A) = −1, il y a à nouveau deux cas :

• Si Tr (B) ̸= 0, il n’y a aucune solution de M+ Tr (M)A = f(M) = B car B /∈ Im (f) d’après b..

• Si Tr (B) = 0, commeM = B est clairement solution,M+Tr (M)A = f(M) = B⇐⇒ f(M) = f(B) donc

f(M) = B⇐⇒M−B ∈ Ker(f)⇐⇒M−B ∈ Vect(A) d’après b. donc les solutions deM+Tr (M)A = B

sont les matrices de la forme B+ λA avec λ ∈ R.� �
5.138� �a. Si f est diagonalisable, on sait qu’il existe une base B de E telle que MatB(f) = D est diagonale. Alors,

MatB(f
2) = D2 est aussi diagonale donc alors f2 est aussi diagonalisable par définition. De même bien sûr,

tous les endomorphismes fk sont diagonalisables pour k ∈ N.

Pour les deux questions suivantes, on ne se place plus en dimension finie sinon l’implication est évidente

puisque qu’on sait que pour un endomorphisme en dimension finie, il est injectif si et seulement si il est

surjectif si et seulement si il est bijectif.

b. Si f3 = f et f injective, soit x ∈ E, alors f3(x) = f(x) s’écrit aussi f(f2(x)) = f(x) donc f2(x) = x puisque f

est injective. ainsi, f2 = id E et f est une symétrie donc elle est bijective.

b. Si f3 = f et f surjective, soit x ∈ E, alors ∃y ∈ E, f(y) = x. Comme f3(y) = f(y), on en déduit que

f2(x) = x donc que f est à nouveau une symétrie vectorielle donc un automorphisme de E.

Question de cours : soit n ∈ N∗ et A ∈ Mn(K), alors A est diagonalisable si et seulement s’il existe un

polynôme scindé à racines simples annulateur de A ou si et seulement si χA est scindé dans K[X] et si pour

toute valeur propre λ de A, on a dim(Eλ(A)) = mλ(A).� �
5.139� �a. Si K = R, M est diagonalisable car elle est symétrique réelle. Avec les hypothèses de l’énoncé,

rang (M) = 2 donc dim(E0(M)) = n − 2 et 0 est valeur propre (si n > 3 tout de même) de M d’ordre de
multiplicité algébrique au moins égale à n−2. Il ne reste que 2 valeurs propres à trouver. Notons 0, · · · , 0, λ1, λ2
la liste des n valeurs propres de M comptées avec leurs ordres de multiplicité. Puisque M est diagonalisable,

Tr (M) = λ1+λ2 = an et Tr (M2) = λ21+λ
2
2 = a2n+2

n−1∑
k=1

a2k. Ainsi, λ1λ2 =
(λ1 + λ2)

2 − (λ21 + λ22)
2

=
n−1∑
k=1

a2k.

Ainsi, λ1 et λ2 sont les racines du polynôme (X−λ1)(X−λ2) = X2−anX+
n−1∑
k=1

a2k. Comme son discriminant

vaut ∆ = a2n + 4
n−1∑
k=1

a2k > 0, on a λ1 = an +
√
∆

2
et λ2 = an −

√
∆

2
(dans un ordre quelconque).
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b. Prenons M =

(
0 i

i 2

)
pour avoir a22 + 4a21 = 0, alors on trouve χM = X(X − 2) + 1 = (X − 1)2. M est

diagonalisable si et seulement si dim(E1(M)) = 2 c’est-dire si et seulement si M = I2 ce qui n’est pas le cas
ici. Ainsi, cette matrice M est de la forme de l’énoncé, complexe et non diagonalisable.

c. Si K = C, deux méthodes avec polynôme annulateur ou recherche des sous-espaces propres :

Méthode 1 : on résout le systèmeMX = λX pour λ ̸= 0 et tX = (x1 · · · xn), a1xn = λx1, · · · , an−1xn = λxn−1

et a1x1+· · ·+anxn = λxn. On multiplie cette dernière équation par λ et (a21+· · ·+a2n−1)xn+λanxn = λ2xn.

Soit l’équation (E) : z2 − anz −
n−1∑
k=1

a2k = 0. Si λ n’est pas solution de cette équation, xn = 0 et X = 0 ce

qu’on ne veut pas. Traitons maintenant deux cas :

• Si
n−1∑
k=1

a2k ̸= 0 et ∆ = a2n + 4
n−1∑
k=1

a2k ̸= 0, il existe deux solutions non nulles λ1 et λ2 et distinctes de

(E). Ainsi, en remontant les calculs en prenant par exemple xn = λ1 ̸= 0 (pour la première solution

λ1) ou xn = λ2 ̸= 0 (pour la seconde) on a λ1 et λ2 qui sont des valeurs propres associées aux vecteurs

propres (a1, · · · , an−1, λ1) et (a1, · · · , an−1, λ2). Ainsi, M est diagonalisable car dim(E0(M)) = n− 2,
dim(Eλ1

(M)) = 1, dim(Eλ2
(M)) = 1 et n− 2+ 1+ 1 = n.

• Si
n−1∑
k=1

a2k ̸= 0 et ∆ = a2n + 4
n−1∑
k=1

a2k = 0, alors (E) admet une solution double λ = an
2
̸= 0, mais

en résolvant le système, Eλ(M) = Vect(v) avec v = (a1, · · · , an−1, λ). Ainsi, Sp(M) = {0, λ} mais
dim(E0(M)) + dim(Eλ(M)) = n− 2+ 1 = n− 1 < n donc M n’est pas diagonalisable.

• Si
n−1∑
k=1

a2k = 0, an et 0 sont solutions de (E). Mais, Ean
(M) = Vect(v) avec v = (a1, · · · , an−1, an)

comme avant. Ainsi, Sp(M) = {0, an} mais dim(E0(M)) + dim(Ean
(M)) = n− 2+ 1 = n− 1 < n.

Méthode 2 : M2 =


a21 · · · a1an−1 a1an
...

...
...

an−1a1 · · · a2n−1 an−1an
ana1 · · · an−1a1 S2

 et M3 =


a21an · · · a21an−1 a1S2
...

...
...

an−1a1an · · · a2n−1a1 an−1S2
a1S2 · · · an−1S2 S3


où S2 =

n∑
k=1

a2k et S3 = 2anS2 − a2n. Ainsi M3 − anM2 −
(n−1∑

k=1

a2k

)
M = 0. Traitons deux cas :

• Si
n−1∑
k=1

a2k = 0, X2(X − an) est annulateur de M donc Sp(M) ⊂ {0, an} avec an ̸= 0 par hypothèse. Si

M était diagonalisable, qu’on ait Sp(M) = {0}, {an} ou {0, an}, on aurait X(X − an) annulateur de M par

théorème. Or M2 − anM ̸= 0 avec les hypothèses de l’énoncé donc M n’est pas diagonalisable.

• Si
n−1∑
k=1

a2k ̸= 0 et ∆ = a2n + 4
n−1∑
k=1

a2k ̸= 0, le polynôme X3 − anX2 −
(n−1∑

k=1

a2k

)
X = X

(
X2 − anX −

n−1∑
k=1

a2k

)
est scindé à racines simples et annulateur de M donc M est diagonalisable.

• Si
n−1∑
k=1

a2k ̸= 0 et ∆ = a2n+4
n−1∑
k=1

a2k = 0, le polynôme X
(
X− an

2

)2
annuleM donc le spectre deM est inclus

dans
{
0,
an
2

}
. Si M était diagonalisable, qu’on ait Sp(M) = {0},

{
an
2

}
ou Sp(M) =

{
0,
an
2

}
, on aurait

X

(
X− an

2

)
annulateur de M donc M

(
M− an

2
In

)
= 0 dans tous les cas. Or on vérifie que M2 ̸= an

2
M.

Quelle que soit la méthode : M diagonalisable si et seulement si
n−1∑
k=1

a2k ̸= 0 et a2n + 4
n−1∑
k=1

a2k ̸= 0.� �
5.140� �a. Si P a n racines distinctes λ1, · · · , λn, sachant que P est de degré n et unitaire, P = χA = χB =

n∏
k=1

(X−λk).

On sait que dans ce cas, A et B sont diagonalisables car les sous-espaces propres associés aux λk sont tous

des droites et que Kn =

n⊕
k=1

Eλk
(A) =

n⊕
k=1

Eλk
(B). Ainsi, les deux matrices A et B sont semblables à la
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même matrice diagonale D = diag(λ1, · · · , λn), par conséquent A et B sont semblables par transitivité de la

notion de matrices semblables.

b. Soit A = 0 et B = E1,2 si n > 2, alors P = χA = χB = Xn et pourtant A et B ne sont pas semblables car

elles n’ont pas le même rang : rang (A) = 0 et rang (B) = 1.� �
5.141� �a. A est diagonalisable car elle est symétrique réelle d’après le théorème spectral. Mais sans ça, on voit

tout de suite que v1 = (1, 1) est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ1 = 3. Puisque Tr (A) = 2,

on en déduit que λ2 = −1 est la seconde valeur propre de A et on vérifie que v2 = (1,−1) est un vecteur

propre de A associé à λ2. On aurait bien sûr pu calculer χA = (X − 3)(X + 1) et résoudre les systèmes

AX = 3X et AX = −X. Ainsi, comme (v1, v2) est une base de R2, on a A = PDP−1 avec P =

(
1 1

1 −1

)
et D =

(
3 0

0 −1

)
. Comme det(A) = −3, A est inversible (il suffit de dire que 0 n’est pas valeur propre de

A). D’après les calculs précédents, comme E3(A) et E−1(A) sont des droites car 3 et −1 sont valeurs propres
simples de A, on a E3(A) = Vect(v1) et E−1(A) = Vect(v2).

b. B est aussi diagonalisable car symétrique réelle, toujours d’après le théorème spectral pas encore vu.

Méthode 1 : comme on a clairement rang (B) = 2, le sous-espace Ker(B) est de dimension 2 par la formule

du rang et on a E0(B) = Ker(B) = Vect(w1, w2) avec w1 = (1, 0,−1, 0) et w2 = (0, 1, 0,−1). De plus, comme

les valeurs propres de la matrice

(
1 1

1 1

)
sont 0 et 2, on espère 2× 3 = 6 et 2× (−1) = −2 comme valeurs

propres de B. Or, en posant w3 = (1, 1, 1, 1), on a Bw3 = 6w3 donc 6 est valeur propre de B. De plus, en

posant w4 = (1,−1, 1,−1), on trouve Bw4 = −2w4 donc −2 est valeur propre de B. Comme E0(B), E6(B)

et E−2(B) sont en somme directe, on a E0(B) = Vect(w1, w2), E6(B) = Vect(w3) et E−2(B) = Vect(w4) donc

R4 = E0(B)⊕ E6(B)⊕ E−2(B) ; on retrouve que B est diagonalisable.

Enfin, B = Q∆Q−1 avec les matrices ∆ =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 6 0

0 0 0 −2

 et Q =


1 0 1 1

0 1 1 −1
−1 0 1 1

0 −1 1 −1

.

Méthode 2 : on pouvait aussi trouver un polynôme annulateur de B en se servant du fait que A2−2A−3I2 = 0

puisque (X − 3)(X + 1) annule A. Ensuite, B2 =

(
2A2 2A2

2A2 2A2

)
=

(
4A+ 6I2 4A+ 6I2

4A+ 6I2 4A+ 6I2

)
et on a aussi

B3 =

(
8A2 + 12A 8A2 + 12A

8A2 + 12A 8A2 + 12A

)
=

(
28A+ 24I2 28A+ 24I2

28A+ 24I2 28A+ 24I2

)
= 4B2 + 12B donc le polynôme scindé à

racines simples X3 − 4X2 − 12X = X(X + 2)(X − 6) annule bien B. Et on pouvait aussi bien sûr calculer le

polynôme caractéristique de B, ce qui aurait conduit après calculs à χB = X2(X+ 2)(X− 6).� �
5.142� �a. Par hypothèse, A0B0C0D0 est un parallélogramme. C’est l’initialisation.

Soit n > 1 tel que An−1Bn−1Cn−1Dn−1 est un parallélogramme. Alors puisque An est le milieu de [AnBn] et

Bn le milieu de [Bn−1Cn−1], on a
−−−→
AnBn =

−−−−−→
AnBn−1+

−−−−−→
Bn−1Bn = 1

2

−−−−−−−→
An−1Bn−1+

1

2

−−−−−−−→
Bn−1Cn−1. Ensuite, puisque

An−1Bn−1Cn−1Dn−1 est un parallélogramme,
−−−→
AnBn = 1

2

−−−−−−−→
Dn−1Cn−1 +

1

2

−−−−−−−→
An−1Dn−1 =

−−−−−→
Dn−1Cn +

−−−−−−→
DnDn−1

car Cn est le milieu de [Dn−1Cn−1] et Dn le milieu de [An−1Dn−1]. Enfin, on trouve par Chasles la

relation
−−−→
AnBn =

−−−→
DnCn qui prouve que AnBnCnDn est un parallélogramme. On conclut par le principe de

récurrence que ∀n ∈ N, AnBnCnDn est un parallélogramme.

b. Par construction et affixes des milieux des segments, si on note an, bn, cn et dn les affixes de
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An, Bn, Cn, Dn, alors il vient an+1 = an + bn
2

, bn+1 = bn + cn
2

, cn+1 = cn + dn
2

et dn+1 = dn + an
2

.

c. Soit, pour tout entier n, Un ∈ M4,1(R) tel que tUn = (an bn cn dn) alors ∀n ∈ N, Un+1 = AUn avec

A = 1

2


1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

1 0 0 1

. Par des calculs classiques mais longs, on trouve que χA = X(X−1)(X2−X+1/2). Les

valeurs propres sont donc λ1 = 1, λ2 = 0, λ3 = 1− i
2

et λ4 = λ3 = 1+ i

2
. Comme A admet 4 valeurs propres

distinctes, A est diagonalisable et les 4 sous-espaces propres : on trouve E1(A) = Vect(v1), E0(A) = Vect(v2),

Eλ3
(A) = Vect(v3) et Eλ4

(A) = Vect(v4) avec v1 = (1, 1, 1, 1), v2 = (1,−1, 1,−1), v3 = (−i, 1, i,−1) et

v4 = (i, 1,−i,−1). On a par une récurrence simple ∀n ∈ N, Un = AnU0. Si on décompose le vecteur

tU0 = (a0, b0, c0, d0) = λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 + λ4v4, on a AnU0 = λn1 v1 + λn2 v2 + λn3 v3 + λn4 v4. Or, comme

|λ2| < 1, |λ3| < 1 et |λ4| < 1, on a lim
n→+∞

λn2 = lim
n→+∞

λn3 = lim
n→+∞

λn4 = 0 donc lim
n→+∞

Un = v1. Or comme la

somme des quatre coefficients des vecteurs v2, v3, v4 est nulle, on a λ1 = a0 + b0 + c0 + d0
4

.

Par conséquent : lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn = lim
n→+∞

cn = lim
n→+∞

dn = a0 + b0 + c0 + d0
4

. La limite du

parallélogramme AnBnCnDn est comme attendu le centre du parallélogramme initial.� �
5.143� �a. Si f ∈ E et x ∈ [0; 1], t 7→Min(x, t)f(t) est continue sur le segment [0; 1] donc T(f)(x) existe : T est bien

définie. De plus, la linéarité de T provient de celle de l’intégrale des fonctions continues sur un segment.

On peut montrer la continuité de T par le théorème de continuité sous le signe somme car :

(H1) ∀t ∈ [0; 1], x 7→Min(x, t)f(t) est continue sur [0; 1].

(H2) ∀x ∈ [0; 1], t 7→Min(x, t)f(t) est continue sur [0; 1].

(H3) Comme f est continue sur le segment [0; 1], elle y est bornée donc ||f||∞,[0;1] = Max
t∈[0;1]

|f(t)| existe.

Ainsi, ∀(x, t) ∈ [0; 1]2, |Min(x, t)f(t)| 6 ||f||∞,[0;1] et t 7→ ||f||∞,[0;1] est intégrable sur [0; 1].

Ainsi, T(f) est continue sur [0; 1] par le théorème de continuité sous le signe somme. Mais le théorème de

dérivation sous le signe somme ne peut pas s’appliquer car x 7→Min(x, t)f(t) n’est pas dérivable.

Néanmoins, on constate que T(f)(x) =
∫ x

0
Min(x, t)f(t)dt+

∫ 1

x
Min(x, t)f(t)dt =

∫ x

0
tf(t)dt+ x

∫ 1

x
f(t)dt et

la dérivabilité de T(f) découle du théorème fondamental de l’intégration car f et t 7→ tf(t) sont continues sur

[0; 1]. Ainsi, comme T(f)(x) =
∫ x

0
tf(t)dt−x

∫ x

1
f(t)dt, on a T(f)′(x) = xf(x)−

∫ x

1
f(t)dt−xf(x) = −

∫ x

1
f(t)dt.

On recommence et T(f) est de classe C2 sur [0; 1] avec T(f)′′(x) = −f(x) ((f) est même de classe C4 car f est

de classe C2). Par conséquent, T est un endomorphisme de E.

On remarque que l’aspect C2 de T(f) a été démontré seulement avec l’hypothèse f continue !!!

b. Soit f ∈ Ker(T), alors T(f) = 0 donc T(f)′′ = −f = 0 donc f = 0. Ainsi, Ker(T) = {0} donc T est injective

et 0 n’est pas valeur propre de T . Soit f un vecteur propre de T , alors il existe un réel λ ̸= 0 tel que T(f) = λf.

On dérive deux fois pour avoir T(f)′′ = λf′′ mais on sait que T(f)′′ = −f donc f′′ = − 1
λ
f = βf avec β = − 1

λ
.

c. Soit β ∈ R et f une solution non nulle de l’équation y′′ = βy sur [0; 1]. D’après la question précédente,

on a donc f′′ = −βT(f)′′. La fonction f + βT(f) a ainsi une dérivée seconde nulle sur l’intervalle [0; 1] donc

elle y est affine. Il existe donc (a, b) ∈ R2 tel que ∀x ∈ [0; 1], f(x) + βT(f)(x) = ax+ b. Or T(f)(0) = 0 donc

b = f(0). On a aussi T(f)′(1) = 0 donc f′(1) = a. Ainsi, ∀x ∈ [0; 1], βT(f)(x) = −f(x) + f′(1)x+ f(0) (A).
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Analyse : supposons que f est un vecteur propre de T , ∃λ ∈ R, T(f) = λf et, d’après b., λ ̸= 0 et

T(f)′′ = λf′′ = λβf = −f donc λβ = −1 car f ̸= 0. Comme ∀x ∈ [0; 1], (1+βλ)f(x) = 0 = f′(1)x+ f(0) d’après

(A), on a ∀x ∈ [0; 1], f′(1)x+ f(0) = 0 ce qui impose f(0) = f′(1) = 0.

Synthèse : supposons que f(0) = f′(1) = 0 et β ̸= 0, alors d’après ce qui précède, ∀x ∈ [0; 1], βT(f)(x) = −f(x)

donc T(f) = − 1
β
f. Comme f est non nulle, λ = − 1

β
est valeur propre de T et f est un vecteur propre de T .

Au final, si f ̸= 0 est solution de y′′ = βy, on a : (f est un vecteur propre de T)⇐⇒ (β ̸= 0 et f(0) = f′(1) = 0).

d. • Si β > 0, les solutions de y′′ = βy sont les f : x 7→ Ae

√
βx + Be−

√
βx et la condition f(0) = 0 impose

A+ B = 0 donc B = −A, la condition f′(1) = 0 amène 2A
√
βch (

√
β) = 0 ce qui est montre que A = B = 0 et

f = 0 donc f n’est pas vecteur propre de T . Ainsi, Sp(T) ⊂ R+.

• Si β < 0, les solutions de y′′ = βy sont les f : x 7→ Acos(
√
−βx) + B sin(

√
−βx) et la condition f(0) = 0

impose A = 0, la condition f′(1) = 0 amène B cos(
√
−β) = 0. On a deux deux cas :

• si
√
−β ̸≡ π

2
[π], alors cos(

√
−β) ̸= 0 donc B = 0 et f est nulle donc pas un vecteur propre pour T .

• si
√
−β ≡ π

2
[π], alors B est quelconque. Posons

√
−β = π

2
+ kπ avec k ∈ N (car

√
−β > 0) de sorte

que β = βk = −
(
π

2
+ kπ

)2
. En prenant B = 1, la fonction fk : x 7→ sin(

√
−β x) = sin

((
π

2
+ kπ

)
x

)
est vecteur propre de T associée à la valeur propre λk = − 1

βk

=
(
π

2
+ kπ

)−2
.

Le spectre de T est
{(

π

2
+ kπ

)−2 ∣∣∣ k ∈ N
}
et les sous-espaces propres sont les droites Eλk

(T) = Vect(fk).� �
5.144� �a. Comme B et C sont semblables dans Mn(C), il existe P ∈ GLn(C) telle que B = PCP−1. Ainsi, pour

x ∈ C, on a xIn − B = xPP−1 − PCP−1 = P(xIn − C)P−1 donc xIn − B et xIn − C sont semblables. Si x

n’est valeur propre ni de B ni de C, les matrices xIn − B et xIn − C sont inversibles par définition donc

(xIn − B)−1 et (xIn − C)−1 existent. On prend l’inverse dans la relation xIn − B = P(xIn − C)P−1 et on

obtient (xIn − B)−1 = P(xIn − C)−1P−1 donc (xIn − B)−1 et (xIn − C)−1 sont aussi semblables.

b. Soit A ∈ Mn(C) et x ∈ C \ Sp(A). On note Sp(A) = {λ1, · · · , λr}. Comme A est complexe, χA est scindé

dans C[X] donc A est trigonalisable, elle est donc semblable à une matrice triangulaire supérieure T . Comme

χA = χT =
r∏

k=1

(X − λk)mλk
(A) et que le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des termes

diagonaux, il y a donc λ1, · · · , λr sur la diagonale de T comptées avec leurs ordres mλ1
(A), · · · , mλr

(A). La

matrice xIn − T étant triangulaire supérieure avec des termes non nuls sur la diagonale, (xIn − T)−1 est

aussi triangulaire supérieure avec les inverses des termes diagonaux de xIn − T sur la diagonale. Ainsi,

(xIn − A)−1 étant semblable à (xIn − T)−1, Tr ((xIn − A)−1) = Tr ((xIn − T)−1) =
r∑

k=1

mλk
(A)

x− λk
. Or, par

dérivée d’un produit de polynômes, on a χ′A =
r∑

k=1

mλk
(A)(X− λk)mλk

(A)−1
r∏

i=1
i ̸=k

(X− λi)mλi
(A), il vient donc

∀x ∈ C \ Sp(A), χ
′
A(x)
χA(x)

=
r∑

k=1

mλk
(A)

(x− λk)mλk
(A)−1

(x− λk)mλk
(A) =

r∑
k=1

mλk
(A)

x− λk
= Tr ((xIn − A)−1).� �

5.145� �a. On constate queM2 =

(
AB 0

0 BA

)
. CommeM est diagonalisable, il existe deux matrices U ∈ GL2n(C)

et D ∈ M2n(C) diagonale telles que M = UDU−1, alors M2 = UD2U−1 donc M2 est aussi diagonalisable
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car D2 est aussi diagonale. Si P ∈ C[X], on a clairement par blocs P(M2) =

(
P(AB) 0

0 P(BA)

)
. Comme M2

est diagonalisable, il existe un polynôme annulateur P de M2 scindé à racines simples, alors P(AB) = 0 donc

AB est diagonalisable, comme BA d’ailleurs car on a aussi P(BA) = 0.

b. On suppose ici AB diagonalisable, il existe donc une matrice V ∈ GLn(C) et une matrice diagonale

∆ ∈ Mn(C) telles que AB = V∆V−1. Puisque AB est inversible, comme det(AB) = det(A)det(B) ̸= 0, A et B

sont aussi inversibles, ainsi BA = B(AB)B−1 donc, BA et AB étant semblables, BA est aussi diagonalisable avec

BA = (BV)∆(BV)−1 (BV ∈ GLn(C)). Si W =

(
V 0

0 BV

)
, W ∈ GL2n(C) car det(W) = det(V)2det(B) ̸= 0

et W−1M2W =

(
V−1 0

0 (BV)−1

)(
AB 0

0 BA

)(
V 0

0 BV

)
=

(
∆ 0

0 ∆

)
donc M2 est diagonalisable.

En notant Sp(M2) = {λ1, · · · , λr}, on sait d’après le cours que P =
r∏

i=1

(X − λi) est annulateur de M2

et P est scindé à racines simples. Comme det(M2) = det(∆)2 = det(A)2det(B)2 ̸= 0, M2 est inversible

donc 0 /∈ Sp(M2). Ainsi, en notant δi une racine carrée complexe de λi (il en existe), on a δi ̸= 0 et

P(M2) = 0 =
r∏

i=1

(M2 − λiIn) =
r∏

i=1

(M − δiIn)(M + δiIn) donc le polynôme Q =
r∏

i=1

(X − δi)(X + δi) est

annulateur de M et il est scindé à racines simples (car ±δi = ±δj =⇒ δ2i = λi = λj = δ2j =⇒ i = j) donc M

est diagonalisable.

c. On vient de voir par les déterminants à la question b. queM est inversible. On peut aussi, pour un vecteur

colonne X =

(
X1

X2

)
∈ M2n,1(C), écrire que MX = 0 ⇐⇒ (AX2 = BX1 = 0) ⇐⇒ (X1 = X2 = 0) ⇐⇒ X = 0

car A et B sont inversibles. Ainsi, Ker(M) = {0} ce qui prouve aussi que M est inversible.

On pouvait aussi calculer le rang ou le déterminant de M directement.� �
5.146� �Comme le polynôme Xn − 1 annule A par hypothèse et que Xn − 1 est scindé à racines simples sur C

(ses racines sont les n racines n-ièmes de l’unité), la matrice A est diagonalisable dans M2(C) donc il existe

une matrice P ∈ GL2(C) telle que A = PDP−1 avec D =

(
z1 0

0 z2

)
où z1, z2 sont des racines n-ièmes de

l’unité car toute valeur propre de A est racine de tout polynôme annulateur de A, notamment Xn − 1. Par

conséquent, Tr (A) = Tr (D) = z1+z2 et det(A) = det(D) = z1z2. Ainsi, |Tr (A)| 6 |z1|+|z2| 6 1+1 = 2 donc

Tr (A) ∈ [[−2; 2]] et |det(A)| = |z1||z2| = 1 donc det(A) ∈ {−1, 1}. De plus, puisque A =

(
a b

c d

)
∈ M2(Z),

Tr (A) = a+d ∈ Z et det(A) = ad−bc ∈ Z et on sait d’après le cours que χA = X2−Tr (A)X+det(A) ∈ Z[X].
Les valeurs possibles de Tr (A) et det(A) montrent que χA = X2− Tr (A)X+det(A) ne peut être que l’un des

10 polynômes suivants : X2 − 2X+ 1, X2 − X+ 1, X2 + 1, X2 + X+ 1, X2 + 2X+ 1 ou X2 − 2X− 1, X2 − X− 1,

X2 − 1, X2 + X− 1, X2 + 2X− 1.

Éliminons quelques cas ! En effet, si det(A) = −1, z1z2 = −1 donc z1 et z2 ne peuvent pas être conjugués

sinon z1z2 = z1z1 = |z1|2 = 1. Par conséquent, z1 et z2 sont des racines réelles de Xn − 1 donc ne peuvent

être que ±1. Pour avoir z1z2 = −1, forcément z1 = 1 = −z2 ou z1 = −1 = −z2 d’où Tr (A) = 1 − 1 = 0.

Ainsi, χA est l’un des 6 polynômes X2 − 2X+ 1, X2 − X+ 1, X2 + 1, X2 + X+ 1, X2 + 2X+ 1, X2 − 1.

Cas 1 : χA = X2 − 2X+ 1 : comme X2 − 2X+ 1 = (X− 1)2, Sp(A) = {1} donc, comme A est diagonalisable,

A est donc semblable à la matrice I2, c’est-à-dire A = PI2P
−1 = I2 donc A12 = I2.

63



Cas 2 : χA = X2 − X+ 1 : comme A est diagonalisable et que X2−X+1 = (X+j)(X+j2), Sp(A) = {−j,−j2}, on

a A = P

(
−j 0

0 −j2
)
P−1 donc A6 = I2 car (−j,−j2) ∈ U2

6. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
2 1

−3 −1

)
.

Cas 3 : χA = X2 + 1 : comme A est diagonalisable et que X2 + 1 = (X − i)(X + i), Sp(A) = {−i, i}, on a

A = P

(
−i 0

0 i

)
donc A4 = I2 car (−i, i) ∈ U2

4. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
1 1

−2 −1

)
.

Cas 4 : χA = X2 + X+ 1 : comme A est diagonalisable et que X2 + X+ 1 = (X− j)(X− j2), Sp(A) = {j, j2},

on a A = P

(
j 0

0 j2

)
P−1 donc A3 = I2 car (j, j2) ∈ U2

3. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
−2 −1
3 1

)
.

Cas 5 : χA = X2 + 2X+ 1 : comme X2+ 2X+ 1 = (X+ 1)2, Sp(A) = {−1} donc, comme A est diagonalisable,

A = P(−I2)P−1 = −I2 donc A2 = I2 puis A12 = I2.

Cas 6 : χA = X2 − 1 : comme X2 − 1 = (X − 1)(X + 1), Sp(A) = {−1, 1} donc, comme A est diagonalisable,

A = P

(
−1 0

0 1

)
P−1 donc A2 = I2 car (−1, 1) ∈ U2

2. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
2 1

−3 −2

)
.

Fondamentalement, c’est parce les racines de ces 6 polynômes sont 1,−1, i,−i, j, j2,−j,−j2, c’est-à-dire des

racines seconde, troisième, quatrième, sixième de l’unité et que ppcm (2, 3, 4, 6) = 12, donc toutes ces valeurs

z ∈ {1,−1, i,−i, j, j2,−j,−j2} vérifient z12 = 1.

Réciproquement, soit une matrice A ∈ M2(Z) telle que χA est l’un des polynômes X2−X+1, X2+1, X2+X+1,

X2− 1, alors comme X12− 1 = (X2−X+ 1)(X2+ 1)(X2+X+ 1)(X2− 1)(X2+
√
3X+ 1)(X2−

√
3X+ 1), d’après

Cayley-Hamilton, on a χA(A) = 0 donc, comme χA divise X12 − 1, on a aussi A12 = I2.

Par contre, si χA = (X+ 1)2 ou χA = (X− 1)2, on ne peut pas être sûr que A12 = I2 car A pourrait ne pas

être diagonalisable, comme dans les cas A =

(
1 1

0 1

)
ou A =

(
−1 2

0 −1

)
.� �

5.147� �a. D’abord, si f ∈ E, T(f) est bien définie sur [0; 1] car les fonctions t 7→ tf(t) et t 7→ (1 − t)f(t) sont

continues sur le segment [0; 1]. D’après le théorème fondamental de l’intégration, T(f) est C1 sur [0; 1] en

tant que somme de produit de fonctions de classe C1 sur [0; 1]. La linéarité de T provient de la linéarité de
l’intégrale.

Ainsi, T est bien un endomorphisme de E.

Pour tout réel x ∈ [0; 1], on a T(f)′(x) = −
∫ x

0
f(t)dt + (1 − x)xf(x) +

∫ 1

x
(1 − t)f(t)dt + x(1 − x)f(x) donc

T(f)′(x) = −
∫ x

0
tf(t)dt+

∫ 1

x
(1− t)f(t)dt. On constate que T(f) est à nouveau de classe C1 par le théorème

fondamental de l’intégration et que T(f)′′(x) = −xf(x)− (1− x)f(x) = −f(x).

Soit f ∈ Ker(T), alors T(f) = 0 donc T(f)′′ = 0 ce qui montre que f = 0 avec le calcul précédent. Ainsi,

Ker(T) = {0} ce qui prouve l’injectivité de T .

b. Soit λ une valeur propre de T , alors il existe une fonction non nulle f ∈ E telle que T(f) = λf et on sait

que λ ̸= 0 car T est injective. Avec le calcul précédent, en dérivant deux fois, on a T(f)′′ = λf′′ = −f. Ainsi, f

est solution de l’équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants (Eλ) : y′′ + 1

λ
y = 0.

Distinguons deux cas :

• Si λ > 0, il existe (a, b) ∈ R2 tel que ∀x ∈ [0; 1], f(x) = a cos

(
1√
λ

)
+b sin

(
1√
λ

)
. Or l’expression de

T(f) montre que T(f)(0) = T(f)(1) = 0 ce qui impose a = 0 et b ̸= 0 (sinon f serait nulle) et 1√
λ
≡ 0 [π]
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donc il existe n ∈ N∗ tel que λ = 1

n2π2
et f(x) = b sin(nx) donc Eλ(T) ⊂ Vect(fn : x 7→ sin(nx)).

• Si λ < 0, il existe (a, b) ∈ R2 tel que ∀x ∈ [0; 1], f(x) = ach
(

1√
−λ

)
+bsh

(
1√
−λ

)
. Or les conditions

T(f)(0) = T(f)(1) = 0 imposent a = 0 et b ̸= 0 (sinon f serait nulle) et sh ( 1√
−λ

) = 0 : absurde.

Réciproquement, si n ∈ N∗, λ = 1

n2π2
et fn : x 7→ sin(nπx), alors f′′n + n2π2fn = 0 donc T(fn)

′′ = 1

n2π2
f′′n.

On intègre deux fois sur l’intervalle [0; 1] donc ∃(α, β) ∈ R2, ∀x ∈ [0; 1], T(fn)(x) = 1

n2π2
fn(x) + αx + β.

Mais en prenant x = 0 on a β = 0 car T(fn)(0) = sin(0) = 0, et en prenant x = 1 on a α = 0 car

T(fn)(1) = sin(nπ) = 0. Ainsi, T(fn) =
1

n2π2
fn et 1

n2π2
est bien une valeur propre de T car fn ̸= 0.

Par double inclusion, Sp(T) =
{

1

n2π2

∣∣∣ n ∈ N∗
}
et ∀n > 1, E1/n2π2(T) = Vect(fn).� �

5.148� �a. La linéarité de f provient simplement de la linéarité de la dérivation polynomiale.

• Si n = 0, la fonction f est nulle sur R0[X] donc c’est un endomorphisme de R0[X].

• Si n > 1 et si P = anX
n+Q ∈ Rn[X] avec Q ∈ Rn−1[X], alors f(P) = f(Q)+nanX

n+1−nan(X2− 1)Xn−1,

f(P) = f(Q) + nanX
n−1 et deg(f(Q)) 6Max(deg(nXQ), deg((X2 − 1)Q′)) 6 deg(Q) + 1 = n : f(P) ∈ Rn[X].

Dans tous les cas, f est bien un endomorphisme de Rn[X].

b. L’équation s’écrit aussi (x2 − 1)y′ + (λ − nx)y = 0 or λ− nX
X2 − 1

= a

X− 1 + b

X+ 1
avec a = −n− λ

2
et

b = −n+ λ

2
qu’on obtient par exemple par identification. Comme une primitive de x 7→ a

x− 1 + b

x+ 1
est

x 7→ a ln(1 − x) + b ln(1 + x) sur ] − 1; 1[, les solutions de (E) : nxy − (x2 − 1)y′ = λy sur ] − 1; 1[ sont les

fonctions y : x 7→ λ(1− x)−a(1+ x)−b = λ(1− x)(n−λ)/2(1+ x)(n+λ)/2. Ces fonctions sont polynomiales si et

seulement si −a et −b sont des entiers naturels ce qui impose λ = n− 2k avec k ∈ [[0;n]] ou si λ = 0 bien sûr.

c. Ainsi, les polynômes Pk = (1− X)k(1+ X)n−k pour k ∈ [[0;n]] sont des vecteurs propres de f qui vérifient

f(Pk) = (n − 2k)Pk. Comme ils sont associés à des valeurs propres distinctes, la famille B = (P0, · · · , Pn)

est libre donc c’est une base de Rn[X] car elle est composée de n + 1 = dim(Rn[X]) vecteurs. f est donc

diagonalisable et son spectre est −n,−n+ 2, · · · , n− 2, n.

d. Ainsi, la matrice de f dans B est D = diag(−n,−n+ 2, · · · , n− 2, n) donc Tr (f) = 0 (somme des valeurs

propres) et det(f) =
n∏

k=0

(n− 2k) = 0 si n est pair et det(f) = (−1)
n+1
2 (1.3. · · ·n)2 = (−1)p+1

(
(2p+ 1)!
2pp!

)2
si

n = 2p+ 1 est impair (produit des valeurs propres). De plus, le rang de f est le nombre de valeurs propres

non nulles : rang (f) = n+ 1 si n impair et rang (f) = n si n pair.� �
5.149� �a. L’inverse de U =

(
1 1

0 1

)
étant U−1 =

(
1 −1
0 1

)
(calcul facile pour n = 1), ceci nous incite à calculer(

In D

0n In

)
×
(
In −D
0n In

)
=

(
In −D
0n In

)
×
(
In D

0n In

)
=

(
In 0

0n In

)
donc

(
In D

0n In

)−1
=

(
In −D
0n In

)
.

b. L’énoncé nous demande d’établir la surjectivité de l’application φ : Mn(C) → Mn(C) définie par

φ(M) =MB− AM qui est visiblement linéaire. φ étant un endomorphisme d’un espace de dimension finie,

on sait donc que φ est un automorphisme si et seulement si φ est injective si et seulement si φ est surjective.

Le plus simple à montrer est l’injectivité. Soit donc M ∈ Ker(φ), on a donc MB = AM. En multipliant

cette relation par B à droite, on a MB2 = (AM)B = A(MB) = A(AM) = A2M. Soit un entier k > 2 tel
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que BkM = MAk, alors Bk+1M = B(BkM) = B(MAk) = (BM)Ak = (MA)Ak = MAk+1 et, par principe de

récurrence, on peut conclure que ∀k ∈ N, BkM =MAk (clair pour k = 0).

Si P =
+∞∑
k=0

pkX
k ∈ C[X], P(B)M =

( +∞∑
k=0

pkB
k
)
M =

+∞∑
k=0

pkB
kM =

+∞∑
k=0

pkMA
k = M

( +∞∑
k=0

pkA
k
)
= MP(A).

Si on prend P = χB, d’après Cayley-Hamilton, on obtient χB(B)M = 0 =MχB(A) Or χB est scindé dans

C et ses racines sont les valeurs propres de B d’où χB =
r∏

k=1

(X − λk)mλk
(B) avec Sp(B) = {λ1, · · · , λr} donc

χB(A) =
r∏

k=1

(A−λkIn)mλk
(B). Comme les λk sont des valeurs propres de B et que Sp(A)∩Sp(B) = ∅, les λk ne

sont pas des valeurs propres de A, les matrices A− λkIn sont inversibles (A− λIn /∈ GLn(C)⇐⇒ λ ∈ Sp(A))

donc χB(A) l’est aussi (les matrices inversibles sont stables par multiplication car GLn(C) est un groupe).

Comme MχB(A) = 0 et χB(A) est inversible, on en déduit que M = 0. Comme Ker(φ) = {0}, φ est injective.

Ainsi, φ est surjective : pour C ∈ Mn(C), il existe D ∈ Mn(C) unique telle que φ(D) = DB− AD = C.

c. Soit (C,D) ∈ (Mn(R))2, comme

(
In D

0n In

)
×
(
A 0n

0n B

)
×
(
In D

0n In

)−1
=

(
A DB− AD
0n B

)
avec a.,

il suffit de choisir, avec la question b., la matrice D telle que φ(D) = DB−D = C pour être certain que les

matrices

(
A C

0n B

)
et

(
A 0n

0n B

)
sont semblables.

d. Comme A et B sont diagonalisables, il existe deux matrices diagonales D et D′ de Mn(C) et deux matrices

inversibles S et T de GLn(R) telles que A = SDS−1 et B = TD′T−1. Ainsi, on peut calculer par blocs et

avoir

(
A 0n

0n B

)
=

(
S 0n

0n T

)
×
(
D 0n

0n D′

)
×
(
S 0n

0n T

)−1
donc

(
A 0n

0n B

)
est semblable à une matrice

diagonale d’où, par transitivité, N =

(
A C

0n B

)
l’est aussi d’après la question c. donc N est diagonalisable.

Pour n = 1 et N =

(
a c

0 b

)
∈ M2(C), la question précédente montre que N est diagonalisable si a ̸= b.

C’est clair dans ce cas car alors χN = (X− a)(X− b) est scindé à racines simples.

Par contre, si a = b, on peut distinguer deux cas :

• si c = 0, N = aI2 est diagonale donc diagonalisable.

• si c ̸= 0, comme χN = (X− a)2, Sp(N) = {a} et X− a n’annule pas N puisque N− aI2 =

(
0 c

0 0

)
donc, d’après le cours, N n’est pas diagonalisable.

e. Comme N est triangulaire supérieure par blocs, on a χN = χAχB donc Sp(N) = Sp(A) ∪ Sp(B).

• Soit λ ∈ Sp(A) et (X1, · · · , Xr) une base de Eλ(A). Comme N

(
Xi

0

)
=

(
AXi

0

)
=

(
λXi

0

)
= λ

(
Xi

0

)
pour

tout i ∈ [[1; r]], le vecteur Vi =

(
Xi

0

)
∈ M2n(C) est un vecteur propre de N associé à la valeur propre λ et

la famille (V1, · · · , Vr) est libre car
r∑

i=1

αiVi = 0⇐⇒
r∑

i=1

αiXi = 0. Ainsi, dim(Eλ(N)) > r = dim(Eλ(A)).

• Soit µ ∈ Sp(B) et (Y1, · · · , Ys) une base de Eµ(B). Cette fois-ci N

(
0

Yj

)
=

(
CYj

BYj

)
n’est pas forcément égal

à

(
0

µYj

)
. On est donc amené à chercher un vecteur Zj ∈ Mn,1(C) tel que Wj =

(
Zj

Yj

)
∈ Eµ(B). Or, pour

tout j ∈ [[1; s]], on a NWj =

(
AZj + CYj

BYj

)
=

(
AZj + CYj

µYj

)
= µ

(
Zj

Yj

)
si et seulement (A− µIn)Zj = −CYj.

Comme Sp(A)∩ Sp(B) = ∅ par hypothèse, A− µIn est inversible et on peut prendre Zj = −(A− µIn)−1CYj.

66



Le vecteur Wj =

(
Zj

Yj

)
∈ M2n(C) est un vecteur propre de N associé à la valeur propre µ et la famille

(W1, · · · ,Ws) est libre car
s∑

j=1

βjWj = 0 =⇒
s∑

j=1

βjYj = 0. Ainsi, dim(Eµ(N)) > s = dim(Eµ(B)).

La somme des dimensions de tous les sous-espaces propres deN est
∑

λ∈Sp(A)

dim(Eλ(N))+
∑

µ∈Sp(B)

dim(Eµ(N))

qu’on peut minorer
∑

λ∈Sp(A)

dim(Eλ(N))+
∑

µ∈Sp(B)

dim(Eµ(N)) >
∑

λ∈Sp(A)

dim(Eλ(A))+
∑

µ∈Sp(B)

dim(Eµ(B)).

Mais comme A et B sont diagonalisables, on a
∑

λ∈Sp(A)

dim(Eλ(A)) =
∑

µ∈Sp(B)

dim(Eµ(B)) = n + n = 2n.

Ainsi,
∑

λ∈Sp(A)

dim(Eλ(N)) +
∑

µ∈Sp(B)

dim(Eµ(N)) = 2n (on ne peut pas dépasser strictement la dimension

de l’espace C2n) ce qui, d’après le cours, justifie que N est bien diagonalisable.

On a donc P =
∏

γ∈Sp(N)

(X − γ) =
∏

λ∈Sp(A)

(X − λ)
∏

µ∈Sp(B)

(X − µ) qui annule N d’après le cours, ce qui n’est

pas du tout évident si on fait le calcul matriciel par blocs car on trouve P(N) =

(
0 C′

0 0

)
et rien ne disait a

priori qu’on allait prouver que C′ = 0.� �
5.150� �a. Le polynôme scindé à racines simples (dans C[X]) P = X2 − X+ 1 = (X+ j)(X+ j2) est annulateur de A

donc la matrice A est diagonalisable dans Mn(C) d’après le cours.

On sait que Sp(A) ⊂ {−j,−j2} donc, comme A est semblable à une matrice diagonale avec des −j et des −j2

sur la diagonale, on a det(A) = (−j)m−j(A) × (−j2)m−j2
(A). Or on sait que m−j(A) = m−j2(A) car −j et

−j2 sont conjugués et que A est réelle. Ainsi, det(A) = ((−j)× (−j2))mj(A) = 1mj(A) = 1.

b. Comme A est diagonalisable, n = ω−j(A) + m−j2(A) = 2m−j(A) donc n est pair. On pouvait aussi

dire que −j et −j2 sont des racines troisièmes de −1 et que X3 + 1 = (X + 1)(X2 − X + 1), on calcule

(A + In)(A
2 − A + In) = A3 + In = 0 donc A3 = −In. En passant au déterminant, on a donc la relation

det(A3) = (det(A))3 = (−1)n = 1 donc n est pair. Comme χA est scindé dans C[X], d’après le cours,

Tr (A) = (−j)m−j(A) + (−j2)m−j2(A) = m−j(A) car 1+ j+ j2 = 0. Or n = 2m−j(A) donc Tr (A) =
n

2
∈ N.

Question de cours : soit λ ∈ SpC(A), alors il existe X ∈ Mn,1(C) tel que X ̸= 0 et AX = λX. On conjugue

et on transpose, et comme A est réelle, cela donne AX = λX, ce qui prouve, comme X ̸= 0, que λ ∈ SpC(A).

Comme le polynôme χA est réel, les ordres de multiplicité de λ et λ sont les mêmes dans A : mλ(A) = m
λ
(A).� �

5.151� �a. On calcule aisément χJ(X) =

∣∣∣∣∣∣
X 0 −1
−1 X 0

0 −1 X

∣∣∣∣∣∣ = X3 − 1 donc χJ = (X − 1)(X2 + X + 1) n’est pas scindé

dans R[X] donc J ne peut pas être diagonalisable dans M3(R). Par contre, χJ = (X − 1)(X − j)(X − j2) est

scindé à racines simples dans C[X] donc J est diagonalisable dans M3(C).

b. M =

a c b

b a c

c b a

 est dite circulante et on la décompose M = aI3 + bJ+ cK avec K =

 0 1 0

0 0 1

1 0 0

. Or

il est visible que K = J2 donc M = aI3 + bJ+ cJ
2. Mais il existe une matrice inversible P ∈ GL3(C) telle que

J = PDP−1 avec D = diag(1, j, j2) donc M = P(aI3 + bD+ cD2)P−1 = P∆P−1 avec ∆ = aI3 + bD+ cD2 qui

est diagonale. Ainsi, M est diagonalisable dans M3(C).

En ce qui concerne la diagonalisabilité de M dans M3(R), comme M et ∆ sont semblables, on a χM = χ∆.

Or ∆ = diag(a+b+ c, a+bj+ cj2, a+bj2+ cj) donc χM = (X−a−b− c)(X−a−bj− cj2)(X−a−bj2− cj).
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Raisonnons par analyse-synthèse :

• Si M est diagonalisable dans M3(R), alors χM est scindé dans R[X] donc a+ b+ c ∈ R (ça c’est toujours

vrai), mais on a aussi a+ bj+ cj2 ∈ R et a+ bj2 + cj ∈ R. En effectuant la différence de ces deux derniers

réels, on a (b− c)(j− j2) ∈ R et, comme j− j2 /∈ R, cela impose b− c = 0 donc b = c.

• Réciproquement, si b = c, la matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable dans M3(R).

La condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable dans M3(R) est donc b = c.� �
5.152� �a. Si k ∈ R, la matrice A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable d’après le théorème spectral.

Comme les colonnes 1, 3 et 4 de A sont les mêmes et que les deux premières colonnes de A ne sont pas

colinéaires, on a rang (A) = 2 donc , par la formule du rang, dim(Ker(A)) = 4− 2 = 2 et 0 est valeur propre

double de A. Comme on sait que les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles appartiennent

à Im (A) = Vect(v1, v2) avec v1 = e2 et v2 = e1 + ke2 + e3 + e4, on cherche les vecteurs propres sous la

forme v = (1, α, 1, 1) = v2 + (α − k)v1 (parce que v1 n’est pas vecteur propre de A). Ainsi, pour λ ∈ R

et α ∈ R, on a Av = λv ⇐⇒ (α = λ, kα + 3 = λα) ⇐⇒ (α = λ, α2 − kα − 3 = 0). Les racines de

X2 − kX − 3 sont λ1 = k+
√
k2 + 12

2
et λ2 = k−

√
k2 + 12

2
. D’après l’équivalence précédente, les vecteurs

v1 = (1, λ1, 1, 1) et v2 = (1, λ2, 1, 1) sont propres pour A respectivement associés aux valeurs propres λ1 et

λ2. Par conséquent, Sp(A) = {0, λ1, λ2} et 0 est valeur propre double de Aet comme Ker(A) = Vect(v3, v4)

avec v3 = (1, 0,−1, 0) et v4 = (1, 0, 0,−1) par exemple, on a A = PDP−1 avec D =


λ1 0 0 0

0 λ2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 et

P =


1 1 1 1

λ1 λ2 0 0

1 1 −1 0

1 1 0 −1

. On peut bien sûr choisir P ∈ O(4), c’est garanti par le théorème spectral, dans

ce cas, comme ||v1||2 = 3+ λ21 = 6+ kλ1, ||v2||2 = 3+ λ22 = 6+ kλ2 et Ker(A) = E0(A) = Vect(w3, w4) avec

w3 ⊥ w4 si w3 = v3 et w4 = (1, 0, 1,−2) on peut prendre P =


1

kλ1+6
1

kλ2+6
1√
2

1√
6

λ1

kλ1+6
λ2

kλ2+6
0 0

1
kλ1+6

1
kλ2+6

−1√
2

1√
6

1
kλ1+6

1
kλ2+6

0 −2√
6

.

b. Si k ∈ C, on effectue les opérations C1 ←− C1−C4 et C3 ←− C3−C4 dans χA =

∣∣∣∣∣∣∣
X −1 0 0

−1 X− k −1 −1
0 −1 X 0

0 −1 0 X

∣∣∣∣∣∣∣
et, par linéarité par rapport aux colonnes 1 et 3, on a χA = X2

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 0

0 X− k 0 −1
0 −1 1 0

−1 −1 −1 X

∣∣∣∣∣∣∣ puis, en développant

par rapport à la dernière colonne, χA = X2

(
(−1)

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0

0 −1 1

−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ + X

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0

0 X− k 0

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣
)

qui se calcule en

χA = X2(−3+ X(X− k)) = X2(X2 − kX− 3). Soit ∆ = k2 + 12 le discriminant de X2 − kX− 3 :

• Si ∆ ̸= 0, alors A a une racine double 0 alors que E0(A) = Ker(A) est de dimension 2 avec la formule
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du rang car rang (A) = 2, et A a aussi deux racines simples k+ δ

2
et k− δ

2
où δ est une racine carrée

de ∆. Comme ces deux nouvelles valeurs propres de A sont distinctes et non nulles, les sous-espaces

propres associés sont des droites. Ainsi, A est diagonalisable.

• Si ∆ = 0, ce qui équivaut à k = ±2
√
3 i, A admet toujours 0 pour valeur propre double avec E0(A)

qui est un plan. Il y a une autre valeur propre double de A qui est k
2

= ±
√
3 i. Par exemple si

k = 2
√
3 i, comme A − k

2
I4 =


−
√
3 i 1 0 0

1
√
3 i 1 1

0 1 −
√
3 i 0

0 1 0 −
√
3 i

 est de rang 3 car ses trois premières

colonnes forment une famille libre, on a dim(Ek/2(A)) = 1 alors que k
2
est d’ordre 2, ce qui montre

que A n’est pas diagonalisable.

Par conséquent, A est diagonalisable si et seulement si k ̸= ±2
√
3 i.� �

5.153� �a. Si A ∈ M2(C) et Tr (A) = 0, alors χA = X2 − Tr (A)X+ det(A) = X2 + det(A). Traitons deux cas :

• Si det(A) ̸= 0, alors −det(A) admet deux racines carrées non nulles δ et −δ donc χA = (X+ δ)(X− δ) est
scindé à racines simples et annulateur de A (par Cayley-Hamilton) donc A est diagonalisable.

• Si det(A) = 0, alors χA = X2 donc A2 = 0 et A est nilpotente d’indice 1 (si A = 0) ou 2.

Par conséquent, si A ∈ M2(C) et Tr (A) = 0, A est soit diagonalisable, soit nilpotente.

b. Il suffit de prendre A =

 1 1 0

0 1 0

0 0 −2

 qui vérifie bien Tr (A) = 0 et pourtant elle n’est pas nilpotente

car Sp(A) = {1,−2} (les matrices nilpotentes sont les matrices qui n’ont que 0 comme valeur propre) et pas

diagonalisable non plus car dim(E1(A)) = 1 alors que 1 est racine double de χA.� �
5.154� �a. La matrice de p = f− id R3 dans la base canonique de R3 est P = M− I3 =

 1 0 0

1 2 −2
1 1 −1

. Or, après

calculs, on trouve P2 = P donc p est un projecteur. Clairement rang (P) = 2 donc p est un projecteur sur le

plan Π = Ker(p − id R3) parallèlement à la droite D = Ker(p). Comme P − I3 = M − 2I3 =

 0 0 0

1 1 −2
1 1 −2

,

le plan Π est d’équation x + y − 2z = 0. Et il est clair que le vecteur v3 = (0, 1, 1) est dans Ker(p) donc

D = Vect(v3). Les vecteurs v1 = (1, 1, 1) et v2 = (1,−1, 0) sont dans Π et indépendants donc Π = Vect(v1, v2).

B = (v1, v2, v3) est une base de vecteurs propres de p.

b. Comme f = p + id R3 et R3 = E1(p) ⊕ E0(p), on a R3 = E2(f) ⊕ E1(f) avec E2(f) = E1(p) = Π et

E1(f) = E0(p) = D = Vect(v3). Comme MatB(f) = diag(2, 2, 1), on a χf = (X− 2)2(X− 1).

• Les sous-espaces {0R3 et R3 sont clairement stables par f.

• On sait qu’une droite est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre ; ainsi, les

droites stables sont D et toute droite incluse dans Π car les seuls vecteurs propres de f sont dans D et Π.

• Le plan Π est clairement stable par f car c’est un sous-espace propre de f et tout plan de la forme

Q = Vect(v, v3) avec v ̸= 0 ∈ Π est aussi stable par f. Réciproquement, soit Q un plan stable par f, alors

l’endomorphisme g = fQ induit par f dans Q est aussi diagonalisable et χg divise χf = (X− 2)2(X− 1). On

a donc deux possibilités :
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- si χg = (X− 2)2, alors Sp(g) = {2} donc, comme g est diagonalisable, Q = E2(g) ⊂ E2(f) = Π. Par

inclusion et égalité des dimensions, Q = Π.

- si χg = (X − 1)(X − 2), alors Sp(g) = {1, 2}. Comme g est diagonalisable, Q = E1(g) ⊕ E2(g) et on

sait que E1(g) ⊂ E1(f) = D et E2(f) ⊂ E2(f) = Π. Or 1 est valeur propre de g donc E1(g) = D et

E2(g) = Vect(v) est donc une droite incluse dans Π = E2(f). Ainsi, Vect(v, v3) ⊂ Q. Par inclusion et

égalité des dimensions, Q = Vect(v, v3).

Par double implication, il y a six types de sous-espaces stables par f :

• Le sous-espace de dimension nulle {0R3}.

• La droite D = Vect(v3) = E1(f) = E0(p).

• Les droites D′ = Vect(v) avec v ∈ E2(f) = E1(p) non nul.

• Le plan Π = E2(f) = E1(p).

• Les plans Q = Vect(v, v3) avec v ̸= 0 ∈ Π = E2(f) = E1(p).

• L’espace R3 de dimension 3 en entier.� �
5.155� �a. Posons ω = e

2iπ
5 , on sait que ω5−1 = (ω−1)(ω4+ω3+ω2+ω+1) = 0 donc ω4+ω3+ω2+ω+1 = 0

(la somme des cinq racines cinquièmes de l’unité est nulle). En prenant les parties réelles, puisque ω4 = ω

et ω3 = ω2, on obtient la relation 2 cos
(
4π

5

)
+ 2 cos

(
2π

5

)
+ 1 = 0. Or cos

(
4π

5

)
= 2 cos2

(
2π

5

)
− 1 donc

2(2a2 − 1) + 2a+ 1 = 0 ce qui se simplifie en 4a2 + 2a− 1 = 0.

Le discriminant de cette équation est ∆ = (2
√
5)2 donc a = −2+±2

√
5

8
. Mais comme a > 0 car 0 < 2π

5
< π

2
,

on a donc a =

√
5− 1
4

. De plus, b = cos

(
4π

5

)
= 2a2 − 1 = (5+ 1− 2

√
5)− 8

8
= −
√
5+ 1

4
.

b. Le polynôme P = X4 + X3 + X2 + X + 1 annule A et il est scindé à racines simples dans C car on a

P = (X − ω)(X − ω2)(X − ω3)(X − ω4). Ainsi, A est diagonalisable dans Mn(C) mais comme A est réelle,

l’ordre de multiplicité p de ω et le même que celui de ω4 = ω, et l’ordre q de ω2 est le même que celui de

ω3 = ω2. Puisque χA est scindé dans C, on a Tr (A) = p(ω+ω4)+q(ω2+ω3) = 2p cos

(
2π

5

)
+2q cos

(
4π

5

)
d’où Tr (A) = p− q

2

√
5 − p+ q

2
. Si Tr (A) ∈ Q, comme

√
5 /∈ Q, on a nécessairement (par l’absurde)

p− q
2

= 0 donc p = q. Ainsi, n = p+ p+ q+ q = 4p est un multiple de 4.

c. Pour n = 4, en posant c = sin

(
2π

5

)
et d = sin

(
2π

5

)
, on peut utiliser les matrices de rotations (d’angle

2π

5
et 4π

5
respectivement) du plan pour construire A4 =


a −c 0 0

c a 0 0

0 0 b −d
0 0 d b

 pour avoir le résultat. On a

bien A5
4 = I4 (si on fait 5 fois des rotations d’angle 2π

5
et 4π

5
on obtient bien l’identité), puis en factorisant

A5
4 − I4 = (A4

4 + A3
4 + A2

4 + A4 + In)(A4 − I4) et A4 − I4 est inversible car 1 n’est pas valeur propre de ces

rotations d’où A4
4 + A3

4 + A2
4 + A4 + In = 0. De plus, Tr (A) = 2a+ 2b = −1 ∈ Q d’après la question a..

Pour n = 4p avec p > 2, A = diag(A4, · · · , A4) (avec p blocs) convient puisque Tr (A) = −p ∈ Z ⊂ Q.� �
5.156� �a. Un calcul rapide montre que χA = (X−1)2(X−2)2 donc Sp(A) = {1, 2}. On sait que A est diagonalisable

si et seulement si E1(A) et E2(A) sont des plans ou encore si et seulement si (X− 1)(X− 2) annule A.
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Comme A − I4 =


0 a b c

0 0 0 0

0 −1 1 0

0 1 0 1

, d’après le théorème du rang : dim(E1(A)) = 2 ⇐⇒ rang (A − I4) = 2.

Avec C2 ←− C2+C3−C4, rang (A−I4) = rang


0 a+ b− c b c

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 : dim(E1(A)) = 2⇐⇒ a+b−c = 0.

Comme A− 2I4 =


−1 a b c

0 −1 0 0

0 −1 0 0

0 1 0 0

, on a dim(E2(A)) = 2 car rang (A− 2I4) = 2 pour tout (a, b, c) ∈ R3.

Ainsi, A est diagonalisable si et seulement si a+ b− c = 0. Ce qu’on suppose dans la suite.

On pouvait aussi calculer (A− I4)(A− 2I4) =


0 −a− b+ c 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 avec la même conclusion.

b. Le polynôme P = (X−1)(X−2) = X2−3X+2 est donc annulateur de A donc I4 = 0.A+1.I4, A = 1.A+0.I4

et A2 = 3.A− 2.I4 ce qui donne déjà α0 = 0, β0 = 1, α1 = 1, β1 = 0, α2 = 3, β3 = −2.

On effectue la division euclidienne de Xn par P ce qui donne l’existence et l’unicité de Rn = αnX+βn ∈ R1[X]

de degré inférieur à 1 = deg(P)− 1 tel que Xn = QnP+Rn. En substituant 1 à X, on trouve 1 = αn+βn car

P(1) = 0, et si on remplace X par 2, on trouve 2n = 2αn+βn car P(2) = 0. Ainsi, αn = 2n−1 et βn = 2−2n

ce qui montre que ∀n ∈ N, An = (2n − 1)A+ (2− 2n)I4 puisque P(A) = 0.� �
5.157� �(=⇒) Supposons A diagonalisable et traitons deux cas :

• Soit A n’admet qu’une seule valeur propre λ ∈ C. Alors A = P(λI2)P
−1 avec P inversible donc A = λI2.

Soit Q un polynôme complexe non constant. D’après le théorème de d’Alembert-Gauss, le polynôme Q−λ

admet une racine complexe puisqu’il n’est pas constant. Ainsi, il existe α ∈ C tel que Q(α) = λ. Il suffit de

prendre M = αI2 pour avoir Q(M) = Q(α)I2 = λI2 = A.

• Soit A admet deux valeurs propres complexes λ1 ̸= λ2. En notant D =

(
λ1 0

0 λ2

)
, il existe une matrice

inversible P ∈ GL2(C) telle que A = PDP−1. Soit Q un polynôme complexe non constant, comme ci-dessus il

existe des complexes α1 et α2 tels que Q(α1) = λ1 et Q(α2) = λ2 (autrement dit Q : C→ C est surjective).

Il suffit de prendre M = P

(
α1 0

0 α2

)
P−1 pour avoir Q(M) = P

(
Q(α1) 0

0 Q(α2)

)
P−1 = PDP−1 = A.

(⇐=) Supposons A non diagonalisable, alors χA ne peut pas être scindé à racines simples donc Sp(A) = {λ},
χA = (X − λ)2 et dim(Eλ(A)) = 1. Comme χA est scindé dans C[X) A est trigonalisable donc il existe

P ∈ GL2(C) telle que A = PTP−1 avec T =

(
λ µ

0 λ

)
avec µ ̸= 0.

Pour réduire “à la Jordan” et avoir 1 à la place de µ : si on note u ∈ L(C2) l’endomorphisme canoniquement

associé à A, on a donc par Cayley-Hamilton (u − λid C2)2 = 0 donc Im (u − λid C2)) ⊂ Ker(u − λid C2).

Puisque dim(Eλ(A)) = 1, par le théorème du rang, on a dim(Im (u − λid C2)) = dim(Ker(u − λid C2)) = 1

donc Im (u − λid C2) = Ker(u − λid C2). Si on prend v1 ∈ C2 tel que Ker(u − λid C2) = Vect(v1), alors il

existe donc v2 ∈ C2 tel que (u − λid C2)(v2) = v1. Comme v2 /∈ Ker(u − λid C2), la famille B = (v1, v2)

est libre donc c’est une base de C2. Par construction, comme u(v1) = λv1 et u(v2) − λv2 = v1, il vient
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T = MatB(u) =

(
λ 1

0 λ

)
. En notant P la matrice de passage de la base canonique de C2 à B, on a par la

formule de changement bases : A = PTP−1.

Prenons le polynôme non constant Q = X2 + λ et supposons l’existence d’une matrice M ∈ M2(C) telle

que Q(M) = A. Posons N = P−1MP de sorte que M = PNP−1. On a la suite suivante d’équivalences :

Q(M) =M2 + λI2 = A⇐⇒ P(N2 + λI2)P
−1 = PTP−1 ⇐⇒ N2 + λI2 = A⇐⇒ N2 = µE2,1. Comme E22,1 = 0,

on a N4 = 0 donc N est nilpotente. Or, il est classique que χN = X2 (seul 0 est valeur propre de N) donc

N2 = 0 par Cayley-Hamilton. Ceci impose donc E2,1 = 0 qui est absurde.

Par double implication : A diagonalisable ⇐⇒ (∀Q ∈ C[X] \ C0[X], ∃M ∈ M2(C), Q(M) = A).� �
5.158� �a. Soit f : [0; 1] → R continue, alors F : R+ → R définie par F(x) =

∫ x

0
f(t)dt est de classe C1 sur [0; 1] :

c’est la primitive de f qui s’annule en 0. Ainsi φ(f) = g est de classe C1 (donc continue) sur ]0; 1]. De plus,

par les taux d’accroissements, lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

F(x)− F(0)
x

= F′(0) = f(0) = g(0) donc g est aussi continue

de [0; 1] dans R et φ est bien l’endomorphisme espéré car la linéarité provient de celle de l’intégrale.

b. • φ ne peut pas être surjectif car l’image de φ est incluse dans l’espace des fonctions continues sur [0; 1]

mais de classe C1 sur ]0; 1] et il existe des fonctions continues sur [0; 1] qui ne sont pas de classe C1 sur ]0; 1] :

par exemple la fonction x 7→ |1− 2x| qui n’est pas dérivable en 1

2
.

• Soit f ∈ Ker(φ), alors ∀x > 0, φ(f)(x) = 0 =⇒ F(x) = 0. Ainsi F s’annule sur ]0; 1] donc sur [0; 1] par

continuité de F en 0. Mais comme F′ = f, f = 0′ = 0. Ainsi φ est injective car Ker(φ) = {0} et 0 /∈ Sp(φ).

c. Si on prend la fonction constante f = 1, on constate facilement que φ(1) = 1 donc 1 ∈ Sp(φ). De

plus, soit f ∈ E telle que φ(f) = f. Alors ∀x ∈ [0; 1], xf(x) =
∫ x

0
f(t)dt = F(x) ce qui donne en dérivant

xf′(x) + f(x) = f(x) donc ∀x ∈]0; 1], f′(x) = 0. Ainsi, f constante sur l’intervalle ]0; 1] donc sur [0; 1] par

continuité en 0 et on conclut que E1(φ) = Vect(1) (fonctions constantes).

d. Analyse : soit λ ∈ Sp(φ) telle que λ ̸= 1. Comme 0 n’est pas valeur propre de φ, λ ∈ R∗ \ {1} et

φ(f) = λf avec f ∈ E non nulle. En dérivant la relation φ(f) = λf ou encore F(x) = λxf(x) si x ∈]0; 1],

f(x) = λf(x) + λxf′(x) donc f est solution sur ]0; 1] de l’équation (Eλ) : λxy′ + (λ− 1)y = 0. On sait qu’alors

∃α ∈ R, ∀x ∈]0; 1], f(x) = αx
1−λ
λ et la continuité de f en 0 impose (car α ̸= 0) 1− λ

λ
> 0 donc λ ∈]0; 1[.

Synthèse : réciproquement, soit λ ∈]0; 1[ et fλ : [0; 1]→ R définie par ∀x ∈]0; 1], fλ(x) = x
1−λ
λ et fλ(0) = 0.

Alors fλ est continue sur [0; 1] car β = 1− λ
λ

> 0 donc fλ ∈ E et ∀x ∈]0; 1], φ(fλ)(x) = 1

x

∫ x

0
fλ(t)dt donc

φ(fλ)(x) =
1

x

[
tβ+1

β+ 1

]x
0
= xβ

β+ 1
= λfλ(x) d’où φ(fλ) = λfλ donc λ est valeur propre de φ car fλ ̸= 0.

On en conclut que le spectre de φ vaut Sp(φ) =]0; 1].� �
5.159� �a. Si U est semblable à V, il existe une inversible P telle que U = PVP−1. Par une récurrence simple,

∀k ∈ N, Uk = PVkP−1. Posons R =
+∞∑
k=0

rkX
k, alors R(U) =

+∞∑
k=0

rkU
k =

+∞∑
k=0

rkPV
kP−1 = PR(V)P−1 donc

R(U) est semblable à R(V).

b. Comme AB = BA, M2 =

(
A2 2AB

0 A2

)
. Par une récurrence simple et des calculs par blocs, on montre

que ∀k ∈ N∗, Mk =

(
Ak kAk−1B

0 Ak

)
. Si P =

+∞∑
k=0

pkX
k, alors P(M) = p0I2n +

+∞∑
k=1

(
Ak kAk−1B

0 Ak

)
donc
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P(M) = p0I2n +


+∞∑
k=1

pkA
k

+∞∑
k=1

kpkA
k−1B

0
+∞∑
k=1

pkA
k

 donc P(M) =

(
P(A) P′(A)B
0 P(A)

)
.

c. Si A est diagonalisable et B = 0, soit P un polynôme scindé à racines simples qui annule A, alors

d’après la question précédente il annule aussi M donc M est aussi diagonalisable. On aurait aussi pu écrire

que A = PDP−1 avec P inversible et D diagonale donc, en notant Q =

(
P 0

0 P

)
et ∆ =

(
D 0

0 D

)
, on a

Q−1 =

(
P−1 0

0 P−1

)
donc M =

(
A 0

0 A

)
=

(
PDP−1 0

0 PDP−1

)
= Q∆Q−1 et ∆ est diagonale.

d. Supposons M diagonalisable. Comme χM = (χA)
2, les spectres de A et de M sont les mêmes. Si on

pose P =
∏

λ∈Sp(M)

(X − λ), on sait que P(M) = 0 donc P(A) = P′(A)B = 0 d’après la question b.. Écrivons

P′ = deg(P)
s∏

i=1

(X−µi)mi , les µi ne peuvent pas être dans Sp(A) car P n’a que des racines simples. Ainsi, les

matrices A− µiIn sont inversibles et, par produit, la matrice P′(A) = λ
s∏

i=1

(A− µiIn)mi est aussi inversible

d’où B = 0. Enfin, les polynômes annulateurs de M étant ceux de A car P(M) =

(
P(A) 0

0 P(A)

)
, A est

diagonalisable car M l’est. On a l’équivalence : (A est diagonalisable et B nulle )⇐⇒M est diagonalisable.� �
5.160� �a. Pour n > 3, en développant det(Mn(x)) par rapport à la dernière ligne (par exemple), on obtient

det(Mn(x)) = x det(Mn−1(x)) −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 0 . . . 0

1 x
. . .

. . .
...

0
. . .

. . . 1 0
...

. . .
. . . x 1

0 . . . 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. On développe ce dernier déterminant selon sa

dernière colonne d’où det(Mn(x)) = x det(Mn−1(x))− det(Mn−2(x)), donc on a a = x et b = −1.

b. Ainsi, ∆n = 2 cos(θ)∆n−1 − ∆n−2. Or ∆1 = 2 cos(θ) et ∆2 =

∣∣∣∣ 2 cos(θ) 1

1 2 cos(θ)

∣∣∣∣ = 4 cos2(θ) − 1.

Or sin(3θ) = sin(θ + 2θ) = sin(θ) cos(2θ) + sin(2θ) cos(θ) = sin(θ)
(
2 cos2 θ − 1

)
+ 2 sin(θ) cos2(θ) donc,

en factorisant, on obtient sin(3θ) = sin(θ)
(
4 cos2(θ) − 1) et, puisque θ ∈ R \ πZ d’où sin(θ) ̸= 0, il

vient ∆2 =
sin(3θ)
sin(θ)

. Soit n > 3 tel que ∆n−2 =
sin
(
(n− 1)θ

)
sin(θ)

et ∆n−1 =
sin
(
nθ
)

sin(θ)
, d’après la relation

précédente, ∆n = 2 cos(θ)
sin
(
nθ
)

sin(θ)
− sin

(
(n− 1)θ

)
sin(θ)

=
2 cos(θ) sin(nθ)− sin(n− 1)θ)

sin(θ)
. Or, en écrivant

sin((n+1)θ))+sin((n−1)θ)) = sin(nθ+θ)+sin(nθ−θ) puisque sin(nθ+θ) = sin(θ) cos(nθ)+cos(θ) sin(nθ)

et sin(nθ−θ) = sin(θ) cos(nθ)−cos(θ) sin(nθ), on arrive à sin((n+1)θ))+sin((n−1)θ)) = 2 sin(θ) cos(nθ)

ce qui montre bien que ∆n =
sin
(
(n+ 1)θ

)
sin(θ)

. Par principe de récurrence, ∀n ∈ N∗, ∆n =
sin
(
(n+ 1)θ

)
sin(θ)

.

c. Mn(x) est symétrique réelle, le théorème spectral permet de conclure que Mn(x) est diagonalisable.

d. Soit λ ∈ R, λ est valeur propre de Mn(x) si et seulement si λIn − Mn(x) = −Mn(x − λ) n’est pas

inversible, c’est-à-dire si et seulement si χMn(x)(λ) = (−1)ndet(Mn(x − λ)) = 0. Or la question b. permet

le calcul exact des déterminants des matrices Mn(y) si y ∈] − 2; 2[ car θ 7→ 2 cos(θ) est surjective de

R \ πZ dans ] − 2; 2[. Pour rendre cette application injective aussi, on va se restreindre à θ ∈]0;π[. Alors

∆n = 0⇐⇒ sin((n+1)θ) = 0⇐⇒ (n+1)θ ≡ 0 [π]⇐⇒ (∃k ∈ [[1;n]], (n+1)θ = kπ). Par conséquent, les réels
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λk = x− 2 cos
(
kπ

n+ 1

)
sont des valeurs propres de Mn(x) pour k ∈ [[1;n]] car χMn(x)

(
λk

)
= (−1)n∆n = 0

si on prend θ = θk = kπ

n+ 1
̸≡ 0 [π]. Les λ1, · · · λn sont toutes distinctes et toutes valeurs propres de Mn(x),

comme Mn(x) est de taille n, on a trouvé toutes les valeurs propres de Mn(x).� �
5.161� �a. Si u est diagonalisable, il existe une base B de Cn telle que MatB(u) = D est diagonale. Comme

MatB(u
2) = D2 est diagonale, B est aussi une base de vecteurs propres de u2 qui est donc diagonalisable.

b. • Si n = 1, tout endomorphisme de C étant une homothétie, u et u2 sont diagonalisables. Ainsi, dans ce

cas particulier, u2 diagonalisable =⇒ u diagonalisable.

• Si n > 2, soit u ∈ L(Cn) tel que Mat can(u) = E1,2, alors A
2 = 0 donc u2 = 0 est diagonalisable alors

que χu = χA = Xn puisque A est nilpotente. Si u était diagonalisable, comme 0 est d’ordre algébrique n, on

aurait aussi dim(E0(u)) = dim(Ker(u)) = n et u = 0 ce qui est faux. Ainsi, u n’est pas diagonalisable.

Dès que n > 2, on n’a donc plus forcément u diagonalisable si u2 l’est.

c. • Si x ∈ Ker(u − λid Cn) + Ker(u + λid Cn), alors ∃(y, z) ∈ Ker(u − λid Cn) × Ker(u + λid Cn), x = y + z

donc u2(x) = u2(y) + u2(z). Or u(y) = λy donc u2(y) = u(λy) = λu(y) = λ2y et u(z) = −λz donc

u2(z) = u(−λz) = −λu(z) = (−λ)2y = λ2z d’où u2(x) = λ2(y+ z) = λ2x et on a bien x ∈ Ker(u2 − λ2id Cn).

On a bien établi l’inclusion Ker(u− λid Cn) + Ker(u+ λid Cn) ⊂ Ker(u2 − λ2id Cn).

• Si x ∈ Ker(u2 − λ2id Cn), x = y + z (1) avec (y, z) ∈ Ker(u − λid Cn) × Ker(u + λid Cn), on a donc

u(x) = λy − λz (2) donc y =
u(x) + λx

2λ
et z =

λx− u(x)
2λ

en combinant les deux équations (1) et (2)

puisque λ ̸= 0. Réciproquement, si on pose y =
u(x) + λx

2λ
et z =

λx− u(x)
2λ

, on a la relation x = y + z

et u(y) =
u2(x) + λu(x)

2λ
=
λ2x+ λu(x)

2λ
= λy et, de même u(z) = −λz. On vient de prouver l’inclusion

Ker(u2 − λ2id Cn) ⊂ Ker(u− λid Cn) + Ker(u+ λid Cn).

Pour cette dernière inclusion, on aurait pu dire que X2 − λ2 = (X− λ)(X+ λ) était un polynôme annulateur

scindé à racines simples de l’endomorphisme ũ induit par u dans Eλ2(u2) donc que Eλ2(u2) = Eλ(ũ)⊕E−λ(ũ)

et on conclut car Eλ(ũ) = Eλ(u) puisque Eλ(u) ⊂ Eλ2(u2) et E−λ(ũ) = E−λ(u) puisque E−λ(u) ⊂ Eλ2(u2)

d’après la première inclusion.

Par double inclusion, on a donc Ker(u2 − λ2id Cn) = Ker(u − λid Cn) ⊕ Ker(u + λid Cn) puisque les deux

sous-espaces propres sont en somme directe car λ ̸= −λ.

d. Méthode 1 : si u2 est diagonalisable, notons λ1, · · · , λr les valeurs propres distinctes de u2, elles sont non

nulles car u2 est inversible. Par définition, Cn =

r⊕
k=1

Ker(u2 − λkid Cn). D’après la question précédente,

on a donc Cn =

r⊕
k=1

Ker(u − δkid Cn) ⊕ Ker(u + δkid Cn) en notant δk une racine carrée complexe de λk.

Comme Cn est la somme directe de sous-espaces propres associés à u, par définition, u est diagonalisable.

Méthode 2 : si u2 est diagonalisable et u inversible, alors Ker(u) = {0} donc 0 /∈ Sp(A). Notons λ1, · · · , λr
les valeurs propres distinctes de u2 (non nulles car u2 est aussi inversible). On sait que P =

r∏
k=1

(X− λk) est

annulateur de A2 d’où P(A2) =
r∏

k=1

(A2−λkIn) = 0. Notons, pour k ∈ [[1; r]], δk une racine carrée (complexe)
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de λk, alors
r∏

k=1

(A2 − λkIn) =
r∏

k=1

(A− δkIn)(A+ δkIn) = 0 donc le polynôme Q =
r∏

k=1

(X− δk)(X+ δk) est

annulateur de A. De plus, ∀k ∈ [[1; r]], δk ̸= −δk car λk = δ2k ̸= 0 et ∀(i, j) ∈ [[1; r]]2 avec i ̸= j, ±δi ̸= ±δj
car λi = δ2i ̸= δ2j = λj. Ainsi, Q annule A et est scindé à racines simples donc A est diagonalisable.� �

5.162� �a. Comme la somme des éléments de chaque ligne vaut 1, si on pose U ∈ Mn,1(R) tel que tU = (1, 1, · · · , 1),

alors AU = U donc 1 est valeur propre de A car U ̸= 0.

b. Si on considère la k-ième ligne de l’égalité AX = X, on trouve
n∑

j=1

ak,jxj = λxk. Par inégalité triangulaire,

on a |λxk| = |λ||xk| =
∣∣∣ n∑
j=1

ak,jxj

∣∣∣ 6 n∑
j=1

|ak,j||xj| 6
( n∑

j=1

ak,j

)
|xk| = |xk| dont on déduit |λ| 6 1 car |xk| > 0.

Si on reprend l’égalité de la question b. qu’on écrit maintenant (ak,k − λ)xk =
n∑

j=1
j̸=k

ak,jxj, on ré-utilise

l’inégalité triangulaire pour avoir |(ak,k − λ)xk| = |ak,k − λ| |xk| 6
n∑

j=1
j̸=k

|ak,j| |xj| 6
n∑

j=1
j̸=k

|ak,j| |xk| et, en

divisant à nouveau par |xk| > 0, on obtient bien la majoration |ak,k − λ| 6
n∑

j=1
j̸=k

|ak,j| qui localise la valeur

propre λ dans le disque fermé D(ak,k, rk) de centre ak,k de rayon rk =
n∑

j=1
j̸=k

|ak,j|. Et, puisqu’on ne connâıt

pas k a priori, on vient de montrer que SpC(A) ⊂
n∪

k=1

D(ak,k, rk) (théorème de Gerschgorin).

c. On suppose maintenant que |λ| = 1. Reprenons encore l’égalité
n∑

j=1

ak,jxj = λxk avec k ∈ [[1;n]] l’un des

indices tel que |xk| = Max
16i6n

|xi|. Alors |λxk| = |xk| =
∣∣∣ n∑
j=1

ak,jxj

∣∣∣ 6 n∑
j=1

|ak,j||xj| 6
( n∑

j=1

ak,j

)
|xk| = |xk|. On

a donc égalité dans cette inégalité triangulaire
∣∣∣ n∑
j=1

ak,jxj

∣∣∣ 6 n∑
j=1

|ak,j||xj|, ce qui montre que les complexes

ak,1x1, · · · , ak,nxn sont positivement liés donc, comme les ak,j sont strictement positifs, montre que x1, · · · , xn
sont positivement liés. Mais on a aussi égalité dans l’inégalité

n∑
j=1

|ak,j||xj| 6
( n∑

j=1

ak,j

)
|xk| et ceci implique

que les |x1|, · · · , |xn| sont tous égaux (toujours car les ak,j sont strictement positifs). Ainsi, on conclut que

x1 = · · · = xn donc que le vecteur X est proportionnel au vecteur U de a.. On conclut bien que λ = 1.� �
5.163� �a. Soit λ ∈ Sp(M) et P =

d∑
k=0

akX
k un polynôme annulateur de M. Il existe X ̸= 0 ∈ Mn,1(C) tel

que MX = λX. On montre par une récurrence simple que ∀k ∈ N, MkX = λkX. Ainsi, on peut calculer

0 = P(M)X =
d∑

k=0

akM
kX =

d∑
k=0

akλ
kX = P(λ)X = 0. Comme X ̸= 0, on a forcément P(λ) = 0.

On a re-démontré une propriété du cours : les valeurs propres de M sont des racines de P annulateur de M.

b. Si M est symétrique, M2 +M − In = 0 donc P = X2 + X − 1 annule M. Or P = (X − α)(X − β) avec

α = −1+
√
5

2
et β = −1−

√
5

2
donc P est scindé à racines simples d’où, par théorème, M est diagonalisable.

D’après la question a., on a Sp(M) ⊂ {α, β}. Comme χM est scindé car M est diagonalisable, on a donc

χM = (X − α)p(X − β)q avec p = mα(M) et q = mβ(M) et, d’après le cours, on a Tr (M) = pα + qβ et

det(M) = αpβq. Comme 0 n’est pas valeur propre de M, M est inversible.

De plus, 2Tr (M) = −p− q+ (p− q)
√
5 = −n+ (p− q)

√
5. Comme n > 0, si on avait Tr (M) = 0, on aurait
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p− q ̸= 0 et
√
5 = n

p− q , ce qui montrerait que
√
5 est un rationnel : NON !

Par conséquent, Tr (M) ̸= 0 et det(M) ̸= 0 donc Tr (M)× det(M) ̸= 0.

c. Si on ne suppose plus M symétrique, on cherche un polynôme annulateur de degré supérieur. En

transposant, on obtient (tM)2+M = In donc (In−M2)2+M− In =M4−2M2+M = 0 et Q = X4−2X2+X

annule M. Or Q = X(X− 1)(X2+X− 1) = X(X− 1)(X−α)(X−β) qui est à nouveau scindé à racines simples.

Ainsi M est encore diagonalisable.

d. Puisque (tM)2 = In−M, en passant au déterminant, on a det(t(M2)) = det(M)2 = det(In−M) = χM(1).

Ainsi, det(M) ̸= 0⇐⇒ χM(1) ̸= 0⇐⇒ (1 n’est pas valeur propre de M).

Ou encore, M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.� �
5.164� �a. Comme f est un endomorphisme de R3, χf est de degré 3 donc, par le théorème des valeurs intermédiaires

par exemple puisque lim
t→+∞

χf(t) = +∞ et lim
t→−∞

χf(t) = −∞, χf admet au moins une racine réelle donc f

admet au moins une valeur propre réelle. D’après l’énoncé, X3 − 1 = (X − 1)(X − j)(X − j2) est annulateur

de f donc, d’après le cours, le spectre de f est inclus dans U3 = {1, j, j2}. On conclut ces deux arguments

en affirmant que 1 est forcément valeur propre de f. On peut même conclure que Sp(f) = {1} car f est un
endomorphisme d’un R-espace vectoriel.

b. Posons F = Ker(f− id R3) et G = Ker(f2 + f+ id R3) pour simplifier. Il s’agit de montrer que R3 = F⊕G.

Soit x ∈ E, si x = y+z avec x ∈ F et z ∈ G, on a f(x) = f(y)+f(z) = x+f(z) et f2(x) = f2(y)+f2(z) = y+f2(z).

On somme ces trois relations pour avoir x + f(x) + f2(x) = 3y + (z + f(z) + f2(z)) = 3y car z ∈ G. Ainsi,

y =
x+ f(x) + f2(x)

3
et z = x − y. Voici pour l’unicité de la décomposition. Réciproquement, si on pose

y =
x+ f(x) + f2(x)

3
et z = x − y, alors x = y + z, f(y) =

f(x) + f2(x) + f3(x)
3

=
f(x) + f2(x) + x

3
= y car

f3 = id R3 donc y ∈ F. De plus, z+ f(z) + f2(z) = x− y+ f(x)− f(y) + f2(x)− f2(y) = x+ f(x) + f2(x)− 3y
donc z+ f(z) + f2(z) = 3y− 3y = 0E par définition de y. Voici pour l’existence.

On a bien établi que E = F⊕ G.
c. On cherche donc une base B = (v1, v2, v3) de R3 telle f(v1) = v3, f(v2) = v1 et f(v3) = v2. Soit a ̸= 0E ∈ F
et b ̸= 0E ∈ G, on pose v1 = a+b, v3 = f(v1) = a+ f(b) et v2 = f(v3) = a+ f2(b). Par construction, comme
f3 = id R3 , on a bien les relations f(v1) = v3, f(v2) = v1 et f(v3) = v2. Reste à voir si (v1, v2, v3) est une base.
Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3 tel que λ1v1+λ2v2+λ3v3 = 0E, cela donne (λ1+λ2+λ3)a+(λ1b+λ2f(b)+λ3f

2(b)) = 0E.
Or G est stable par f car f et f2 + f+ id E commutent donc λ1b+ λ2f(b) + λ3f

2(b) ∈ G. Mais a ∈ F et F et
G sont en somme directe donc (λ1 + λ2 + λ3) = λ1b + λ2f(b) + λ3f

2(b) = 0E où λ1 + λ2 + λ3 = 0. Ainsi,
λ1b+ λ2f(b)− λ1f2(b)− λ2f2(b) = 0E mais f2(b) = −f(b)− b donc −λ1f(b)− λ2b = 0E (1). Ceci implique

λ1 = 0 sinon on aurait f(b) = −λ2
λ1
b et b serait un vecteur propre de f ce qui est impossible car seul 1 est

valeur propre de f et b /∈ F. Alors, il reste dans (1) que λ2b = 0E donc λ2 = 0. Enfin, comme λ1 = λ2 = 0,

on a λ3 = 0. (B = (v1, v2, v3) est bien une base de R3 et MatB(f) =

 0 1 0

0 0 1

1 0 0

.

� �
5.165� �a. On a χA =

∣∣∣∣∣∣
X −3 0

−1 X −1
−1 0 X

∣∣∣∣∣∣ = X3−3X−3 donc, par Cayley-Hamilton, P = X3−3X−3 est un polynôme

annulateur de A. Pour n ∈ N, on multiplie A3 − 3A− 3I3 = 0 par An pour avoir An+3 − 3An+1 − 3An = 0

et, par linéarité de la trace, un+3 − 3un+1 − 3un = 0.
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b. u0 = Tr (I3) = 3, u1 = Tr (A) = 0 et A2 =

 3 0 3

1 3 0

0 3 0

 donc u2 = Tr (A2) = 6, u3 = 3u1 + 3u0 = 9 et

u4 = 3u2 + 3u1 = 18. Soit n > 2 tel que (un, un+1, un+2) ∈ (N∗)3, alors un+3 = 3un+1 + 3un ∈ N∗ car N∗

est stable par somme et produit. Par principe de récurrence, on a bien ∀n > 2, un ∈ N∗.

c. Méthode 1 : déjà, d’après b., 1

un
est bien défini et strictement positif dès que n > 2. On a u2 = 6 > 4 = 22,

u3 = 9 > 8 = 23, u4 = 18 > 16 = 24. Supposons, pour un entier n > 2, que un > 2n, un+1 > 2n+1 et

un+2 > 2n+2, alors un+3 = 3un+1 + 3un > 3.2n+1 + 3.2n =
(
3

4
+ 3

8

)
2n+3 = 9

8
.2n+3 > 2n+3. Par principe

de récurrence (sur trois rangs), ∀n > 2, un > 2n. On aurait aussi pu montrer par une récurrence similaire

que ∀n > 2, un > n2. Ainsi, ∀n > 2, 1

un
6 1

2n
(ou ∀n > 2, 1

un
6 1

n2 ) donc la série
∑
n>2

1

un
converge par

comparaison à une série géométrique (1/2 < 1) (ou de Riemann).

Méthode 2 : comme χ′A(t) = 3t2−3 = 3(t−1)(t+1), la fonction χA est croissante sur ]−∞;−1] et sur [1; +∞[

et décroissante sur [−1; 1] avec lim
t→−∞

χA(t) = −∞, χA(−1) = −1, χA(1) = −5, χA(2) = −1, χA(3) = 15 et

lim
t→+∞

χA(t) = +∞. Avec le tableau de variations de χA, on se rend compte que χA n’admet qu’une seule

racine réelle α ∈]2; 3[ et, comme χA est réel, ses deux autres racines sont β et β (deux complexes non réels et

conjugués). Comme χA est scindé à racines simples dans C[X], la matrice A est diagonalisable dans M3(C)

et semblable à diag(α, β, β). Ainsi, An est semblable à diag(αn, βn, β
n
) donc un = Tr (An) = αn+βn+β

n
.

Comme αββ = 3 par les relations coefficients-racines, on a |β|2 = 3

α
6 3

2
donc |β| < 2. Ainsi, βn =

+∞
o(αn)

et β
n

=
+∞

o(αn) ce qui montre que un ∼
+∞

αn donc 1

un
∼
+∞

1

αn :
∑
n>2

1

un
converge car 0 < 1

α
< 1.� �

5.166� �a. Si P ∈ Cn[X], alors deg(P(1−iX)) = deg(P) (on compose P par un polynôme de degré 1 donc on ne change

pas le degré) d’où φ(P) ∈ Cn[X]. Pour un scalaire λ ∈ C et un couple de polynômes (P,Q) ∈ (Cn[X])
2,

φ(λP+Q) = (λP+Q)(1− iX) = λP(1− iX)+Q(1− iX) = λφ(P)+φ(Q) : φ est un endomorphisme de Cn[X].

b. Soit λ ∈ Sp(φ) et Q =
d∑

k=0

bkX
k un polynôme annulateur de φ. Il existe P ̸= 0 ∈ Cn[X] tel que

φ(P) = λP. On montre par une récurrence simple que ∀k ∈ N, φk(P) = λkP. Ainsi, on peut calculer

0 = Q(φ)(P) =
d∑

k=0

bkφ
k(P) =

d∑
k=0

bkλ
kP = Q(λ)P = 0. Comme P ̸= 0, on a forcément Q(λ) = 0.

c. Pour P ∈ Cn[X], on calcule d’abord φ2(P) = φ(P(1− iX)) = P(1− i(1− iX)) = P(1− i−X) dont on déduit

φ4(P) = φ2(P(1 − i − X)) = P(1 − i − (1 − i − X)) = P(X). Ainsi, φ4 = id Cn[X]. Par conséquent, φ est un

automorphisme de Cn[X] et φ
−1 = φ3 : P 7→ P(1− i(1− i(1− iX))) = P(−i+ iX). De plus, X4 − 1 annule φ

et X4 − 1 = (X− 1)(X+ 1)(X− i)(X+ i) est scindé à racines simples donc φ est diagonalisable.

d. D’après la question b., les valeurs propres possibles de φ sont les racines quatrièmes de l’unité : 1, i, −1

et −i. Comme φ(X0) = φ(1) = 1 = 1.X0 avec 1 = X0 ∈ Cn[X], on a 1 ∈ Sp(φ).

e. On écrit P = aX + b et on reporte dans la relation φ(P) = −iP pour avoir l’équivalence suivante :

a(1− iX) + b = −i(aX+ b)⇐⇒ (a quelconque et b =
(i− 1)a

2
). Ainsi, P = 2X+ i− 1 (en prenant a = 2 par

exemple) est un vecteur propre de φ associé à la valeur propre −i.

f. • En ce qui concerne la bijectivité de φ, comme φ est un endomorphisme en dimension finie, il suffit de
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vérifier que φ est injective. Soit P ∈ Ker(φ), alors P(1− iX) = 0. Si P n’était pas le polynôme nul, on aurait

deg(P(1 − iX)) = deg(P) = deg(0) = −∞ ce qui est impossible. Ainsi, P = 0 donc Ker(φ) = {0} et φ est à

nouveau un automorphisme de Cn[X].

• Pour les valeurs propres de φ, il suffit de résoudre le système φ(P) = λP ⇐⇒ P(1− iX) = λP avec P ̸= 0. En

notant a le coefficient dominant de P et d son degré, on a donc (en identifiant les termes en Xd) (−i)da = λa

d’où, comme a ̸= 0, (−i)d = λ ce qui montre que Sp(φ) ⊂ {1,−i,−1, i} = U4.

• Pour les sous-espaces propres, on cherche un complexe a tel que 1 − iX + a = −i(X + a), ce qui équivaut

à a = i− 1
2

. Ainsi, φ((X + a)k) = (1 − iX + a)k = (−i)k(X + a)k donc (X + a)k est un vecteur propre

associé à la valeur propre (−i)k pour tout k ∈ [[0;n]]. Comme la famille B =
(
(X+a)k

)
06k6n

est de cardinal

n + 1, de degrés échelonnés donc libre, B est une base de Cn[X]. Et la matrice de φ dans la base B est

diag(1,−i,−1, i, 1,−i, · · · , (−i)n) d’après ce qui précède.

Ainsi, dim(E1(φ)) =

⌊
n+ 4

4

⌋
, dim(E−i(φ)) =

⌊
n+ 3

4

⌋
, dim(E−1(φ)) =

⌊
n+ 2

4

⌋
et dim(Ei(φ)) =

⌊
n+ 1

4

⌋
.� �

5.167� �a. Soit n ∈ N∗ et M ∈ Mn(K), alors χM(M) = 0 (théorème de Cayley-Hamilton).

b. A0C = C = CB0 et A2C = A(AC) = A(CB) = (AC)B = (CB)B = CB2 car on a AC = CB par hypothèse.

Par le même principe et par une récurrence simple, on a ∀k ∈ N, AkC = CBk. Soit P ∈ C[X] qu’on écrit

P =
+∞∑
k=0

akX
k, alors P(A)C =

( +∞∑
k=0

akA
k
)
C =

+∞∑
k=0

akA
kC =

+∞∑
k=0

akCB
k = C

( +∞∑
k=0

akB
k
)
= CP(B).

c. Si on prend P = χA, d’après b., on a χA(A)C = CχA(B) et, comme χA(A) = 0 d’après a., on a donc

CχA(B) = 0. Or la matrice C est non nulle par hypothèse donc cela implique que χA(B) n’est pas inversible ;

en effet, si elle l’était, on aurait CχA(B)(χA(B))
−1 = C = 0 ce qui est absurde. Or on peut factoriser

χA =
∏

λ∈Sp(A)

(X − λ)mλ(A) dans C[X] ce qui montre que
∏

λ∈Sp(A)

(B − λIn)mλ(A) = 0. À nouveau, ceci

implique qu’il existe λ ∈ Sp(A) tel que B− λIn n’est pas inversible. Or λIn − B non inversible se traduit par

det(λIn − B) = χB(λ) = 0 donc λ est à la fois une valeur propre de A et de B.

d. Soit λ ∈ Sp(A)∩ Sp(B). On sait que Sp(tB) = Sp(B) donc il existe deux vecteurs colonnes X et Y non nuls

dans Mn,1(C) tels que AX = λX et tBY = λY. Posons C = XtY ∈ Mn(C), alors AC = AXtY = (AX)tY = λXtY

et CB = XtYB = X(tYtB) = Xt(tBY) = Xt(λY) = λXtY donc AC = CB. Or, en notant X = (xi)16i6n et

Y = (yj)16i6n, il existe i0 ∈ [[1;n]] et j0 ∈ [[1;n]] tels que xi0 ̸= 0 et yj0 ̸= 0 par hypothèse. Ainsi, si

C = (ci,j)16i,j6n, on a ci,j = xiyj donc ci0,j0 = xi0yj0 ̸= 0 et la matrice C n’est donc pas nulle.� �
5.168� �a. fA va bien de Mn(R) dans Mn(R) par propriété du produit matriciel et fA est bien linéaire par

distributivité de × par rapport à + dans Mn(R) : fA(λM+M′) = A(λM+M′) = λAM+AM′ = λfA(M) +

fA(M
′) si λ ∈ R et (M,M′) ∈ Mn(R)2. Ainsi fA est un endomorphisme de Mn(R).

b. • Si A2 = A, alors f2A(M) = fA(fA(M)) = fA(AM) = A(AM) = (AA)M = A2M = AM = fA(M) pour

M ∈ Mn(R), donc f2A = fA et fA est bien un projecteur de Mn(R).

• Si fA est un projecteur de Mn(R), alors f2A = fA donc, en particulier, f2A(In) = fA(In) ou encore A2 = A.

Par double implication, A2 = A si et seulement si fA est un projecteur de Mn(R).

c. Par une récurrence facile, on montre que ∀k ∈ N, ∀M ∈ Mn(R), fkA(M) = AkM. Si P =
d∑

k=0

akX
k ∈ R[X],
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alors P(fA) =
d∑

k=0

akf
k
A donc ∀M ∈ Mn(R), P(fA)(M) =

d∑
k=0

akA
kM = P(A)M.

• Si P est annulateur de A, la relation précédente montre que P(fA) = 0 don P est aussi annulateur de fA.

• Si P est annulateur de fA, alors ∀M ∈ Mn(R), P(A)M d’après ce qui précède donc, en particulier en

prenant M = In, on a P(A) = 0 donc P est aussi annulateur de A.

Par conséquent, A et fA ont les mêmes polynômes annulateurs. Comme A (ou fA) est diagonalisable si

et seulement s’il existe un polynôme annulateur de A scindé à racines simples : A est diagonalisable si et

seulement si fA est diagonalisable.

d. • Si X ∈ Mn,1(R) est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ, alors AX = λX. Construisons

par exemple la matrice M ∈ Mn(R) dont toutes les colonnes sont égales à X, alors fA(M) = AM = λM par

calcul matriciel donc, comme ̸= 0 car X ̸= 0, M est un vecteur propre de fA associé à la valeur propre λ.

• Si M ∈ Mn,1(R) est un vecteur propre de fA associé à la valeur propre λ, alors fa(M) = AM = λM.

Comme M ̸= 0, il existe au moins une colonne, disons la colonne Cj, qui est non nulle. Comme AM = λM,

on en déduit que ACj = λCj donc Cj est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ.

e. La question précédente montre par double inclusion que Sp(A) = Sp(fA).� �
5.169� �a. Soit λ ∈ SpC(A), alors il existe X ̸= 0 dans Cn tel que AX = λX. On montre par une récurrence simple

que ∀k ∈ N, AkX = λkX. Ainsi, (A3−A2+A−In)X = 0.X = 0 = (λ3−λ2+λ−1)X ce qui permet de conclure

que P(λ) = 0 car X ̸= 0 par hypothèse. Les valeurs propres de A sont bien racines de P = X3 − X2 + X− 1.
b. Comme P = (X− 1)(X2 + 1) = (X− 1)(X− i)(X+ i), SpC(A) ⊂ {1,−i, i}. Comme P est scindé dans C[X],
on sait que det(A) = 1m1(A)(−i)m−i(A)imi(A). Or, comme A est une matrice réelle et que −i = i, on sait

que m−i(A) = mi(A) car χA ∈ R[X]. Ainsi, det(A) = ((−i)× i)mi(A) = 1mi(A) = 1.

c. De même, Tr (A) = m1(A) + (−i)mi(A) + imi(A) = m1(A) est bien un entier. On peut être plus précis,

puisque n = m1(A) + 2mi(A) et que 0 6 mi(A) 6 n

2
, on a Tr (A) ∈ {n, n− 2, n− 4, . . . , n− 2 ⌊n/2⌋}.� �

5.170� �a. Soit λ ∈ R et (x, y) ∈ E2, f(λx + y) = ℓ(a)(λx + y) − ℓ(λx + y)a par définition donc, par linéarité de ℓ,

f(λx+ y) = λℓ(a)x+ ℓ(a)y− λℓ(x)a− ℓ(y)a = λ(ℓ(a)x− ℓ(x)a) + (ℓ(a)y− ℓ(y)a) = λf(x) + f(y). Ainsi, f est

un endomorphisme de E. f(a) = ℓ(a)a− ℓ(a)a = 0E.

b. Soit x ∈ E tel que f(x) = 0E = ℓ(a)x− ℓ(x)a. Comme ℓ(a) ̸= 0 par hypothèse, on obtient x =
ℓ(x)
ℓ(a)

a donc

x ∈ Vect(a). On vient de montrer que Ker(f) ⊂ Vect(a). Comme f(a) = 0E d’après a., on a aussi a ∈ Ker(f)
donc Vect(a) ⊂ Ker(f). Par double inclusion, on a donc Ker(f) = Vect(a).

c. Si x ∈ Ker(ℓ), f(x) = ℓ(a)x donc x ∈ Eℓ(a)(f). Réciproquement, si f(x) = ℓ(a)x, alors −ℓ(x)a = 0E

mais, comme a ̸= 0E car ℓ(a) ̸= 0, cela montre que ℓ(x) = 0 donc que x ∈ Ker(ℓ). Par double inclusion,

Eℓ(a)(f) = Ker(ℓ). Comme ℓ est une forme linéaire non nulle, Ker(ℓ) est un hyperplan de E. Comme a /∈ Ker(ℓ),

Vect(a) = E0(f) et Ker(ℓ) = Eℓ(a)(f) sont supplémentaires dans E. Ainsi, Sp(f) = {0, ℓ(a)}.

d. Comme E = E0(f)⊕ Eℓ(a)(f) donc f est diagonalisable par définition.

e. Soit x ∈ Ker(ℓ), alors ℓ(x) = 0 donc f(x) = ℓ(a)x = 0E par hypothèse. Ainsi, f(Ker(ℓ)) = {0E}. Soit x ∈ E,

f2(x) = f(f(x)) = f(−ℓ(x)a) = −ℓ(x)f(a) = 0E. Ainsi, f2 = 0 donc P = X2 est un polynôme annulateur de f.

f. Par conséquent, comme les valeurs propres de f sont racines de n’importe quel polynôme annulateur de f,
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Sp(f) ⊂ {0} donc Sp(f) = {0} car tout vecteur de Ker(ℓ) est dans Ker(f). Si f était diagonalisable, on aurait

E = E0(f) = Ker(f) ce qui est faux puisque Ker(f) = Vect(a) d’après b.. Ainsi, f n’est pas diagonalisable.� �
5.171� �Méthode 1 : posons un = xn+yn+ zn, un+1 = 5

4
un. Posons aussi vn = xn−yn et wn = xn− zn de sorte

que vn+1 = −1
4
vn et wn+1 = −1

4
zn. On connâıt les suites géométriques et on a donc ∀n ∈ N, un =

(
5

4

)n
u0,

vn =
(
− 1

4

)n
v0 et wn =

(
− 1

4

)n
w0. Or on inverse facilement le système pour avoir xn = un + vn +wn

3
,

yn = un − 2vn +wn

3
et zn = un + vn − 2wn

3
. On traite donc trois cas selon u0 = x0 + y0 + z0 :

• Si u0 > 0, lim
n→+∞

un = +∞, lim
n→+∞

vn = lim
n→+∞

zn = 0 donc lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

zn = +∞.

• Si u0 < 0, lim
n→+∞

un = −∞, lim
n→+∞

vn = lim
n→+∞

zn = 0 donc lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

zn = −∞.

• Si u0 = 0, lim
n→+∞

un = 0, lim
n→+∞

vn = lim
n→+∞

zn = 0 donc lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

zn = 0.

Méthode 2 : on pose A = 1

4

 1 2 2

2 1 2

2 2 1

 et Un le vecteur colonne tel que tUn = (xn yn zn) on a Xn+1 = AXn

Par une récurrence simple, on a ∀n ∈ N, Xn = AnX0. Comme A2 = 1

16

 9 8 8

8 9 8

8 8 9

 = A + 5

16
I3, le

polynôme X2 − X− 5

16
annule A or P = X2 − X− 5

16
=
(
X− 5

4

)(
X+ 1

4

)
est scindé à racines simples donc A

est diagonalisable. De plus, en effectuant la division euclidienne Xn = QnP + Rn avec Rn = anX+ bn, on a(
5

4

)n
= 5an

4
+ bn et

(
− 1
4

)n
= −an

4
+ bn d’où an = 2

3

((
5

4

)n
−
(
− 1
4

)n)
et bn = 1

6

((
5

4

)n
+ 5
(
− 1
4

)n)
.

Comme Xn = (anA + bnI3)X0, on a xn = an
4
(x0 + 2y0 + 2z0) + bnx0, yn = an

4
(2x0 + y0 + 2z0) + bny0

et zn = an
4
(2x0 + 2y0 + z0) + bnz0 donc, après calculs, xn = x0 + y0 + z0

3

(
5

4

)n
+ 2x0 − y0 − z0

3

(
− 1

4

)n
,

yn = x0 + y0 + z0
3

(
5

4

)n
+ −x0 + 2y0 − z0

3

(
− 1
4

)n
et xn = x0 + y0 + z0

3

(
5

4

)n
+ −x0 − y0 + 2z0

3

(
− 1
4

)n
et

on conclut avec la même discussion selon le signe de x0 + y0 + z0.� �
5.172� �Par hypothèse, P = Xp − 1 est annulateur de A. Comme P admet pour racines les p racines p-ièmes de

l’unité qui s’écrivent ωk = ωk = e
2ikπ
2p (avec ω = e

2iπ
2p ), on peut en conclure que A est diagonalisable dans

Mn(C) car le polynôme P =
p−1∏
k=0

(X−ωk) est scindé à racines simples et annulateur de A.

� �
5.173� �a. Pour λ ∈ C, par définition, on a P(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ 0 · · · 0 a0

−1
. . .

. . .
... a1

0
. . .

. . . 0
...

...
. . .

. . . λ
...

0 · · · 0 −1 λ+ an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. Dans ce déterminant, on

effectue l’opération de Gauss (transvection qui ne modifie par le déterminant) L1 ←− L1+λL2+· · ·+λn−1Ln

pour avoir P(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 λn +
n−1∑
k=0

akλ
k

−1 λ
. . .

... a1

0
. . .

. . . 0
...

...
. . .

. . . λ
...

0 · · · 0 −1 λ+ an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1

(
λn+

n−1∑
k=0

akλ
k
)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 λ 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . λ

0 · · · · · · 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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en développant selon la première ligne. Ainsi, P(λ) = (−1)n+1
(
λn +

n−1∑
k=0

akλ
k
)
(−1)n−1 = λn +

n−1∑
k=0

akλ
k.

Ainsi, comme ceci est vrai pour tout λ ∈ C, P = Xn +
n−1∑
k=0

akX
k (A est la matrice compagnon de P).

b. Comme le polynôme P est scindé sur C car C est algébriquement clos, la matrice C est trigonalisable dans

Mn(C) donc il existe une matrice inversible U ∈ GLn(C) et une matrice triangulaire supérieure de la forme

T =


λ1 ∗ · · · ∗

0 λ2
. . .

...
...

. . .
. . . ∗

0 · · · 0 λn

 telles que C = UTU−1. Par conséquent, on a classiquement Ck = UTkU−1 et,

comme Ck et Tk sont semblables, les polynômes caractéristiques de ces deux matrices sont égaux. Or, comme

Tk =


λk1 ∗ · · · ∗

0 λk2
. . .

...
...

. . .
. . . ∗

0 · · · 0 λkn

, il est clair que χTk = Pk =
n∏

i=1

(X− λki ). De plus, par stabilité de Z par somme

et produit et par définition du produit matriciel, on montre par récurrence que ∀k ∈ N, Ck ∈ Mn(Z). Ainsi,

comme le déterminant ne fait lui aussi intervenir que des sommes et des produits, il est clair que χCk ∈ Z[X].

Enfin, on a bien montré que Pk ∈ Z[X] (il est à coefficients entiers relatifs).� �
5.174� �Analyse : soit E un tel sous-espace tel que E \GLn(C) = {0}. Distinguons selon la dimension d = dim(E).

si d = 0, on a E = {0}.
si d = 1, alors E = Vect(A) est une droite avec A ̸= 0 et, comme E \ GLn(C) = {0}, on a forcément A

inversible sinon A ̸= 0 appartiendrait à E \ GLn(C) contredisant l’hypothèse.
si d > 2, E contient au moins un plan F = Vect(C,D) avec (C,D) libre. Comme avant, les matrices non

nulles C et D sont forcément inversibles puisque sinon l’une d’entre elles ferait partie de E\GLn(C)

contredisant l’hypothèse. Soit λ ∈ C et A = λC−D, det(A) = det(λC−D) = det(C(λIn−C−1D))

donc det(A) = det(C)det(λIn − C−1D) = det(C)χM(λ) où M = C−1D. Or le polynôme χM est

scindé dans C[X] par le théorème de d’Alembert-Gauss car deg(χM) = n > 1, il existe donc

λ0 ∈ C tel que χM(λ0) = 0 ce qui montre que la matrice A = λ0C−D n’est pas inversible puisque

det(A0) = 0. Ainsi, A0 /∈ GLn(C), A0 ̸= 0 car (C,D) est libre et A0 ∈ Vect(C,D) ⊂ E ce qui prouve

que A0 ∈ E \ GLn(C) et on a une contradiction.

Synthèse : réciproquement, E = {0} ou E = Vect(A) avec A inversible vérifient la condition E\GLn(C) = {0}

car si M = αA avec α ̸= 0, on a det(M) = det(αA) = αndet(A) ̸= 0 donc M ∈ GLn(C).

Par double implication, les seuls sous-espaces E de Mn(R) tel que E \GLn(C) = {0} sont le sous-espace {0}

réduit au vecteur nul (de dimension 0) ou toutes les droites Vect(A) avec A inversible (de dimension 1).

La situation est différente sur le corps R, il peut y avoir des plans de matrices où seule la matrice nulle est

non inversible. Par exemple, si n = 2 et E = Vect(I2, R) avec R =

(
0 −1
1 0

)
, alors dim(E) = 2 et, si M ∈ E

et M ̸= 0, on a M = xI2 + yR =

(
x −y
y x

)
avec (x, y) ̸= (0, 0) et det(M) = x2 + y2 > 0 donc M ∈ GL2(R).� �

5.175� �a. • Si n est pair, en notant 2p = deg(P) et P =
2p∑
k=0

akX
k avec a2p ̸= 0, on a P(x) ∼

x→±∞
a2px

2p donc
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lim
x→±∞

P(x) = +∞ si a2p > 0 et lim
x→±∞

P(x) = −∞ si a2p < 0. Supposons a2p > 0 (le cas a2p < 0 se traite en

remplaçant P par −P) de sorte que lim
x→±∞

P(x) = +∞. Par définition de la limite, pour ε = 1 par exemple, il

existe a < 0 tel que ∀x 6 a, P(x) > 1 et il existe b > 0 tel que ∀x > b, P(x) > 1. Comme P est continue sur le

segment [a; b], elle y est bornée et y atteint sa borné inférieure m = Min
x∈[a;b]

P(x). En posant c = Min(1,m),

on a ∀x ∈ R, P(x) > c puisque P(x) > 1 > c si x ∈] −∞;a] ∪ [b; +∞[ et P(x) > m > c si x ∈ [a; b]. Ainsi,

P(R) ⊂ [c; +∞[ donc P n’est pas surjective de R dans R.

• Si n est impair, en notant 2p+1 = deg(P) et P =
2p+1∑
k=0

akX
k avec a2p+1 ̸= 0, on a P(x) ∼

x→±∞
a2p+1x

2p+1 ce

qui prouve que lim
x→+∞

P(x) = +∞ et lim
x→−∞

P(x) = −∞ si a2p+1 > 0 et lim
x→+∞

P(x) = −∞ et lim
x→−∞

P(x) = +∞

si a2p+1 < 0. Supposons que a2p+1 > 0 (l’autre cas est symétrique), soit x ∈ R, il existe (a, b) ∈ R2 tels

que ∀y 6 a, P(y) 6 x− 1 (car lim
x→+∞

P(x) = +∞) et ∀y > b, P(y) > x+ 1 (car lim
x→−∞

P(x) = −∞). Comme

P(a) 6 x 6 P(b), par le théorème des valeurs intermédiaires, ∃z ∈ R tel que P(z) = x. Ainsi, P est surjective.

Par conséquent, P est surjective de R dans R si et seulement son degré est impair.

b. Si deg(P) 6 0, P est constant donc P n’est pas injectif. Supposons maintenant P non constant donc

deg(P′) > 0, c’est-à-dire P′ ̸= 0. Comme P est continue sur un intervalle, on sait d’après le cours que

P est injective si et seulement si P est strictement monotone. Décomposons le polynôme P′ en produit de

polynômes irréductibles de R[X] en écrivant P = λ
r∏

k=1

(X−αk)
2mk

s∏
k=1

(X−βk)
2nk+1

t∏
k=1

(X2+akX+bk)
pk où

λ ̸= 0, (r, s, t) ∈ N3, α1, · · · , αr sont les racines réelles de P′ de multiplicités paires 2m1, · · · , 2mr, β1, · · · , βs

les racines réelles de P′ de multiplicités impaires et X2+a1X+b1, · · · , X2+atX+bt les diviseurs irréductibles

de degré 2 (avec ak, bk réels et a2k − 4bk < 0). Si on avait s > 1, alors P′ changerait de signe au voisinage de

β1, ce qui contredirait la monotonie de P′. Réciproquement, si s = 0, P′ est du signe de λ ̸= 0 sur R et ne

s’annule qu’en des points isolés (pas sur un vrai intervalle), et ceci montre que P est bien injective sur R.

Par conséquent, P est injective sur R si et seulement si P′ n’a aucune racine réelle de multiplicité impaire.

c. Soit P ∈ R[X] tel que deg(P) > 2. Traitons plusieurs cas :

• si P admet deux racines réelles distinctes α et β, alors P = (X− α)(X− β)Q avec Q ∈ R[X], et on a

donc P(A) = f(A) = f(B) = P(B) = 0 si A = αI2 et B = βI2. Comme A ̸= B, f n’est pas injective.

• si P admet une racine double réelle α, alors P = (X−α)2Q avec Q ∈ R[X], si A = αI2 et B = αI2+E1,2,

on a P(A) = f(A) = f(B) = P(B) = 0 car E21,2 = 0. Comme A ̸= B, f n’est pas injective.

• si P admet une racine complexe non réelle z = z1 + iz2 (avec z2 ̸= 0), donc que P = (X2 + aX+ b)Q

avec (a, b) ∈ R2 tel que a2 − 4b < 0 et Q ∈ R[X] et z2 + az + b = 0, en posant A =

(
z1 −z2
z2 z1

)
(analogue des matrices de rotations), on a A2 =

(
z21 − z22 −2z1z2
2z1z2 z21 − z22

)
donc A2 + aA + bI2 = 0 car

z21 − z22 + 2iz1z2 + az1 + iaz2 + b = 0. De même, B2 + aB + bI2 = 0 si B =

(
z1 z2

−z2 z1

)
. Ainsi,

P(A) = f(A) = f(B) = P(B) = 0 et, comme A ̸= B, f n’est pas injective.

Comme tout polynôme de R[X] de degré supérieur ou égal à 2 est de l’une des trois formes précédentes, on
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en déduit que si deg(P) > 2, l’application f : M2(R)→ M2(R) définie par f(M) = P(M) n’est pas injective.

d. À faire.� �
5.176� �a. Comme χA ∈ C[X] est scindé d’après le théorème de d’Alembert-Gauss, on sait que A est trigonal-

isable et semblable à D = diag(λ1, · · · , λ1, · · · , λp, · · · , λp) où chaque valeur propre λi est répétée ni fois si

ni est la multiplicité de λi dans le polynôme χA. Pour k ∈ N, la matrice Ak est semblable à la matrice

Dk donc Tr (Ak) =
p∑

i=1

niλ
k
i = n1λ

k
1

(
1+

p∑
i=2

ni

n1

(
λi
λ1

)k)
. Par hypothèse, lim

k→+∞

(
1+

p∑
i=2

ni

n1

(
λi
λ1

)k)
= 1 car

∀i ∈ [[2; p]],
∣∣∣ λi
λ1

∣∣∣ < 1 donc ∃k0 ∈ N, ∀k > k0,

∣∣∣ p∑
i=2

ni

n1

(
λi
λ1

)k∣∣∣ 6 1

2
ce qui prouve que ∀k > k0, Tr (A

k) ̸= 0.

Alors, pour k > k0, tk =
Tr (Ak+1)

Tr (Ak)
est bien défini.

On a même Tr (Ak) ∼
+∞

n1λ
k
1 donc tk ∼

+∞

n1λ
k+1
1

n1λ
k
1

= λ1 ce qui prouve que lim
k→+∞

tk = λ1.

b. Prenons par exemple n = p = 2 avec A =

(
1 0

0 −1

)
. Il est clair que Sp(A) = {−1, 1} avec A2k = I2 et

A2k+1 = A. Ainsi, comme Tr (A) = 0, on ne peut pas définir tk si k est impair.

Cela vient du fait que, dans ce cas particulier, |λ1| = |1| = 1 = | − 1| = |λ2|.

c. On a χA =

∣∣∣∣∣∣
X− 1 0 0

2 X− 3 −1
−4 4 X+ 1

∣∣∣∣∣∣ = (X − 1)
∣∣∣∣X− 3 −1

4 X+ 1

∣∣∣∣ = (X − 1)
[
(X − 3)(X + 1) − 4

]
= (X − 1)3

donc Sp(A) = {1} et on n’est pas dans le cas de la question a.. Comme A − I3 =

 0 0 0

−2 2 1

4 −4 −2

, on a

rang (A− I3) = 1 donc dim(Ker (A− I3)) = 2 d’après la formule du rang et, clairement, E1(A) = Vect(v1, v2)

en posant v1 = (1, 1, 0) et v2 = (0, 1,−2). Comme E1(A) ̸= C3, A n’est pas diagonalisable mais elle est

trigonalisable car χA est scindé (dans R[X] et dans C[X]). Cherchons un vecteur v3 tel que Av3 = v2 + v3,

ou encore (A − I3)v3 = v2 et on constate sur la troisième colonne de la matrice ci-dessus que v3 = (0, 0, 1)

convient. Comme v3 /∈ E1(A) = Vect(v1, v2), on a (v1, v2, v3) libre donc B = (v1, v2, v3) est une base de

C3 et, par construction, MatB(f) = T si f est l’endomorphisme canoniquement associé à A. Par formule de

changement de base, avec P =

 1 0 0

1 1 0

0 −2 1

 la matrice de passage de la base canonique à B, on a A = PTP−1

donc A et T sont semblables.

d. Comme T = I3+E2,3 et I3E2,3 = E2,3I3, par le binôme de Newton, on a Tk = (I3+E2,3)
k =

k∑
i=0

(
k

i

)
Ei2,3.

Mais E22,3 = 0 donc Tk = I3 + kE2,3. Comme Ak = PTkP−1, on a Ak = P(I3 + kE2,3)P
−1 = I3 + kPE2,3P

−1.

Mais E2,3 = T − I3 donc PE2,3P
−1 = P(T − I3)P−1 = A − I3, ce qui montre que lim

k→+∞
Ak

k
= A − I3 car on

a Ak

k
=
I3 + k(A− I3)

k
= A − I3 + I3

k
. On pouvait directement effectuer le binôme avec A = I3 + (A − I3)

sachant que les matrices I3 et A− I3 commutent et que A− I3 est nilpotente d’indice 2.� �
5.177� �a. Si P ∈ R[X], par composition, P(X+1) est aussi un polynôme réel. De plus, si (P,Q) ∈ (R[X])2 et λ ∈ R,

alors f(λP + Q) = (λP + Q)(X + 1) = λP(X + 1) + Q(X + 1) = λf(P) + f(Q) donc f est linéaire. Ainsi, f est

bien un endomorphisme de R[X].
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b. Comme g = f− id R[X], g est aussi un endomorphisme de R[X.

• Soit P ∈ Ker(g), alors P(X+ 1) = P(X), si P admet une racine complexe α, alors P(α) = 0 = P(α+ 1) donc

α+1 est aussi racine et, par une récurrence aisée, ∀n ∈ N, α+n est racine de P ce qui donnerait une infinité

de racines pour P. NON ! Ainsi, P n’admet pas de racine complexe ce qui impose que P est constant d’après

d’Alembert-Gauss. Réciproquement, si P = λ ∈ R0[X], f(P) = P donc g(P) = 0 et P ∈ Ker(g).

• Soit Q ̸= 0 ∈ R[X] et n = deg(Q) ∈ N, si P ∈ R[X], les termes de plus haut degré de P(X+ 1) et P(X) sont

les mêmes donc deg(g(P)) < deg(P). Ainsi, l’application gn : Rn+1[X]→ Rn[X] définie par gn(P) = g(P) est

bien définie et elle est linéaire par linéarité de g. D’après la formule du rang, rang (gn)+dim(Ker(gn)) = n+2.

Or Ker(gn) = Ker(g) ∩ Rn+1[X] = R0[X] donc rang (gn) = n+ 1 ce qui montre que gn est surjective. Ainsi,

il existe un polynôme P ∈ Rn+1[X] tel que gn(P) = g(P) = Q. On peut donc conclure à la surjectivité de g.

Au final, on a Ker(g) = R0[X] et Im (g) = R[X].

c. Puisque g est surjective, gk est aussi surjective donc Im (gk) = R[X].

Pour les noyaux itérés, on effectue une récurrence sur k. Soit k ∈ N∗, supposons que Ker(gk) = Rk−1[X].

Soit P ∈ Rk[X], on a déjà vu que deg(g(P)) < deg(P) donc g(P) ∈ Rk−1[X], ce qui, par hypothèse de

récurrence, montre que g(P) ∈ Ker(gk), donc que P ∈ Ker(gk+1). Réciproquement, soit P ∈ Ker(gk+1), ceci

s’écrit aussi gk(g(P)) = 0 donc g(P) ∈ Ker(gk) = Rk−1[X]. Si P non constant, en écrivant P =
d∑

i=0

aiX
i

avec deg(P) = d > 1 donc ad ̸= 0, g(P) = P(X+ 1)− P(X) =
d∑

i=0

ai(X+ 1)i −
d∑

i=0

aiX
i =

d∑
i=0

ai

( i−1∑
j=0

(
i

j

)
Xj
)

par le binôme de Newton donc g(P) est de degré d − 1 avec un terme en Xd−1 qui est dad ̸= 0. Ainsi,

deg(g(P)) 6 k−1 montre que deg(P) 6 k ou encore que P ∈ Rk[X]. Par double inclusion, Ker(g
k+1) = Rk[X].

Par principe de récurrence, pour tout k ∈ N∗, Ker(gk) = Rk−1[X].

d. Puisque ∀j ∈ [[0;n]], f(Xj) = (X + 1)j =
j∑

i=0

(
j

i

)
Xi, on a A =

((
j

i

))
06i,j6n

. Comme A est triangulaire

supérieure avec des 1 =

(
k

k

)
sur la diagonale, on a det(A) = 1. Ainsi, Sp(A) = {1}. Si A était diagonalisable,

elle serait semblable à la matrice diagonale n’ayant que des 1 sur la diagonale, c’est-à-dire In+1, on aurait

donc A = In+1 ce qui est faux puisque n > 1. Par conséquent, A n’est pas diagonalisable.

e. Comme B = AtA, B−1 = (tA)−1A−1 = t(A−1)A−1. Or on a clairement f−1 : P 7→ P(X−1) donc A−1 est la

matrice de la famille
(
(X−1)j

)
06j6n

écrite dans la base canonique, c’est-à-dire A−1 =
(
(−1)i+j

(
j

i

))
06i,j6n

car (X − 1)j =
j∑

i=0

(−1)j−i
(
j

i

)
Xi et (−1)j−i = (−1)j+i. Si B−1 =

(
ci,j
)
06i,j6n

, par définition du produit

matriciel ci,j =
n∑

k=0

(−1)i+k

(
i

k

)
(−1)k+j

(
j

k

)
. Comme B et B−1 sont symétriques, on peut se contenter de

ne considérer que le cas i 6 j, ci,j =
i∑

k=0

(−1)i+2k+j

(
i

k

)(
j

k

)
= (−1)i+j

i∑
k=0

(
i

k

)(
j

j− k

)
= (−1)i+j

(
i+ j

j

)
d’après la formule de Vandermonde qui se montre en identifiant le terme en Xj, par le binôme de Newton,

dans la relation
i+j∑
k=0

(
i+ j

k

)
Xk = (X+ 1)i+j = (X+ 1)i(X+ 1)j =

( i∑
k1=0

(
i

k1

)
Xk1

)( j∑
k2=0

(
j

k1

)
Xk2

)
.

Questions de cours :

• Soit X une variable aléatoire réelle positive admettant une espérance finie et ε > 0, alors l’inégalité

84



de Markov annonce que P(X > ε) 6 E(X)
ε

.

• Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre 2 et ε > 0, alors l’inégalité de

Bienaymé-Tchebychev est P(|X− E(X)| > ε) 6 V(X)
ε2

.

• Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme symétrique de E, alors χu est scindé dans R[X] et il
existe une base orthonormale de E formée par des vecteurs propres de u, en particulier l’endomorphisme

u est diagonalisable.� �
5.178� �a. L’endomorphisme nul de Mn(R) est clairement dans C car 0 = 0T .

Soit (f1, f2) ∈ C2 et (λ1, λ2) ∈ R2, alors on a λ1f1 + λ2f2 ∈ C car pour toute matrice M ∈ Mn(R),

(λ1f1 + λ2f2)(M
T ) = λ1f1(M

T ) + λ2f2(M
T ) = λ1f1(M)T + λ2f2(M)T = (λ1f1 + λ2f2)(M)T . Ainsi, C est un

sous-espace vectoriel de L(Mn(R)) donc est lui-même un espace vectoriel.

b. (=⇒) Soit f ∈ C. Soit M ∈ Sn(R), alors f(M) = f(MT ) = f(M)T car f ∈ C donc f(M) est symétrique.

Soit M ∈ Sn(R), alors f(A) = f(−AT ) = −f(AT ) = −f(A)T car f ∈ C donc f(A) est antisymétrique.

Ainsi, Sn(R) et An(R) sont stables par f.

(⇐=) Si f ∈ L(Mn(R)) est tel que Sn(R) et An(R) sont stables par f, soit une matrice M ∈ Mn(R) qu’on

décompose M = S + A avec S = M+MT

2
∈ Sn(R) et A = M−MT

2
∈ An(R), comme f est linéaire,

f(MT ) = f((S+A)T ) = f(S−A) = f(S)− f(A) et, comme f(S) = f(S)T car f(S) symétrique et f(A)T = −f(A)
car f(A) antisymétrique, on a f(MT ) = f(S)T +f(A)T = (f(S)+f(A))T = f(M)T par linéarité de la transposée.

Par double implication, f ∈ C si et seulement si Sn(R) et An(R) sont stables par f.

c. On a dim(Sn(R)) =
n(n+ 1)

2
et dim(An(R)) =

n(n− 1)
2

. Soit une base B adaptée à la décomposition

Mn(R) = Sn(R)⊕An(R), alors f ∈ C⇐⇒
(
∃(U, V) ∈ Mn(n+1)

2

(R)×Mn(n−1)
2

(R), MatB(f) =

(
U 0

0 V

))
d’après la question précédente et la traduction matricielle de ces stabilités. On peut prendre par exemple

B = (E1,1, · · · , En,n, E1,2 + E2,1, · · · , En−1,n + En,n−1, E1,2 − E2,1, · · · , En−1,n + En,n−1). On a donc défini

une application φ : Mn(n+1)
2

(R)×Mn(n−1)
2

(R)→ C par φ(U, V) = f tel que MatB(f) =

(
U 0

0 V

)
. Ce qui

précède montre que φ est un isomorphisme donc dim(C) = dim

(
Mn(n+1)

2

(R)
)
+dim

(
Mn(n−1)

2

(R)
)
et on

a donc dim(C) =
(
n(n+ 1)

2

)2
+
(
n(n− 1)

2

)2
=
n2(n2 + 1)

2
.

d. Soit n > 2 et f ∈ C l’endomorphisme de Mn(R) tel que MatB(f) = E1,2, c’est-à-dire f = φ−1(E1,2). On

a f2 = 0 alors que f ̸= 0, comme 0 est la seule valeur propre de f, on a χf = Xn2

mais rang (f) = 1 donc

dim(E0(f)) = n2 − 1 < n2 donc f n’est pas diagonalisable.� �
5.179� �a. Après calculs, on a χA =

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −3 0

−3 X+ 2 1

0 1 X− 1

∣∣∣∣∣∣ = (X−1)(X−3)(X+4) donc Sp(A) = {−4, 1, 3}. Comme

χA est scindé à racines simples, A est diagonalisable et K3 = E1(A) ⊕ E3(A) ⊕ E−4(A). On peut aussi dire

que A est symétrique et réelle donc, d’après le théorème spectral, A est diagonalisable dans M3(R), donc a

fortiori dans M3(C). De plus, si K = R, toujours avec le théorème spectral, les sous-espaces propres de A

sont des supplémentaires orthogonaux dans R3.
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On résout les trois systèmes AX = X, AX = 3X et AX = −4X avec X ∈ M3,1(K) pour trouver les trois droites

propres E1(A) = Vect(v1), E3(A) = Vect(v2) et E−4(A) = Vect(v3) avec v1 = (1, 0, 3), v2 = (3, 2,−1) et

v3 = (3,−5,−1) (on constate que ces vecteurs sont bien orthogonaux dans R3). On a donc diagonalisé A en

A = PDP−1 avec P =

 1 3 3

0 2 −5
3 −1 −1

 et D =

 1 0 0

0 3 0

0 0 −4

 par formule de changement de base.

Méthode 1: F = {0} et F = K3 sont clairement des sous-espaces de R3 stables par A et il n’y a pas d’autres

sous-espaces de R3 de dimension 0 ou 3. On sait que les droites stables sont celles qui sont engendrées par

des vecteurs donc il y a trois droites stables : F = E1(AF) ou F = E3(AF) ou F = E−4(AF). Comme, A est

symétrique, les orthogonaux des sous-espaces stables par A le sont aussi. Ainsi, il existe exactement trois

plans stables qui sont F = E1(AF)
⊥ ou F = E3(AF)

⊥ ou F = E−4(AF)
⊥, c’est-à-dire F = E3(A) ⊕ E−4(A),

F = E1(A)⊕ E−4(A) ou F = E1(A)⊕ E3(A).

Méthode 2: Soit F un sous-espace de K3 stable par A, alors A induit sur F un endomorphisme qu’on sait

être diagonalisable d’après le cours. On sait aussi que χAF
divise χA. Traitons alors plusieurs cas :

• si dim(F) = 0, alors F = {0}.

• si dim(F) = 1, alors on ne peut avoir que χAF
= X − 1 ou χAF

= X − 3 ou χAF
= X + 4 car

deg(χAF
) = 1. Comme AF est diagonalisable, F est la somme de ses sous-espaces propres et on a donc

F = E1(AF) ou F = E3(AF) ou F = E−4(AF). Mais, par exemple si χAF
= X− 1, 1 est valeur propre de

AF donc v1 ∈ F et on a F = Vect(v1) = E1(A). Ainsi, on a F = E1(A) ou F = E3(A) ou F = E−4(A).

• si dim(F) = 2, alors on ne peut avoir que χAF
= (X − 1)(X − 3) ou χAF

= (X − 1)(X + 4) ou

χAF
= (X− 3)(X+ 4) car deg(χAF

) = 2. AF est diagonalisable donc F est la somme de ses sous-espaces

propres et on a donc F = E1(A)⊕E3(A) (car v1 et v2 sont forcément dans F puisque 1 et 3 sont valeurs

propres de AF) ou F = E1(A)⊕ E−4(A) (idem v1 et v3 sont dans F) ou F = E3(A)⊕ E−4(A).

• si dim(F) = 3, alors F = K3.

La méthode 1 utilise la propriété de symétrie de A (mais seulement dans R3) alors que la méthode 2 est plus

générale pour trouver les sous-espaces stables par un endomorphisme (ou une matrice).

Réciproquement, ces huit sous-espaces de K3 sont stables par A car ils possèdent tous une base de vecteurs

propres de A. Il existe donc exactement 8 sous-espaces de K3 stables par A.

b. La matrice 0 appartient à C(A) donc C(A) ̸= ∅ et C(A) ⊂ M3(R). Si (M,N) ∈ C(A)2 et λ ∈ R, alors

A(λM+N) = λAM+AN = λMA+NA = (λM+N)A donc λM+N ∈ C(A). Ainsi, C(A) est un sous-espace

vectoriel de M3(R) donc lui-même un espace vectoriel.

De plus, A(MN) = (AM)N = (MA)N = M(AN) = M(NA) = (MN)A par associativité du produit matriciel

donc C(A) est aussi stable par produit. Comme I3 ∈ C(A), C(A) est une sous-algèbre de l’algèbre M3(R).

Méthode 1 : Soit M ∈ M3(K) et N = P−1MP, alors M ∈ C(A)⇐⇒ AM = MA ce qui donne en remplaçant

M ∈ C(A)⇐⇒ PDP−1PNP−1 = PNP−1PDP−1 ⇐⇒ DN = ND. Si on effectue les calculs ND et DN et qu’on

identifie, on trouve sans peine que M ∈ C(A)⇐⇒ N est diagonale.
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Méthode 2 : Si M ∈ C(A), les sous-espaces propres de A sont stables par M, ce qui prouve que l’on a

Mv1 ∈ Vect(v1), Mv2 ∈ Vect(v2) et Mv3 ∈ Vect(v3) donc il existe (α1, α2, α3) ∈ K3 tel que Mv1 = α1v1,

Mv2 = α2v2 et Mv3 = α3v3. Ainsi, en notant u l’endomorphisme canoniquement associé à M et que

B = (v1, v2, v3), comme N = MatB(u) = diag(α1 α2 α3), on a M = P

α1 0 0

0 α2 0

0 0 α3

 P−1.
Comme φ : U 7→ PUP−1 est clairement un automorphisme de M3(C) et que la dimension du sous-espace des
matrices diagonales vaut 3, alors dim(C(A)) = 3.

c. Si M ∈ M3(R) vérifie M2 = A, alors MA = M3 = AM donc M ∈ C(A). Ainsi, M = PD′P−1 avec

D′ ∈ M3(R) diagonale. OrM2 = A équivaut à D′2 = D ce qui est impossible car −4 < 0 ne peut être le carré

d’un réel. Par contre, pour le cas complexe, si M ∈ M3(R) vérifie M2 = A, alors MA = M3 = AM donc

M ∈ C(A). Ainsi, M = PD′P−1 avec D′ ∈ M3(C) diagonale. Or M2 = A équivaut à D′2 = D et, en écrivant

D′ = diag(α β γ), D′2 = D implique α2 = 1, β2 = 3 et γ2 = −4 et on a donc 8 matrices D′ qui conviennent,

ce sont les D′ = diag(±1 ±
√
3 ± 2i). , il existe exactement huit matrices complexes qui vérifient M2 = A,

ce sont les matrices M = Pdiag(±1 ±
√
3 ± 2i)P−1.� �

5.180� �a. Si A est diagonalisable, en notant Sp(A) = {λ1, · · · , λr}, il existe une matrice inversible P ∈ GLn(R)

et une matrice diagonale D = diag
(
λ1, · · · , λ1, · · · , λn, · · · , λn

)
∈ Mn(R) telles que A = PDP−1. Alors on

a classiquement A3 = PD3P−1 donc B = PD3P−1 + PDP−1 + PP−1 = P(D3 + D + In)P
−1 et la matrice

D′ = D3 +D+ In = diag
(
f(λ1), · · · , f(λ1), · · · , f(λn), · · · , f(λn)

)
est diagonale avec f : x 7→ x3 + x+ 1.

Or, la fonction f est dérivable sur R avec f′(x) = 3x2 + 1 > 0 donc elle y est strictement croissante et on a

clairement lim
x→+∞

f(x) = +∞ et lim
x→−∞

f(x) = −∞. On conclut avec le théorème de la bijection que f réalise

une bijection de R dans R donc que le spectre de B contient autant de valeurs propres que celui de A,

c’est-à-dire qu’on a Sp(B) = {f(λ1), · · · , f(λr)} (pas de répétition).

Soit L le polynôme d’interpolation de Lagrange de Rr−1[X] tel que ∀k ∈ [[1; r]], L(f(λk)) = λk ; on sait

que L =
r∑

k=1

λk

r∏
i=1
i ̸=k

X− f(λi)
f(λk)− f(λi)

(voilà pourquoi on a besoin de l’injectivité de f sur R) mais l’expression

importe peu ! Alors L(B) = PL(D′)P−1 = Pdiag
(
L(f(λ1)), · · · , L(f(λ1)), · · · , L(f(λn)), · · · , L(f(λn))

)
P−1 ce qui

donne L(B) = PDP−1 = A comme attendu.

b. Si n = 1, A = (a) et B = (b) avec b = f(a) = a3 + a + 1 ((a, b) ∈ C2), on peut écrire A comme un

polynôme en B en écrivant A = U(B) avec, par exemple, U = X− b+ a.

Dès que n > 2, comme la fonction polynomiale f est non injective de C dans C même si elle reste surjective

d’après le théorème de d’Alembert-Gauss, il va y avoir du changement. Le polynôme Q = X3 + X + 1

(associé à la fonction polynomiale f) admet trois racines complexes. Comme Q′ = 3X2 + 1 s’annule en ± i√
3

et que ces deux valeurs ne sont pas des racines de Q, Q n’admet que des racines simples α, β et γ (avec

γ = β). Posons par exemple A = diag(α, β, α, α, · · · , α) (matrice diagonale avec un mélange des racines de

Q). Alors B = diag(Q(α), Q(β), Q(α), · · · , Q(α)) = 0 et, quel que soit le polynôme U =
+∞∑
k=0

akX
k ∈ C[X], on

a donc U(B) = a0In ̸= A car α ̸= β.

Ainsi, on peut trouver des matrices diagonalisables A ∈ Mn(C) avec n > 2 telles qu’en posant B = A3+A+In,
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la matrice A ne puisse pas s’exprimer comme un polynôme en B.� �
5.181� �• Si n = 1 et A = (a) ̸= 0, B = (b) ̸= 0, alors ABAB = (a2b2) ̸= 0. Rien à signaler.

• Si n = 2 et A ̸= 0, B ̸= 0 telles que ABAB = 0, alors la matrice AB est nilpotente d’indice inférieur ou égal

à 2. Mais on a aussi (BA)3 = BABABA = B(ABAB)A = B0A = 0 donc BA est aussi nilpotente. Comme X3

est annulateur de BA, on sait d’après le cours que Sp(BA) ⊂ {0} car 0 est la seule racine de X3. Mais comme

le spectre complexe est non vide d’après d’Alembert-Gauss, on a donc SpC(BA) = {0} ce qui montre que

χBA = X2. D’après le théorème de Cayley-Hamilton, on a donc (BA)2 = 0 donc BABA = 0.

• Si n = 3 et A ̸= 0, B ̸= 0 telles que ABAB = 0, alors AB est nilpotente et, comme avant BA l’est aussi. Mais

la même démarche conduit à (BA)3 = 0 et on est bloqué ! On va construire un exemple tel que l’indice de

nilpotente de AB soit 2, et celui de BA soit supérieur ou égal à 3. Soit N =

 0 1 0

0 0 1

0 0 0

 = E1,2 + E2,3, alors

N2 = E1,3 ̸= 0 et N3 = 0 donc N est nilpotente d’indice 3. On cherche A et B non nulles dans M3(R) telle

que BA = N alors que (AB)2 = 0. Si on prend A = N = E1,2 + E2,3 et B =

 1 0 0

0 1 0

0 0 0

 = E1,1 + E2,2 = N′,

alors on a comme attendu BA = N et AB =

 0 1 0

0 0 0

0 0 0

 = E1,2 donc BABA = E1,3 ≠ 0 alors que ABAB = 0.

• Si n > 4, on construit par blocs A =

(
N 0

0 0n−3

)
et B =

(
N′ 0

0 0n−3

)
et on a comme dans le cas n = 3,

par des calculs par blocs, AB = E1,2, BABA = E1,3 ̸= 0 alors que ABAB = 0.

Au final : si (A, B) ∈ Mn(R)2 et A ̸= 0, B ̸= 0 et ABAB = 0 alors on ne peut pas avoir n = 1, on peut

conclure que BABA = 0 si n = 2 et on ne peut rien conclure sur la valeur de BABA si n > 3.� �
5.182� �a. u et v ont bien de Mn(R) dans lui-même et sont clairement linéaires. Ainsi, u et v sont des endomor-

phismes de Mn(R). Pour M ∈ Mn(R), on a u2(M) = u(u(M)) = u(MA) = (MA)A =MA2 =MA = u(M).

Ainsi, u est aussi un projecteur ce qui prouve que u est diagonalisable car le polynôme scindé à racines

simples P = X(X− 1) = X2 − X annule u. De même, v2 = v donc v est aussi diagonalisable.

b. Soit λ ∈ R et M ̸= 0 ∈ Mn(R) tels que w(M) = AM −MA = λM (E). En multipliant par A à gauche

(resp à droite), comme A2 = A, on a AM− AMA = λAM (1) (resp. AMA−MA = λMA (2)). Avec (1) et

(2), on a AMA = (1− λ)AM = (1+ λ)MA. Si λ ̸= 1, alors AM = 1+ λ

1− λMA donc, en reportant dans (E), on a

1+ λ

1− λMA−MA = 2λ

1− λMA = λM d’oùMA = 1− λ
2

M (3) si λ ̸= 0 et AM = 1+ λ

2
M (4). En multipliant (3)

par A à droite, comme A2 = A, il vient MA = 1− λ
2

MA donc MA = 0 si 1 ̸= 1− λ
2

, c’est-à-dire si λ ̸= −1.

Ainsi, si λ /∈ {−1, 0, 1}, MA = 0 donc AM = 0 et w(M) = AM−MA = 0 = λM ; NON car λ ̸= 0 et M ̸= 0.

Par conséquent, les valeurs propres de w ne peuvent être que −1, 0 ou 1.

c. Comme Sp(w) ⊂ {−1, 0, 1}, on est amené à évaluer P(w) si P = (X + 1)X(X − 1) = X3 − X. Pour une

matrice M ∈ Mn(R), w2(M) = w(AM−MA) = A(AM−MA)− (AM−MA)A = AM− 2AMA+MA donc

w3(M) = w(AM − 2AMA +MA) = A(AM − 2AMA +MA) − (AM − 2AMA +MA)A et, en développant,

w3(M) = AM− 2AMA+ AMA− AMA+ 2AMA−MA = AM− 2AMA+MA = w(M). On a bien w3 = w
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donc le polynôme scindé à racines simples P annule w ce qui prouve que w est diagonalisable.� �
5.183� �a. Si f ∈ E, par opérations, comme x 7→ x

2
et x 7→ x+ 1

2
sont de classe C∞ de [0; 1] dans [0; 1], la

fonction T(f) est bien définie et de classe C∞ sur [0; 1] donc T(f) ∈ E. Pour (f, g) ∈ E2 et λ ∈ R, on calcule

∀x ∈ [0; 1], T(λf+g)(x) = 1

2

(
(λf+g)

(
x

2

)
+(λf+g)

(
x+ 1

2

))
= λ

2

(
f

(
x

2

)
+f
(
x+ 1

2

))
+ 1

2

(
g

(
x

2

)
+g
(
x+ 1

2

))
ce qui donne T(λf+ g)(x) = λT(f)(x)+ T(g)(x) donc T(λf+ g) = λT(f)+ T(g) : T est en endomorphisme de E.

b. Pour f ∈ E et x ∈ [0; 1], T2(f)(x) = T(T(f))(x) = 1

2

(
T(f)

(
x

2

)
+ T(f)

(
x+ 1

2

))
et, par définition de T(f), on

a T2(f)(x) = 1

2

(
1

2

(
f

(
x

4

)
+ f

(
x+ 1

4

))
+ 1

2

(
f

(
x+ 2

4

)
+ f

(
x+ 3

4

)))
ce qui donne l’initialisation suivante :

T2(f)(x) = 1

4

(
f

(
x

4

)
+ f

(
x+ 1

4

)
+ f

(
x+ 2

4

)
+ f

(
x+ 3

4

))
.

Soit n > 1 tel que ∀f ∈ E, ∀x ∈ [0; 1], Tn(f)(x) = 1

2n

2n−1∑
k=0

f

(
x+ k

2n

)
. Par définition, comme Tn+1 = Tn◦T , on

obtient Tn+1(f)(x) = Tn(T(f))(x) = 1

2n

2n−1∑
k=0

T(f)
(
x+ k

2n

)
par hypothèse de récurrence puis, par définition de

T , Tn+1(f)(x) = 1

2n+1

2n−1∑
k=0

(
f

(
x+ k

2n+1

)
+f
(
x+ k+ 2n

2n+1

))
= 1

2n+1

2n−1∑
k=0

f

(
x+ k

2n+1

)
+ 1

2n+1

2n−1∑
k=0

f

(
x+ k+ 2n

2n+1

)
.

En posant j = k+2n dans la seconde somme, on a
2n−1∑
k=0

f

(
x+ k+ 2n

2n+1

)
=

2n+1−1∑
k=2n

f

(
x+ j

2n+1

)
donc, en changeant

j en k et en regroupant les deux sommes, on arrive bien à Tn+1(f)(x) = 1

2n+1

2n+1−1∑
k=0

f

(
x+ k

2n+1

)
.

Par principe de récurrence, ∀f ∈ E, ∀n ∈ N, ∀x ∈ [0; 1], Tn(f)(x) = 1

2n

2n−1∑
k=0

f

(
x+ k

2n

)
, cette formule étant

même valable quand n = 0 car T0(f)(x) = f(x) = 1

20

20−1∑
k=0

f

(
x+ k

20

)
puisque T0 = id E.

c. Pour n ∈ N∗, posons la somme de Riemann Rn(f) =
1− 0
n

n−1∑
k=0

f

(
0 + k1− 0

n

)
associée à f : [0; 1] → R

continue. D’après un théorème du cours, lim
n→+∞

Rn(f) =
∫ 1

0
f(t)dt. D’après b., Tn(f)(0) = R2n(f). Comme

(R2n(f))n∈N est une suite extraite de (Rn(f))n∈N∗ , on a donc lim
n→+∞

Tn(f)(0) =
∫ 1

0
f(t)dt.

d. Pour x ∈ [0; 1] et n ∈ N, Tn(f)(x) − Tn(f)(0) = 1

2n

2n−1∑
k=0

(
f

(
x+ k

2n

)
− f
(
x+ k

2n

))
donc, par inégalité

triangulaire, |Tn(f)(x)− Tn(f)(0)| 6 1

2n

2n−1∑
k=0

∣∣∣f(x+ k

2n

)
− f
(
k

2n

)∣∣∣. Or, par inégalité des accroissements finis,

en posant M = ||f′||∞,[0;1] qui existe puisque la fonction f′ est continue sur le segment [0; 1] d’après le

théorème des bornes atteintes, on a
∣∣∣f(x+ k

2n

)
− f
(
k

2n

)∣∣∣ 6 Mx

2n
. Ainsi, |Tn(f)(x)− Tn(f)(0)| 6 2nMx

22n
6 M

2n
.

Ainsi, lim
n→+∞

(Tn(f)(x)−Tn(f)(0)) = 0 dont on déduit que ∀x ∈ [0; 1], lim
n→+∞

Tn(f)(x) =
∫ 1

0
f(t)dt en écrivant

Tn(f)(x) =
(
Tn(f)(x) − Tn(f)(0)

)
+ Tn(f)(0). On peut donc affirmer que la suite de fonctions (Tn(f))n∈N

converge simplement vers la fonction constante c : x 7→
∫ 1

0
f(t)dt sur [0; 1]. D’ailleurs, avec ce qui précède,

|Tn(f)(x) − c(x)| = |Tn(f)(x) − Tn(f)(0) + Tn(f)(0) − c(x)| 6 |Tn(f)(x) − Tn(f)(0)| + |Tn(f)(0) − c(x)| donc
|Tn(f)(x) − c(x)| 6 M

2n
+
∣∣∣Tn(f)(0) − ∫ 1

0
f(t)dt

∣∣∣. Ainsi, ||Tn(f) − c||∞,[0;1] 6 M

2n
+
∣∣∣Tn(f)(0) − ∫ 1

0
f(t)dt

∣∣∣ et
lim

n→+∞

(
M

2n
+
∣∣∣Tn(f)(0)− ∫ 1

0
f(t)dt

∣∣∣) = 0 donc (Tn(f))n∈N converge uniformément vers c sur [0; 1].
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e. Si 1 est la fonction constante égale à 1 sur [0; 1], T(1) = 1 donc, comme 1 ̸= 0, 1 est valeur propre

de T . Soit f ∈ E1(T), alors T(f) = f donc, par une récurrence simple, on a ∀n ∈ N, Tn(f) = f. Ainsi,

∀x ∈ R, f(x) = lim
n→+∞

Tn(f)(x) =
∫ 1

0
f(t)dt ce qui prouve que f est constante. Ainsi, E1(T) = Vect(1).

f. Soit k ∈ R tel que |k| > 1. Supposons qu’il existe f ∈ E telle que T(f) = kf. Par une autre récurrence

simple, pour x ∈ [0; 1], il vient ∀n ∈ N, Tn(f) = knf(x). Comme (Tn(f)(x))n∈N converge d’après d. et

que (kn)n∈N diverge, ceci impose que f(x) = 0. Seule la fonction nulle est dans Ek(f) donc k n’est pas

valeur propre de f si |k| > 1. Par le même argument, comme ((−1)n)n∈N diverge, on en déduit aussi que

E1(T) = {0} donc que −1 n’est pas valeur propre de T .

g. Pour f ∈ E et x ∈ [0; 1], on a T(f)′(x) = 1

4

(
f′
(
x

2

)
+ f′

(
x+ 1

2

))
=
T(f′)(x)

2
donc T(f)′ =

T(f′)
2

. Soit

f ∈ E1/2(T), alors T(f) = f

2
donc f′

2
= T(f)′ =

T(f′)
2

et T(f′) = f′ ce qui, d’après e., montre que f′ est

constante. Ainsi, f est une fonction affine. Réciproquement, si on pose f : x 7→ ax + b, alors f ∈ E et

∀x ∈ [0; 1], T(f)(x) = 1

2

(
ax

2
+ b+ ax+ 1

2
+ b

)
= ax

2
+ a

4
+ b = ax+ b

2
=
f(x)
2

si et seulement si a+ 2b = 0

ce qui montre que f(x) = b(1− 2x). Ainsi, E1/2(T) = Vect(g) avec g : x 7→ 1− 2x et 1
2
∈ Sp(T).� �

5.184� �a. g est bien définie par définition de l’image de f. De plus, g est linéaire car f l’est.

• Soit x ∈ Ker(g), alors x ∈ H et g(x) = f(x) = 0 donc x ∈ Ker(f). Comme H ∩ Ker(f) = {0}, on a

x = 0 ce qui montre que Ker(g) = {0}. Ainsi, g est injective.

• Bien sûr, on n’utilise pas la formule du rang pour montrer la surjectivité car on est en train de prouver

le théorème du rang. Soit y ∈ Im (f), alors il existe x ∈ E tel que y = f(x). Comme E = H+ Ker(f), il

existe a ∈ H et b ∈ Ker(f) tels que x = a + b. Ainsi, y = f(a + b) = f(a) + f(b) = f(a) = g(a) donc

y ∈ Im (g). Ainsi, g est surjective.

L’application g : H→ Im (f) définie par g(x) = f(x) est un isomorphisme.

b. Posons r = rang (f), alors dim(H) = dim(Im (f)) = rang (f) = r. Soit une base B′1 = (v1, · · · , vr) de

H, alors B′ = (f(v1), · · · , f(vr)) est une base de Im (f) avec la question a.. On complète pour avoir une

B2 = (f(v1), · · · , f(vr), wr+1, · · · , wn) de Cn. Soit (vr+1, · · · , vn) une base de Ker(f), comme E = H⊕ Ker(f),

B1 = (v1, · · · , vr, vr+1, · · · , vn) est une autre base de Cn. Par construction , l’image des r premiers vecteurs de

B1 donne les r premiers vecteurs de B2 et celle des n−r derniers donne 0 donc MatB1,B2
(f) =

(
Ir 0

0 0

)
= Jr.

c. Si u est l’endomorphisme canoniquement associé à C, si P est la matrice de passage de la base canonique

de Cn à B2 et Q la matrice de passage de B1 à la base canonique de Cn, par formule de changement de

base, Mat can(u) = C = PJrQ = PMatB1,B2
(u)Q.

d. Par hypothèse, avec les notations de la question c., on a APJrQ = PJrQB donc (P−1AP)Jr = Jr(QBQ
−1).

En posant A′ = P−1AP et B′ = QBQ−1B, on a A′Jr = JrB
′ et, comme A et A′ (resp. B et B′) sont semblables,

on a χA = χA′ (resp. χB = χB′). Écrivons A′ =

(
A1 A2

A3 A4

)
et B′ =

(
B1 B2

B3 B4

)
(avec les mêmes tailles

des blocs que pour Jr), de sorte que A′Jr = JrB
′ se transforme en

(
A1 0

A3 0

)
=

(
B1 B2

0 0

)
donc A1 = B1,
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A3 = 0 et B2 = 0. La matrice A′ =

(
A1 A2

0 A4

)
est triangulaire par blocs donc χA′ = χA = χA1

χA4
. De

même, comme B′ =

(
B1 0

B3 B4

)
, on a χB′ = χB = χA1

χB4
= χB1

χB4
. Comme le polynôme χA1

est de degré

r et qu’il est en facteur de χA et de χB, A et B admettent au moins r valeurs propres en commun (comptées

avec leurs ordres de multiplicité).

e. Si AC = CB et que rang (C) = n, alors C est inversible donc A = CBC−1, A et B sont semblables donc

χA = χB et A et B admettent exactement n valeurs propres en commun.� �
5.185� �a. En développant par rapport à la première ligne, χA =

∣∣∣∣∣∣
X− 1 0 0

−1 X− 2 −1
−2 2 X+ 1

∣∣∣∣∣∣ = (X− 1)
∣∣∣∣X− 2 −1

2 X+ 1

∣∣∣∣
donc χA = (X− 1)

[
(X− 2)(X+ 1) + 2

]
= X(X− 1)2. Ainsi, Sp(A) = {0, 1}. Deux méthodes :

• Comme A(A − I3) = A2 − A =

 1 0 0

5 2 1

−2 −2 −1

 −
 1 0 0

1 2 1

2 −2 −1

 =

 0 0 0

4 0 0

−4 0 0

 ̸= 0, d’après

le cours, la matrice A n’est pas diagonalisable.

• Comme A− I3 =

 0 0 0

1 1 1

2 −2 −2

 est de rang 2, on a dim(E1(A)) = 3− rang (A− I3) = 1 < 2 avec

la formule du rang donc A n’est pas diagonalisable.

b. Comme χA est scindé dans R[X], on sait d’après le cours que A est trigonalisable dans M3(R) d’où

l’existence de P ∈ GL3(R) et de T ∈ M3(R) triangulaire supérieure telles que A = PTP−1.

c. Il est clair que v1 = (0, 1,−2) ∈ Ker(A) = E0(A) et que v2 = (0, 1,−1) ∈ Ker(A−I3) = E1(A). Étant donnée

la matrice T , on cherche un vecteur v3 tel que Av3 = −3v1+4v2+v3, ou (A−I3)v3 = −3v1+4v2 = (0, 1, 2) et la

première colonne de A− I3 nous permet de prendre v3 = (1, 0, 1). Ainsi, en posant B = (v1, v2, v3), on vérifie

facilement que B est une base de R3 et, par formule de changement de base, en notant P =

 0 0 1

1 1 0

−2 −1 0

 la

matrice de passage de la base canonique de R3 à B et T =

 0 0 −3
0 1 4

0 0 1

, on a A = PTP−1 car T = MatB(f)

si f est canoniquement associé à A.

d. Pour N =

a b c

d e f

g h i

, on a NT =

 0 b c− 3a+ 4b

0 e f− 3d+ 4e

0 h i− 3g+ 4h

 et TN =

 −3g 3h −3i
d+ 4g e+ 4h f+ 4i

g h i

 donc

NT = TN ⇐⇒ (b = d = g = h = 0, e = i, c = 3a − 3e). Les matrices qui commutent avec T sont de la

forme N =

a 0 3a− 3e
0 e f

0 0 e

. Cet ensemble s’appelle le commutant de T , noté C(T), c’est un sous-espace

vectoriel de M3(R) (c’en est même une sous-algèbre). D’après l’expression précédente, dim(C(T)) = 3 car

C(T) = Vect(N1, N2, N3) avec N1 =

 1 0 3

0 0 0

0 0 0

, N2 =

 0 0 −3
0 1 0

0 0 1

, N3 =

 0 0 0

0 0 1

0 0 0

 et que la famille

(N1, N2, N3) est clairement libre.

e. Soit M ∈ M3(R) et N = P−1MP. Alors M ∈ C(A) ⇐⇒ AM = MA ⇐⇒ APNP−1 = PNP−1A donc

M ∈ C(A) ⇐⇒ P−1APN = NP−1AP ⇐⇒ DN = ND ⇐⇒ (∃(α, β, γ) ∈ R3, M = P(αN1 + βN2 + γN3)P
−1).
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Ainsi, on a C(A) = Vect(M1,M2,M3) où M1 = PN1P
−1, M2 = PN2P

−1 et M3 = PN3P
−1. Comme

(M1,M2,M3) est libre car image de (N1, N2, N3) par l’automorphisme φ : N 7→ PNP−1, dim(C(A)) = 3.� �
5.186� �a. Pour P ∈ R[X], le polynôme

(
(αX+ β)P

)′
est bien défini donc φ l’est aussi. De plus, si (P,Q) ∈ (R[X])2

et λ ∈ R, on a φ(λP+Q) =
(
(αX+β)(λP+Q)

)′
=
(
λ(αX+β)P+(αX+β)Q)

)′
= λ
(
(αX+β)P

)′
+
(
(αX+β)Q

)′
par linéarité de la dérivation donc φ est bien un endomorphisme de R[X].

b. Méthode 1 : soit λ ∈ R et P ∈ R[X], alors φ(P) = λP ⇐⇒ αP + (αX+ β)P′ = λP. Traitons deux cas :

• si λ = α, on a φ(P) = αP ⇐⇒ (αX+ β)P′ = 0⇐⇒ P′ = 0 car αX+ β ̸= 0 donc Eα(φ) = Vect(1) et α

est bien valeur propre de φ.

• si λ ̸= α, on a φ(P) = λP ⇐⇒ (λ− α)P = (αX+ β)P′ (R). Si P de degré n ∈ N vérifie cette relation,

en identifiant le terme en Xn dans (R), on trouve λ− α = αn donc λ = (n+ 1)α. Réciproquement, si

λ = (n+ 1)α et nαP = (αX+ β)P′ et si z est une racine d’ordre r > 1 de P de degré n, si on suppose

que z ̸= −β
α
, alors z est racine d’ordre r de nαP et d’ordre r − 1 de (αX + β)P′ ce qui est absurde.

Ainsi, la seule racine possible de P est −β
α

donc P = k(αX + β)n où kαn est le coefficient dominant

de P. On vérifie que φ
(
(αX+ β)n

)
= (n+ 1)α(αX+ β)n = (n+ 1)αP donc P est vecteur propre de φ

associé à la valeur propre (n+ 1)α.

Les deux cas se confondent en une même conclusion, Sp(φ) = αN∗ = {α, 2α, · · ·} et, pour tout entier naturel

n, le sous-espace E(n+1)α(φ) est la droite Vect
(
(αX+ β)n

)
.

Méthode 2 : soit λ ∈ R et P ∈ R[X], alors φ(P) = λP ⇐⇒ (αX+β)P′ = (λ−α)P ce qui équivaut au fait que P

est solution sur R de l’équation différentielle (E) : (αt+β)y′−(λ−α)y = 0 qu’on résout sur I1 =
]
−∞;−β

α

[
et I2 =

]
− β

α
; +∞

[
. Comme une primitive de t 7→ λ− α

αt+ β
est t 7→ λ− α

α
ln(|αt + β|), les solutions de (E)

sur Ik sont les fonctions t 7→ Ak exp

(
λ− α
α

ln(|αt + β|)
)
= Ak|αt + β| λα−1 avec Ak ∈ R. Pour que cette

fonction soit polynomiale, il est nécessaire et suffisant que λ
α
∈ N∗ donc que λ ∈ αN∗ et, si λ = (n+1)α avec

n ∈ N, les polynômes P et Ak(αX+ β)n cöıncident sur I2 (ensemble infini) donc sont formellement égaux ce

qui prouve à nouveau que E(n+1)α = Vect((αX+ β)n).

c. Si P ∈ Rn[X], deg
(
(αX+ β)P

)
6 1+ n donc deg

(
((αX+ β)P)′

)
6 1+ n− 1 = n ce qui justifie bien que

Rn[X] est stable par φ donc que φn est bien définie. Comme B =
(
(αX + β)k

)
06k6n

est une famille libre

(de degrés échelonnés) de cardinal n+ 1 dans Rn[X], B est une base de Rn[X] constituée de vecteurs propres

de φ donc de φn. La matrice de φn dans la base B est la matrice diagonale diag(α, 2α, · · · , (n+ 1)α) donc

det(φn) = (n+ 1)!αn+1 et Tr (φn) =
(n+ 1)(n+ 2)α

2
.� �

5.187� �Soit λ ∈ Sp(M), alors χM(λ) = P(λ) = 0 donc distinguons deux cas :

• si |λ| < 1, alors comme an = 1 car χM est unitaire, on a clairement |λ| 6
n∑

k=0

|ak|.

• si |λ| > 1, on a λn = −
n−1∑
k=0

akλ
k donc, par inégalité triangulaire, il vient |λ|n 6

n−1∑
k=0

|ak||λ|k or |λ|k 6 |λ|n−1
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donc |λ|n 6 |λ|n−1
n−1∑
k=0

|ak| et il suffit de diviser par |λ| > 0 pour avoir l’inégalité |λ| 6
n−1∑
k=0

|ak| dont découle

l’inégalité |λ| 6
n∑

k=0

|ak| souhaitée.� �
5.188� �a. f est bien définie de Rn dans Rn. De plus, si λ ∈ R, x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn et y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn,

on a le calcul f(λx+ y) = λx+ y−
( n∑

k=1

(λxk + yk)
)
v = λx− λ

( n∑
k=1

xk)
)
v+ y−

( n∑
k=1

yk

)
v = λf(x) + f(y).

Ainsi, f est bien un endomorphisme de Rn.

b. Soit y ∈ Rn. Il est clair que si f(y) = y, alors y = f(y) ∈ Im (f). Réciproquement, si y ∈ Im (f), il existe

un vecteur x ∈ Rn tel que y = f(x) = x−
( n∑

k=1

xk

)
v. Par linéarité de f, f(y) = f(x)−

( n∑
k=1

xk

)
f(v). Mais,

par hypothèse, on a
n∑

k=1

vk = 1 donc f(v) = v − 1.v = 0Rn puis f(y) = x −
( n∑

k=1

xk

)
v −

( n∑
k=1

xk

)
.0Rn = y.

Par double implication, on a bien montré l’équivalence : y ∈ Im (f)⇐⇒ f(y) = y.

c. Soit y ∈ Im (f) ∩ Ker(f), alors d’après la question précédente, on a f(y) = y car y ∈ Im (f) mais aussi

f(y) = 0Rn car y ∈ Ker(f). Ainsi, y = 0Rn d’où Im (f) ∩ Ker(f) = {0Rn} et Ker(f) et Im (f) sont en somme

directe. De plus, par la formule du rang dim(Im (f)) + dim(Ker(f)) = n donc ce qui précède permet de

conclure que Rn = Im (f) ⊕ Ker(f). Ainsi, soit x = y + z ∈ Rn avec y ∈ Im (f) et z ∈ Ker(z), alors

f(x) = f(y) + 0 = y d’après b. car y ∈ Im (f) et on a alors f2(x) = f(y) = y = f(x) donc f est un projecteur.

d. Comme f(x) = x ⇐⇒
n∑

k=1

xk = 0 car v ̸= 0Rn et que φ : x 7→
n∑

k=1

xk est une forme linéaire non nulle

(φ(v) = 1 ̸= 0) sur Rn, E1(f) = Im (f) = Ker(φ) est un hyperplan de Rn. Ainsi, dim(E0(f)) = n−(n−1) = 1

et v ∈ E0(f) donc E0(f) = Ker(f) = Vect(v) est une droite.

Par conséquent, f est la projection sur l’hyperplan {(x1, · · · , xn) ∈ Rn |
n∑

k=1

xk = 0} parallèlement à la droite

Ker(v). Dans le cas particulier où n = 1, f est l’endomorphisme nul de R.� �
5.189� �a. Soit λ ∈ Sp(M) et P =

d∑
k=0

akX
k un polynôme annulateur de M. Il existe X ̸= 0 ∈ Mn,1(C) tel

que MX = λX. On montre par une récurrence simple que ∀k ∈ N, MkX = λkX. Ainsi, on peut calculer

0 = P(M)X =
d∑

k=0

akM
kX =

d∑
k=0

akλ
kX = P(λ)X = 0. Comme X ̸= 0, on a forcément P(λ) = 0.

On a re-démontré une propriété du cours : les valeurs propres de M sont des racines de P annulateur de M.

b. Si M est symétrique, M2 +M − In = 0 donc P = X2 + X − 1 annule M. Or P = (X − α)(X − β) avec

α = −1+
√
5

2
et β = −1−

√
5

2
donc P est scindé à racines simples d’où, par théorème, M est diagonalisable.

D’après la question a., on a Sp(M) ⊂ {α, β}. Comme χM est scindé car M est diagonalisable, on a donc

χM = (X − α)p(X − β)q avec p = mα(M) et q = mβ(M) et, d’après le cours, on a Tr (M) = pα + qβ et

det(M) = αpβq. Comme 0 n’est pas valeur propre de M, M est inversible.

De plus, 2Tr (M) = −p− q+ (p− q)
√
5 = −n+ (p− q)

√
5. Comme n > 0, si on avait Tr (M) = 0, on aurait

p− q ̸= 0 et
√
5 = n

p− q , ce qui montrerait que
√
5 est un rationnel : NON !

Par conséquent, Tr (M) ̸= 0 et det(M) ̸= 0 donc Tr (M)× det(M) ̸= 0.

c. Si on ne suppose plus M symétrique, on cherche un polynôme annulateur de degré supérieur. En
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transposant, on obtient (tM)2+M = In donc (In−M2)2+M− In =M4−2M2+M = 0 et Q = X4−2X2+X

annule M. Or Q = X(X− 1)(X2+X− 1) = X(X− 1)(X−α)(X−β) qui est à nouveau scindé à racines simples.

Ainsi M est encore diagonalisable.

d. Puisque (tM)2 = In−M, en passant au déterminant, on a det(t(M2)) = det(M)2 = det(In−M) = χM(1).

Ainsi, det(M) ̸= 0⇐⇒ χM(1) ̸= 0⇐⇒ (1 n’est pas valeur propre de M).

Ou encore, M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.� �
5.190� �a. L’application φ est bien définie de Kn−1[X] dans Kn et elle est clairement linéaire (il suffit de l’écrire).

Comme dim(Kn−1[X]) = dim(Kn) = n, φ est un isomorphisme si et seulement si φ est injective. Or, si

P ∈ Ker(φ), on a φ(P) = (P(λ1), · · · , P(λn)) = (0, · · · , 0) donc P(λ1) = · · · = P(λn) = 0 et λ1, · · · , λn sont des

racines de P. Il y a donc n racines distinctes d’un polynôme de degré inférieur ou égal à n, on sait d’après

le cours que ceci implique P = 0. φ est donc un isomorphisme de Kn−1[X] dans Kn.

Pour (β1, · · · , βn) ∈ Kn, l’unique polynôme P ∈ Kn−1[X] qui vérifie φ(P) = (β1, · · · , βn) s’appelle le

polynôme d’interpolation de Lagrange et on a classiquement P =
n∑

j=1

βj

n∏
i=1
i ̸=j

X− λi
λj − λi

.

b. Soit v un vecteur propre de f associé à la valeur propre λ, comme λ est valeur propre simple de f, on sait

d’après le cours que Eλ(f) = Vect(v). Alors, f
(
g(v)

)
= g

(
f(v)

)
= λg(v) donc g(v) ∈ Vect(v) = Eλ(f). Alors

∃β ∈ R, g(v) = βv donc v est un vecteur propre pour g (associé à la valeur propre β). Par conséquent, tout

vecteur propre de f est un vecteur propre de g (mais la réciproque n’est pas forcément vraie).

c. Comme f est diagonalisable puisqu’il admet n valeurs propres distinctes en dimension n, il existe une

base B = (v1, · · · , vn) composée par des vecteurs propres de f. D’après la question b., ces vecteurs sont aussi

des vecteurs propres pour g. Ainsi, B est une base de E composée de vecteurs propres communs à f et à g.

d. Avec B une des bases de codiagonalisation de la question précédente, il existe donc deux matrices

diagonales D = diag(λ1, · · · , λn) et D′ = diag(β1, · · · , βn) telles que D = MatB(f) = D et D′ = MatB(g).

Pour P ∈ Kn−1[X], on a g = P(f) ⇐⇒ D′ = P(D) ⇐⇒ (∀k ∈ [[1;n]], βk = P(λk)) ⇐⇒ (β1, · · · , βn) = φ(P).

D’après la question a., il existe un unique polynôme P ∈ Kn−1[X] qui vérifie ceci donc tel que g = P(f).

e. C(f) ⊂ L(E) et C(f) est non vide car id E ∈ C(f). De plus, si λ ∈ K et (g, h) ∈ C(f)2, alors λg + h ∈ C(f)

car f ◦ (λg+ h) = λf ◦ g+ f ◦ h = λg ◦ f+ h ◦ f = (λg+ h) ◦ f. Ainsi, C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E)

(même une sous-algèbre) et la question précédente montre que l’application ψ : Kn−1[X]→ C(f) définie par

ψ(P) = P(f) est un isomorphisme. Ainsi, dim(CR(f)) = dim(Kn−1[X]) = n.� �
5.191� �a. Soit n ∈ N∗ et A ∈ Mn(K), alors χA(A) = 0 (théorème de Cayley-Hamilton).

b. Si A et B sont semblables, il existe Q ∈ GLn(R) telle que A = QBQ−1. On montre par une récurrence

simple que ∀k ∈ N, Ak = QBkQ−1 donc, pour un polynôme P =
+∞∑
k=0

akX
k ∈ R[X], on a P(A) =

+∞∑
k=0

akA
k

donc P(A) =
+∞∑
k=0

akQB
kQ−1 = Q

( +∞∑
k=0

akB
k
)
Q−1 = QP(B)Q−1 donc P(A) et P(B) sont aussi semblables.

c. Par une récurrence simple et un calcul par blocs, on montre que ∀k ∈ N, Mk =

(
Ak kAk

0n Ak

)
. Pour
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un polynôme P =
+∞∑
k=0

akX
k ∈ R[X], on a P′ =

+∞∑
k=1

kakX
k−1 donc XP′ =

+∞∑
k=1

kakX
k =

+∞∑
k=0

kakX
k. Ainsi,

P(M) =
+∞∑
k=0

akM
k =


+∞∑
k=0

akA
k

+∞∑
k=0

kakA
k

0n

+∞∑
k=0

akA
k

 donc P(M) =

(
P(A) AP′(A)
0n P(A)

)
.

d. SiM est diagonalisable, il existe d’après le cours un polynôme scindé à racines simples P tel que P(M) = 0

donc P(A) = 0 d’après la relation de la question précédente (voir le bloc en haut à gauche par exemple).

Ainsi, le polynôme scindé à racines simples P annule A ce qui prouve que A est aussi diagonalisable.

e. Avec ce même polynôme P, on a aussi AP′(A) = 0 d’après c. donc XP′ est annulateur de A. Si λ est

une valeur propre de A, comme P et XP′ annulent A, on sait d’après le cours que P(λ) = 0 = λP′(λ). Mais

comme les racines de P sont simples par hypothèse, P et P′ n’ont pas de racine commune d’où λ = 0 et 0 est

la seule valeur propre de A. Comme A est diagonalisable et que Sp(A) = {0}, la matrice A est semblable à

la matrice nulle donc A = 0.

Réciproquement, si A = 0, alors M = 0 donc M est diagonalisable. Par conséquent, la conclusion de cet

exercice et que M =

(
A A

0n A

)
diagonalisable si et seulement si A = 0.� �

5.192� �a. La matrice M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable par le théorème spectral. Dans le

détail, si v1 = (1, 1, 1), on a Mv1 = 2v1, et M + I3 est clairement de rang 1 donc, par la formule du

rang, dim(E−1(M)) = 3 − 1 = 2. Comme E2(M) et E−1(M) sont en somme directe d’après le cours, on a

R3 = E2(M) ⊕ E−1(M) et la matrice M est diagonalisable par définition. Une base de vecteurs propres est

B = (v1, v2, v3) avec les vecteurs v1 = (1, 1, 1), v2 = (1,−1, 0) et v3 = (1, 0,−1) par exemple. Par la formule

de changement de base, si on note P =

 1 1 1

1 −1 0

1 0 −1

, on a donc M = PDP−1 avec D =

 2 0 0

0 −1 0

0 0 −1

.

b. Par définition des opérations matricielles, on a R(a, b) = aI3 + bM.

c. D’après a., M = PDP−1 donc Mn = PDnP−1 (classique). La trace des deux matrices semblables Mn et

Dn sont donc égales et un = Tr (Mn) = Tr (Dn) = 2n + 2(−1)n ∈ N et on a clairement lim
n→+∞

un = +∞.

d. R(a, b) = aI3 + bPDP
−1 = aPP−1 + bPDP−1 = P(aI3 + bD)P

−1 donc R(a, b)n = P(aI3 + bD)
nP−1. Ainsi,

vn = (a+ 2b)n + 2(a− b)n. Traitons trois cas :

• Si a + 2b ∈] − 1; 1] et a − b ∈] − 1; 1],
(
(a + 2b)n

)
n∈N et

(
(a − b)n

)
n∈N convergent et les points (a, b)

font partie d’un losange plein (avec ou sans les arêtes selon que c’est < ou 6) L = UVWX avec U = (1, 0),

V =
(
− 1

3
, 2

3
), W = (−1, 0) et X =

(
1

3
,−2
3
). Comme L ̸= ∅, il existe (a, b) ∈ L tel que (vn)n∈N converge.

• Si (a+2b ∈]−1; 1] et a−b /∈]−1; 1]) ou si (a+2b /∈]−1; 1] et a−b ∈]−1; 1]), une des suites
(
(a+2b)n

)
n∈N

et
(
(a− b)n

)
n∈N converge et l’autre diverge donc leur somme diverge et la suite (vn)n∈N diverge.

• Si a + 2b /∈] − 1; 1] et a − b /∈] − 1; 1], comme |a + 2b| = |a − b| ⇐⇒ (b = 0 ou b = −2a), on traite

à part le cas (a ∈] − ∞;−1]∪]1; +∞[ et b = 0) où la suite (vn)n∈N diverge car vn = 3an et le cas

((a ∈
]
−∞;−1

3

]
∪
]
1

3
; +∞

[
et b = −2a) où (vn)n∈N diverge car vn = (2+(−1)n)(3a)n ; sinon, les deux
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suites
(
(a+2b)n

)
n∈N et

(
(a−b)n

)
n∈N divergent et l’une d’entre elles est négligeable devant l’autre donc

leur somme diverge.

Au final, on a mieux que ce qui était demandé par l’énoncé : la suite (vn)n∈N converge si et seulement si la

couple (a, b) appartient au losange plein (avec ou sans les arêtes selon que c’est < ou 6) L = UVWX.� �
5.193� �a. Soit B0 une base fixée de E. Pour P ∈ GLn(K), soit B la base de E telle que P est la matrice de passage

de B0 à B. Par hypothèse, A = MatB0
(f) = MatB(f). Mais on sait d’après le cours que MatB(f) = P−1AP

par formule de changement de base. Ainsi, P−1AP = A donc, en multipliant par P à gauche, PA = AP.

b. Soit B ∈ Mn(K), L’application χB : λ 7→ det(λIn − B) est, d’après le cours, une fonction polynomiale de

degré n, donc ce n’est pas la fonction nulle et il existe donc une infinité de scalaires λ tel que χB(λ) ̸= 0 (c’est

même mieux que ça, χB ne s’annule qu’en un nombre fini de valeurs, les valeurs propres de B). Ainsi, pour

ces valeurs de λ, on a λIn−B qui est inversible, donc B−λIn l’est aussi. Il existe donc λ ∈ K (on peut même

choisir λ ̸= 0 mais ça n’a aucun intérêt) tel que P = B− λIn ∈ GLn(K). D’après la question précédente, on

a PA = AP donc (B− λIn)A = BA− λA = AB− λA = A(B− λIn) et, en soustrayant λA, BA = AB.

c. Pour k ∈ [[1;n]], comme Ek,kA = (δi,kak,j)16i,j6n = (δj,kai,k)16i,j6n = AEk,k d’après la question

précédente, on en déduit, pour j = k et i ̸= k, que ai,k = 0 et, pour i = k et j ̸= k, que ak,j = 0. Par

conséquent, en faisant varier k, la matrice M est diagonale.

Pour (i, j) ∈ [[1;n]]2, comme Ei,jA = AEi,j, on en déduit ai,i = aj,j (voir la case (i, j) des deux produits) donc

A = a1,1In donc f = a1,1id E. L’endomorphisme f défini comme ceci est l’homothétie de rapport a1,1.� �
5.194� �a. Si X ∈ Mn,1(R) vérifie

n∑
j=1

xjCj = 0, par définition du produit matriciel, AX = 0 donc X ∈ Ker(A).

b. Clairement, on a rang (A) = 2 donc, d’après la formule du rang, il vient dim(Ker(A)) = 5 − 2 = 3. En

notant C1, C2, C3, C4, C5 les colonnes de la matrice A, on a C1−C5 = C1−C4 = C1−C3 = 0 donc les vecteurs

colonnes V1, V2, V3 sont dans Ker(A) = si tV1 = (1 0 0 0 − 1), tV2 = (1 0 0 − 1 0) et tV3 = (1 − 1 0 0 0).

Comme (V1, V2, V3) est visiblement libre, c’est une base de Ker(A) et Ker(A) = Vect(V1, V2, V3).

On cherche d’autres vecteurs propres pour construire une base de vecteurs propres, or on sait que ces vecteurs

propres associés à des valeurs propres non nulles sont inclus dans l’image de A. Or Im (A) = Vect(C1, C3)

car C2 = C4 = C5 = C1. Or on constate qu’en notant V4 = C1 tel que tV4 = (1 0 0 0 1) on a AV4 = 2V4.

Méthode 1 : comme Tr (A) = 5, la dernière valeur propre cherchée est 1 = 5− 2− 0− 0− 0 et on trouve sans

peine que AV5 = V5 si V5 est tel que tV5 = (−3 1 1 1 − 3) en résolvant le système AX = X.

Méthode 2 : on cherche le dernier vecteur de notre base dans Im (A) mais pas proportionnel à V4 = C1 donc

de la forme V5 = C3+αC1 avec α ∈ R. Par un calcul simple, pour λ ∈ R la dernière valeur propre cherchée,

on a AV5 = λV5 ⇐⇒ (λ = 1 et α = −4) donc tV5 = (−3, 1, 1, 1,−3) convient et V5 ∈ E1(A).

Comme E0(A), E1(A) et E2(A) sont en somme directe d’après le cours, que dim(E0(A)) = 3, dim(E1(A)) > 1

et dim(E2(A)) > 1 d’après ce qui précède, on a forcément, puisque 3+1+1 > 5 = dim(R5), E2(A) = Vect(V4)

et E1(A) = Vect(V5) de dimension 1. A est bien diagonalisable par définition car R5 = E0(A)⊕E2(A)⊕E1(A)
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et A = PDP−1 avec D =


0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 1

 et P =


1 1 1 1 −3
0 0 −1 0 1

0 0 0 0 1

0 −1 0 0 1

−1 0 0 1 −3

 et χA = X3(X− 1)(X− 2).

� �
5.195� �a. Pour m ∈ R, on a χAm

=

∣∣∣∣∣∣
X− 1 0 1

−1 X− 1 1

m− 2 2−m X−m

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
X− 1 0 2− X
−1 X− 1 2(2− X)
m− 2 2−m X− 2

∣∣∣∣∣∣ après avoir effectué

C3 ←− C3 − C1 − 2C2 et χAm
= (X − 2)

∣∣∣∣∣∣
X− 1 0 −1
−1 X− 1 −2
m− 2 2−m 1

∣∣∣∣∣∣ en factorisant par X − 2 dans la troisième

colonne. On développe et χAm
= (X− 2)

(
(X− 1)(X− 1+ 4− 2m) + (m− 2)(X− 2)

)
= (X− 2)(X2 −mX+ 1).

b. Traitons les deux valeurs m = 1 et m = 2 :

Si m = 1, χA1
= (X − 2)(X2 − X + 1) = (X − 2)(X + j)(X + j2) est scindé à racines simples dans C[X]

mais n’est même pas scindé dans R[X] donc A1 est diagonalisable dans M3(C) mais même

pas trigonalisable dans M3(R).

Si m = 2, χA2
= (X− 2)(X2− 2X+ 1) = (X− 2)(X− 1)2 est scindé dans R[X] donc A2 est trigonalisable

et Sp(A2) = {1, 2}. Comme A2 − I3 =

 0 0 −1
1 0 −1
0 0 1

 est de rang 2, dim(E1(A2)) = 1 par la

formule du rang donc A2 n’est pas diagonalisable.

c. Le discriminant ∆m de X2 −mX + 1 vaut ∆m = m2 − 4. Si ∆m > 0, on pose αm = m−
√
m2 − 4
2

et

βm = m+
√
m2 − 4
2

de sorte que αm < βm. Si αm = 2 ou βm = 2, on a (m − 4)2 = m2 − 4 en passant

m− 4 = ±
√
m2 − 4 au carré donc m2 − 8m+ 16 = m2 − 4 soit m = 5

2
. Avec les signes, αm ne vaut jamais 2

mais βm = 2 si et seulement si m = 5

2
. On traite plusieurs cas :

Si m ∈]− 2; 2[, ∆m < 0 donc χAm
est scindé à racines simples dans C[X] mais n’est même pas scindé

dans R[X] donc Am est diagonalisable dans M3(C) mais même pas trigonalisable

dans M3(R).

Si m = 2, on a déjà en vu en b. que A2 est trigonalisable mais pas diagonalisable.

Si m = −2, χAm
= (X − 2)(X2 + 2X + 1) = (X − 2)(X + 1)2 est scindé dans R[X] donc A−2 est

trigonalisable et Sp(A−2) = {−1, 2}. Comme A−2+I3 =

 2 0 −1
1 2 −1
4 −4 −1

 est de rang

2, dim(E−1(A−2)) = 1 par la formule du rang donc A−2 n’est pas diagonalisable.

Si m = 5/2, χA5/2
= (X−2)2

(
X− 1

2

)
donc Sp(A5/2) = {2, 5/2}, χA5/2

est scindé dans R[X] donc

A5/2 est trigonalisable. Comme A5/2 − 2I3 =

 −1 0 −1
1 −1 −1
−1/2 1/2 1/2

 est de rang 2,

dim(E2(A5/2)) = 1 par la formule du rang donc A5/2 n’est pas diagonalisable.

Si m /∈ [−2; 2] ∪ {5/2}, ∆m > 0 donc χAm
est scindé dans R[X] et ses racines sont 2, αm et βm qui sont

distinctes. Ainsi, Am est diagonalisable dans M3(R)
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� �
5.196� �u est bien défini de manière unique en tant qu’endomorphisme car on a imposé l’image par u d’une base

de l’espace de départ Rn. Si x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, x =
n∑

k=1

xkek donc u(x) =
n∑

k=1

xku(ek) =
n−1∑
k=1

xkek+1.

La matrice de u dans la base B est donc M = MatB(u) =


0 · · · · · · · · · 0

1
. . .

...

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · 0 1 0

. On montre facilement

par récurrence sur l’entier i que ∀(i, j) ∈ [[1;n]]2, ui(ej) = ei+j si i+ j 6 n et ui(ej) = 0 si i+ j > n. Ainsi,

∀j ∈ [[1;n]], un(ej) = 0 car j + n > n donc un = 0. On pouvait aussi dire que χu = χM = Xn donc un = 0

par Cayley-Hamilton : un grand classique des matrices nilpotentes. Comme un−1(e1) = en ̸= 0Rn , on a

un−1 ̸= 0 donc u est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotente égal exactement à n.

Analyse : soit F un sous-espace vectoriel de Rn stable par u. On peut donc définir uF : F→ F l’endomorphisme

induit par u dans F. Comme un = 0, on aussi unF = 0 donc uF est aussi nilpotent. Si F ̸= {0Rn}, notons

d = dim(F) > 1. Comme le polynôme caractéristique de uF divise celui de u et qu’il est de degré d, on a

χuF
= Xd donc udF = 0 par Cayley-Hamilton. On pouvait aussi considérer l’indice k de nilpotence de uF,

d’où uk = 0 et uk−1F ̸= 0, puis un vecteur x ∈ F tel que uk−1F (x) ̸= 0 et montrer très classiquement que la

famille (x, u(x), · · · , uk−1(x)) est libre dans F ce qui montre que k 6 d. Alors, ud = ud−k ◦ uk = 0.

Ceci signifie que ∀x ∈ F, udF (x) = ud(x) = 0 donc que l’on a l’inclusion F ⊂ Ker(ud). Or on sait que

Im (ud) = Vect(ud(e1), · · · , ud(en)) = Vect(ed+1, · · · , en) est de dimension n − d donc, par la formule du

rang, dim(Ker(ud)) = d. Comme en−d+1, · · · , en forme une famille libre de vecteurs de Ker(ud), on a donc

Ker(ud) = Vect(en−d+1, · · · , en). Ainsi, si F stable par u, on a F = Ker(ud) par inclusion et égalité des

dimensions avec d ∈ [[1;n]] ou F = {0Rn} = Ker(id E) = Ker(u0).

Synthèse : réciproquement, si F = Ker(ud) avec d ∈ [[0;n]], comme u et ud commutent, on sait d’après le

cours que Ker(ud) est stable par u.

Conclusion : les sous-espaces vectoriels de Rn stables par u sont exactement les n+1 sous-espaces vectoriels

Ker(ud) = Vect(en−d+1, · · · , en) pour d ∈ [[0;n]] avec Ker(u0) = Ker(id Rn) = {0Rn}.� �
5.197� �a. Si deg(P) = 1, P = a(X− λ) avec a ∈ R∗ et λ ∈ R et on a P(A) = 0 si on pose la matrice A = λIn. Dans

ce cas, on a existence mais aussi unicité de la matrice A ∈ Mn(R) telle que P(A) = 0 car a(A− λIn) = 0 si

et seulement si A = λIn puisque a ̸= 0.

Si deg(P) = 2, P = a(X2 + bX+ c) avec a ∈ R∗ et (b, c) ∈ R2 et on pose ∆ = b2 − 4c. Traitons trois cas :

∆ > 0 , P = a(X − λ1)(X − λ2) avec (λ1, λ2) ∈ R2 et λ1 ̸= λ2. On peut prendre A = λ1In ou A = λ2In

car, pour ces matrices, on a bien P(A) = a(A− λ1In)(A− λ2In) = 0.

∆ = 0 , P = a(X− λ)2 avec λ = −b
2
∈ R et A = λIn convient encore.

∆ < 0 , P = a(X− reiθ)(X− re−iθ) = a(X2− 2r cos(θ)X+ r2) avec r > 0 et θ ̸≡ 0 [π] (les deux racines de P

sont complexes non réelles conjuguées). On se souvient que la matrice de rotation Rθ de SO2(R)

98



a pour polynôme caractéristique χRθ
= X2 − 2 cos(θ)X + 1. On prend, pour p = 1 et n = 2, la

matrice A2 = rRθ = r

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
et on calcule facilement χA2

= X2 − 2r cos(θ)X + r2

donc, avec Cayley-Hamilton, on a A2
2 − 2r cos(θ)A2 + r2I2 = 0 donc P(A2) = 0. Il suffit alors

de prendre A diagonale par blocs (p blocs) en posant A = diag(A2, · · · , A2) ∈ Mn(R) et on a

P(A) = diag(P(A2), · · · , P(A2)) = 0.

Si deg(P) > 3, traitons à nouveau deux cas :

• si P admet au moins une racine réelle, il existe λ ∈ R tel que P(λ) = 0 et P(λIn) = P(λ)In = 0 donc

la matrice A = λIn convient et vérifie P(A) = 0.

• si P n’admet pas de racine réelle, on sait d’après d’Alembert-Gauss que P s’écrit comme un produit

de polynômes irréductibles de degré 2, il existe donc une décomposition P = (X2 + bX + c)Q avec

∆ = b2−4c < 0. D’après le cas ci-dessus, il existe une matrice A ∈ Mn(R) telle que A2+bA+cIn = 0

donc P(A) = (A2 + bA+ cIn)Q(A) = 0 et A convient.

Dans tous les cas, si n est pair, pour tout P ∈ R[X] non constant, il existe A ∈ Mn(R) telle que P(A) = 0.

b. Si deg(P) = 1, P = a(X− λ) avec a ∈ R∗ et λ ∈ R et on a P(A) = 0 si on pose la matrice A = λIn.

Si deg(P) = 2, P = a(X2 + bX+ c) avec a ∈ R∗ et (b, c) ∈ R2 et on pose ∆ = b2 − 4c. Traitons trois cas :

∆ > 0 , P admet une racine réelle λ (elle peut être double) et, si A = λIn, on a encore P(A) = 0.

∆ < 0 , P = a(X − reiθ)(X − re−iθ) = a(X2 − 2r cos(θ)X + r2) avec r > 0 et θ ̸≡ 0 [π]. Comme P n’a pas

de racine réelle, il n’y a pas, en identifiant les matrices 1× 1 aux scalaires, de matrice A ∈ M1(R)

telle que P(A) = 0. Supposons, pour n impair quelconque, qu’il existe une matrice A ∈ Mn(R)

telle que P(A) = 0, alors A2−2r cos(θ)A+r2I2 = 0 donc (A−r cos(θ)In)2+r2 sin2(θ)In = 0 car on

a X2 − 2r cos(θ)X+ r2 = (X− r cos(θ))2 + r2 sin2(θ). Par conséquent, en passant au déterminant,

det(A−r cos(θ)In)2 = det
(
(A−r cos(θ)In)2

)
= det(−r2 sin2(θ)In) = −(r2n sin2n(θ)) < 0. Comme

det(A − r cos(θ)In)2 > 0, ceci fournit une contradiction et il n’existe aucune matrice A ∈ Mn(R)

telle que P(A) = 0.

Si deg(P) > 3, traitons à nouveau deux cas :

• si P admet au moins une racine réelle, il existe λ ∈ R tel que P(λ) = 0 et P(λIn) = P(λ)In = 0 donc

la matrice A = λIn convient et vérifie P(A) = 0.

• si P n’admet pas de racine réelle, si on suppose qu’il existe une matrice A ∈ Mn(R) telle que P(A),

d’après le cours, les valeurs propres de A sont incluses dans les racines de P, ce qui justifie que A n’a

pas de valeur propre réelle. Or le polynôme χA est de degré n impair donc, comme il est unitaire, on

a lim
t→−∞

χA(t) = −∞ et lim
t→+∞

χA(t) = +∞ donc, par le théorème des valeurs intermédiaires, puisque

χA est continue, il existe une racine réelle de χA, qui est donc une valeur propre de A, c’est absurde.

On en déduit que, si n est impair et si P ∈ R[X], on a deux cas :

• si P admet une racine réelle, il existe A ∈ Mn(R) telle que P(A) = 0.

• si P n’admet pas de racine réelle, il n’existe aucune matrice A ∈ Mn(R) telle que P(A) = 0.
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� �
5.198� �Comme le polynôme Xn − 1 annule A par hypothèse et que Xn − 1 est scindé à racines simples sur C

(ses racines sont les n racines n-ièmes de l’unité), la matrice A est diagonalisable dans M2(C) donc il existe

une matrice P ∈ GL2(C) telle que A = PDP−1 avec D =

(
z1 0

0 z2

)
où z1, z2 sont des racines n-ièmes de

l’unité car toute valeur propre de A est racine de tout polynôme annulateur de A, notamment Xn − 1. Par

conséquent, Tr (A) = Tr (D) = z1+z2 et det(A) = det(D) = z1z2. Ainsi, |Tr (A)| 6 |z1|+|z2| 6 1+1 = 2 donc

Tr (A) ∈ [[−2; 2]] et |det(A)| = |z1||z2| = 1 donc det(A) ∈ {−1, 1}. De plus, puisque A =

(
a b

c d

)
∈ M2(Z),

Tr (A) = a+d ∈ Z et det(A) = ad−bc ∈ Z et on sait d’après le cours que χA = X2−Tr (A)X+det(A) ∈ Z[X].
Les valeurs possibles de Tr (A) et det(A) montrent que χA = X2− Tr (A)X+det(A) ne peut être que l’un des

10 polynômes suivants : X2 − 2X+ 1, X2 − X+ 1, X2 + 1, X2 + X+ 1, X2 + 2X+ 1 ou X2 − 2X− 1, X2 − X− 1,

X2 − 1, X2 + X− 1, X2 + 2X− 1.

Éliminons quelques cas ! En effet, si det(A) = −1, z1z2 = −1 donc z1 et z2 ne peuvent pas être conjugués

sinon z1z2 = z1z1 = |z1|2 = 1. Par conséquent, z1 et z2 sont des racines réelles de Xn − 1 donc ne peuvent

être que ±1. Pour avoir z1z2 = −1, forcément z1 = 1 = −z2 ou z1 = −1 = −z2 d’où Tr (A) = 1 − 1 = 0.

Ainsi, χA est l’un des 6 polynômes X2 − 2X+ 1, X2 − X+ 1, X2 + 1, X2 + X+ 1, X2 + 2X+ 1, X2 − 1.

Cas 1 : χA = X2 − 2X+ 1 : comme X2 − 2X+ 1 = (X− 1)2, Sp(A) = {1} donc, comme A est diagonalisable,

A est donc semblable à la matrice I2, c’est-à-dire A = PI2P
−1 = I2 donc A12 = I2.

Cas 2 : χA = X2 − X+ 1 : comme A est diagonalisable et que X2−X+1 = (X+j)(X+j2), Sp(A) = {−j,−j2}, on

a A = P

(
−j 0

0 −j2
)
P−1 donc A6 = I2 car (−j,−j2) ∈ U2

6. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
2 1

−3 −1

)
.

Cas 3 : χA = X2 + 1 : comme A est diagonalisable et que X2 + 1 = (X − i)(X + i), Sp(A) = {−i, i}, on a

A = P

(
−i 0

0 i

)
donc A4 = I2 car (−i, i) ∈ U2

4. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
1 1

−2 −1

)
.

Cas 4 : χA = X2 + X+ 1 : comme A est diagonalisable et que X2 + X+ 1 = (X− j)(X− j2), Sp(A) = {j, j2},

on a A = P

(
j 0

0 j2

)
P−1 donc A3 = I2 car (j, j2) ∈ U2

3. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
−2 −1
3 1

)
.

Cas 5 : χA = X2 + 2X+ 1 : comme X2+ 2X+ 1 = (X+ 1)2, Sp(A) = {−1} donc, comme A est diagonalisable,

A = P(−I2)P−1 = −I2 donc A2 = I2 puis A12 = I2.

Cas 6 : χA = X2 − 1 : comme X2 − 1 = (X − 1)(X + 1), Sp(A) = {−1, 1} donc, comme A est diagonalisable,

A = P

(
−1 0

0 1

)
P−1 donc A2 = I2 car (−1, 1) ∈ U2

2. Ainsi, A12 = I2. Par exemple, A =

(
2 1

−3 −2

)
.

Fondamentalement, c’est parce les racines de ces 6 polynômes sont 1,−1, i,−i, j, j2,−j,−j2, c’est-à-dire des

racines seconde, troisième, quatrième, sixième de l’unité et que ppcm (2, 3, 4, 6) = 12, donc toutes ces valeurs

z ∈ {1,−1, i,−i, j, j2,−j,−j2} vérifient z12 = 1.

Réciproquement, soit une matrice A ∈ M2(Z) telle que χA est l’un des polynômes X2−X+1, X2+1, X2+X+1,

X2− 1, alors comme X12− 1 = (X2−X+ 1)(X2+ 1)(X2+X+ 1)(X2− 1)(X2+
√
3X+ 1)(X2−

√
3X+ 1), d’après

Cayley-Hamilton, on a χA(A) = 0 donc, comme χA divise X12 − 1, on a aussi A12 = I2.

Par contre, si χA = (X+ 1)2 ou χA = (X− 1)2, on ne peut pas être sûr que A12 = I2 car A pourrait ne pas

être diagonalisable, comme dans les cas A =

(
1 1

0 1

)
ou A =

(
−1 2

0 −1

)
.
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� �
5.199� �a. (=⇒) Supposons que AB est symétrique, alors AB = (AB)T = BTAT . Or A et B sont symétriques donc

AT = A et BT = B ce qui donne AB = BA.

(⇐=) Supposons que AB = BA, alors (AB)T = BTAT = BA car A et B sont symétriques. Mais comme

AB = BA, on a (AB)T = AB donc AB est symétrique.

Par double implication, on a bien AB est symétrique si et seulement si AB = BA.

b. • Bien sûr, si n = 1 toutes les matrices étant symétriques, on ne peut pas trouver de matrices A et B

symétriques dans M1(K) telles que AB ne soit pas symétrique.

• Si n = 2, A2 =

(
1 2

2 1

)
et B2 =

(
2 1

1 1

)
, A2B2 =

(
4 3

5 3

)
n’est pas symétrique, A2 et B2 le sont.

• Si n > 2, il suffit de poser An =

(
A2 0

0 In−2

)
et Bn =

(
B2 0

0 In−2

)
et on a encore An et Bn symétriques

alors que AnBn =

(
A2B2 0

0 In−2

)
ne l’est pas.

c. Soit B = (v1, · · · , vn) une base de Kn composée par des vecteurs propres communs à A et B. En posant

P la matrice de passage de la base canonique B0 de Kn à la base B et en notant a et b les endomorphismes

canoniquement associés à A et B, on a A = MatB0
(a), B = MatB0

(b). Par formule de changement de

base, D = MatB(a) = P−1AP et D′ = MatB(b) = P−1BP sont diagonales. Comme D et D′ commutent,

AB = (PDP−1)(PD′P−1) = PDD′P−1 = PD′DP−1 = (PD′P−1)(PDP−1) = BA. D’après a., AB est symétrique.� �
5.200� �a. Si α = 1, on a f2 + 2f+ id E = (f+ id E)

2 = 0 donc le polynôme (X+ 1)2 est annulateur de f. Soit A la

matrice de f dans n’importe quelle base de E, on a aussi (X+ 1)2 annulateur de A et on sait qu’alors la seule

valeur propre complexe possible de A est −1, ce qui prouve que χA = (X+ 1)2 = χf car χA est scindé dans

C. Comme χf est scindé dans R[X], f est trigonalisable d’après le cours, il existe donc une base B = (v1, v2)

du plan E telle que MatB(f) =

(
−1 a

0 −1

)
avec a ∈ R. Il y a deux cas :

• Si a = 0, alors f = −id E.

• Si a ̸= 0, en prenant la base B′ = (av1, v2) de E, on a MatB′(f) =

(
−1 1

0 −1

)
.

Dans les deux cas, det(f) = 1 et Tr (f) = −2 donc χf = X2 + 2X+ 1 = (X+ 1)2 ; on pouvait s’en douter.

b. Méthode 1 : toujours en prenant la matrice A de f dans n’importe quelle base, on a P = X2 + 2X + α

annulateur de A mais le discriminant ∆ = 4− 4α de P vérifie ∆ < 0 donc P n’a pas de racine réelle. D’après

le cours, les valeurs propres réelles de A sont soit z = z1 = −1+ i
√
α− 1 soit z = z2 = −1− i

√
α− 1. Comme

χA est réel car A est réelle, z1 et z2 étant conjuguées, elles ont la même multiplicité dans χA ce qui fait que

χf = χA = (X− z)m(X− z)m = (X2 + 2X+ α)m donc n = deg(χf) = 2m est pair.

Méthode 2 : f2+2f+αid E = (f+id E)
2+(α−1)id E donc (f+id E)

2 = (1−α)id E. En passant au déterminant,

on a det((f+ id E)
2) = (det(f+ id E))

2 = (1−α)n. Or det(f+ id E) ∈ R donc (det(f+ id E))
2 = (1−α)n > 0

ce qui montre que n est pair car 1− α < 0.

c. Soit e2 ∈ E un vecteur non nul (il en existe car E est un plan) et e1 ∈ E défini par e1 = f(e2) + e2. Soit

(λ, µ) ∈ R2 tel que λe1+µe2 = 0E, alors λ(f(e2)+e2)+µe2 = λf(e2)+(λ+µ)e2 = 0E. Or (e2, f(e2)) est libre

car f ne possède aucune valeur propre réelle d’après b., ainsi λ = λ + µ = 0 donc λ = µ = 0 ce qui montre

que (e1, e2) est une base de E. Comme f(e2) = e1 − e2 et f(e1) = f(f(e2) + e2) = f2(e2) + f(e2) = αe2 car
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f2+f+αid E = 0, par définition de la matrice d’un endomorphisme dans une base, MatB(f) =

(
0 1

α −2

)
= A.

d. Soit e2 ∈ E un vecteur non nul (il en existe car dim(E) > 2) et e1 ∈ E défini par e1 = f(e2) + e2. Comme

ci-dessus, on montre que (e1, e2) est une famille libre de E et que f(e2) = e1 − e2 et f(e1) = αe2. Comme

Vect(e1, e2) ̸= E, il existe un vecteur non nul e4 ∈ E \ Vect(e1, e2). Soit e3 ∈ E défini par e3 = f(e4) + e4.

À nouveau, on montre que (e3, e4) est une famille libre de E et que f(e4) = e3 − e4 et f(e3) = αe4. Si

λ1e1+λ2e2+λ3e3+λ4e4 = 0 (1), on applique f à (1) pour avoir αλ1e2+λ2(e1−e2)+αλ3e4+λ4(e3−e4) = 0 (2).

En effectuant λ4(1)−λ3(2), on a λ4(λ1e1+λ2e2+λ3e3+λ4e4)−λ3(αλ1e2+λ2(e1−e2)+αλ3e4+λ4(e3−e4)) = 0

donc (λ1λ4−λ2λ3)e1+(λ2λ4−αλ1λ3+λ2λ3)e2+(λ23+λ
2
4)e4 = 0. Mais, par construction, (e1, e2, e4) est libre

donc λ23 + λ24 = 0 ce qui, montre, comme λ3, λ4 sont réels, que λ3 = λ4 = 0. Il ne reste que λ1e1 + λ2e2 = 0

donc λ1 = λ2 = 0 car (e1, e2) est libre. Ainsi, λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0 et (e1, e2, e3, e4) est libre.

Si n = 4, on a trouvé une base B = (e1, e2, e3, e4) telle que MatB(f) =

(
A 0

0 A

)
.

Si n > 4, on continue en prenant e6 ∈ E \ Vect(e1, e2, e3, e4), on pose e5 = f(e6) + e6 et on a f(e6) = e5− e6,
f(e5) = αe6 et (e1, e2, e3, e4, e5, e6) libre. Par récurrence, en notant n = 2p, on construit une famille libre

B = (e1, · · · , e2n) telle que ∀k ∈ [[1;n]], f(e2k−1) = αe2k, f(e2k) = e2k−1 − e2k. Comme dim(E) = n = 2p, B

est une base de E et on a MatB(f) = diag(A, · · · , A) avec p fois le bloc sur la diagonale.� �
5.201� �a. Comme A est triangulaire supérieure, χA = X2(X − 1)(X − 2). Les colonnes 1, 2 et 4 de A forment une

famille libre donc rang (A) = 3 et dim(E0(A)) = dim(Ker(A)) = 1 ̸= 2 par la formule du rang ce qui montre

que A n’est pas diagonalisable. Comme χA est scindé sur R, A est trigonalisable dans M4(R).

Comme A − I4 =


0 1 −1 1

0 1 0 0

0 0 −1 −1
0 0 0 −1

 et A − 2I4 =


−1 1 −1 1

0 0 0 0

0 0 −2 −1
0 0 0 −2

 et que 1 et 2 sont des valeurs

propres simples de A, on a E1(A) = Vect(v1) et E2(A) = Vect(v2) avec v1 = (1, 0, 0, 0) et v2 = (1, 1, 0, 0).

De même, comme rang (A) = 3, on voit que E0(A) = Vect(v3) avec v3 = (1, 0, 1, 0). On cherche v4 tel que

Av4 = v3 (réduction de Jordan) et on trouve en résolvant ce système


1 1 −1 1

0 2 0 0

0 0 0 −1
0 0 0 0



x

y

z

t

 =


1

0

1

0

, par

exemple, v4 = (−1, 0,−1, 1). Posons Q =


1 1 1 −1
0 1 0 0

0 0 1 −1
0 0 0 1

 et T =


1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

. Comme Q est inversible

car det(Q) = 1, la famille B = (v1, v2, v3, v4) est une base de R4 et on a, par formule de changement de base,

comme Av1 = v1, Av2 = 2v2, Av3 = 0 et Av4 = v3, A = QTQ−1.

b. Comme AM = MA, on a aussi A2M = MA2 donc E1(A) = Ker(A − I4), E2(A) = Ker(A − 2I4) puis

E0(A) = Ker(A) et Ker(A2) sont stables parM. Comme A2 = Q


1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Q−1, Ker(A2) = Vect(v3, v4).

102



On traduit matriciellement ces stabilités par M = Q


a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c d

0 0 0 e

Q−1. Or AMv4 =MAv4 =Mv3 = cv3

et AMv4 = A(dv3 + ev4) = ev3 donc c = e. Ainsi, M = Q


a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c d

0 0 0 c

Q−1. Réciproquement, on vérifie

que ces matrices commutent avec A ce qui montre que le commutant de A est de dimension 4, engendré par

QE1,1Q
−1, QE2,2Q

−1, Q(E3,3 + E4,4)Q
−1 et QE3,4Q

−1.

Soit P =
+∞∑
k=0

akX
k un polynôme quelconque.

Analyse : on suppose que M = P(A), or comme A = QTQ−1, on a classiquement M = QP(T)Q−1, on calcule

P(T) =



+∞∑
k=0

ak 0 0 0

0
+∞∑
k=0

ak2
k 0 0

0 0 a0 a1

0 0 0 a0

 donc M = Q


P(1) 0 0 0

0 P(2) 0 0

0 0 P(0) P′(0)
0 0 0 P(0)

Q−1.

Synthèse : soit φ : R3[X] → R4 définie par φ(P) = (P(1), P(2), P(0), P′(0)). φ est clairement linéaire et si

P ∈ Ker(φ), on a P(1) = P(2) = P(0) = P′(0) = 0 donc 1 et 2 sont racines au moins simples de P et 0 racine au

moins double de P donc P = X2(X−1)(X−2)U avec U ∈ R[X] mais la condition deg(P) 6 3 impose U = 0 donc

Ker(φ) = {0}. φ est donc injective, et comme dim(R3[X]) = dim(R4) = 4, φ est un isomorphisme. Ainsi,

comme M = Q


a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c d

0 0 0 c

Q−1, on a M = Q


P(1) 0 0 0

0 P(2) 0 0

0 0 P(0) P′(0)
0 0 0 P(0)

Q−1 = P(A) en prenant le

polynôme P = φ−1(a, b, c, d) ∈ R3[X].

On en conclut qu’il existe P ∈ R[X] (même plus précisément P ∈ R3[X]) tel que M = P(A) si AM =MA.

c. Si M2 = A, AM = M2M = MM2 = MA donc on peut écrire M = Q


a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c d

0 0 0 c

Q−1 d’après b..

Ainsi, M2 = A = QTQ−1 ⇐⇒


a 0 0 0

0 b 0 0

0 0 c d

0 0 0 c


2

=


a2 0 0 0

0 b2 0 0

0 0 c2 2cd

0 0 0 c2

 =


1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 ce qui donne

a = ±1, b = ±
√
2, c = 0 et 2cd = 1 mais ceci est impossible. Par conséquent, il n’existe aucune matrice

M ∈ M4(R) telle que M2 = A.� �
5.202� �• Si n = 1 et A = (a) ̸= 0, B = (b) ̸= 0, alors ABAB = (a2b2) ̸= 0. Rien à signaler.

• Si n = 2 et A ̸= 0, B ̸= 0 telles que ABAB = 0, alors la matrice AB est nilpotente d’indice inférieur ou

égal à 2. Mais on a aussi (BA)3 = BABABA = B(ABAB)A = B × 0 × A = 0 donc BA est aussi nilpotente.

Comme X3 est annulateur de BA, on sait d’après le cours que Sp(BA) ⊂ {0} car 0 est la seule racine de X3.

Mais comme le spectre complexe est non vide d’après d’Alembert-Gauss, on a donc SpC(BA) = {0} ce qui

montre que χBA = X2. D’après le théorème de Cayley-Hamilton, on a donc (BA)2 = 0 donc BABA = 0.

• Si n = 3 et A ̸= 0, B ̸= 0 telles que ABAB = 0, alors AB est nilpotente et, comme avant BA l’est aussi.
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Mais la même démarche conduit à (BA)3 = 0, on va construire un exemple tel que l’indice de nilpotente de

AB soit 2, et celui de BA soit supérieur ou égal à 3. Soit N =

 0 1 0

0 0 1

0 0 0

 = E1,2+E2,3, alors N
2 = E1,3 ̸= 0

et N3 = 0 donc N est nilpotente d’indice 3. On cherche A et B non nulles dans M3(R) telle que BA = N

alors que (AB)2 = 0. Si on prend A = N = E1,2 + E2,3 et B =

 1 0 0

0 1 0

0 0 0

 = E1,1 + E2,2 = N′, alors on a

comme attendu BA = N et AB =

 0 1 0

0 0 0

0 0 0

 = E1,2 donc BABA = E1,3 ̸= 0 alors que ABAB = 0.

• Si n > 4, on construit par blocs A =

(
N 0

0 0n−3

)
et B =

(
N′ 0

0 0n−3

)
et on a comme dans le cas n = 3,

par des calculs par blocs, AB = E1,2, BABA = E1,3 ̸= 0 alors que ABAB = 0.� �
5.203� �a. Par hypothèse L ̸= 0 et C ̸= 0 donc, en notant C = (ci,1)16i6n et L = (ℓ1,j)16j6n, il existe i0 ∈ [[1;n]]

tel que ci0,1 ̸= 0 et il existe j0 ∈ [[1;n]] tel que ℓ1,j0 ̸= 0. Mais CL = (mi,j)16i,j6n = (ci,1ℓ1,j)16i,j6n donc

mi0,j0 = ci0,1ℓ1,j0 ̸= 0 et CL ̸= 0. Par conséquent, A+ In = CL ̸= 0 donc A ̸= −In.

b. A2 = CLCL − 2CL + In par le binôme car CL et In commutent, or LC = (α)16i,j61 ∈ M1(R) avec

α =
n∑

k=1

ck,1ℓ1,k = Tr (CL). En assimilant M1(R) et R, α = Tr (LC) = LC donc A2 = LC(CL) − 2CL + In

d’où A2 = (LC− 2)(A+ In)+ In = (LC− 2)A+(LC− 1)In. Ainsi, on a bien A2+(2−LC)A+(1−LC)In = 0.

c. A est une matrice de symétrie si et seulement si A2 = In ⇐⇒ (2− LC)A+ (1− LC)In = −In d’après b.

donc A2 = In ⇐⇒ (2− LC)(AIn) = 0. Mais A+ In ̸= 0 d’après a. donc A2 = In ⇐⇒ LC = 2.

d. λ ∈ Sp(A) est racine de tout polynôme annulateur de A d’après le cours, or P = X2 + (2− LC)X+ 1− LC
est de degré 2 et il est annulateur de A d’après b. donc P(λ) = λ2 + (2− LC)λ+ 1− LC = 0.

e. On factorise P = (X+ 1)(X+ 1− LC) et LC ̸= 0 donc P est scindé à racines simples sur R ce qui prouve

d’après le cours que A est diagonalisable et que Sp(A) ⊂ {−1,−1+ LC}.

• A + In = CL est clairement de rang 1 car C ̸= 0 et L ̸= 0 donc, avec la formule du rang, E−1(A) est

un hyperplan. Or L est la matrice dans la base canonique d’une forme linéaire φ non nulle ce qui montre

que Ker(L) = Ker(φ) ⊂ Ker(CL) ce qui montre avec inclusion et égalité des dimensions que l’hyperplan

Ker(A+ In) = Ker(CL) = Ker(L) = Ker(φ) = E−1(A) est d’équation
n∑

j=1

ℓ1,jxj = 0.

• Ker(A+(1−LC)In) = Ker(CL−LCIn) = E−1+LC(A) est forcément une droite car Rn = E−1(A)⊕E−1+LC(A)

puisque A est diagonalisable. Or (A+(1−LC)In)C = CLC−αCmais C(LC) = αC donc E−1+LC(A) = Vect(C).� �
5.204� �a. Soit λ ∈ C, on effectue dans χA(λ) l’opération de Gauss L1 ←− L1 + λL2 + λ2L3 + · · · + λn−1Ln et

on développe par rapport à la ligne n, χA(λ) = (−1)n+1
(
λn +

n−1∑
k=0

akλ
k
)
× (−1)n−1 = λn +

n−1∑
k=0

akλ
k donc

χA = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 (en fait A est une matrice compagnon).

b. Pour tout complexe λ, le rang de A − λIn est au moins égal à n − 1 grâce à la sous-diagonale de 1

échelonnés sur les n − 1 premières colonnes. Par la formule du rang, la multiplicité géométrique de toute

valeur propre λ de A vérifie donc dim(Eλ(A)) = n− rang (A− λIn) 6 1.
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(⇐=) Si χA est scindé à racines simples, d’après le cours, A est diagonalisable dans Mn(C).

(=⇒) Réciproquement, si A est diagonalisable dans Mn(C), en écrivant χA =
r∏

j=1

(X−λj)mλj
(A) où λ1, · · · , λr

sont les valeurs propres distinctes de A, on sait d’après le cours que ∀j ∈ [[1; r]], mλj(A) = dim(Eλj
(A)).

D’après ce qui précède, on a donc 1 6 mλj(A) = dim(Eλj
(A)) 6 1 donc mλj(A) = 1. Toutes les valeurs

propres de A sont donc simples, on en déduit que r = n et que χA est scindé à racines simples dans C[X].

Par double implication, A est diagonalisable si et seulement si χA est scindé à racines simples.� �
5.205� �a. Par construction, comme cette famille B engendre F, B est une famille génératrice de F.

Considérons l’application u : E → E définie par u(f) = f′′. u est clairement un endomorphisme de E et

∀k ∈ [[1;n]], u(fk) = k2fk donc, comme fk ̸= 0, la famille B est constituée de n vecteurs propres de u associés

à des valeurs propres différentes 1, 4, · · · , n2. Ainsi, (f1, · · · , fn) est libre d’après le cours. De même, comme

u(gk) = k2gk et que gk ̸= 0, la famille (g1, · · · , gn) est aussi libre dans E.

Soit (λ1, · · · , λn, µ1, · · · , µn) ∈ R2n tel que λ1f1 + · · · + λnfn + µ1g1 + · · · + µngn = 0, alors la fonction

f = λ1f1 + · · · + λnfn = −(µ1g1 + · · · + µngn) est à la fois paire et impaire donc elle est nulle et on

a λ1f1 + · · · + λnfn = µ1g1 + · · · + µngn = 0. Mais les libertés de (f1, · · · , fn) et (g1, · · · , gn) prouvées

précédemment montrent que λ1 = · · · = λn = µ1 = · · · = µn = 0, ce qui prouve que B est libre.

Par conséquent, B est une base de F et on a donc dim(F) = 2n.

b. Φ est linéaire par linéarité de la dérivation et va bien de E dans E car si f : R→ R est de classe C∞, la

fonction f′′− 3f′+ 2f est aussi C∞ de R dans R. Ainsi, Φ est un endomorphisme de E. Pour tout k ∈ [[1;n]],

on a Φ(fk) = k2fk − 3kgk + 2fk ∈ F (1) et Φ(gk) = k2gk − 3kfk + 2gk ∈ F (2). Ainsi, comme B engendre

F, on constate que F est stable par Φ, ce qui nous permet de définir l’endomorphisme induit Ψ : F→ F défini

par Ψ(f) = Φ(f) = f′′ − 3f′ + 2f et Ψ est bien un endomorphisme de F.

c. Si on somme (1) et (2), par linéarité de Ψ, on a Ψ(fk+gk) = (k2−3k+2)(fk+gk) = (k−1)(k−2)(fk+gk)

donc, comme ak = fk+gk : x 7→ ekx ̸= 0, αk = (k− 1)(k− 2) est une valeur propre de F pour tout k ∈ [[1;n]].

De même, si on soustrait (1) et (2), on obtient Ψ(fk − gk) = (k2 + 3k + 2)(fk − gk) = (k + 1)(k + 2) donc,

comme bk = fk − gk : x 7→ e−kx ̸= 0, βk = (k+ 1)(k+ 2) est une valeur propre de F pour tout k ∈ [[1;n]].

La famille B′ = (a1, · · · , an, b1, · · · , bn) est libre car elle est formée de vecteurs propres (non nuls) associés

à des valeurs propres différentes de l’endomorphisme de dérivation D : E 7→ E défini par D(f) = f′ car

D(ak) = kak et D(bk) = −kbk. Ainsi, comme dim(F) = 2n, B′ est aussi une base de F et ce qui précède

montre que c’est une base formée de vecteurs propres de Ψ donc Ψ est diagonalisable.

Les valeurs propres de Ψ sont (comptées avec leur ordre de multiplicité) les α1, · · · , αn, β1, · · · , βn, soit

0, 0, 2, 6, 12, 20, · · · , (n− 1)(n− 2), 6, 12, 20, · · · , (n− 1)(n− 2), n(n− 1), n(n+ 1), (n+ 1)(n+ 2).

Comme 0 est valeur propre de Ψ, Ψ /∈ GL(F) donc det(Ψ) = 0. Par contre, Tr (Ψ) =
n∑

k=1

(ak + bk) donc

Tr (Ψ) =
n∑

k=1

((k− 1)(k− 2) + (k+ 1)(k+ 2)) =
n∑

k=1

(2k2 + 4) =
n(n+ 1)(2n+ 1)

3
+ 4n = 2n3 + 3n2 + 13n

3
.� �

5.206� �(=⇒) Supposons A diagonalisable et traitons deux cas :

• Soit A n’admet qu’une seule valeur propre λ ∈ C. Alors A = P(λI2)P
−1 avec P inversible donc A = λI2.
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Soit Q un polynôme complexe non constant. D’après le théorème de d’Alembert-Gauss, le polynôme Q−λ

admet une racine complexe puisqu’il n’est pas constant. Ainsi, il existe α ∈ C tel que Q(α) = λ. Il suffit de

prendre M = αI2 pour avoir Q(M) = Q(α)I2 = λI2 = A.

• Soit A admet deux valeurs propres complexes λ1 ̸= λ2. En notant D =

(
λ1 0

0 λ2

)
, il existe une matrice

inversible P ∈ GL2(C) telle que A = PDP−1. Soit Q un polynôme complexe non constant, comme ci-dessus il

existe des complexes α1 et α2 tels que Q(α1) = λ1 et Q(α2) = λ2 (autrement dit Q : C→ C est surjective).

Il suffit de prendre M = P

(
α1 0

0 α2

)
P−1 pour avoir Q(M) = P

(
Q(α1) 0

0 Q(α2)

)
P−1 = PDP−1 = A.

(⇐=) Supposons A non diagonalisable, alors χA ne peut pas être scindé à racines simples donc Sp(A) = {λ},
χA = (X − λ)2 et dim(Eλ(A)) = 1. Comme χA est scindé dans C[X], A est trigonalisable donc il existe

P ∈ GL2(C) telle que A = PTP−1 avec T =

(
λ µ

0 λ

)
avec µ ̸= 0.

Pour réduire “à la Jordan” et avoir 1 à la place de µ : si on note u ∈ L(C2) l’endomorphisme canoniquement

associé à A, on a donc par Cayley-Hamilton (u − λid C2)2 = 0 donc Im (u − λid C2)) ⊂ Ker(u − λid C2).

Puisque dim(Eλ(A)) = 1, par le théorème du rang, on a dim(Im (u − λid C2)) = dim(Ker(u − λid C2)) = 1

donc Im (u − λid C2) = Ker(u − λid C2). Si on prend v1 ∈ C2 tel que Ker(u − λid C2) = Vect(v1), alors il

existe donc v2 ∈ C2 tel que (u − λid C2)(v2) = v1. Comme v2 /∈ Ker(u − λid C2), la famille B = (v1, v2)

est libre donc c’est une base de C2. Par construction, comme u(v1) = λv1 et u(v2) − λv2 = v1, il vient

T = MatB(u) =

(
λ 1

0 λ

)
. En notant P la matrice de passage de la base canonique de C2 à B, on a par la

formule de changement bases : A = PTP−1.

Prenons le polynôme non constant Q = X2 + λ et supposons l’existence d’une matrice M ∈ M2(C) telle

que Q(M) = A. Posons N = P−1MP de sorte que M = PNP−1. On a la suite suivante d’équivalences :

Q(M) = M2 + λI2 = A ⇐⇒ P(N2 + λI2)P
−1 = PTP−1 ⇐⇒ N2 + λI2 = A ⇐⇒ N2 = µE2,1. Comme

E22,1 = 0, on a N4 = 0 donc N est nilpotente. Or, il est classique que χN = X2 (seul 0 est valeur propre

de N) donc N2 = 0 par Cayley-Hamilton. Ceci impose donc E2,1 = 0 qui est absurde. Ainsi, pour

ce polynôme Q = X2 + λ et pour toute matrice M ∈ M2(C), on a Q(M) ̸= A. On a donc montré que

(∀Q ∈ C[X] \ C0[X], ∃M ∈ M2(C), Q(M) = A) est faux.

Par double implication : A diagonalisable ⇐⇒ (∀Q ∈ C[X] \ C0[X], ∃M ∈ M2(C), Q(M) = A).� �
5.207� �a. Pour k = 0, on a bien AB0 − B0A = 0.B0 car B0 = In. Pour k = 1, AB1 − B1A = AB− BA = B = 1.B1

par hypothèse. Soit k > 1, supposons que ABk − BkA = kBk, alors ABk+1 = ABk × B = (BkA + kBk) × B
par hypothèse de récurrence donc ABk+1 = ABk × B = (BkA+ kBk)× B = Bk × AB+ kBk+1. Mais comme

AB = BA+ B, en reportant, on a ABk+1 = Bk × (BA+ B) + kBk+1 = Bk+1A+ (k+ 1)Bk+1 qui s’écrit aussi

ABk+1 − Bk+1A = (k+ 1)Bk+1 : l’hérédité est établie.

Par principe de récurrence, on a montré que ∀k ∈ N, ABk − BkA = kBk.

b. Soit L : Mn(C) → Mn(C) définie par L(M) = AM −MA. Il est clair que L est un endomorphisme de

Mn(C). Or la question précédente montre que ∀k ∈ N, L(Bk) = kBk ce qui prouve que k est une valeur

propre de L si Bk ̸= 0. Comme il est impossible qu’un endomorphisme en dimension finie (dim(Mn(C)) = n2)

ait une infinité de valeurs propres, il existe forcément une valeur k ∈ N∗ telle que Bk = 0, et donc forcément
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Bi = 0 si i > k. Par conséquent, B est bien nilpotente.� �
5.208� �a. Soit λ ∈ C, on effectue dans χA(λ) l’opération de Gauss Cn ←− Cn+λCn−1+λ

2Cn−2+ · · ·+λn−1C1 et

on développe par rapport à la colonne n, χA(λ) = (−1)n+1
(
λn−

n−1∑
k=0

an−kλ
k
)
×(−1)n−1 = λn−

n−1∑
k=0

an−kλ
k

donc χA = Xn − a1Xn−1 − · · · − an (en fait A est une matrice compagnon).

b. Pour tout complexe λ, le rang de A − λIn est au moins égal à n − 1 grâce à la sous-diagonale de 1

échelonnés sur les n − 1 premières colonnes. Par la formule du rang, la multiplicité géométrique de toute

valeur propre λ de A vérifie donc dim(Eλ(A)) = n− rang (A− λIn) 6 1.

On va montrer que A est diagonalisable si et seulement si χA est scindé à racines simples.

(⇐=) Si χA est scindé à racines simples, d’après le cours, A est diagonalisable dans Mn(C).

(=⇒) Réciproquement, si A est diagonalisable dans Mn(C), en écrivant χA =
r∏

j=1

(X−λj)mλj
(A) où λ1, · · · , λr

sont les valeurs propres distinctes de A, on sait d’après le cours que ∀j ∈ [[1; r]], mλj(A) = dim(Eλj
(A)).

D’après ce qui précède, on a donc 1 6 mλj(A) = dim(Eλj
(A)) 6 1 donc mλj(A) = 1. Toutes les valeurs

propres de A sont donc simples, on en déduit que r = n et que χA est scindé à racines simples dans C[X].

Par double implication, A est diagonalisable si et seulement si χA est scindé à racines simples.� �
5.209� �a. χA =

∣∣∣∣∣∣
X− 2 −2 1

1 X− 5 1

0 −1 X− 2

∣∣∣∣∣∣ = (X − 2)((X − 5)(X − 2) + 1) − (−2(X − 2) + 1) en développement par

rapport à la première colonne. Ainsi, χA = (X− 2)(X2 − 7X+ 11) + 2X− 5 = X3 − 9X2 + 27X− 27 = (X− 3)3

(binôme de Newton). Comme χA est scindé dans R[X], A est trigonalisable dans M3(R). Par contre,

comme E3(A) = Ker(A− 3I3) ̸= R3 donc dim(E3(A)) ̸= 3 (l’ordre de multiplicité de 3 dans χA) car A ̸= 3I3,

A n’est pas diagonalisable dans M3(R) (ni bien sûr dans M3(C)).

b. Comme Sp(A) = {3} d’après a., si x est un vecteur propre de A, alors Ax = 3x donc la droite D = Vect(x)

est stable par A. Réciproquement, si la droite D′ = Vect(y) est stable par A, on a y ̸= 0R3 car D′ est une

droite et Ay ∈ D donc ∃λ ∈ R, Ay = λy donc y est un vecteur propre de A donc λ = 3 et y ∈ D ce qui

montre que D′ = D. Par conséquent, la seule droite stable par A est D. Comme A− 3I3 =

−1 2 −1
−1 2 −1
0 1 −1

,

on voit que (1, 1, 1) est dans le noyau de A− 3I3 donc D = Vect(x) avec x = (1, 1, 1).

c. Soit une base B′ = (a1, a2) de P qu’on complète en une base B = (a1, a2, a3) de R3. Par stabilité de

P, on a MatB(a) =

(
A′ ∗
0 λ

)
où A′ = MatB′(a′). Ainsi, χa = det(XI3 − A) =

∣∣∣∣XI2 − A′ ∗
0 X− λ

∣∣∣∣ donc
χA = (X− λ)χA′ ce qui justifie que χA′ divise χA (et en plus que λ = 3).

d. Comme P est de dimension 2, χa′ est unitaire et de degré 2 et il divise χa = (X− 3)3 donc χa′ = (X− 3)2.

Par Cayley-Hamilton, (a′ − 3id P)
2 = 0 donc ∀x ∈ P, (a′ − 3id P)

2(x) = (a− 3id R3)2(x) = 0 et on a bien

l’inclusion P ⊂ Ker
(
(a− 3id R3)2

)
.

e. Comme A−3I3 =

−1 2 −1
−1 2 −1
0 1 −1

, on a (A−3I3)2 =

−1 1 0

−1 1 0

−1 1 0

 donc (A−3I3)2 et (a−3id R3)2 sont

de rang 1 ce qui montre avec la formule du rang que dim(Ker((a− 3id R3)2) = 2. Par inclusion et égalité des
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dimensions, on a P = Ker
(
(a− 3id R3)2

)
.

Dans cet exemple, il y a seulement quatre sous-espaces stables par a : {0} de dimension 0, D = Ker
(
a−3id R3

)
de dimension 1, P = Ker

(
(a− 3id R3)2

)
de dimension 2 et R3 de dimension 3.� �

5.210� �a. χA =

∣∣∣∣∣∣
X −1 −3
−2 X− 1 3

2 −1 X− 5

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
X −1 −3
−2 X− 1 3

0 X− 2 X− 2

∣∣∣∣∣∣ après avoir effectué L3 ←− L3 + L2. On factorise par

X− 2 dans la troisième ligne ce qui donne χA = (X− 2)

∣∣∣∣∣∣
X −1 −3
−2 X− 1 3

0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (X− 2)

∣∣∣∣∣∣
X 2 −3
−2 X− 4 3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ après
C2 ←− C2−C3. On développe par rapport à la troisième ligne et on a χA = (X−2)(X(X−4)+4) = (X−2)3.
Ainsi, comme les valeurs propres de A sont les racines de χA, il vient Sp(A) = {2}.

b. A est diagonalisable si et seulement si dim(E2(A)) = 3, ce qui équivaut à A = 2I3, ce n’est visiblement

pas le cas. Ainsi, A n’est pas diagonalisable.

c. A − 2I3 =

−2 1 3

2 −1 −3
−2 1 3

 est visiblement de rang 1 donc, avec la formule du rang, dim(E2(A)) = 2.

Un simple coup d’œil à A − 2I3 nous permet d’écrire E2(A) = Vect(u, v) avec u = (1, 2, 0) et v = (0, 3,−1).

Le théorème de la base incomplète montre l’existence de w ∈ R3 tel que (u, v, w) soit une base de R3. Bien

sûr 100% des vecteurs w conviennent mais si on prend par exemple w = (1, 0, 0), la matrice de la famille

B = (u, v, w) dans la base canonique vaut P =

 1 0 1

2 3 0

0 −1 0

 et det(P) = 2 ̸= 0 donc P est inversible ce qui

prouve que B est bien une base de R3 alors que u et v sont des vecteurs propres de A.

d. Puisque χA est scindé dans R[X], la matrice A est trigonalisable dans M3(R) d’après le cours. Comme

la première colonne de A vaut Aw = (0, 2,−2) = 2v − 2u + 2w, et comme Au = 2u et Av = 2v par

construction, par la formule de changement de base, on a A = PTP−1 avec T =

 2 0 −2
0 2 2

0 0 2

 car, en notant

u l’endomorphisme canoniquement associé à A, MatB(u) = T = P−1AP.� �
5.211� �a. fA va de Mn(R) dans Mn(R) par propriété du produit matriciel et fA est bien linéaire par distributivité

de × par rapport à + dans Mn(R) : fA(λM +M′) = A(λM +M′) = λAM + AM′ = λfA(M) + fA(M
′) si

λ ∈ R et (M,M′) ∈ Mn(R)2. Ainsi fA est un endomorphisme de Mn(R).

b. (=⇒) Si A2 = A, alors f2A(M) = fA(fA(M)) = fA(AM) = A(AM) = (AA)M = A2M = AM = fA(M)

pour M ∈ Mn(R), donc f2A = fA et fA est bien un projecteur de Mn(R).

(⇐=) Si fA est un projecteur de Mn(R), f2A = fA donc, en particulier, f2A(In) = fA(In) d’où A
2 = A.

Par double implication, A2 = A si et seulement si fA est un projecteur de Mn(R).

c. Par une récurrence facile, on montre que ∀k ∈ N, ∀M ∈ Mn(R), fkA(M) = AkM. Si P =
d∑

k=0

akX
k ∈ R[X],

alors P(fA) =
d∑

k=0

akf
k
A donc ∀M ∈ Mn(R), P(fA)(M) =

d∑
k=0

akA
kM = P(A)M.

• Si P est annulateur de A, la relation précédente montre que P(fA) = 0 donc P est aussi annulateur de fA.

• Si P est annulateur de fA, alors ∀M ∈ Mn(R), P(A)M d’après ce qui précède donc, en particulier en
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prenant M = In, on a P(A) = 0 donc P est aussi annulateur de A.

Par conséquent, A et fA ont les mêmes polynômes annulateurs. Comme A (ou fA) est diagonalisable si

et seulement s’il existe un polynôme annulateur de A scindé à racines simples : A est diagonalisable si et

seulement si fA est diagonalisable.

d. Si X ∈ Mn,1(R) est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ, alors AX = λX. Construisons

par exemple la matrice M ∈ Mn(R) dont toutes les colonnes sont égales à X, alors fA(M) = AM = λM par

calcul matriciel donc, comme M ̸= 0 car X ̸= 0, M est un vecteur propre de fA associé à la valeur propre λ.

e. Si M ∈ Mn,1(R) est un vecteur propre de fA associé à la valeur propre λ, alors fa(M) = AM = λM.

Comme M ̸= 0, il existe au moins une colonne, disons la colonne Cj, qui est non nulle. Comme AM = λM,

on en déduit que ACj = λCj donc Cj est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ.

f. Les deux questions précédentes montrent par double inclusion que Sp(A) = Sp(fA).� �
5.212� �a. Soit λ ∈ Sp(M) et P =

d∑
k=0

akX
k un polynôme annulateur de M. Il existe X ̸= 0 ∈ Mn,1(C) tel

que MX = λX. On montre par une récurrence simple que ∀k ∈ N, MkX = λkX. Ainsi, on peut calculer

0 = P(M)X =
d∑

k=0

akM
kX =

d∑
k=0

akλ
kX = P(λ)X = 0. Comme X ̸= 0, on a forcément P(λ) = 0. Ainsi, toute

valeur propre λ de M est racine de tout polynôme annulateur P de M.

b. SiM est symétrique, commeMT =M, on aM2+M−In = 0 donc P = X2+X−1 annuleM. Classiquement,

P = (X− α)(X− β) avec α = −1+
√
5

2
et β = −1−

√
5

2
donc P est scindé à racines simples. Par théorème,

M est diagonalisable dans Mn(C).
c. Si on ne suppose plus M symétrique, on cherche un polynôme annulateur de M de degré supérieur. En

transposant la relation, on obtient (MT )2 +M = In donc (In −M2)2 +M− In =M4 − 2M2 +M = 0 et le

polynôme Q = X4 − 2X2 + X annule M. Or Q = X(X − 1)(X2 + X − 1) = X(X − 1)(X − α)(X − β) qui est à

nouveau scindé à racines simples. Ainsi M est encore diagonalisable dans Mn(C).

d. Puisque (MT )2 = In−M, en passant au déterminant, on a det((M2)T ) = det(M)2 = det(In−M) = χM(1).

Ainsi, det(M) ̸= 0⇐⇒ χM(1) ̸= 0⇐⇒ (1 n’est pas valeur propre de M).

Ou encore, M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.� �
5.213� �a. Soit P =

d∑
k=0

akX
k un polynôme annulateur de A et λ une valeur propre de A, alors il existe un vecteur

colonne X ̸= 0 tel que AX = λX. Par une récurrence simple, on montre que ∀k ∈ N, AkX = λkX. Ainsi,

P(A)X =
d∑

k=0

akA
kX =

( d∑
k=0

akλ
k
)
X = P(λ)X = 0 car P(A) = 0 donc, comme X ̸= 0, on obtient P(λ) = 0.

Les valeurs propres de A sont racines de tout polynôme annulateur de A.

b. Comme χA est unitaire par construction et scindé sur C par d’Alembert-Gauss, si a1, · · · , ar sont les

valeurs propres distinctes de A, on peut écrire χA =
r∏

i=1

(X − ai)mai
(A) d’où χA(B) =

r∏
i=1

(B − aiIn)mai
(A).

Comme GLn(C) est un groupe multiplicatif, on a χA(B) ∈ GLn(C) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1;n]], B − aiIn ∈ GLn(C).
On peut aussi le justifier par le déterminant (qui est une fonction multiplicative), en écrivant que l’on a

χA(B) ∈ GLn(C)⇐⇒ det(χA(B)) ̸= 0⇐⇒
r∏

i=1

(det(B− aiIn))mai
(A) ̸= 0⇐⇒ ∀i ∈ [[1; r]], det(B− aiIn) ̸= 0.
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Or B−aiIn ∈ GLn(C) car det(B−aiIn) = (−1)nχB(ai) ̸= 0 puisque ai étant une valeur propre de A, elle ne

peut pas être une valeur propre de B car on a supposé Sp(A) ∩ Sp(B) = ∅. On a donc bien χA(B) inversible.

c. Par hypothèse, AX = XB. Alors A2X = A(AX) = A(XB) = (AX)B = XB2. Par une récurrence facile, on

montre que ∀k ∈ N, AkX = XBk. Si P =
d∑

k=0

akX
k ∈ C[X], on a P(A)X =

d∑
k=0

akA
kX =

d∑
k=0

akXB
k = XP(B).

En prenant P = χA, on obtient donc χA(A)X = XχA(B) ce qui donne, avec Cayley-Hamilton, XχA(B) = 0.

Or on a vu en b. que χA(B) est inversible. Il ne reste donc plus que X = 0.

d. On définit φ : Mn(C)→ Mn(C) par φ(X) = AX− XB. Comme φ est visiblement linéaire et qu’on est en

dimension finie, φ est un automorphisme si et seulement si elle est injective. Soit X ∈ Ker(φ), on a AX = XB

et, avec la question précédente, X = 0. Ainsi, Ker(φ) = {0} ce qui montre que φ est un automorphisme de

Mn(C). Cette bijectivité s’écrit, comme attendu, ∀M ∈ Mn(C), ∃!X ∈ Mn(C), AX− XB = φ(X) =M.� �
5.214� �a. Pour (λ, µ) ∈ R2 et (M,N) ∈ Mn(R)2, on a f(λM+ µN) = B(λM+ µN)− (λM+ µN)B qu’on développe

en f(λM + µN) = λ(MB − BM) + µ(NB − BN) = λf(M) + µf(N) donc f est linéaire, et comme va bien de

Mn(R) dans lui-même, f est un endomorphisme de Mn(R).

b. On a Tr (A) = Tr (AB − BA) = Tr (AB) − Tr (BA) = 0 par linéarité de la trace et d’après la propriété

classique ∀(U, V) ∈ Mn(R)2, Tr (UV) = Tr (VU).

Pour tout entier k ∈ N∗, on pose l’assertion P(k) = “AkB− BAk = kAk ”.

Initialisation : l’énoncé se traduit par le fait que P(1) est vraie car AB− BA = A.

Hérédité : soit k > 1 tel que P(k) est vraie, Ak+1B−BAk+1 = A(AkB)−BAk+1 = A(BAk+kAk)−BAk+1

par hypothèse de récurrence et Ak+1B−BAk+1 = (AB−BA)Ak+kAk+1 = Ak+1+kAk+1 = (k+1)Ak+1

donc l’assertion P(k+ 1) est vraie.

Par principe de récurrence, on a bien ∀k ∈ N∗, AkB − BAk = kAk. Ainsi, par linéarité de la trace, on a

∀k ∈ N∗, k Tr (Ak) = Tr (AkB)− Tr (BAk) donc Tr (Ak) = 0.

c. Si on suppose que A n’est pas nilpotente, alors ∀k ∈ N, Ak ̸= 0 et f(Ak) = kAk d’après la question

précédente. Ainsi, ∀k ∈ N, k ∈ Sp(f). Ceci est impossible car cela ferait une infinité de valeurs propres pour

l’endomorphisme f en dimension finie. Ainsi, la matrice A est bien nilpotente.� �
5.215� �a. χA =

∣∣∣∣∣∣
X− 3 3 −2
1 X− 5 2

1 −3 X

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
X− 3 3 −2
1 X− 5 2

0 2− X X− 2

∣∣∣∣∣∣ après avoir effectué L3 ←− L3−L2. On factorise par

X−2 dans la troisième ligne et on effectue C2 ←− C2+C3 et on arrive à χA = (X−2)

∣∣∣∣∣∣
X− 3 1 −2
1 X− 3 2

0 0 1

∣∣∣∣∣∣. En
développant par rapport à la troisième ligne, on arrive par identité remarquable à χA = (X− 2)2(X− 4) donc

Sp(A) = {2, 4}. Comme A−2I3 =

 1 −3 2

−1 3 −2
−1 3 −2

 est de rang 1, on a dim(E2(A)) = 3−1 = 2 = m2(A) donc

A est diagonalisable. D’après la matrice A−2I3 précédente, une équation du plan E2(A) est x−3y+2z = 0 et

E2(A) = Vect(v1, v2) avec v1 = (3, 1, 0) et v2 = (−2, 0, 1) par exemple. De même, A−4I3 =

−1 −3 2

−1 1 −2
−1 3 −4


est de rang 2 (on le savait car 4 est valeur propre simple de A) et E4(A) = Vect(v3) avec v3 = (−1, 1, 1).
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b. D’après la question précédente et avec la formule de changement de base, si on pose P =

 3 −2 −1
1 0 1

0 1 1


et D =

 2 0 0

0 2 0

0 0 4

, on a A = PDP−1. Si on pose D′ =

√2 0 0

0
√
2 0

0 0 2

, on a D′2 = D et si on pose

R = PD′P−1, on a R2 = PD′P−1PD′P−1 = P(D′)2P−1 = PDP−1 donc R2 = A.

c. Comme A est diagonalisable et Sp(A) = {2, 4}, le polynôme P = (X − 2)(X − 4) est annulateur de

A. Si R ∈ M3(R) vérifie R2 = A, alors P(R2) = P(A) = 0 donc (R2 − 2I3)(R2 − 4I3) = 0 et le polynôme

Q = (X2−2)(X2−4) = (X−
√
2)(X+

√
2)(X−2)(X+2) est annulateur de R et scindé à racines simples dans R[X]

donc R est diagonalisable dans M3(R). On peut même dire d’après le cours que Sp(R) ⊂ {−
√
2,
√
2,−2, 2}.

d. Si R ∈ M3(R) vérifie R2 = A, alors RA = R3 = AR donc les sous-espaces propres de A sont stables

par R, ce qui justifie que les sous-espaces E2(A) et E4(A) sont stables par R. On en déduit que dans la

base B = (v1, v2, v3) adaptée à la décomposition R3 = E2(A) ⊕ E4(A), la matrice de l’endomorphisme

associé à R est diagonale par blocs, donc que R = P

(
B 0

0 λ

)
P−1 avec λ ∈ R et B ∈ M2(R). Alors

R2 = P

(
B2 0

0 λ2

)
P−1 = P

(
2I2 0

0 4

)
P−1 = A si et seulement si B2 = 2I2 et λ2 = 4. On ne peut donc

prendre que λ = ±2 mais par contre il existe une infinité de matrices B telles que B2 = 2I2, par exemple

B =
√
2Sθ pour tout θ ∈ R avec Sθ =

(
cos(θ) sin(θ)
sin(θ) − cos(θ)

)
qui est la matrice d’une réflexion du plan R2.

Il existe donc une infinité de matrices R ∈ M3(R) telles que R2 = A.� �
5.216� �a. On a χA =

∣∣∣∣∣∣
X −3 0

−1 X −1
−1 0 X

∣∣∣∣∣∣ = X3−3X−3 donc, par Cayley-Hamilton, P = X3−3X−3 est un polynôme

annulateur de A. Pour n ∈ N, on multiplie A3 − 3A− 3I3 = 0 par An pour avoir An+3 − 3An+1 − 3An = 0

et, par linéarité de la trace, un+3 − 3un+1 − 3un = 0.

b. u0 = Tr (I3) = 3, u1 = Tr (A) = 0 et A2 =

 3 0 3

1 3 0

0 3 0

 donc u2 = Tr (A2) = 6, u3 = 3u1 + 3u0 = 9 et

u4 = 3u2 + 3u1 = 18. Soit n > 2 tel que (un, un+1, un+2) ∈ (N∗)3, alors un+3 = 3un+1 + 3un ∈ N∗ car N∗

est stable par somme et produit. Par principe de récurrence, on a bien ∀n > 2, un ∈ N∗.

c. Comme χ′A(t) = 3t2 − 3 = 3(t − 1)(t + 1), la fonction χA est croissante sur ] −∞;−1] et sur [1; +∞[ et

décroissante sur [−1; 1] avec lim
t→−∞

χA(t) = −∞, χA(−1) = −1, χA(1) = −5, χA(2) = −1, χA(3) = 15 et

lim
t→+∞

χA(t) = +∞. Avec le tableau de variations de χA, on se rend compte que χA n’admet qu’une seule

racine réelle α ∈]2; 3[ et, comme χA est réel, ses deux autres racines sont β et β (deux complexes non réels et

conjugués). Comme χA est scindé à racines simples dans C[X], la matrice A est diagonalisable dans M3(C)

et semblable à diag(α, β, β). Ainsi, An est semblable à diag(αn, βn, β
n
) donc un = Tr (An) = αn+βn+β

n
.

d. Comme αββ = 3 par les relations coefficients-racines, on a |β|2 = 3

α
6 3

2
donc |β| < 2. Ainsi, βn =

+∞
o(αn)

et β
n

=
+∞

o(αn) ce qui montre que un ∼
+∞

αn donc 1

un
∼
+∞

1

αn . Ainsi, la série numérique
∑
n>2

1

un
à termes

positifs converge par comparaison à une série géométrique car 0 < 1

α
< 1.
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� �
5.217� �a. Par blocs, pour λ ∈ C∗, on a χB(λ) =

∣∣∣∣ λIn −A
−In λIn

∣∣∣∣. On fait l’opération (par blocs) C1 ←− C1 + C2

λ

et on a χB(λ) =

∣∣∣∣∣ λIn − A

λ
−A

0 λIn

∣∣∣∣∣ = det(λIn) × det
(
λIn − A

λ

)
= λn ×

(
1

λ

)n
det(λ2In − A) = χA(λ

2). On a

donc χB = χA(X
2) car ces deux polynômes cöıncident sur C∗. Ainsi, le spectre de B est constitué des racines

carrées complexes des valeurs propres de A.

b. Soit α1, · · · , αn les valeurs propres de A. Comme det(A) =
n∏

k=1

αk ̸= 0, α1, · · · , αn sont distinctes et

non nulles. Pour k ∈ [[1;n]], notons λk une racine carrée de αk, alors les valeurs propres de B sont les

λ1,−λ1, · · · , λn,−λn d’après a. et elles sont distinctes car λk ̸= −λk et qu’on ne peut pas avoir λi = ±λj car

sinon leurs carrés αi et αj seraient égaux. Ainsi, B a 2n valeurs propres distinctes donc B est diagonalisable.

c. Supposons B diagonalisable, alors B = Q∆Q−1 avec ∆ ∈ M2n(C) diagonale et Q ∈ GL2n(C). Alors

B2 = Q∆2Q−1 donc B2 est aussi diagonalisable. Mais B2 =

(
A 0

0 A

)
. Soit R un polynôme scindé à racines

simples qui annule B2, alors R(B2) =

(
R(A) 0

0 R(A)

)
= 0 donc R(A) = 0 donc A est diagonalisable car elle

a un polynôme annulateur scindé à racines simples.

d. Prenons A = 0, alors A est on ne peut plus diagonalisable car elle est diagonale. Mais χB = X2n = (X−0)2n

donc, d’après le cours, B est diagonalisable si et seulement Ker(B) = E0(B) est de dimension 2n, c’est-à-dire

si et seulement si B = 0. Mais non, donc B n’est pas diagonalisable alors que A l’est.

e. Si A est diagonalisable, comme avant, R(B2) =

(
R(A) 0

0 R(A)

)
= 0 pour un polynôme annulateur R

scindé à racines simples de A. Ainsi, B2 est diagonalisable. Posons R =
r∏

k=1

(X−αk) avec α1, · · · , αr distincts.

Aucun des αk n’est nul car αk est une valeur propre de A et que A est inversible. Notons δk une racine

carrée de αk pour k ∈ [[1; r]]. Alors, comme avant, δ1,−δ1, · · · , δr,−δr sont distincts donc le polynôme

Q =
r∏

k=1

(X− δk)(X+ δk) annule B car R(B2) =
r∏

k=1

(B2 − αkI2n) =
r∏

k=1

(B− δkI2n)(B+ δkI2n) = Q(M) = 0

et Q est scindé à racines simples donc B est diagonalisable.� �
5.218� �a. Par définition, ce reste R de l’énoncé a un degré majoré par 3 donc ϕ va bien de E dans E. Pour (P,Q) ∈ E2

et (λ, µ) ∈ R2, X2(λP+µQ) = λ(X2P)+µ(X2Q) = λ(UD+ϕ(P))+µ(VD+ϕ(Q)) = (λU+µV)D+(λϕ(P)+µϕ(Q))

avec des polynômes réels U, V qui sont des quotients dans la division euclidienne par D. Comme le polynôme

λϕ(P) + µϕ(Q) est de degré inférieur ou égal à 3 car deg(λϕ(P) + µϕ(Q)) 6 Max(deg(ϕ(P), ϕ(Q)) 6 3,

il est le reste de la division euclidienne de X2(λP + µQ) par D (et λU + µV en est le quotient). Ainsi

ϕ(λP + µQ) = λϕ(P) + µϕ(Q) et ϕ est bien un endomorphisme de E.

b. Clairement ϕ(1) = X2 et ϕ(X) = X3 car X2.1 = D.0+ 1 et X2.X = D.0+ X3. Comme X2X2 = X4 = D+ 1,

on a ϕ(X2) = 1. Enfin X2X3 = XD+ X donc ϕ(X3) = X. Ainsi, la matrice ϕ dans la base canonique est A =
0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

. Après C1 ←− C1 +XC3 et C2 ←− C2 +XC4 puis développement par rapport aux première
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et dernière colonnes, χϕ = χA =

∣∣∣∣∣∣∣
X 0 −1 0

0 X 0 −1
−1 0 X 0

0 −1 0 X

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

0 0 −1 0

0 X 0 X2 − 1
X2 − 1 0 X 0

0 −1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ = (X − 1)2(X + 1)2 .

Par conséquent, Sp(ϕ) = {−1, 1} et ϕ est diagonalisable si et seulement si A l’est, c’est-à-dire si et seulement

(X− 1)(X+ 1) = X2 − 1 est annulateur de A. Or A2 = I4 par calculs donc ϕ est diagonalisable. Bien sûr, on

pouvait dire que A étant symétrique réelle, elle est diagonalisable par le théorème spectral.

Soit P ∈ E, déterminons les sous-espaces propres associés à 1 et −1 :

• ϕ(P) = P ⇐⇒ (∃U ∈ R[X], X2P = UD + P) ⇐⇒ (X2P − P est un multiple de X4 − 1). Avec les

congruences, ϕ(P) = P ⇐⇒ (X2 − 1)P ≡ 0 [D] ⇐⇒ P ≡ 0 [X2 + 1] car D = (X2 − 1)(X2 + 1) donc

E1(ϕ) = Vect(X2 + 1, X(X2 + 1)) est un plan (on le savait déjà avec l’égalité des ordres).

• ϕ(P) = −P ⇐⇒ (X4 − 1 divise X2P + P) d’où ϕ(P) = −P ⇐⇒ (X2 + 1)P ≡ 0 [D]⇐⇒ P ≡ 0 [X2 − 1]

car D = (X2 + 1)(X2 − 1) donc E−1(ϕ) = Vect(X2 − 1, X(X2 − 1)) est encore un plan.

c. A2 = I4 donc A est inversible et A−1 = A donc ϕ est inversible et ϕ−1 = ϕ.� �
5.219� �a. Si u est diagonalisable, il existe une base B de Cn telle que MatB(u) = D est diagonale. Comme

MatB(u
2) = D2 est diagonale, B est aussi une base de vecteurs propres de u2 qui est donc diagonalisable.

b. • Si n = 1, tout endomorphisme de C étant une homothétie, u et u2 sont diagonalisables.

• Si n > 2, soit u ∈ L(Cn) tel que Mat can(u) = E1,2, alors A
2 = 0 donc u2 = 0 est diagonalisable alors

que χu = χA = Xn puisque A est nilpotente. Si u était diagonalisable, comme 0 est d’ordre algébrique n, on

aurait aussi dim(E0(u)) = dim(Ker(u)) = n et u = 0 ce qui est faux. Ainsi, u n’est pas diagonalisable.

Ainsi, la réciproque de la question précédente est vraie si n = 1 et fausse dès que n > 2.

c. (⊃) Si x ∈ Ker(u− λid Cn) + Ker(u+ λid Cn), alors ∃(y, z) ∈ Ker(u− λid Cn)× Ker(u+ λid Cn), x = y+ z

donc u2(x) = u2(y) + u2(z). Or u(y) = λy donc u2(y) = u(λy) = λu(y) = λ2y et u(z) = −λz donc

u2(z) = u(−λz) = −λu(z) = (−λ)2y = λ2z d’où u2(x) = λ2(y+ z) = λ2x et on a bien x ∈ Ker(u2 − λ2id Cn).

On a bien établi l’inclusion Ker(u− λid Cn) + Ker(u+ λid Cn) ⊂ Ker(u2 − λ2id Cn).

(⊂) Soit un vecteur x ∈ Ker(u2 − λ2id Cn) :

Analyse : supposons que x = y+ z (1) avec (y, z) ∈ Ker(u− λid Cn)× Ker(u+ λid Cn), par linéarité de u on

a u(x) = λy− λz (2) donc y =
u(x) + λx

2λ
et z =

λx− u(x)
2λ

en combinant (1) et (2) puisque λ ̸= 0.

Synthèse : si y =
u(x) + λx

2λ
et z =

λx− u(x)
2λ

, on a x = y+ z et u(y) =
u2(x) + λu(x)

2λ
=
λ2x+ λu(x)

2λ
= λy

et, de même u(z) =
λu(x)− u2(x)

2λ
= λx− λ2x

2λ
= −λz.

On vient de prouver l’inclusion Ker(u2 − λ2id Cn) ⊂ Ker(u− λid Cn) + Ker(u+ λid Cn).

Par double inclusion, on a donc Ker(u2 − λ2id Cn) = Ker(u − λid Cn) ⊕ Ker(u + λid Cn) puisque les deux

sous-espaces propres Ker(u− λid Cn) et Ker(u+ λid Cn) sont en somme directe puisqu’associés à des valeurs

propres différentes car λ ̸= −λ.

d. Méthode 1 : si u2 est diagonalisable, notons λ1, · · · , λr les valeurs propres distinctes de u2, elles sont non
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nulles car u2 est inversible. Par définition, Cn =

r⊕
k=1

Ker(u2 − λkid Cn). D’après la question précédente,

on a donc Cn =

r⊕
k=1

Ker(u − δkid Cn) ⊕ Ker(u + δkid Cn) en notant δk une racine carrée complexe de λk.

Comme Cn est la somme directe de sous-espaces propres associés à u, par définition, u est diagonalisable.

Méthode 2 : si u2 est diagonalisable et u inversible, alors Ker(u) = {0} donc 0 /∈ Sp(A). Notons λ1, · · · , λr
les valeurs propres distinctes de u2 (non nulles car u2 est aussi inversible). On sait que P =

r∏
k=1

(X − λk)

est annulateur de u2 d’où P(u2) =
r∏

k=1

(u2 − λkid Cn) = 0. Notons, pour k ∈ [[1; r]], δk une racine carrée

(complexe) de λk, alors
r∏

k=1

(u2−λkid Cn) =
r∏

k=1

(u−δkid Cn)◦(u+δkid Cn) = 0 donc Q =
r∏

k=1

(X−δk)(X+δk)

est annulateur de u. De plus, ∀k ∈ [[1; r]], δk ̸= −δk car λk = δ2k ̸= 0 et ∀(i, j) ∈ [[1; r]]2 avec i ̸= j, ±δi ̸= ±δj
car λi = δ2i ̸= δ2j = λj. Ainsi, Q annule u et est scindé à racines simples donc u est diagonalisable.� �

5.220� �a. L’application φ est bien définie de Kn−1[X] dans Kn et elle est clairement linéaire (il suffit de l’écrire).

Comme dim(Kn−1[X]) = dim(Kn) = n, φ est un isomorphisme si et seulement si φ est injective. Or, si

P ∈ Ker(φ), on a φ(P) = (P(λ1), · · · , P(λn)) = (0, · · · , 0) donc P(λ1) = · · · = P(λn) = 0 et λ1, · · · , λn sont

des racines de P. Il y a donc n racines distinctes d’un polynôme de degré inférieur ou égal à n − 1, on sait

d’après le cours que ceci implique P = 0 ce qui prouve que φ est injective.

Par conséquent, φ est donc un isomorphisme de Kn−1[X] dans Kn.

Pour (β1, · · · , βn) ∈ Kn, l’unique polynôme P ∈ Kn−1[X] qui vérifie φ(P) = (β1, · · · , βn) s’appelle le

polynôme d’interpolation de Lagrange et on a classiquement P =
n∑

j=1

βj

n∏
i=1
i ̸=j

X− λi
λj − λi

.

b. En général, si deux endomorphismes f et g commutent, les sous-espaces propres de l’un sont stables par

l’autre. En effet, si v ∈ Eλ(f) pour une valeur propre λ de f, alors f(g(v)) = g(f(v)) = g(λv) = λg(v) donc

g(v) ∈ Eλ(f), ce qui prouve que Eλ(f) est stable par g.

Plus spécifiquement ici, soit v un vecteur propre de f associé à la valeur propre λ, comme λ est valeur

propre simple de f, on sait d’après le cours que Eλ(f) = Vect(v). Alors, f
(
g(v)

)
= g

(
f(v)

)
= λg(v) donc

g(v) ∈ Vect(v) = Eλ(f). Alors ∃β ∈ R, g(v) = βv donc v est un vecteur propre pour g (associé à la valeur

propre β). Tout vecteur propre de f est un vecteur propre de g (la réciproque n’est pas forcément vraie).

c. Comme f est diagonalisable puisqu’il admet n valeurs propres distinctes en dimension n, il existe une

base B = (v1, · · · , vn) de E composée par des vecteurs propres de f. D’après la question b., ces vecteurs sont

aussi des vecteurs propres pour g donc la base B est composée de vecteurs propres communs à f et à g.

d. Avec B une des bases de codiagonalisation de la question précédente, il existe donc deux matrices

diagonales D = diag(λ1, · · · , λn) et D′ = diag(β1, · · · , βn) telles que D = MatB(f) = D et D′ = MatB(g).

Pour P ∈ Kn−1[X], on a g = P(f) ⇐⇒ D′ = P(D) ⇐⇒ (∀k ∈ [[1;n]], βk = P(λk)) ⇐⇒ (β1, · · · , βn) = φ(P).

D’après la question a., il existe un unique polynôme P ∈ Kn−1[X] qui vérifie ceci donc tel que g = P(f).

e. C(f) ⊂ L(E) et C(f) est non vide car id E ∈ C(f). De plus, si λ ∈ K et (g, h) ∈ C(f)2, alors λg + h ∈ C(f)
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car f ◦ (λg+ h) = λf ◦ g+ f ◦ h = λg ◦ f+ h ◦ f = (λg+ h) ◦ f. Ainsi, C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E)

(même une sous-algèbre) et la question précédente montre que l’application ψ : Kn−1[X]→ C(f) définie par

ψ(P) = P(f) est un isomorphisme. Ainsi, dim(C(f)) = dim(Kn−1[X]) = n.� �
5.221� �a. Soit k ∈ N et x ∈ Ker(uk), alors uk(x) = 0E donc uk+1(x) = u(uk(x)) = u(0E) = 0E donc x ∈ Ker(uk+1).

On a bien montré l’inclusion Ker(uk) ⊂k er(u
k+1) pour tout entier k ∈ N.

b. On a clairement Ker(up) = Ker(up), et Ker(up+1) = Ker(up) par hypothèse, donc Ker(up+ℓ) = Ker(up)

est vrai pour ℓ = 0 et ℓ = 1 : voilà pour l’initialisation. Si on suppose, pour un entier ℓ > 1, que

Ker(up+ℓ) = Ker(up), alors on sait déjà, par transitivité de l’inclusion et avec la question précédente,

que Ker(up) ⊂ Ker(up+ℓ+1). Soit x ∈ Ker(up+ℓ+1), alors up+ℓ+1(x) = up+ℓ(u(x)) = 0E donc il vient

u(x) ∈ Ker(up+ℓ). Par hypothèse de récurrence, on a donc u(x) ∈ Ker(up) donc up(u(x)) = up+1(x) = 0E

donc x ∈ Ker(up+1) = Ker(up). On a établi l’autre inclusion Ker(up+ℓ+1) ⊂ Ker(up). Par double inclusion,

on a donc Ker(up+ℓ+1) = Ker(up) et l’hérédité est prouvée.

Par principe de récurrence, on peut conclure que ∀ℓ ∈ N, Ker(up+ℓ) = Ker(up).

c. Comme u est nilpotent, A = {k ∈ N∗ | uk = 0} n’est pas vide, cette partie non vide et minorée de N

admet donc un minimum noté q par l’énoncé. Ainsi, uq = 0 car q ∈ A et uq−1 ̸= 0 car q− 1 /∈ A.

Soit M la matrice de u dans une base quelconque B de E. Alors Mq = 0 donc Xq annule M. Soit λ une

valeur propre complexe de M, elle fait donc partie des racines de Xq, elle ne peut donc valoir que 0. Ainsi,

SpC(M) = {0} car un spectre complexe ne peut pas être vide par d’Alembert-Gauss. On en déduit que

χM =
∏

λ∈Sp C(M)

(X− λ)mλ(M) = Xn donc χu = χM = Xn.

d. Par Cayley-Hamilton, on a un = 0 donc n ∈ A. Comme q =Min(A), on a donc q 6 n.� �
5.222� �a. B2 = 3B donc B3 = 3B2 = 9B. Si on suppose que Bn = 3n−1B pour n > 1, on a Bn+1 = BnB donc

Bn+1 = 3n−1B.B = 3n−1B2 = 3n−1(3B) = 3nB. Par principe de récurrence, on a ∀n ∈ N∗, Bn = 3n−1B.

b. Comme A = aB + I3 et que I3 et B commutent, on a An =
n∑

k=0

ak

(
n

k

)
Bk = I3 +

( n∑
k=1

ak

(
n

k

)
3k−1

)
B

par le binôme de Newton et d’après la question précédente. Or
n∑

k=1

ak

(
n

k

)
3k−1 =

1

3

n∑
k=1

(
n

k

)
(3a)k qu’on

transforme en
n∑

k=1

ak

(
n

k

)
3k−1 =

(1+ 3a)n − 1
3

donc An = I3 +
(1+ 3a)n − 1

3
B.

c. Si a = 0, on a A = I3 donc ∀n ∈ N, An = I3 est très simple. On suppose dans la suite que a ̸= 0.

Comme B2 = 3B, on a A2 = (aB + I3)
2 = a2B2 + 2aB + I3 = (3a2 + 2a)B + I3 = (3a + 2)(aB) + I3 donc

A2 = (3a+2)(A− I3)+ I3 = (3a+2)A−(3a+1)I3. Ainsi, P = X2−(3a+2)X+(3a+1) = (X−(3a+1))(X−1)

annule A. Comme a ̸= 0, P est annulateur de A et scindé à racines simples donc A est diagonalisable, ce qui

se déduisait aussi directement du théorème spectral car A est réelle et symétrique.

Mais pour les puissances de A, on écrit la division euclidienne de Xn par P, à savoir Xn = QnP + Rn avec

Rn = anX + bn et on évalue en 1 et 3a + 1 pour avoir 1 = an + bn et (3a + 1)n = an(3a + 1) + bn donc

an =
(3a+ 1)n − 1

3a
et bn =

(3a+ 1)− (3a+ 1)n

3a
. Et comme P(A) = 0, en remplaçant X par A dans la
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division euclidienne, on a An =
(3a+ 1)n − 1

3a
A+

(3a+ 1)− (3a+ 1)n

3a
I3.� �

5.223� �a. Pour P = aX2 + bX + c ∈ R2[X], on a Φ2(P) =
∫ X+1

X
(at2 + bt + c)dt =

[
at3

3
+ bt2

2
+ ct

]X+1

X
donc

Φ2(P) =
a

3

(
(X+ 1)3−X3

)
+ b

2

(
(X+ 1)2−X2

)
+ c(X+ 1−X) = a

3
(3X2 + 3X+ 1)+ b

2
(2X+ 1)+ c ∈ R2[X]. La

linéarité de Φ, donc de Φ2, provient de la linéarité de l’intégrale. Ainsi, Φ2 est un endomorphisme de R2[X].

b. Comme Φ2(X
2) = X2 + X+ 1

3
, Φ2(X) = X+ 1

2
et Φ2(1) = 1, si on note B2 = (1, X, X2) la base canonique

de R2[X], on a MatB2
(Φ2) =

 1 1/2 1/3

0 1 1

0 0 1

. Ainsi, χΦ2
= (X − 1)3 donc 1 est la seule valeur propre de

Φ2. Comme E1(Φ2) ̸= R2[X] car Φ2 ̸= id R2[X], Φ2 n’est pas diagonalisable.

c. Comme en a., la linéarité de Φn provient de celle de Φ, qui découle de la linéarité de l’intégrale. En

notant P =
n∑

k=0

akX
k ∈ Rn[X], on a Φn(P) = Φ(P) =

∫ X+1

X

( n∑
k=0

akt
k
)
dt =

[ n∑
k=0

akt
k+1

k+ 1

]X+1

X
qui s’écrit

aussi Φn(X) =
n∑

k=0

ak
(
(X+ 1)k+1 − Xk+1

)
k+ 1

∈ Rn[X] car ∀k ∈ [[0;n]], (X + 1)k+1 − Xk+1 ∈ Rn[X] après

simplification des termes en Xk+1. Ainsi, Φn est un endomorphisme de Rn[X].

Comme en question b., puisque Φn(X
k) =

(X+ 1)k+1 − Xk+1

k+ 1
=

k∑
i=0

(
k+ 1

i

)
Xi

k+ 1
= Xk+

k−1∑
i=0

(
k+ 1

i

)
Xi

k+ 1

car

(
k+ 1

k

)
= k+ 1, la matrice de Φn dans la base canonique Bn = (1, X, · · · , Xn) de Rn[X] est triangulaire

supérieure avec des 1 sur la diagonale. Ainsi, χΦn
= (X− 1)n alors que Φn ̸= id Rn[X] dès que n > 1 car par

exemple Φn(X) ̸= X. On a donc deux cas :

• si n = 0, Φ0 = id R0[X] donc Φ0 est diagonalisable.

• si n > 1, Φn n’est plus diagonalisable mais seulement trigonalisable.� �
5.224� �a. χA =

∣∣∣∣∣∣
X −1 1

0 X− 1 −3
−1 1 X− 4

∣∣∣∣∣∣ = X((X − 1)(X − 4) + 3) − (3 − (X − 1))) = X3 − 5X2 + 7X − 4 + X donc

χA = X3 − 5X2 + 8X − 4 en développant par rapport à la première ligne. 1 est une racine évidente de χA

donc χA = (X− 1)(X2− 4X+ 4) = (X− 1)(X− 2)2. Comme χA est scindé dans R[X], A est déjà trigonalisable

dans M3(R). D’après le cours, A est diagonalisable ⇐⇒ dim(E2(A)) = 2⇐⇒ (X− 1)(X− 2) annule A.

• A − 2I3 =

−2 1 −1
0 −1 3

1 −1 2

 n’est pas inversible car 2 est valeur propre de A et clairement pas de rang 1

(les deux premières colonnes ne sont pas proportionnelles) donc A − 2I3 de rang 2 donc, par la formule du

rang, E2(A) = Ker(A− 2I3) est de dimension 1 donc A n’est pas diagonalisable.

• On aurait aussi pu, comme A − I3 =

−1 1 −1
0 0 3

1 −1 3

, calculer (A − I3)(A − 2I3) =

 1 −1 2

3 −3 6

1 −1 2

 ̸= 0

avec la même conclusion : A n’est pas diagonalisable.

b. Dans la matrice A− 2I3, en notant C1, C2, C3 ses colonnes, on a C1 + 3C2 + C3 = 0 donc, comme on sait

déjà que E2(A) est une droite, on a E2(A) = Vect(v2) avec v2 = (1, 3, 1).

c. La matrice A − I3 est de rang 2 donc dim(E1(A)) = 3 − 2 = 1 par la formule du rang ; on le savait déjà
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étant donné que 1 est racine simple de χA. Comme la somme des deux premières colonnes de A − I3 est

nulle, on a E1(A) = Vect(v1) avec v1 = (1, 1, 0).

Si on veut effectivement trigonaliser la matrice A, on cherche un vecteur v3 tel que Av3 = 2v3 + v2, ce qui

revient à résoudre le système (A − 2I3)X = V2 ou

−2 1 −1
0 −1 3

1 −1 2

 ×
 x

y

z

 =

 13
1

 = V2 et on trouve

sans peine parmi l’infinité de solutions, par exemple v3 = (−1, 0, 1). Posons P =

 1 1 −1
1 3 0

0 1 1

, comme

det(P) = 1 ̸= 0, P est inversible donc B = (v1, v2, v3) est une base de R3 et P est la matrice de passage de la

base canonique de R3 à B. Par formule de changement de base, A = PTP−1 avec T =

 1 0 0

0 2 1

0 0 2

.

Analyse : soit F un plan de R3 stable par A. En notant u l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à

A, on peut induire u dans F et on note uF l’endomorphisme induit. On sait que χuF
divise χu. Ainsi, on n’a

que deux possibilités, χuF
= (X− 1)(X− 2) ou χuF

= (X− 2)2.

• Si χuF
= (X − 1)(X − 2), comme χuF

est scindé à racines simples, uF est diagonalisable donc

F = E1(uF) ⊕ E2(uF). Or E1(uF) ⊂ E1(u) et E2(uF) ⊂ E2(u) donc, par inclusion et égalité des

dimensions, E1(uF) = E1(u) = Vect(v1) et E2(uF) = E2(u) = Vect(v2) donc F = Vect(v1, v2).

• Si χuF
= (X − 2)2, par Cayley-Hamilton, (uF − 2id F)

2 = 0 donc F = Ker((uF − 2id F)
2). Or

Ker((uF−2id F)
2) ⊂ Ker((u−2id R3)2) et (A−2I3)2 = P(T−2I3)2P−1 = P

 1 0 0

0 0 0

0 0 0

 P−1 est de rang

1 (ou directement (A−2I3)2 =

 3 −2 3

3 −2 3

0 0 0

) donc, par la formule du rang, dim(Ker((A−2I3)2) = 2.

Par inclusion et égalité des dimensions, F = Ker((uF − 2id F)
2) = Ker((u− 2id R3)2) = Vect(v2, v3).

Synthèse : comme on a montré que u(v1) = v1, u(v2) = 2v2 et u(v3) = 2v3 + v2, les plans Vect(v1, v2) et

Vect(v2, v3) sont stables par u.

Il existe donc exactement deux plans stables par A, ce sont Vect(v1, v2) et Vect(v2, v3).� �
5.225� �Soit λ une valeur propre de A, il existe donc un vecteur u ̸= 0 ∈ Cn tel que Au = λu. Considérons

un indice p ∈ [[1;n]] tel que |up| = Max
16i6n

|ui| = ||u||∞ > 0. Si on écrit la ligne p du système Au = λu,

on a
n∑

j=1

ap,juj = λup qui s’écrit aussi (λ − ap,p)up = −
n∑

j=1
j̸=p

ap,juj. En passant au module, par inégalité

triangulaire, on a donc |λ− ap,p| |up| 6
n∑

j=1
j̸=p

|ap,j| |uj| 6
n∑

j=1
j̸=p

|ap,j| |up| par définition de p. Comme |up| > 0,

il vient |λ − ap,p| 6
n∑

j=1
j̸=p

|ap,j| et on a λ ∈
{
z ∈ C

∣∣∣ |z − ap,p| < n∑
j=1
j ̸=p

|ap,j|
}
. Mais comme p dépend de λ

et n’est pas unique, on peut juste dire que le spectre de A est inclus dans une réunion de disque fermés,

Sp(A) ⊂
n∪

i=1

{
z ∈ C

∣∣∣ |z− ai,i| < n∑
j=1
j ̸=i

|ai,j|
}
. C’est le théorème de Gerschgorin.
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� �
5.226� �Notons s l’endomorphisme de R2 canoniquement associé à S.

a. Comme χS =

∣∣∣∣X− 5 3

3 X+ 5

∣∣∣∣ = (X−5)(X+5)−9 = X2−25−9 = X2−34, on a Sp(S) = {−
√
34,
√
34}. χS est

scindé à racines simples sur R donc S est diagonalisable dansM2(R) et S est semblable à D1 = D(
√
34,−

√
34).

D’après le théorème spectral, comme S est symétrique réelle, elle est même orthosemblable à D1.

b. Soit v1 = e1 et v2 = Sv1 = Se1 = 5e1 − 3e2. La famille B = (v,v2) est clairement libre donc c’est une

base de R2 car dim(R2) = 2. Comme Sv2 = 5Se1 − 3Se2 = 5(5e1 − 3e2)− 3(−3e1 − 5e2) = 34e1 = 34v1, on

a MatB(s) = N =

(
0 34

1 0

)
. Par formule de changement de base, S = PNP−1 en notant P =

(
1 5

0 −3

)
la

matrice de passage de la base canonique de R2 à B. Ainsi, S est semblable à N qui est à diagonale nulle.

c. L’application ϕ est clairement linéaire, ce n’est pas un automorphisme de M2(R) car D(1, 2) ̸= 0 ∈ Ker(ϕ).

Par contre, N ∈ Im(ϕ) car N =

(
0 34

1 0

)
= ϕ(A) avec A =

(
0 −34
1 0

)
puisque si M =

(
a b

c d

)
, on a

ϕ(M) =

(
1 0

0 2

)(
a b

c d

)
−
(
a b

c d

)(
1 0

0 2

)
=

(
a b

2c 2d

)
−
(
a 2b

c 2d

)
=

(
0 34

1 0

)
=

(
0 −b
c 0

)
.

En notant C = PD(1, 2)P−1 et D = PAP−1, on a CD − DC = PD(1, 2)P−1PAP−1 − PAP−1PD(1, 2)P−1 donc

CD−DC = P
(
D(1, 2)A− AD(1, 2)

)
P−1 = Pϕ(A)P−1 = PNP−1 d’où S = CD−DC avec (C,D) ∈ (M2(R))2.� �

5.227� �a. Comme u2 = id E, on a Tr (v) = Tr (v ◦u ◦u) = Tr ((v ◦u) ◦u) = Tr ((−u ◦ v) ◦u) = −Tr (u ◦ v ◦u) donc
Tr (v) = −Tr ((u ◦ v) ◦u) = −Tr (u ◦ (u ◦ v))) = −Tr (v) (car Tr (f ◦ g) = Tr (g ◦ f) pour tout endomorphismes

f et g d’un espace de dimension finie) d’où Tr (v) = 0. Bien sûr, par symétrie, Tr (u) = 0.

b. Par hypothèse, u et v sont des symétries donc elles sont diagonalisables car X2 = (X− 1)(X+ 1) est scindé

à racines simples sur R et annulateur de u et de v et Sp(u) ⊂ {−1, 1} et Sp(v) ⊂ {−1, 1}. Comme la trace est

la somme des valeurs propres comptées avec leurs ordres de multiplicité, 1 et −1 sont donc valeurs propres

doubles de u et de v. Ainsi, E1(u), E−1(u), E1(b) et E−1(v) sont des plans.

c. On a u(v(x)) = u ◦ v(x) = −v ◦ u(x) = −v(u(x)) = −v(x) car u(x) = x donc v(x) ∈ E−1(u). De même,

v(y) ∈ E−1(u). Soit (λ, µ) ∈ C2 tel que λv(x) + µv(y) = 0E, il vient −λx − µy = 0E en appliquant u ce qui

donne λ = µ = 0 car (x, y) libre. Ainsi, (v(x), v(y)) est une famille libre de E−1(u) qui est un plan donc

(v(x), v(y)) est une base de E−1(u).

Comme E = E1(u)⊕E−1(u) puisque u est une symétrie de E, et que (x, y) est une base de E1(u) et (v(x), v(y))

une base de E−1(u), la famille B = (x, y, v(x), v(y)) est une base de E adaptée à la décomposition précédente.

De plus, on a déjà vu que u◦v(x) = −v(x) et u◦v(y) = −v(y) et on a aussi u◦v(v(x)) = u(x) = x car v2 = id E

et, de même, u ◦ v(v(y)) = y. Ainsi, A = MatB(u ◦ v) =


0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

 et χA =

∣∣∣∣∣∣∣
X 0 −1 0

0 X 0 −1
1 0 X 0

0 1 0 X

∣∣∣∣∣∣∣. En

effectuant C1 ←− C1+XC3 et C2 ←− C2+XC4, on a χA =

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 −1 0

0 0 0 −1
X2 + 1 0 X 0

0 X2 + 1 0 X

∣∣∣∣∣∣∣ puis on développe par

rapport à la première colonne deux fois et on a χA = (X2+1)2
∣∣∣∣−1 0

0 −1

∣∣∣∣ = (X2+1)2 donc Sp(u◦v) = {−i, i}.
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Comme A + iI4 =


i 0 1 0

0 i 0 1

−1 0 i 0

0 −1 0 i

 est de rang 2 car C3 = −iC1, C4 = −iC2 et que (C1, C2) libre,

E−i(u ◦ v) = Vect(v1, v2) avec v1 = ix+ v(x) et v2 = iy+ v(y). De même, A− iI4 =


−i 0 1 0

0 −i 0 1

−1 0 −i 0

0 −1 0 −i


avec C3 = iC1, C4 = iC2 et (C1, C2) libre, donc Ei(u ◦ v) = Vect(v3, v4) avec v3 = ix− v(x), v4 = iy− v(y).

Comme dim(Ei(A)) + dim(E−i(A)) = 4 = dim(C4), l’endomorphisme u ◦ v est diagonalisable. On pouvait

aussi constater que (u ◦ v)2 = (u ◦ v) ◦ (u ◦ v) = u ◦ (v ◦ u) ◦ v = −u ◦ (u ◦ v) ◦ v = −u2 ◦ v2 = −id E donc que

X2+1 = (X+ i)(X− i) est annulateur de u◦v et scindé à racines simples dans C donc u◦v est diagonalisable.� �
5.228� �a. Par hypothèse, pour tout x ∈ R, comme f est continue et intégrable en −∞, F(x) existe donc la fonction

F est bien définie sur R. De plus, ∀x ∈ R, F(x) =
∫ 0

−∞
f(t)t+

∫ x

0
f(t)dt et f est continue sur R donc, par le

théorème fondamental de l’intégration, F est de classe C1 sur R et ∀x ∈ R, F′(x) = f(x) car x 7→
∫ x

0
f(t)dt

est la primitive de f s’annulant en 0.

b. Pour une fonction polynomiale P, t 7→ P(t)et est continue sur ]−∞; x] pour tout x ∈ R et P(t)et =
−∞

o

(
1

t2

)
par croissances comparées donc L(P)(x) existe ce qui montre que L est bien définie sur E. La linéarité de

L provient de la linéarité de l’intégrale. Soit, pour tout k ∈ N, la fonction pk : R → R définie par

pk(t) = tk de sorte que E = Vectk∈N(pk). On a L(p0)(x) = e−x
∫ x

−∞
t0etdt = e−x[et]x−∞ = 1 donc

L(p0) = p0. De plus, pour k ∈ N∗, en posant u = pk et v : t 7→ et, les fonctions u et v sont de classe C1 sur

]−∞; x] et lim
t→−∞

u(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par intégration par parties, on a la relation

∀x ∈ R, L(pk)(x) = e−x
(
[tket]x−∞ −

∫ x

−∞
ktk−1etdt

)
= xk − kL(pk−1)(x) d’où L(pk) = pk − kL(pk−1) (1).

Comme L(p0) ∈ E, la relation (1) permet de montrer par récurrence que ∀k ∈ N, L(pk) ∈ E. Ainsi, comme

la famille (pk)k∈N engendre E, ceci montre bien que L est un endomorphisme de E.

c. La relation (1) permet aussi de montrer par récurrence que si on note En le sous-espace des fonctions

polynomiales de degrés inférieurs ou égaux à n, alors En est stable par L. En effet, E0 est stable par L car

L(p0) = p0. De plus, pour n ∈ N∗, si En−1 est stable par L, et si P = anpn+qn−1 avec an ∈ R, qn−1 ∈ En−1,

L(P) = anL(pn)+L(qn−1) = an(pn+nL(pn−1))+L(qn−1) = anpn+(nanL(pn−1)+L(qn−1)) ∈ En d’après

(1) et par hypothèse de récurrence.

Soit λ ∈ R une valeur propre de L, alors il existe une fonction polynomiale P ∈ E telle que L(P) = λP. Si

on note n = deg(P), on a P ∈ En et on peut considérer l’application induite Ln : En → En définie par

Ln(P) = L(P) et L(P) = λP = Ln(P) donc λ est valeur propre de Ln. D’après la relation (1), la matrice de Ln

dans la base canonique Bn = (p0, · · · , pn) de En est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale car

L(pk) = pk − kL(pk−1). Ainsi, χLn
= (X − 1)n+1 et Sp(Ln) = {1}. Ainsi, la seule valeur propre de L est 1

car L(p0) = p0 et que p0 ̸= 0.

Soit P ∈ E tel que L(P) = P, alors ∀x ∈ R, e−x
∫ x

−∞
P(t)etdt = P(x). Avec la même intégration par parties

qu’en b., e−x
(
[P(t)et]x−∞ −

∫ x

−∞
P′(t)etdt

)
= P(x) qui se simplifie en ∀x ∈ R,

∫ x

−∞
P′(t)etdt = 0. Il suffit
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de dériver cette relation avec la question a. et on a ∀x ∈ R, P′(x)ex = 0 donc P′(x) = 0 et P est constante

car R est un intervalle. Par conséquent, 1 est la seule valeur propre de L et E1(L) = Vect(p0).� �
5.229� �a. Dans le calcul de det(A), on développe par rapport à la dernière colonne et, si D = diag(b1, · · · , bq−1),

on a det(A) = (−1)q+1aqdet(D) donc det(A) = (−1)q+1aq

q−1∏
k=1

bk ̸= 0 car les réels aq, b1, · · · , bq−1 sont

strictement positifs. Ainsi, A est inversible et 0 n’est pas valeur propre de A.

b. On calcule A2 =



a21 + a2b1 a1a2 + a3b2 · · · · · · · · · a1aq

b1a1 b1a2 · · · · · · · · · b1aq

b1b2 0 · · · · · · · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...

0 · · · 0 bq−1bq−2 0 0


et on se rend compte que les

deux premières lignes de A2 ne contiennent que des termes strictement positifs tout comme la première ligne

de A ne contient que des termes strictement positifs. Soit k ∈ [[1;q− 1]] tel que les k premières lignes de Ak

ne contiennent que des termes strictement positifs. Avec des notations évidentes, en écrivant Ak+1 = AAk,

L1(A
k+1) > a1L1(A

k) > 0 et ∀j ∈ [[2; k + 1]], Lj(A
k+1) = bj−1Lj−1(A

k) > 0 par hypothèse de récurrence.

Ainsi, les k+ 1 premières lignes de Ak+1 ne contiennent que des termes strictement positifs. Par principe de

récurrence, cette propriété est vraie pour tout k ∈ [[1;q]] donc Aq a tous ses coefficients strictement positifs.

c. Soit λ ∈ SpC(A) et Eλ(A) = Ker(A − λIq) le sous-espace propre associé. Comme les q − 1 premières

colonnes de la matrice A − λIq =



a1 − λ a2 · · · · · · aq

b1 −λ 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 · · · 0 bq−1 −λ

 forment une famille libre (grâce aux

bk ̸= 0 échelonnés), on a rang (A− λIq) > q− 1. Puisque rang (A− λIq) < q car A− λIq n’est pas inversible

par hypothèse, rang (A− λIq) = q− 1. D’après la formule du rang, q = dim(Ker(A− λIq)) + rang (A− λIq)

donc dim(Eλ(A)) = 1. Les sous-espaces propres associés aux valeurs propres complexes de A sont des droites.

On en déduit que A est diagonalisable dans Mq(C) si et seulement si χA est scindé à racines simples.

d. Dans le calcul de χA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X− a1 −a2 · · · · · · −aq
−b1 X 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 · · · 0 −bq−1 X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, on ne change pas le déterminant en effectuant

l’opération de Gauss Cq ←− Cq+
X

bq−1
Cq−1+

X2

bq−2bq−1
Cq−2+ · · ·+ Xq−1

b1 · · · bq−1
C1 et on obtient la valeur

χA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X− a1 −a2 · · · · · · P

−b1 X 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . X 0

0 · · · 0 −bq−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
avec P = Xq−1

b1 · · · bq−1
(X − a1) −

( q−1∑
j=2

Xq−j

bj · · · bq−1
aj

)
− aq. On
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développe ensuite par rapport à la dernière colonne et, comme en a., on a χA = (−1)q+1
( q−1∏

j=1

(−bj)
)
P donc

χA = Xq −
q∑

j=1

( j−1∏
k=1

bk

)
ajX

q−j.

Méthode 1 : on constate que χA a son premier coefficient (celui en Xq) qui est strictement positif et tous les

autres sont strictement négatifs. Les dérivées successives χ′A, · · · , χ
(q−1)
A de χA vont avoir la même propriété.

Par exemple χ
(q−1)
A = q!X − (q − 1)!a1. Ainsi, χ

(q−1)
A s’annule une unique fois sur R∗+ (en αq−1 = a1

q
).

Ceci montre que χ
(q−2)
A est strictement décroissante sur [0;αq−2] et strictement croissante sur [αq−1; +∞[

alors que χ
(q−1)
A (0) < 0 et que lim

t→+∞
χ
(q−2)
A (t) = +∞. Ceci montre que χ

(q−2)
A ne s’annule qu’une seule fois

sur R∗+ en αq−2 > αq−1. On continue les tableaux de variations de χ
(q−1)
A , χ

(q−2)
A , · · · , χ′A, χA avec la même

conclusion à chaque fois, χ
(k)
A ne s’annule qu’une fois sur R∗+ pour k ∈ [[0;q− 1]].

Méthode 2 : posons Q = XqχA(1/X) = 1 −
q∑

j=1

( j−1∏
k=1

bk

)
ajX

j. Comme Q′ = −
q∑

j=1

j

( j−1∏
k=1

bk

)
ajX

j−1 et

que tous les a1, · · · , aq, b1, · · · , bq−1 sont strictement positifs, la fonction polynomiale Q′ reste strictement

négative sur l’intervalle R∗+ donc Q y est strictement décroissante. Puisque Q(0) = 1 > 0 et lim
t→+∞

Q(t) = −∞
car le coefficient dominant de Q est strictement négatif, la fonction Q s’annule une unique fois en α0 sur

R∗+. Comme ∀t > 0, Q(t) = 0⇐⇒ χA(1/t) = 0, χA s’annule une unique fois sur R∗+ en 1/α0.

Quelle que soit la méthode, χA ne s’annule qu’une seule fois sur R∗+ donc, comme les valeurs propres de A

sont les racines de χA, A admet une unique valeur propre strictement positive.� �
5.230� �a. Soit P ∈ E, on a deg(P(1)(X2 − X) + P(−1)(X2 + X)) 6 2 donc le polynôme T(P) appartient bien à E. De

plus, si (P,Q) ∈ E2 et λ ∈ R, on a par définition T(λP + Q) = (λP + Q)(1)(X2 − X) + (λP + Q)(−1)(X2 + X)

qui devient T(λP + Q) = (λP(1) + Q(1))(X2 − X) + (λP(−1) + Q(−1))(X2 + X) et on a enfin la relation

T(λP +Q) = λ(P(1)(X2 − X) + P(−1)(X2 + X)) + (P(1)(X2 − X) + P(−1)(X2 + X)) = λT(P) + T(Q) donc T est

bien un endomorphisme de E. Comme ∀k ∈ [[0;n− 1]], T(Xk) = X2 − X+ (−1)k(X2 + X), on a T(Xk) = 2X2

si k est pair et T(Xk) = −2X si k est impair. Ainsi, en notant B0 = (1, X, · · · , Xn) la base canonique de E, on

a MatB0
(T) = A =



0 · · · · · · · · · · · · 0

0 −2 0 −2 · · · · · ·
2 0 2 0 · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · 0
...

...
...

...
0 · · · · · · · · · · · · 0


. Les colonnes d’indice pairs (resp. impairs) sont égales.

b. Visiblement, rang (T) = rang (A) = 2 donc dim(Ker(T)) = dim(E)− 2 = n+ 1− 2 = n− 1 avec la formule

du rang. On sait que Im (T) est engendré par les images par T des vecteurs de B0 donc Im(T) = Vect(X, X2)

et il est clair que les vecteurs Pk = X2k − 1 pour 2k 6 n et Qk = X2k+1 − X pour 2k + 1 6 n sont dans le

noyau de T car T(X2k) = T(1) = 2X2 et T(X2k+1) = T(X) = −2X. Ainsi, selon la parité de n :

• Si n = 2p est pair, B = (P1, Q1, · · · , Qp−1, Pp) est une famille de degrés échelonnés donc libre de

n− 1 = 2p− 1 vecteurs de Ker(T) donc B est une base de Ker(T).

• Si n = 2p+ 1 est impair, B = (P1, Q1, · · · , Pp, Qp) est une famille de degrés échelonnés donc libre de
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n− 1 = 2p vecteurs de Ker(T) donc B est une base de Ker(T).

c. On a déjà vu que 0 était valeur propre de T . Comme on a vu que T(X2) = 2X2, 2 est valeur propre de

T . De même, T(X) = −2X donc −2 est aussi valeur propre de T . Ainsi, Sp(T) = {−2, 0, 2} et E0(T) = Ker(T)

est de dimension n − 1, E2(T) = Vect(X2) et E−2(T) = Vect(X) sont des droites. Comme la somme des

dimensions des sous-espaces propres vaut dim(E), T est diagonalisable.� �
5.231� �a. La deuxième colonne de A vaut j fois la première car j3 = 1 et la troisième vaut j2 fois la première,

ceci justifie que rang (A) = 1 car la matrice A est non nulle. Ainsi, d’après la formule du rang, on a

dim(Ker(A)) = 3 − rang (A) = 2 donc dim(E0(A)) = 2 ce qui montre d’après le cours que 0 est racine au

moins double de χA. Ainsi, χA = X3 − Tr (A)X2 car X2 divise χA. Comme Tr (A) = 1 + j + j2 = 0, on

a χA = X3 donc Sp(A) = {0} et A est nilpotente d’après le théorème de Cayley-Hamilton. Comme

dim(E0(A)) = 2 ̸= 3 = m0(A), A n’est pas diagonalisable (par ce raisonnement, la seule matrice nilpotente

diagonalisable est la matrice nulle).

b. Comme Im (A) = Vect(v1) avec v1 = (1, j, j2) et que v1 ∈ Ker(A), on a Im (A) ⊂ Ker(A) et A2 = 0. On peut

compléter (v1) en une base de Ker(A), prenons par exemple v3 = (j,−1, 0) de sorte que v3 ∈ Ker(A) et que

(v1, v3) est une base de Ker(A) car on a clairement (v1, v3) libre. Comme Av2 = v1 en prenant v1 = (1, 0, 0)

en regardant la première colonne de A, et que B = (v1, v2, v3) car (v1, v3) libre et v2 /∈ Vect(v1, v3) = Ker(A),

on a MatB(a) = E1,2 en notant a l’endomorphisme de C3 canoniquement associé à A. En notons P la

matrice de passage de la base canonique de C3 à B, on a par formule de changement de base A = PE1,2P
−1

avec P =

 1 1 j

j 0 −1
j2 0 0

 (B est à nouveau une base de C3 car det(P) = −j2 ̸= 0).

c. Soit B ∈ M3(C), on pose C = P−1BP d’où B = PCP−1 et on a l’équivalence AB = BA⇐⇒ E1,2C = CE1,2.

Or en notant C =

 c1,1 c1,2 c1,3

c2,1 c2,2 c2,3

c3,1 c3,2 c3,3

, on a E1,2C =

 c2,1 c2,2 c2,3

0 0 0

0 0 0

 et CE1,2 =

 0 c1,1 0

0 c2,1 0

0 c3,1 0


donc E1,2C = CE1,2 ⇐⇒ (c2,1 = c1,1 − c2,2 = c2,3 = c3,1 = 0). Ainsi, les matrices qui commutent

avec E1,2 sont de la forme C =

 c1,1 c1,2 c1,3

0 c1,1 0

0 c3,2 c3,3

 donc l’ensemble des matrices qui commutent avec

E1,2, noté C(E1,2), vérifie C(E1,2) = Vect(E1,1 + E2,2, E3,3, E1,2, E1,3, E3,2) est de dimension 5 car la famille

(E1,1 + E2,2, E3,3, E1,2, E1,3, E3,2) est clairement libre. De plus, l’application φ : C(E1,2) → C(A) définie par

φ(C) = P−1CP est linéaire, injective car P−1CP = 0 =⇒ C = 0 et surjective d’après l’équivalence qui précède.

Comme φ est un isomorphisme, il conserve la dimension donc dim(C(A)) = dim(C(E1,2)) = 5.� �
5.232� �a. En transposant la relationM2+MT = In, (M

T )2+M = In donc (In−M2)2+M−In =M4−2M2+M = 0

et le polynôme Q = X4 − 2X2 + X annule M. Or Q = X(X − 1)(X2 + X − 1) = X(X − 1)(X − α)(X − β) avec

α = −1+
√
5

2
et β = −1−

√
5

2
donc Q est scindé à racines simples. Ainsi M est encore diagonalisable dans

Mn(C) et Sp(M) ⊂ {0, 1, α, β} d’après le cours.

b. Étant donnée la question, on s’attend à un réponse négative. On va commencer par le cas simple n = 2.

Soit M ∈ M2(C) telle que M ̸=MT et M2 +MT = I2. Distinguons selon les valeurs propres de M avec a..
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Si Sp(M) = {λ} avec λ ∈ {0, 1, α, β}, alors comme M est diagonalisable d’après a., M est semblable à

λI2 donc M = λI2 ce qui est impossible car M n’est pas symétrique.

Si Sp(M) = {0, 1}, comme M est diagonalisable, M = PDP−1 avec P ∈ GL2(C) et D =

(
1 0

0 0

)
donc

M2 = PD2P−1 =M car D2 = D. Ainsi,M2+MT =M+MT = I2 ce qui montre queM =

(
1/2 −a
a 1/2

)
.

Or M2 = M =

(
(1/4)− a2 −a

a (1/4)− a2
)
. Ainsi, 1

4
− a2 = 1

2
donc a2 = −1

4
d’où a = ± i

2
. Il y a

donc deux matrices vérifiant ces conditions, M1 = 1

2

(
1 −i
i 1

)
et M2 = 1

2

(
1 i

−i 1

)
.

Si Sp(M) = {α, β}, comme M est diagonalisable, (X − α)(X − β) = X2 + X − 1 est annulateur de M

donc M2 +M− I2 = 0. Mais ceci est impossible car M2 − I2 = −MT ̸= −M.

Si Sp(M) = {0, α}, de même, X(X − α) = X2 − αX annule M d’où M2 = αM et αM +MT = I2 (1).

En écrivant M =

(
a b

c d

)
, la relation (1) montre que M = 1

α+ 1
I2, absurde car M non symétrique.

Si Sp(M) = {0, β}, de même, X(X − β) = X2 − βX annule M d’où M2 = βM et βM +MT = I2 (1).

En écrivant M =

(
a b

c d

)
, la relation (1) montre que M = 1

β+ 1
I2, absurde car M non symétrique.

Si Sp(M) = {1, α}, comme avant, (X−1)(X−α) = X2−(α+1)X+α annuleM, d’oùM2 = (α+1)M+αI2

et (α+1)M+MT = (1−α)I2 (1). En écrivantM =

(
a b

c d

)
, la relation (1) montre queM = 1

α+ 2
I2,

absurde car M non symétrique.

Si Sp(M) = {1, β}, comme avant, (X−1)(X−β) = X2−(β+1)X+β annuleM, d’oùM2 = (β+1)M+βI2

et (β+1)M+MT = (1−β)I2 (1). En écrivantM =

(
a b

c d

)
, la relation (1) montre queM = 1

β+ 2
I2,

absurde car M non symétrique.

Les seules M ∈ M2(C) telles que M ̸=MT et M2 +MT = I2 sont M1 = 1

2

(
1 −i
i 1

)
et M2 = 1

2

(
1 i

−i 1

)
.

Si n = 2p avec p ∈ N∗, il suffit de poser M = diag(Mi1 , · · · ,Mip) avec (i1, · · · , ip) ∈ {1, 2}p et on a

M2 = diag(In −MT
i1
, · · · , I2 −MT

ip
) = In −

(
diag(Mi1 , · · · ,Mip)

)T
= In −MT et M n’est pas symétrique.

Si n = 2p+ 1 avec p ∈ N∗, il suffit de poser M = diag(α,Mi1 , · · · ,Mip) avec (i1, · · · , ip) ∈ {1, 2}p et on a

M2 = diag(α2, In −MT
i1
, · · · , I2 −MT

ip
) = In −

(
diag(α,Mi1 , · · · ,Mip)

)T
= In −MT car α2 + α = 1 et M

n’est pas symétrique.

La réponse à la question posée est :

Si n = 1, oui, car toutes les matrices de M1(R) sont symétriques.

Si n > 2, non, la matrice M n’est pas forcément symétrique si elle vérifie les conditions M ∈ Mn(C)

telle que M2 +MT = In, avec les contre-exemples vus ci-dessus dans les cas n pair ou n impair.� �
5.233� �a. Si f ∈ E, par opérations, comme x 7→ x

2
et x 7→ x+ 1

2
sont de classe C∞ de [0; 1] dans [0; 1], la

fonction T(f) est bien définie et de classe C∞ sur [0; 1] donc T(f) ∈ E. Pour (f, g) ∈ E2 et λ ∈ R, on calcule

∀x ∈ [0; 1], T(λf+g)(x) = 1

2

(
(λf+g)

(
x

2

)
+(λf+g)

(
x+ 1

2

))
= λ

2

(
f

(
x

2

)
+f
(
x+ 1

2

))
+ 1

2

(
g

(
x

2

)
+g
(
x+ 1

2

))
ce qui donne T(λf+ g)(x) = λT(f)(x)+ T(g)(x) donc T(λf+ g) = λT(f)+ T(g) : T est en endomorphisme de E.

b. Pour f ∈ E et x ∈ [0; 1], T2(f)(x) = T(T(f))(x) = 1

2

(
T(f)

(
x

2

)
+ T(f)

(
x+ 1

2

))
et, par définition de T(f), on
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a T2(f)(x) = 1

2

(
1

2

(
f

(
x

4

)
+ f

(
x+ 1

4

))
+ 1

2

(
f

(
x+ 2

4

)
+ f

(
x+ 3

4

)))
ce qui donne l’initialisation suivante :

T2(f)(x) = 1

4

(
f

(
x

4

)
+ f

(
x+ 1

4

)
+ f

(
x+ 2

4

)
+ f

(
x+ 3

4

))
.

Soit n > 1 tel que ∀f ∈ E, ∀x ∈ [0; 1], Tn(f)(x) = 1

2n

2n−1∑
k=0

f

(
x+ k

2n

)
. Par définition, comme Tn+1 = Tn◦T , on

obtient Tn+1(f)(x) = Tn(T(f))(x) = 1

2n

2n−1∑
k=0

T(f)
(
x+ k

2n

)
par hypothèse de récurrence puis, par définition de

T , Tn+1(f)(x) = 1

2n+1

2n−1∑
k=0

(
f

(
x+ k

2n+1

)
+f
(
x+ k+ 2n

2n+1

))
= 1

2n+1

2n−1∑
k=0

f

(
x+ k

2n+1

)
+ 1

2n+1

2n−1∑
k=0

f

(
x+ k+ 2n

2n+1

)
.

En posant j = k+2n dans le seconde somme, on a
2n−1∑
k=0

f

(
x+ k+ 2n

2n+1

)
=

2n+1−1∑
k=2n

f

(
x+ j

2n+1

)
donc, en changeant

j en k et en regroupant les deux sommes, on arrive bien à Tn+1(f)(x) = 1

2n+1

2n+1−1∑
k=0

f

(
x+ k

2n+1

)
.

Par principe de récurrence, ∀f ∈ E, ∀n ∈ N, ∀x ∈ [0; 1], Tn(f)(x) = 1

2n

2n−1∑
k=0

f

(
x+ k

2n

)
, cette formule étant

même valable quand n = 0 car T0(f)(x) = f(x) = 1

20

20−1∑
k=0

f

(
x+ k

20

)
puisque T0 = id E.

c. Pour n ∈ N∗, posons la somme de Riemann Rn(f) =
1− 0
n

n−1∑
k=0

f

(
0 + k1− 0

n

)
associée à f : [0; 1] → R

continue. D’après un théorème du cours, lim
n→+∞

Rn(f) =
∫ 1

0
f(t)dt. D’après b., Tn(f)(0) = R2n(f). Comme

(R2n(f))n∈N est une suite extraite de (Rn(f))n∈N∗ , on a donc lim
n→+∞

Tn(f)(0) =
∫ 1

0
f(t)dt.

d. Pour x ∈ [0; 1] et n ∈ N, Tn(f)(x) − Tn(f)(0) = 1

2n

2n−1∑
k=0

(
f

(
x+ k

2n

)
− f
(
x+ k

2n

))
donc, par inégalité

triangulaire, |Tn(f)(x)− Tn(f)(0)| 6 1

2n

2n−1∑
k=0

∣∣∣f(x+ k

2n

)
− f
(
k

2n

)∣∣∣. Or, par inégalité des accroissements finis,

en posant M = ||f′||∞,[0;1] qui existe puisque la fonction f′ est continue sur le segment [0; 1] d’après le

théorème des bornes atteintes, on a
∣∣∣f(x+ k

2n

)
− f
(
k

2n

)∣∣∣ 6 Mx

2n
. Ainsi, |Tn(f)(x)− Tn(f)(0)| 6 2nMx

22n
6 M

2n
.

Ainsi, lim
n→+∞

(Tn(f)(x)−Tn(f)(0)) = 0 dont on déduit que ∀x ∈ [0; 1], lim
n→+∞

Tn(f)(x) =
∫ 1

0
f(t)dt en écrivant

Tn(f)(x) =
(
Tn(f)(x) − Tn(f)(0)

)
+ Tn(f)(0). On peut donc affirmer que la suite de fonctions (Tn(f))n∈N

converge simplement vers la fonction constante c : x 7→
∫ 1

0
f(t)dt sur [0; 1]. D’ailleurs, avec ce qui précède,

|Tn(f)(x) − c(x)| = |Tn(f)(x) − Tn(f)(0) + Tn(f)(0) − c(x)| 6 |Tn(f)(x) − Tn(f)(0)| + |Tn(f)(0) − c(x)| donc
|Tn(f)(x) − c(x)| 6 M

2n
+
∣∣∣Tn(f)(0) − ∫ 1

0
f(t)dt

∣∣∣. Ainsi, ||Tn(f) − c||∞,[0;1] 6 M

2n
+
∣∣∣Tn(f)(0) − ∫ 1

0
f(t)dt

∣∣∣ et
lim

n→+∞

(
M

2n
+
∣∣∣Tn(f)(0)− ∫ 1

0
f(t)dt

∣∣∣) = 0 donc (Tn(f))n∈N converge uniformément vers c sur [0; 1].

e. Si 1 est la fonction constante égale à 1 sur [0; 1], T(1) = 1 donc, comme 1 ̸= 0, 1 est valeur propre

de T . Soit f ∈ E1(T), alors T(f) = f donc, par une récurrence simple, on a ∀n ∈ N, Tn(f) = f. Ainsi,

∀x ∈ R, f(x) = lim
n→+∞

Tn(f)(x) =
∫ 1

0
f(t)dt ce qui prouve que f est constante. Ainsi, E1(T) = Vect(1).

f. Soit k ∈ R tel que |k| > 1. Supposons qu’il existe f ∈ E telle que T(f) = kf. Par une autre récurrence

simple, pour x ∈ [0; 1], il vient ∀n ∈ N, Tn(f) = knf(x). Comme (Tn(f)(x))n∈N converge d’après d. et

que (kn)n∈N diverge, ceci impose que f(x) = 0. Seule la fonction nulle est dans Ek(f) donc k n’est pas
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valeur propre de f si |k| > 1. Par le même argument, comme ((−1)n)n∈N diverge, on en déduit aussi que

E1(T) = {0} donc que −1 n’est pas valeur propre de T .

g. Pour f ∈ E et x ∈ [0; 1], on a T(f)′(x) = 1

4

(
f′
(
x

2

)
+ f′

(
x+ 1

2

))
=
T(f′)(x)

2
donc T(f)′ =

T(f′)
2

. Soit

f ∈ E1/2(T), alors T(f) = f

2
donc f′

2
= T(f)′ =

T(f′)
2

et T(f′) = f′ ce qui, d’après e., montre que f′ est

constante. Ainsi, f est une fonction affine. Réciproquement, si on pose f : x 7→ ax + b, alors f ∈ E et

∀x ∈ [0; 1], T(f)(x) = 1

2

(
ax

2
+ b+ ax+ 1

2
+ b

)
= ax

2
+ a

4
+ b = ax+ b

2
=
f(x)
2

si et seulement si a+ 2b = 0

ce qui montre que f(x) = b(1− 2x). Ainsi, E1/2(T) = Vect(g) avec g : x 7→ 1− 2x et 1
2
∈ Sp(T).� �

5.234� �a. Pour α ∈ R, on écrit 1 + iα

n
= rne

iθn sous forme trigonométrique en posant rn =

√
1+ α2

n2 > 0 et

θn = Arctan

(
α

n

)
∈
]
− π
2
; π
2

[
car

sin(θn)
cos(θn)

= tan(θn) =
rn sin(θn)
rn cos(θn)

= α

n
. On a donc

(
1+ iα

n

)n
= rnne

inθn .

Comme rnn = exp

(
n

2
ln

(
1+ α2

n2

))
et que ln

(
1+ α2

n2

)
=
+∞

α2

n2 + o
(
1

n2

)
, on a n

2
ln

(
1+ α2

n2

)
=
+∞

α2

2n
+ o
(
1

n

)
donc lim

n→+∞
n

2
ln

(
1+ α2

n2

)
= 0 et, comme lim

t→0
et = 1, on a lim

n→+∞
rnn = 1.

De plus, nθn = nArctan

(
α

n

)
=
+∞

n

(
α

n
+ o( 1

n2

))
=
+∞

α + o(1) donc lim
n→+∞

nθn = α. Par continuité de cos

et sin, comme einθn = cos(nθn) + i sin(nθn), lim
n→+∞

einθn = eiα. Par produit, lim
n→+∞

(
1+ iα

n

)n
= eiα.

b. Si a = 0, An = I2 est déjà diagonale.

Si a ̸= 0, on a χAn
=

∣∣∣∣ X− 1 a/n

−a/n X− 1

∣∣∣∣ = (X − 1)2 +
(
a

n

)2
=
(
X − 1 + ia

n

)(
X − 1 − ia

n

)
donc on obtient

Sp(An) =
{
1 + ia

n
, 1 − ia

n

}
. Comme An admet deux valeurs propres distinctes, An est diagonalisable

et il existe un matrice inversible P ∈ GL2(C) telle que An = PDnP
−1 avec Dn = diag

(
1 + ia

n
, 1 − ia

n

)
.

Comme An −
(
1+ ia

n

)
I2 =

(
−ia/n −a/n
a/n −ia/n

)
, on constate qu’un vecteur propre associé à la valeur propre

1 + ia

n
est v1 = (1,−i). De même, v2 = (1, i) est un vecteur propre associé à la valeur propre 1 + ia

n
car

An −
(
1− ia

n

)
I2 =

(
ia/n −a/n
a/n ia/n

)
. On peut donc prendre P =

(
1 1

−i i

)
ci-dessus.

c. Si a = 0, An
n = I2 donc la suite (An

n)n>1 converge vers I2 =

(
1 0

0 1

)
= R0.

Si a ̸= 0, d’après b., An
n = PDn

nP
−1 et Dn

n = diag

((
1+ ia

n

)n
,

(
1− ia

n

)n)
donc la suite (Dn

n)n>1 converge

vers la matrice D = diag(eia, e−ia) d’après a.. Comme φ : M 7→ PMP−1 est linéaire en dimension finie,

elle est continue (c’est un automorphisme de M2(C)) donc, par caractérisation séquentielle de la continuité,

(φ(Dn
n))n>1 = (An

n)n>1 converge vers φ(A) = PDP−1 =

(
1 1

−i i

)(
eia 0

0 e−ia

)(
1

2

(
1 i

1 −i

))
donc la

suite (An
n)n>1 converge vers

(
cos(a) − sin(a)
sin(a) cos(a)

)
= Ra.� �

5.235� �(i) =⇒ (iv) : supposons (i). Par l’absurde, si λ était une valeur propre commune à A et à B, λ serait

aussi une valeur propre de BT car Sp(BT ) = Sp(B) et il existerait deux vecteurs non nuls U ∈ Mn,1(C)

tel que AU = λU et V ∈ Mn, 1(C) tel que BTV = λV. Alors, en posant X = UVT ∈ Mn(C), on aurait
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AX − XB = AUVT − UVTB = (AU)VT − U(BTV)T = λUVT − U(λVT ) = 0 donc UVT = 0 d’après (i). Mais

ceci est impossible car si UT = (u1 · · ·un) et VT = (v1 · · · vn), ∃(i, j) ∈ [[1;n]]2, ui ̸= 0 et vj ̸= 0 et alors, si

X = (xi,j)16i,j6n, on a xi,j = uivj ̸= 0. On conclut ce raisonnement par l’absurde : il n’existe aucune valeur

propre commune à A et à B.

(iv) =⇒ (iii) : supposons (iv). En posant λ1, · · · λr les valeurs propres distinctes de la matrice B, on écrit

χB =
r∏

k=1

(X− λk)mλk
(B) donc, par les propriétés des polynômes de matrices, χB(A) =

r∏
k=1

(A− λkIn)mλk
(B).

Or, pour un complexe λ, la matrice A− λIn est inversible si et seulement si λ n’est pas une valeur propre de

A. Ici, λ1, · · · , λr n’étant pas des valeurs propres de A puisque ce sont des valeurs propres de B, les matrices

A − λ1In, · · · , A − λrIn sont toutes inversibles. En tant que produit de puissances de matrices inversibles,

χB(A) est donc inversible (GLn(C) est une groupe multiplicatif).

(iii) =⇒ (ii) : supposons la matrice χA(B) inversible. Soit X ∈ Mn(C) tel que AX = XB. On a alors

A0X = XB0 = X et A1X = XB1 par hypothèse. Si on suppose que AkX = XBk pour un entier k > 1, alors

Ak+1X = A(AkX) = A(XBk) = (AX)Bk = (XB)Bk = XBk+1. Par principe de récurrence, ∀k ∈ N, AkX = XBk.

Si on écrit χB =
n∑

k=0

bkX
k, alors χB(A) =

n∑
k=0

bkA
k donc χB(A)X =

n∑
k=0

bkA
kX =

n∑
k=0

bkXB
k = XχB(B). Or

χB(B) = 0 d’après le théorème de Cayley-Hamilton donc χB(A)X = 0. Comme χB(A) est inversible, on

en déduit que X = 0 comme attendu.

(ii) =⇒ (i) : supposons (ii) et soit l’application φ : Mn(C) → Mn(C) définie par φ(X) = AX − XB. φ est

clairement linéaire donc c’est un endomorphisme de Mn(C). L’hypothèse ∀X ∈ Mn(C), AX = XB =⇒ X = 0

traduit le fait que Ker(φ) = {0} donc que φ est injective. Comme dim(Mn(C)) = n2 est fini, φ est donc un

automorphisme de Mn(C), ce qui se traduit bien par (i).� �
5.236� �a. Soit (A, B) ∈ M2(C)2 tel que AB = BA. On va considérer différents cas :

• Si χA admet deux racines distinctes λ1 et λ2, on sait d’après le cours qu’alors A est diagonalisable et

il existe donc P ∈ GL2(C) telle que A = PDP−1 avec D = diag(λ1, λ2). Posons D′ = P−1BP, on a

l’équivalence AB = BA⇐⇒ PDD′P−1 = PD′DP−1 ⇐⇒ DD′ = D′D. Or, par un calcul matriciel direct,

on montre que DD′ = D′D équivaut à D′ = diag(µ1, µ2) diagonale. En posant Q l’unique polynôme

d’interpolation de Lagrange de R1[X] tel que Q(λ1) = µ1 et Q(λ2) = µ2, on a Q(D) = D′ donc

Q(A) = PQ(D)P−1 = PD′P−1 = B et B est bien un polynôme en A.

• Si χB admet deux racines distinctes, on conclut par symétrie que A est un polynôme en B.

• Si χA admet une racine double λ mais que A est diagonalisable, alors dim(Eλ(A)) = mλ(A) = 2 donc

Ker(A− λI2) = C2 et A = λI2 de sorte que A = Q(B) avec Q = λ.

• Si χB admet une racine double µ mais que B est diagonalisable, B = µI2 et B = Q(A) avec Q = µ.

• Si χA, χB admettent respectivement pour racine double λ, µ et que ni A ni B ne sont diagonalisables,

on sait néanmoins que A et B sont trigonalisables car χA et χB sont scindés sur C et il existe une

matrice P ∈ GL2(C) telle que A = PTP−1 avec T =

(
λ a

0 λ

)
avec a ̸= 0. En notant B = (v1, v2)

la base de C2 telle que P est la matrice de passage entre la base canonique et la base B, on a donc

Av1 = λv1 donc, comme AB = BA, ABv1 = BAv1 = λBv1 donc Bv1 ∈ Eλ(A) = Vect(v1) ce qui prouve
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qu’il existe α ∈ C tel que Bv1 = αv1. Mais comme µ est la seule valeur propre de B, on a forcément

α = µ. Comme Tr (B) = 2µ, on a forcément, par la formule de changement de base, B = PT ′P−1 avec

T ′ =

(
µ b

0 µ

)
avec b ̸= 0. Par exemple, comme T ′ = b

a
T +

(
µ− bλ

a

)
I2, on a aussi en multipliant par

P à gauche et P−1 à droite, B = b

a
A +

(
µ − bλ

a

)
I2 = Q(A) avec Q = T ′ = b

a
Xµ − bλ

a
donc B est un

polynôme en A (mais A est aussi dans ce cas un polynôme en B).

Dans tous les cas, si (A, B) ∈ M2(C)2 tel que AB = BA, B est un polynôme en A ou A un polynôme en B.

b. Prenons A = E1,2 et B = E1,3, alors AB = BA = 0. Comme A2 = 0, si Q =
+∞∑
k=0

qkX
k ∈ C[X], on a

Q(A) = q0I3 +q1A ∈ Vect(I3, A) donc l’ensemble des polynômes en A, noté C[A], vérifie C[A] = Vect(I3, A)

car il est clair que Vect(I3, A) ⊂ C[A]. De même, comme B2 = 0, on a C[B] = Vect(I3, B). Par conséquent,

A /∈ C[B] et B /∈ C[A] donc A n’est pas un polynôme en B et B n’est pas un polynôme en A.

c. Prenons à nouveau A = E1,2 et B = E1,3, alors AB = BA = 0, R[A] = Vect(I3, A) et R[B] = Vect(I3, B)

donc, puisque A /∈ Vect(I3, B) et B /∈ Vect(I3, A), donc A (resp. B) n’est pas un polynôme en B (resp. A).� �
5.237� �Le polynôme P = X2 − 6X+ 8 = (X− 2)(X− 4) est annulateur de A donc, d’après le cours, Sp(A) ⊂ {2, 4}.

De plus, comme P est scindé à racines simples, A est diagonalisable, donc det(A) = 2m2(A)4m4(A) d’après

le cours. Comme det(A) = 32 = 21 × 42 par hypothèse, on a forcément m2(A) = 1 et m4(A) = 2. Il existe

donc une matrice Q ∈ GL3(R) telle que A = QDQ−1 avec D = diag(2, 4, 4).

Comme ψ : M3(R)→ M3(R) définie par ψ(M) = QMQ−1 est clairement linéaire et qu’elle est bijective car

QMQ−1 = N ⇐⇒ N = Q−1MQ pour N ∈ M3(R), φ est un isomorphisme de M3(R), qui transforme donc

une base en base, donc la base canonique B0 = (E1,1, E1,2, E1,3, E2,1, E2,2, E2,3, E3,1, E3,2, E3,3) en une base

B = (QE1,1Q
−1, QE1,2Q

−1, QE1,3Q
−1, QE2,1Q

−1, QE2,2Q
−1, QE2,3Q

−1, QE3,1Q
−1, QE3,2Q

−1, QE3,3Q
−1).

L’application φA est aussi un endomorphisme de M3(R) et on sait que sa trace est la trace de sa matrice

dans n’importe quelle base de M3(R), en particulier en notantM = MatB(φA), on a Tr (φA) = Tr (M). Or,

• φA(QE1,1Q
−1) = QDE1,1Q

−1 = 2QE1,1Q
−1 car DE1,1 = 2E1,1.

• φA(QE1,2Q
−1) = QDE1,2Q

−1 = 2QE1,2Q
−1 car DE1,2 = 2E1,2.

• φA(QE1,3Q
−1) = QDE1,3Q

−1 = 2QE1,3Q
−1 car DE1,3 = 2E1,3.

• φA(QE2,1Q
−1) = QDE2,1Q

−1 = 4QE2,1Q
−1 car DE2,1 = 4E1,1.

• φA(QE2,2Q
−1) = QDE2,2Q

−1 = 4QE2,2Q
−1 car DE2,2 = 4E1,2.

• φA(QE2,3Q
−1) = QDE2,3Q

−1 = 4QE2,3Q
−1 car DE2,3 = 4E1,3.

• φA(QE3,1Q
−1) = QDE3,1Q

−1 = 4QE3,1Q
−1 car DE3,1 = 4E3,1.

• φA(QE3,2Q
−1) = QDE3,2Q

−1 = 4QE3,2Q
−1 car DE3,2 = 4E3,2.

• φA(QE3,3Q
−1) = QDE3,3Q

−1 = 4QE3,3Q
−1 car DE3,3 = 4E3,3.

Ainsi, M = diag(2, 2, 2, 4, 4, 4, 4, 4, 4) donc Tr (φA) = 30.� �
5.238� �a. Si k ∈ R, la matrice A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable d’après le théorème spectral.

Comme les colonnes 1, 3 et 4 de A sont les mêmes et que les deux premières colonnes de A ne sont pas

colinéaires, on a rang (A) = 2 donc , par la formule du rang, dim(Ker(A)) = 4− 2 = 2 et 0 est valeur propre
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double de A. Comme on sait que les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles appartiennent

à Im (A) = Vect(v1, v2) avec v1 = e2 et v2 = e1 + ke2 + e3 + e4, on cherche les vecteurs propres sous la

forme v = (1, α, 1, 1) = v2 + (α − k)v1 (parce que v1 n’est pas vecteur propre de A). Ainsi, pour λ ∈ R

et α ∈ R, on a Av = λv ⇐⇒ (α = λ, kα + 3 = λα) ⇐⇒ (α = λ, α2 − kα − 3 = 0). Les racines de

X2 − kX − 3 sont λ1 = k+
√
k2 + 12

2
et λ2 = k−

√
k2 + 12

2
. D’après l’équivalence précédente, les vecteurs

v1 = (1, λ1, 1, 1) et v2 = (1, λ2, 1, 1) sont propres pour A respectivement associés aux valeurs propres λ1 et

λ2. Par conséquent, Sp(A) = {0, λ1, λ2} et 0 est valeur propre double de Aet comme Ker(A) = Vect(v3, v4)

avec v3 = (1, 0,−1, 0) et v4 = (1, 0, 0,−1) par exemple, on a A = PDP−1 avec D =


λ1 0 0 0

0 λ2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 et

P =


1 1 1 1

λ1 λ2 0 0

1 1 −1 0

1 1 0 −1

. On peut bien sûr choisir P ∈ O(4), c’est garanti par le théorème spectral, dans

ce cas, comme ||v1||2 = 3+ λ21 = 6+ kλ1, ||v2||2 = 3+ λ22 = 6+ kλ2 et Ker(A) = E0(A) = Vect(w3, w4) avec

w3 ⊥ w4 si w3 = v3 et w4 = (1, 0, 1,−2) on peut prendre P =


1

kλ1+6
1

kλ2+6
1√
2

1√
6

λ1

kλ1+6
λ2

kλ2+6
0 0

1
kλ1+6

1
kλ2+6

−1√
2

1√
6

1
kλ1+6

1
kλ2+6

0 −2√
6

.

b. Si k ∈ C, on effectue les opérations C1 ←− C1−C4 et C3 ←− C3−C4 dans χA =

∣∣∣∣∣∣∣
X −1 0 0

−1 X− k −1 −1
0 −1 X 0

0 −1 0 X

∣∣∣∣∣∣∣
et, par linéarité par rapport aux colonnes 1 et 3, on a χA = X2

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 0

0 X− k 0 −1
0 −1 1 0

−1 −1 −1 X

∣∣∣∣∣∣∣ puis, en développant

par rapport à la dernière colonne, χA = X2

(
(−1)

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0

0 −1 1

−1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣ + X

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0

0 X− k 0

0 −1 1

∣∣∣∣∣∣
)

qui se calcule en

χA = X2(−3+ X(X− k)) = X2(X2 − kX− 3). Soit ∆ = k2 + 12 le discriminant de X2 − kX− 3 :

• Si ∆ ̸= 0, alors A a une racine double 0 alors que E0(A) = Ker(A) est de dimension 2 avec la formule

du rang car rang (A) = 2, et A a aussi deux racines simples k+ δ

2
et k− δ

2
où δ est une racine carrée

de ∆. Comme ces deux nouvelles valeurs propres de A sont distinctes et non nulles, les sous-espaces

propres associés sont des droites. Ainsi, A est diagonalisable.

• Si ∆ = 0, ce qui équivaut à k = ±2
√
3 i, A admet toujours 0 pour valeur propre double avec E0(A)

qui est un plan. Il y a une autre valeur propre double de A qui est k
2

= ±
√
3 i. Par exemple si

k = 2
√
3 i, comme A − k

2
I4 =


−
√
3 i 1 0 0

1
√
3 i 1 1

0 1 −
√
3 i 0

0 1 0 −
√
3 i

 est de rang 3 car ses trois premières

colonnes forment une famille libre, on a dim(Ek/2(A)) = 1 alors que k
2
est d’ordre 2, ce qui montre

que A n’est pas diagonalisable.

Par conséquent, A est diagonalisable si et seulement si k ̸= ±2
√
3 i.
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� �
5.239� �Pour α ∈ R, on constate que la somme des trois colonnes de A donne la colonne

 sin(α) + sin(2α)
sin(α) + sin(2α)
sin(α) + sin(2α)

 donc

on effectue l’opération de Gauss C1 ←− C1+C2+C3 dans χA =

∣∣∣∣∣∣
X − sin(2α) − sin(α)

− sin(2α) X − sin(α)
− sin(α) 0 X− sin(2α)

∣∣∣∣∣∣ et on
obtient χA =

∣∣∣∣∣∣
X− sin(2α)− sin(α) − sin(2α) − sin(α)
X− sin(2α)− sin(α) X − sin(α)
X− sin(2α)− sin(α) 0 X− sin(2α)

∣∣∣∣∣∣ et on utilise la linéarité du déterminant par

rapport à la première colonne pour avoir χA =
(
X− sin(2α)− sin(α)

) ∣∣∣∣∣∣
1 − sin(2α) − sin(α)
1 X − sin(α)
1 0 X− sin(2α)

∣∣∣∣∣∣. Ensuite
L2 ←− L2−L1 et L3 ←− L3−L1 et χA =

(
X−sin(2α)−sin(α)

) ∣∣∣∣∣∣
1 − sin(2α) − sin(α)
0 X+ sin(2α) 0

0 sin(2α) X− sin(2α) + sin(α)

∣∣∣∣∣∣. En
développant par rapport à la première colonne, χA =

(
X−sin(2α)−sin(α)

)(
X+sin(2α)

)(
X−sin(2α)+sin(α)

)
.

Posons λ1 = − sin(2α), λ2 = sin(2α) + sin(α) et λ3 = sin(2α)− sin(α) de sorte que λ1, λ2, λ3 sont les trois

valeurs propres réelles de A.

• λ1 = λ2 ⇐⇒ 2 sin(2α) + sin(α) = 0⇐⇒ sin(α)
(
4 cos(α) + 1

)
= 0⇐⇒

(
α ≡ 0 [π] ou α ≡ ±α0 [2π]

)
en posant α0 = Arccos

(
− 1

4

)
car sin(2α) = 2 cos(α) sin(α).

• λ1 = λ3 ⇐⇒ 2 sin(2α)− sin(α) = 0⇐⇒ sin(α)
(
4 cos(α)− 1

)
= 0⇐⇒

(
α ≡ 0 [π] ou α ≡ ±α1 [2π]

)
en posant α1 = Arccos

(
1

4

)
∼ 1, 32 (ou ∼ 76o) et α0 = π−α1 par les propriétés de la fonction Arccos.

• λ2 = λ3 ⇐⇒ sin(α) = 0⇐⇒ α ≡ 0 [π].

Nous pouvons maintenant distinguer plusieurs cas :

• Si α ̸≡ 0, π,±α0,±α1 [2π], alors d’après les équivalences précédentes, A possède trois valeurs propres

réelles distinctes donc A est diagonalisable dans M3(R).

• Si α ≡ 0 [π], alors A = 0 donc A est diagonalisable.

• Si α ≡ α0 [2π], cos(α) = −1
4
et sin(α) =

√
1− cos2(α) =

√
15

4
, sin(2α) = 2 sin(α) cos(α) = −

√
15

8

donc λ1 =

√
15

8
∼ 0, 48 et λ3 = −

√
15

8
−
√
15

4
= −3

√
15

8
∼ −1, 45 alors Sp(A) =

{√
15

8
,−3
√
15

8

}
et λ1

est valeur propre double de A. Or A− λ1I3 =


0 −

√
15

8

√
15

4

−
√
15

8
0

√
15

4√
15

4
0 −

√
15

8

−


√
15

8
0 0

0

√
15

8
0

0 0

√
15

8



donc A− λ1I3 =


−
√
15

8
−
√
15

8

√
15

4

−
√
15

8
−
√
15

8

√
15

4√
15

4
0 −

√
15

4

 est clairement de rang 2 car les lignes 1 et 2 sont égales

et les deux dernières sont indépendantes. Par la formule du rang dim(Ker(A−λ1I3)) = 1 donc A n’est

pas diagonalisable mais seulement trigonalisable dans M3(R) car χA est scindé sur R.

• Si α ≡ −α0 [2π], la matrice A est l’opposée de celle du cas précédent donc elle n’est pas non plus
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diagonalisable mais seulement trigonalisable.

• Si α ≡ α1 [2π], cos(α) = 1

4
et sin(α) =

√
1− cos2(α) =

√
15

4
, sin(2α) = 2 sin(α) cos(α) =

√
15

8

donc λ1 = −
√
15

8
∼ −0, 48 et λ2 =

√
15

8
+

√
15

4
= 3
√
15

8
∼ 1, 45 alors Sp(A) =

{
−
√
15

8
, 3
√
15

8

}
et

λ1 est valeur propre double de A. Or A − λ1I3 =


0

√
15

8

√
15

4√
15

8
0

√
15

4√
15

4
0

√
15

8

 +



√
15

8
0 0

0

√
15

8
0

0 0

√
15

8



donc A − λ1I3 =



√
15

8

√
15

8

√
15

4√
15

8

√
15

8

√
15

4√
15

4
0

√
15

4

 est encore de rang 2 car les lignes 1 et 2 sont égales et les

deux dernières sont indépendantes. Par la formule du rang dim(Ker(A− λ1I3)) = 1 donc A n’est pas

diagonalisable mais seulement trigonalisable dans M3(R) car χA est scindé sur R.

• Si α ≡ −α1 [2π], la matrice A est l’opposée de celle du cas précédent donc elle n’est pas non plus

diagonalisable mais seulement trigonalisable.

En conclusion, A est diagonalisable dans M3(R) pour toute valeur de α réelle sauf si α = ±Arccos
(
± 1

4

)
(4 valeurs) auquel cas A n’est que trigonalisable dans M3(R).� �

5.240� �a. Soit (A, B) ∈ G2 tel que φ(A) = φ(B). Soit une matrice M ∈ F qu’on écrit M =
r∑

k=1

λkMk, alors

Tr (AM) = Tr

( r∑
k=1

λkAMk

)
=

r∑
k=1

λkTr (AMk) par linéarité de la trace donc Tr (AM) =
r∑

k=1

λkTr (BMk)

car φ(A) = φ(B) donc ∀k ∈ [[1; r]], Tr (AMk) = Tr (BMk). Comme on a aussi Tr (BM) =
r∑

k=1

λkTr (BMk), on

en déduit que Tr (AM) = Tr (BM). En particulier, en posant M = B−1, on a M ∈ G ⊂ F par hypothèse donc

Tr (AB−1) = Tr (BB−1) = Tr (In) = n. Or toute matrice de G est diagonalisable car le polynôme Xp−1 scindé

à racines simples dans C est annulateur de toute matrice de G. Comme les racines de Xp−1 sont les éléments

de Up qui sont de module 1 et que Tr (AB−1) = n =
∑

λ∈Sp(AB−1)

mλ(AB
−1)λ est la somme de toutes les valeurs

propres de AB−1, n =
∣∣∣ ∑
λ∈Sp(AB−1)

mλ(AB
−1)λ

∣∣∣ = ∑
λ∈Sp(AB−1)

mλ(AB
−1)|λ| =

∑
λ∈Sp(AB−1)

mλ(AB
−1) = n.

D’après le cas d’égalité de l’inégalité triangulaire, les valeurs propres de AB−1 sont positivement colinéaires,

la seule possibilité est qu’on ait Sp(AB−1) = {1} et m1(AB
−1) = n, ce qui montre que AB−1 = In donc que

A = B. Par conséquent, l’application φ est bien injective.

b. Par définition d’un sous-espace engendré, pour tout k ∈ [[1; r]], il existe une famille finie Fk de vecteurs

de G telle que Mk =
∑

M∈Fk

λMM. Pour A ∈ G et k ∈ [[1; r]], on a AMk =
∑

M∈Fk

λMAM et AM ∈ G par

hypothèse. Comme Xp − 1 annule AM par hypothèse, AM est diagonalisable et sa trace vaut la somme de

ses valeurs propres. Comme ces valeurs propres sont toutes incluses dans Up qui a p éléments, Tr (AM) ne
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peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Ainsi, Tr (AMk) =
∑

M∈Fk

λMTr (AM) ne prend qu’un nombre

fini de valeurs car Fk est fini et que les λM sont fixés. Comme φ(A) =
(
Tr (AM1), · · · , Tr (AMr)

)
pour tout

A ∈ G et que Tr (AMk) ne prend qu’un nombre fini de valeurs pour tout k ∈ [[1; r]], φ(A) ne peut prendre

qu’un nombre fini de valeurs donc Im (φ) est fini.

c. Comme φ est injective, sa restriction φ̃ : G→ Im (φ) est toujours injective mais devient aussi surjective

donc φ̃ est bijective. Ceci montre, comme Im (φ̃) = Im (φ) est fini d’après la question b., que l’ensemble G

est aussi fini et qu’on a card (G) = card (Im (φ)).� �
5.241� �a. Si f est diagonalisable, il existe une base B de E telle que MatB(f) = D est diagonale. Comme on a aussi

MatB(f
2) = D2 est diagonale, B est aussi une base de vecteurs propres de f2 qui est donc diagonalisable.

b. Si n = 1, tout endomorphisme de E étant une homothétie, f et f2 sont diagonalisables. Ainsi, dans ce cas

particulier, f2 diagonalisable =⇒ f diagonalisable.

Si n > 2, soit f ∈ L(E) tel que MatB(f) = E1,2, alors E
2
1,2 = 0 donc f2 = 0 est diagonalisable. De plus,

χf = χE1,2
= Xn puisque E1,2 est triangulaire supérieure. Comme, par la formule du rang, on obtient

dim(E0(f)) = dim(Ker(f)) = n− rang (f) = n− 1 ̸= n qui est l’ordre de multiplicité algébrique de 0 dans χf,

l’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

Dès que n > 2, on n’a donc plus forcément f diagonalisable si f2 l’est.

c. Une inclusion : si x ∈ Ker(f−µid E)+Ker(f+µid E), alors ∃(y, z) ∈ Ker(f−µid E)×Ker(f+µid E), x = y+z

donc f2(x) = f2(y) + f2(z). Or f(y) = µy donc f2(y) = f(µy) = µf(y) = µ2y = λy et f(z) = −µz donc

u2(z) = u(−µz) = −µu(z) = (−µ)2y = λz d’où f2(x) = µ2(y+ z) = λx et on a bien x ∈ Ker(f2 − λid E). On

a bien établi l’inclusion Ker(f− µid E) + Ker(f+ µid E) ⊂ Ker(f2 − λid E).

L’autre inclusion : si x ∈ Ker(f2 − λid E), x = y + z (1) avec (y, z) ∈ Ker(f − µid E) × Ker(f + µid E), on

a donc f(x) = µy − µz (2) donc y =
f(x) + µx

2µ
et z =

µx− f(x)
2λ

en combinant les deux équations (1) et

(2) puisque µ ̸= 0. Réciproquement, si on pose y =
f(x) + µx

2µ
et z =

µx− f(x)
2µ

, on a la relation x = y + z

et f(y) =
f2(x) + µf(x)

2µ
=

µ2x+ µf(x)
2µ

= µy et, de même f(z) = −µz. On vient de prouver l’inclusion

Ker(f2 − λid E) ⊂ Ker(f − µid E) + Ker(f + µid E). Pour cette dernière inclusion, on aurait pu dire que

X2 − λ = (X− µ)(X+ µ) était un polynôme annulateur scindé à racines simples de l’endomorphisme f̃ induit

par f dans Eλ(f
2) donc que Eλ(f

2) = Eµ(f̃)⊕ E−µ(f̃) et on conclut car Eµ(f̃) = Eµ(f) puisque Eµ(f) ⊂ Eλ(f2)

et E−µ(f̃) = E−µ(f) puisque E−µ(f) ⊂ Eλ(f2) d’après la première inclusion.

Par double inclusion, on a donc Ker(f2−λid E) = Ker(f−µid E)⊕Ker(f+µid E) puisque les deux sous-espaces

propres sont en somme directe car µ ̸= −µ.

d. Méthode 1 : si f2 est diagonalisable, notons λ1, · · · , λr les valeurs propres distinctes de f2, elles sont non

nulles car f2 est inversible. Par définition, E =

r⊕
k=1

Ker(f2 − λkid E). D’après la question précédente, on a

donc E =

r⊕
k=1

Ker(f−µkid E)⊕Ker(f+µkid E) en notant µk une racine carrée complexe de λk. Comme E est
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la somme directe de sous-espaces propres associés à f, par définition, f est diagonalisable.

Méthode 2 : si f2 est diagonalisable et f2 inversible, alors f est aussi inversible et Ker(f) = {0} donc 0 /∈ Sp(f).

Notons λ1, · · · , λr les valeurs propres distinctes de f2. On sait que P =
r∏

k=1

(X − λk) est annulateur de f2

d’où P(f2) =
r∏

k=1

(f2 − λkid E) = 0. Notons, pour k ∈ [[1; r]], µk une racine carrée (complexe) de λk, alors

r∏
k=1

(f2 − λkid E) =
r∏

k=1

(f − µkid E) ◦ (f + µkid E) = 0 donc le polynôme Q =
r∏

k=1

(X − µk)(X + µk) est

annulateur de f. De plus, ∀k ∈ [[1; r]], µk ̸= −µk car λk = µ2k ̸= 0 et ∀(i, j) ∈ [[1; r]]2 avec i ̸= j, ±µi ̸= ±µj
car λi = µ2i ̸= µ2j = λj. Ainsi, Q annule f et est scindé à racines simples donc f est diagonalisable.� �

5.242� �a. Soit E un espace vectoriel et p ∈ L(E), on dit que p est un projecteur de E si p ◦ p = p2 = p.

b. Pour (i, j) ∈ [[1;n]]2, on sait que E2i,j = Ei,jEi,j = δi,jEi,j. On a deux cas :

• Si i = j, on a donc E2i,i = Ei,i donc Ei,i est une matrice de projecteur.

• Si i ̸= j, on a donc E2i,j = 0 ̸= Ei,j donc Ei,j n’est pas une matrice de projecteur.

c. Soit M ∈ Mn(R) diagonalisable, alors il existe P ∈ GLn(R) et D = diag(λ1, · · · , λn) diagonale telles que

M = PDP−1 = P

( n∑
k=1

λkEk,k

)
P−1 =

n∑
k=1

λkPEk,kP
−1. Posons, pour tout k ∈ [[1;n]], Pk = PEk,kP

−1, alors

P2k = PE2k,kP
−1 = PEk,kP

−1 = Pk donc Pk est une matrice de projecteur et, grâce à la relationM =
n∑

k=1

λkPk,

donc M est une combinaison linéaire de matrices de projecteurs.

d. Si A =

(
1 0

1 0

)
, A2 = A donc A est, d’après le cours, la matrice de la projection sur Im (A) = Ker(I2−A)

parallèlement à Ker(A). Comme I2 − A =

(
0 0

−1 1

)
, Im (A) = Vect((1, 1)) et Ker(A) = Vect((0, 1)).

De même, si on pose B =

(
1 1

0 0

)
, on calcule B2 = B donc, d’après le cours, B est la matrice de la projection

sur Im (B) = Ker(I2 − B) = Vect((1, 0)) parallèlement à Ker(B) = Vect((1,−1)).

e. Si n = 1, toutes les matrices de M1(R) étant diagonalisables car diagonales, une matrice écrite comme

combinaison de matrices de projecteurs est toujours diagonalisable dans M1(R).

Si n > 2, la matrice M = A − B =

(
0 −1
1 0

)
est combinaison linéaire de matrices de projecteurs d’après

la question précédente mais χM = X2 + 1 n’est pas scindé sur R donc M n’est pas diagonalisable dans

M2(R). Plus généralement, si on pose M′ =

(
M 02,n−2

0n−2,2 0n−2

)
(par blocs), alors M′ = A′ − B′ avec

A′ =

(
A 02,n−2

0n−2,2 0n−2

)
et B′ =

(
B 02,n−2

0n−2,2 0n−2

)
donc A′2 = A′ et B′2 = B′ par calcul par blocs

et χ′M = Xn−2(X2 + 1) n’est pas scindé sur R donc M′ n’est pas diagonalisable dans Mn(R) bien que

combinaison linéaire de matrices de projecteurs. Ainsi, si n > 2, une matrice écrite comme combinaison de

matrices de projecteurs n’est pas toujours diagonalisable dans Mn(R).� �
5.243� �a. Soit λ une valeur propre de A, alors il existe X ̸= 0 ∈ Mn,1(C) tel que AX = λX. Si on pose P =

d∑
k=0

akX
k,

on a d’abord AkX = λkX par une récurrence classique et simple ce qui donne 0 = 0X = P(A)X =
d∑

k=0

akA
kX

ou encore
( d∑

k=0

akλ
k
)
X = P(λ)X = 0. Comme X ̸= 0, on a P(λ) = 0 donc λ est une racine de P.
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b. χA est scindé sur C d’après le théorème de d’Alembert-Gauss et ses racines sont les valeurs propres

de A d’où χA =
r∏

k=1

(X− λk)mλk
(A) avec Sp(A) = {λ1, · · · , λr} donc χA(B) =

r∏
k=1

(B− λkIn)mλk
(A). Comme

les λk ne sont pas des valeurs propres de B par hypothèse, les matrices B − λkIn sont inversibles (en effet

B− λIn /∈ GLn(C)⇐⇒ λ ∈ Sp(B)) donc χA(B) l’est aussi (l’ensemble des matrices inversibles est stable par

multiplication car GLn(C) est un groupe). Ainsi, χA(B) ∈ GLn(C).

c. (⇐=) Si M = 0, on a clairement AM =MB = 0.

(=⇒) Si AM = MB, on a A2M = A(AM) = A(MB) = (AM)B = (MB)B = MB2. Soit k > 2 tel que

AkM = MBk, alors Ak+1M = A(AkM) = A(MBk) = (AM)Bk = (MB)Bk = MBk+1 et, par principe de

récurrence, on peut conclure que ∀k ∈ N, AkM = MBk (clair pour k = 0). Si P =
m∑

k=0

pkX
k ∈ C[X],

P(A)M =
( m∑

k=0

pkA
k
)
M =

m∑
k=0

pkA
kM =

m∑
k=0

pkMB
k = M

( m∑
k=0

pkB
k
)

= MP(B). Si on prend P = χA,

d’après Cayley-Hamilton, on obtient MχA(B) = 0 Or χA(B) est inversible d’après b. donc M = 0.

d. L’application φ : Mn(C) → Mn(C) définie par φ(M) = AM − MB est clairement linéaire, est un

endomorphisme de Mn(C) qui est de dimension finie, on sait alors que φ est un automorphisme si et

seulement si elle est injective. Soit M ∈ Ker(φ), on a donc AM = MB donc M = 0 d’après c.. Ceci prouve

que φ est injective donc que φ ∈ GL(Mn(C)). Ainsi, pour une matrice C ∈ Mn(C), il existe une unique

M ∈ Mn(C) antécédent de C par φ, c’est-à-dire une unique matrice M ∈ Mn(C) telle que AM−MB = C.� �
5.244� �a. Si α ∈ R, A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans Mn(R) d’après le théorème spectral.

b. Par définition, pour j ∈ [[2;n]], la colonne j-ième colonne de A, notée Cj, vaut α fois la (j−1)-ième colonne

de A, c’est-à-dire Cj = αCj−1. Comme la première colonne de A n’est pas nulle car α1+1−2 = α0 = 1, on

a donc rang (A) = 1. D’après la formule du rang, on a dim(Ker(A)) = n − 1 > 0 et 0 est de multiplicité au

moins n − 1 de sorte que χA = Xn−1(X − λ) avec λ ∈ K puisque χA est scindé dans C par le théorème de

d’Alembert-Gauss. Puisque χA = Xn − Tr (A)Xn−1 grâce au cours et que Tr (A) =
n∑

i=1

α2i−2, la dernière

valeur propre est λ =
n∑

i=1

α2i−2. Ainsi, les valeurs propres de A sont 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1 fois

, Tr (A).

c. Traitons deux cas :

Tr (A) = 0 : dans ce cas, χA = Xn donc An = 0 par le théorème de Cayley-Hamilton. Comme A ̸= 0, on

a vu ci-dessus que dim(Ker(A)) = n − 1 ̸= n donc A n’est pas diagonalisable (la seule matrice

nilpotente diagonalisable est la matrice nulle).

Tr (A) ̸= 0 : comme χA est scindé sur C et que les ordres de multiplicité des deux valeurs propres de A sont

égales aux dimensions des sous-espaces propres associés donc Aest diagonalisable, c’est-à-dire

semblable à Tr (A)En,n par exemple.

Ainsi, A est diagonalisable ⇐⇒ Tr (A) =
n∑

i=1

α2i−2 ̸= 0. On a Tr (A) = n ̸= 0 si α = ±1 et, si α2 ̸= 1, on a

Tr (A) = α2n − 1
α2 − 1

donc A est diagonalisable si et seulement si α est un racine (2n)-ième de l’unité différente

de 1 et de −1. En conclusion, A diagonalisable ⇐⇒ α ∈ U2n \ {1,−1}.
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� �
5.245� �a. On calcule χA =

∣∣∣∣∣∣
X− 3 3 −2
1 X− 5 2

1 −3 X

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
X− 3 3 2(2− X)
1 X− 5 0

1 −3 X− 2

∣∣∣∣∣∣ avec l’opération C3 ←− C3 − 2C1 et

après avoir factorisé par X − 2 dans la troisième colonne et effectué l’opération L1 ←− L1 + 2L3, on trouve

χA = (X − 2)

∣∣∣∣∣∣
X− 1 −3 0

1 X− 5 0

1 −3 1

∣∣∣∣∣∣ = (X − 2)
[
(X − 1)(X − 5) + 3

]
= (X − 2)(X2 − 6X + 8) = (X − 2)2(X − 4)

après développement par rapport à la dernière colonne. Comme A− 2I3 =

 1 −3 2

−1 3 −2
−1 3 −2

 est clairement

de rang 1, on en déduit que dim(Ker(A − 2I3)) = 2 avec la formule du rang donc l’ordre de multiplicité

algébrique de 2 est égal à la dimension du sous-espace propre E2(A), ce qui permet de conclure par le cours

que la matrice A est diagonalisable (car dim(E2(A)) + dim(E4(A)) = 3).

b. On constate que C1 = C2 +C3 dans A− 4I3 =

−1 −3 2

−1 1 −2
−1 3 −4

. Comme 4 est une valeur propre simple

de A, E4(A) = Vect(v1) avec v1 = (1,−1,−1). De plus, A− 2I3 =

 1 −3 2

−1 3 −2
−1 3 −2

 donc E2(A) est le plan

de R3 d’équation x− 3y+ 2z = 0 et, par exemple, E2(A) = Vect(v2, v3) avec v2 = (3, 1, 0) et v3 = (2, 0,−1).

c. Comme R3 = E4(A)⊕E4(A) car A est diagonalisable, B = (v1, v2, v3) est une base de R3 donc, en notant

P la matrice de passage de la base canonique à la base B, on a A = PDP−1 avec D = diag(4, 2, 2).

Il suffit de prendre R = P∆P−1 avec ∆ = diag(2,
√
2,
√
2) et on a ∆2 = D donc R2 = P∆2P−1 = PDP−1 = A.

Si R ∈ M3(R) vérifie R2 = A, comme (X−2)(X−4) est annulateur de A car Sp(A) = {2, 4} et A diagonalisable,

(R2−2I3)(R2−4I3) = (R−
√
2I3)(R+

√
2I3)(R−2I3)(R+2I3) = 0 donc le polynôme (X−

√
2)(X+

√
2)(X−2)(X+2)

scindé à racines simples dans R est annulateur de R donc R est diagonalisable dans M3(R).� �
5.246� �a. χA =

∣∣∣∣∣∣
X− 2 −2 1

1 X− 5 1

0 −1 X− 2

∣∣∣∣∣∣ = (X − 2)((X − 5)(X − 2) + 1) − (−2(X − 2) + 1) en développement par

rapport à la première colonne. Ainsi, χA = (X− 2)(X2 − 7X+ 11) + 2X− 5 = X3 − 9X2 + 27X− 27 = (X− 3)3

(binôme de Newton). Comme χA est scindé dans R[X], A est trigonalisable dans M3(R). Par contre,

comme E3(A) = Ker(A− 3I3) ̸= R3 donc dim(E3(A)) ̸= 3 (l’ordre de multiplicité de 3 dans χA) car A ̸= 3I3,

A n’est pas diagonalisable dans M3(R) (ni bien sûr dans M3(C)).

b. Comme Sp(A) = {3} d’après a., si x est un vecteur propre de A, alors Ax = 3x donc la droite D = Vect(x)

est stable par A. Réciproquement, si la droite D′ = Vect(y) est stable par A, on a y ≠ 0R3 car D′

est une droite et Ay ∈ D′ donc ∃λ ∈ R, Ay = λy donc y est un vecteur propre de A donc λ = 3 et

y ∈ E3(A). Par conséquent, les seules droites stables par A sont celles qui sont incluses dans E3(A). Comme

A − 3I3 =

−1 2 −1
−1 2 −1
0 1 −1

 est de rang 2, et qu’on constate que (1, 1, 1) est dans le noyau de A − 3I3, on a

E3(A) = Vect(x) avec x = (1, 1, 1). Il existe donc une seule droite stable par A, et c’est D = Vect(x).

c. Soit une base B′ = (a1, a2) de P qu’on complète en une base B = (a1, a2, a3) de R3. Par stabilité de
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P, on a MatB(a) =

(
A′ ∗
0 λ

)
où A′ = MatB′(a′). Ainsi, χa = det(XI3 − A) =

∣∣∣∣XI2 − A′ ∗
0 X− λ

∣∣∣∣ donc
χA = (X− λ)χA′ ce qui justifie que χA′ divise χA (et en plus que λ = 3).

d. Comme P est de dimension 2, χa′ est unitaire et de degré 2 et il divise χa = (X− 3)3 donc χa′ = (X− 3)2.

Par Cayley-Hamilton, (a′ − 3id P)
2 = 0 donc ∀x ∈ P, (a′ − 3id P)

2(x) = (a− 3id R3)2(x) = 0 et on a bien

l’inclusion P ⊂ Ker
(
(a− 3id R3)2

)
.

e. Comme A−3I3 =

−1 2 −1
−1 2 −1
0 1 −1

, on a (A−3I3)2 =

−1 1 0

−1 1 0

−1 1 0

 donc (A−3I3)2 et (a−3id R3)2 sont

de rang 1 ce qui montre avec la formule du rang que dim(Ker((a− 3id R3)2) = 2. Par inclusion et égalité des

dimensions, on a P = Ker
(
(a− 3id R3)2

)
.

Dans cet exemple, il y a seulement quatre sous-espaces stables par a : {0} de dimension 0, D = Ker
(
a−3id R3

)
de dimension 1, P = Ker

(
(a− 3id R3)2

)
de dimension 2 et R3 de dimension 3.� �

5.247� �a. La matrice An symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans Mn(R) d’après le théorème spectral.

b. A2 =

(
1 1

1 2

)
donc χA2

= (X − 1)(X − 2) − 1 = X2 − 3X + 1. Les racines de χA2
sont classiquement

λ1 = 3+
√
5

2
∼ 2, 61 et λ2 = 3−

√
5

2
∼ 0, 38 donc, d’après le cours, Sp(A2) = {λ1, λ2}.

c. Pour n > 3, dans le calcul du déterminant Pn = χAn
, on effectue les opérations de Gauss Ck ←− Ck−C1

pour k ∈ [[2;n]] et on a Pn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X− 1 −X · · · · · · −X
−1 X− 1 0 · · · 0
... 0 X− 2

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

−1 0 · · · 0 X− n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. On développe ensuite par rapport

à la dernière colonne et on a Pn = (X − n + 1)Pn−1 + (−1)n+1(−X)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 X− 1 0 · · · 0
... 0 X− 2

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
... · · · 0 X− n+ 2

−1 0 · · · · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Dans ce dernier déterminant, après développement par rapport à la dernière ligne pour obtenir la relation

Pn = (X− n+ 1)Pn−1 + (−1)nX(−1)n−1+1(−1)
n−2∏
k=1

(X− k) donc Pn = (X− n+ 1)Pn−1 −
n−2∏
k=0

(X− k).

d. Initialisation : d’après la question b., P2 = X2 − 3X+ 1 vérifie bien (−1)0P2(0) = 1, (−1)1P2(1) = 1 ont

le même signe que P2(0) = 1 qui est du signe de (−1)2 et on a P2(1) = −1 et P2(2) = −1 < 0.

Hérédité : soit n > 3, supposons que ∀k ∈ [[0;n−2]], le réel (−1)kPn−1(k) a le même signe que Pn−1(0) qui est

du signe de (−1)n−1 et que Pn(n−1) < 0 et Pn(n) < 0. D’après c., Pn(0) = −(n−1)Pn−1(0) a un signe opposé

à celui de Pn−1(0), donc du signe de (−1)n. Pour k ∈ [[1;n − 2]], (−1)kPn(k) = −(−1)k(n − k − 1)Pn−1(k)

donc (−1)kPn(k) = −(n− k− 1)(−1)kPn−1(k) est du signe opposé à celui de (−1)kPn−1(k), donc du signe

opposé à celui de (−1)n−1 par hypothèse de récurrence, donc du signe de (−1)n. De plus, pour k = n − 1,

(−1)n−1Pn(n − 1) = −(−1)n−1(n − 1)(n − 2) · · · 1 = (−1)n(n − 1)! est bien du signe de (−1)n. Enfin,

Pn(n− 1) = −(n− 1)! < 0 et Pn(n) = Pn−1(n)− n! < 0.
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Conclusion : on a montré par principe de récurrence que ∀n > 2, ∀k ∈ [[0;n − 1]], (−1)kPn(k) a le même

signe que Pn(0) qui a le même signe que (−1)n et Pn(n− 1) < 0 et Pn(n) < 0.

e. Comme Pn est une fonction continue et que Pn change strictement de signe sur tous les intervalles ]0; 1[,

]1; 2[, ...,]n−2;n−1[ d’après ce qui précède, par le théorème des valeurs intermédiaires, Pn s’annule au moins

une fois sur tous les intervalles ]0; 1[, ]1; 2[, ...,]n − 2;n − 1[, ce qui fait déjà n − 1 racines distinctes de Pn.

De plus, Pn(n) < 0 et, comme Pn est unitaire et de degré n, lim
t→+∞

Pn(t) = +∞ donc, d’après le théorème

des valeurs intermédiaires encore, Pn s’annule au moins une fois sur ]n; +∞[, ce qui fait en tout n racines

distinctes de Pn qui est de degré n.

Comme Pn = χAn
est scindé à racines simples sur R, la matrice An est diagonalisable dans Mn(R) et tous

ses sous-espaces propres sont des droites.� �
5.248� �Par hypothèse, le polynôme P = X3 − 3X − 5 est annulateur de A. Comme P′ = 3(X2 − 1), la fonction

polynomiale P est croissante sur ]−∞;−1] et [1; +∞[ et elle est décroissante sur [−1; 1]. Comme P(−1) = 3

et P(1) = −7, d’après le théorème de la bijection, la fonction P ne s’annule qu’une seule fois en α sur R

car elle est strictement négative sur ] − ∞; 1[ et qu’elle réalise une bijection de ]1; +∞[ dans ] − 7; +∞[

car lim
t→+∞

P(t) = +∞. De plus, comme P(2) = −3 < 0 = P(α) < 13 = P(3), on a α ∈]2; 3[. Comme

P ∈ R[X], on note β et β (avec Re (β) > 0) les deux autres racines complexes de P. Or on sait que

les valeurs propres de A sont des racines de P donc SpC(A) ⊂ {α, β, β}. Puisque P est scindé à racines

simples sur C, A est diagonalisable dans Mn(C) et det(A) = αmα(A)βmβ(A)β
m

β
(A)

(en notant mλ(A)

la multiplicité de λ dans χA) d’après le cours. Comme A est une matrice réelle, m
β
(A) = mβ(A) donc

det(A) = αmα(A)(ββ)mβ(A) = αmα(A)|β|2mβ(A) > 0.� �
5.249� �a. (=⇒) Supposons que F est stable par M. Montrons que F⊥ est stable par MT . Soit X ∈ F⊥ et Y ∈ F,

alors (MTX|Y) = (Y|MTX) = YTMTX = (MY)TX = (MY|X) = 0 car X ∈ F⊥ et MY ∈ F car F est stable par M.

Ainsi, F⊥ est stable par MT . On vient de montrer que, pour tout sous-espace F de E et toute matrice M de

Mn(R), on a F stable par M =⇒ F⊥ stable par MT .

(⇐=) On applique ce qui précède à (F⊥,MT ) et F⊥ stable par MT =⇒ (F⊥)⊥ = F stable par (MT )T =M.

Par double implication, F est stable par M si et seulement si F⊥ est stable par MT .

b. On a χA =

∣∣∣∣∣∣
X− (1/2) 0 −(1/2)

0 X− 1 0

(1/2) 0 X− (3/2)

∣∣∣∣∣∣ = (X− 1)
∣∣∣∣X− (1/2) −(1/2)

(1/2) X− (3/2)

∣∣∣∣ en développant par rapport

à la deuxième colonne. Ainsi, χA = (X− 1)
[(
X− 1

2

)(
X− 3

2

)
+ 1

4

]
= (X− 1)3. Soit F un sous-espace de R3 :

.

dim(F) = 0 Alors F = {0} est stable par A.

dim(F) = 1 Alors F est une droite et F est stable par A si et seulement si F est engendrée par un vecteur

propre de A. Or, comme A − I3 = 1

2

−1 0 1

0 0 0

−1 0 1

, on a E1(A) = Ker(A − I3) = Vect(v1, v2)

avec v1 = (1, 0, 1) et v2 = (0, 1, 0). Ainsi, toutes les droites stables F par A sont les droites

F = Vect(v) avec v = av1 + b2 et (a, b) ̸= (0, 0). Il y en a une infinité.

dim(F) = 2 Alors FT est une droite et F est stable par A si et seulement si FT est stable par AT . Or
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AT − I3 = 1

2

−1 0 −1
0 0 0

1 0 1

 donc E1(A
T ) = Ker(AT − I3) = Vect(v3, v2) avec v3 = (1, 0,−1).

Ainsi, F est un plan stable par A si et seulement si F⊥ = Vect(αv3 + βv2) avec (α, β) ̸= (0, 0),

c’est-à-dire si et seulement si F a pour équation F : αx+ βy− αz = 0 avec (α, β) ̸= (0, 0). Il y

en a aussi une infinité.

dim(F) = 3 Alors F = R3 est stable par A.� �
5.250� �a. Si A et B dans Mn(C) sont semblables, il existe P ∈ GLn(C) telle que A = PBP−1 par définition. Soit

λ une valeur propre de A, alors il existe X ̸= 0 ∈ Mn,1 C) tel que AX = λX. On a donc PBP−1X = λX donc

BY = λY en posant Y = P−1X. Comme X ̸= 0 et P inversible, Y ̸= 0 donc λ est une valeur propre de B. On

vient de montrer que Sp(A) ⊂ Sp(B). Par symétrie, Sp(B) ⊂ Sp(A) et, par double inclusion, Sp(A) = Sp(B).

b. Supposons que M admette une valeur propre λ non nulle. D’après la question a., λ est une valeur propre

de 2M, ce qui fait que λ

2
est une valeur propre de M. Par récurrence, pour tout n ∈ N, le réel λ

2n
est

une valeur propre de M. Cela ferait une infinité de valeurs propres de M, ce qui est absurde car les valeurs

propres de M sont les racines de χM, et il y en a au maximum n.

On vient de montrer que M ne peut avoir que 0 comme valeur propre. Comme M admet au moins une

valeur propre avec le théorème de d’Alembert-Gauss, on a Sp(M) = {0}. Toujours d’après ce théorème,

on a donc χM = (X − 0)n car χM est scindé dans C[X], unitaire et de degré n. D’après le théorème de

Cayley-Hamilton, il vient Mn = 0 donc M est nilpotente.

c. Soit M =

(
0 1

0 0

)
= E1,2 ̸= 0 ∈ M2(C) de sorte que 2M =

(
0 2

0 0

)
. On a M2 = 0 donc M est nilpotente

et non nulle. Si on prend P =

(
1 0

0 2

)
, on a P inversible et P−1 =

(
1 0

0 1/2

)
et on vérifie facilement que

2M = P−1MP donc que M et 2M sont semblables.

d. Soit M ∈ M3(C) nilpotente telle que rang (M) = 1.

Méthode 1 : comme la matrice M est de rang 1, il existe une matrice colonne C ̸= 0 ∈ Mn,1(C) et une

matrice ligne L ̸= 0 ∈ M1,n(C) telles que M = CL. Ainsi, M2 = C(LC)L = (LC)(CL) = LCM. Or

LC = Tr (LC) = Tr (CL) = Tr (M) de sorte que M2 = Tr (M)M. Mais si λ est une valeur propre de M, il

existe X ̸= 0 ∈ Mn,1(C) tel que MX = λX et M3X = λ3X = 0 donc λ3 = 0 et λ = 0. Ainsi, Sp(M) = {0}

donc, comme M est trigonalisable donc semblable à une matrice triangulaire avec des 0 sur la diagonale, on

a Tr (M) = 0 donc M2 = 0. Ainsi, comme M×M = 0, on a Im (M) ⊂ Ker(M).

Méthode 2 : soit X2 ̸= 0 un vecteur de Im (M) de sorte que Im (M) = Vect(X2) car Im (M) est une droite.

Comme Im (M) est stable par M, il existe α ∈ C tel que MX2 = αX2. Mais comme M est nilpotente, 0 est

à nouveau la seule valeur propre de M donc α = 0 car X2 ̸= 0. Ainsi, X2 ∈ Ker(M) donc Im (M) ⊂ Ker(M).

Dans les deux cas, on a prouvé que Im (M) ⊂ Ker(M). Si (X2) est une base de Im (M), par le théorème

de la base incomplète, il existe X1 ∈ C3 tel que (X1, X2) est une base de Ker(M) car Ker(M) est un plan

d’après la formule du rang. Soit X3 ∈ C3 un antécédent de X2 ∈ Im (M) par M de sorte que MX3 = X2. La

famille B = (X1, X2, X3) est de cardinal 3 = dim(C3) et elle est libre car (X1, X2) est elle-même libre et que
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X3 /∈ Vect(X1, X2) = Ker(M) puisque X2 ̸= 0. Ainsi, B est une base de C3 et, en notant m l’endomorphisme

de C3 canoniquement associé à M, on a E2,3 = MatB(m) par construction. Comme E2,3 et M représente le

même endomorphisme dans deux bases différentes, M est semblable à E2,3.

Comme M et 2M sont nilpotentes et de même rang 1, ce qui précède montre que M et 2M sont semblables

à E2,3. Comme la relation de similitude est une relation d’équivalence, M est semblable à 2M.

e. Soit M ∈ Mn(C) nilpotente d’indice n, alors Mn−1 ̸= 0 et Mn = 0. Il existe donc X ̸= 0 ∈ Cn tel que

Mn−1X ̸= 0. Si (X,MX, · · · ,Mn−1X) était liée, il existerait une famille (λ0, · · · , λn−1) ̸= (0, · · · , 0) ∈ Cn telle

que
n−1∑
k=0

λkM
kX = 0. On pourrait définir l’entier i =Min({k ∈ [[0;n− 1]] | λk ̸= 0}) ∈ [[0;n− 1]] de sorte que

l’on aurait
n−1∑
k=i

λkM
kX = 0. On multiplierait (1) par Mn−1−i à gauche pour avoir

n−1∑
k=i

λkM
n−1−i+kX = 0 et

il ne resterait que λiM
n−1X = 0 car Mn = 0. Or ceci est impossible car λi ̸= 0 et Mn−1X ̸= 0 par hypothèse.

On a montré par l’absurde que B = (X,MX, · · · ,Mn−1X) est libre donc c’est une base de Cn car son cardinal

est égal à la dimension de Cn. En notant m l’endomorphisme de Cn canoniquement associé à M, on a

M = PJP−1 avec P la matrice de passage de la base canonique à la base B et J = MatB(m) = (δi,j+1)16i,j6n

la matrice avec des 0 partout sauf sur la sous-diagonale où il y a des 1. Comme 2M est aussi nilpotente

d’indice n, ce qui précède montre que 2M est aussi semblable à J donc, par transitivité et symétrie de la

relation binaire de similitude, M et 2M sont semblables.� �
5.251� �L’application f : E = Rn−1[X] → Rn−1[X] telle que ∀P ∈ Rn−1[X], f(P) = P(X − 1) est bien définie

car si deg(P) 6 n − 1, on a deg(P(X − 1)) = deg(P) 6 n − 1. De plus, si (P,Q) ∈ (Rn−1[X])
2 et λ ∈ R,

f(λP + Q) = (λP + Q)(X − 1) = λP(X − 1) + Q(X − 1) = λf(P) + f(Q) donc f est linéaire ce qui montre que

f est un endomorphisme de Rn−1[X]. De plus, f est classiquement un automorphisme de E car, en posant

g : P 7→ P(X+ 1), on a aussi g ∈ L(E) et f ◦ g = g ◦ f = id E donc g = f−1.

Par une récurrence simple on a ∀k ∈ N, fk : P 7→ P(X − k) et gn : P 7→ P(X + n). L’énoncé nous propose

donc d’exprimer gn = f−n comme un polynôme en f de degré inférieur ou égal à n− 1.

Comme dim(Rn−1[X]) = n, le polynôme caractéristique de f est de degré n et unitaire et, d’après le

théorème de Cayley-Hamilton, χf(f) = 0. Il existe donc des coefficients b0, · · · , bn avec bn = 1 tels

que
n∑

k=0

bkf
k = 0. Pour être précis, comme la matrice de f dans la base canonique B = (1, X, · · · , Xn) est

A = MatB(f) =

(
(−1)j−i

(
j

i

))
06i,j6n−1

qui est triangulaire supérieure et ne contient que des 1 sur la

diagonale, on a χf = (X− 1)n =
n∑

k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
Xk ce qui donne les valeurs des bk.

On en déduit que
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
fk = id E +

n∑
k=1

(−1)k
(
n

k

)
fk = 0 donc f ◦

( n∑
k=1

(−1)k−1
(
n

k

)
fk−1

)
= id E, et

ceci prouve que f−1 = U(f) avec U =
n∑

k=1

(−1)k−1
(
n

k

)
Xk−1 avec deg(U) = n− 1.

Par conséquent, gn = f−n = (f−1)n = (U(f))n = (Un)(f) car on a U(f) ◦ V(f) = (UV)(f) d’après le cours

pour des polynômes U et V. Effectuons la division euclidienne de Un par χf, ce qui donne Un = Q× χf + R
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avec deg(R) < deg(χf) = n donc deg(R) 6 n − 1. Il existe donc des coefficients a0, · · · , an−1 réels tels que

R =
n−1∑
k=0

akX
k et on a Un(f) = Q(f) ◦ χf(f) + R(f) = R(f) donc gn =

n−1∑
k=0

akf
k. On évalue ceci en tout P ∈ E

et on a donc gn(P) = P(X+ n) =
n−1∑
k=0

akf
k(P) =

n−1∑
k=0

akP(X− k).� �
5.252� �a. Comme χA est unitaire par construction et scindé sur C par d’Alembert-Gauss, si a1, · · · , ar sont les

valeurs propres distinctes de A, on peut écrire χA =
r∏

i=1

(X − ai)mai
(A) d’où χA(B) =

r∏
i=1

(B − aiIn)mai
(A).

Comme GLn(C) est un groupe multiplicatif, on a χA(B) ∈ GLn(C) ⇐⇒ ∀i ∈ [[1;n]], B − aiIn ∈ GLn(C).

On peut aussi le justifier par le déterminant (qui est une fonction multiplicative), en écrivant que l’on a

χA(B) ∈ GLn(C)⇐⇒ det(χA(B)) ̸= 0⇐⇒
r∏

i=1

(det(B− aiIn))mai
(A) ̸= 0⇐⇒ ∀i ∈ [[1; r]], det(B− aiIn) ̸= 0.

Or B−aiIn ∈ GLn(C) car det(B−aiIn) = (−1)nχB(ai) ̸= 0 puisque ai étant une valeur propre de A, elle ne

peut pas être une valeur propre de B car on a supposé Sp(A) ∩ Sp(B) = ∅. On a donc bien χA(B) inversible.

b. Par hypothèse, AX = XB. Alors A2X = A(AX) = A(XB) = (AX)B = XB2. Par une récurrence facile, on

montre que ∀k ∈ N, AkX = XBk. Si P =
d∑

k=0

akX
k ∈ C[X], on a P(A)X =

d∑
k=0

akA
kX =

d∑
k=0

akXB
k = XP(B).

En prenant P = χA, on obtient donc χA(A)X = XχA(B) ce qui donne, avec Cayley-Hamilton, XχA(B) = 0.

Or on a vu en b. que χA(B) est inversible. Il ne reste donc plus que X = 0.

c. On définit φ : Mn(C) → Mn(C) par φ(X) = AX − XB. Comme φ est visiblement linéaire, φ est un

endomorphisme d’un espace de dimension finie, donc φ est un automorphisme si et seulement si elle est

injective. Soit X ∈ Ker(φ), on a AX = XB et, avec la question précédente, X = 0. Ainsi, Ker(φ) = {0} ce

qui montre que φ est un automorphisme de Mn(C). La bijectivité de φ permet de conclure que, comme

attendu, ∀M ∈ Mn(C), ∃!X ∈ Mn(C), AX− XB = φ(X) =M.� �
5.253� �a. φ est bien définie car si (un)n∈N∗ est une suite réelle, la suite v = (vn)n∈N∗ définie par vn = 1

n

n∑
k=1

uk

est aussi une suite réelle. De plus, si u = (un)n∈N∗ ∈ E, v = (vn)n∈N∗ ∈ E et λ ∈ R, en notant w = φ(u+λv),

on a ∀n ∈ N∗, wn = 1

n

n∑
k=1

(uk + λvk) = 1

n

n∑
k=1

uk + λ × 1

n

n∑
k=1

vk donc φ(u + λv) = φ(u) + λφ(v) ce qui

montre la linéarité de φ. Ainsi, φ est un endomorphisme de E.

Injectivité : soit u ∈ Ker(φ), on a donc ∀n ∈ N∗, 1
n

n∑
k=1

uk = 0 donc
n∑

k=1

uk = 0. Ainsi, pour n ∈ N∗, on a

un =
( n∑

k=1

uk

)
−
(n−1∑

k=1

uk

)
= 0 et u = 0. Comme φ est linéaire et Ker(φ) = {0}, φ est injective.

Surjectivité : soit v ∈ E. Raisonnons par analyse/synthèse :

• Si u ∈ E est un antécédent de v par φ, on a ∀n ∈ N∗, nvn =
n∑

k=1

uk. Ainsi, u1 = v1 et, pour n > 2,

un =
( n∑

k=1

uk

)
−
(n−1∑

k=1

uk

)
= nvn − (n− 1)vn−1.

• Soit (un)n∈N∗ définie par u1 = v1 et ∀n > 2, un = nvn − (n − 1)vn−1. Pour n ∈ N∗, par télescopage,

nvn − v1 =
n∑

k=2

(kvk − (k− 1)vk−1) donc nvn =
n∑

k=1

uk car u1 = v1 donc vn = 1

n

n∑
k=1

uk et v = φ(u).

Toute suite v ∈ admet un antécédent u ∈ E par φ donc l’application φ est surjective.
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φ est donc un endomorphisme bijectif de E, donc un automorphisme de E.

b. Analyse : soit λ ∈ R et u = (un)n∈N∗ ∈ E tels que φ(u) = λu, alors ∀n ∈ N∗, λun = 1

n

n∑
k=1

uk donc

(nλ− 1)un =
n−1∑
k=1

uk (Rn). Traitons deux cas :

• Si ∀n ∈ N∗, nλ ̸= 1, alors la relation (R1) donne (λ− 1)u1 = 0 donc u1 = 0 car λ− 1 ̸= 0. Si, pour un

entier n > 2, on a établi que u1 = · · · = un−1 = 0, la relation (Rn) montre que (nλ− 1)un = 0 donc

que un = 0 car nλ− 1 ̸= 0. Par principe de récurrence, on a donc ∀n ∈ N∗, un = 0 donc u = 0 et u

n’est pas un vecteur propre de φ donc λ n’est pas une valeur propre de φ.

• Si ∃p ∈ N∗, λ = 1/p, en résolvant φ(u) = λu pour u = (un)n∈N∗ ∈ E, on trouve comme dans le cas

précédent que ∀n ∈ [[1; p−1]], un = 0 avec les relations (R1), · · · , (Rp−1). Puis, avec (Rp), on n’a aucun

renseignement supplémentaire car on a 0 = 0. Ensuite, pour n > p, (Rn) donne (n− p)un = p
n−1∑
k=p

uk.

Par exemple, pour n = p+ 1, up+1 = pup =

(
p

p− 1

)
up puis, pour n = p+ 2, 2up+2 = p(up + up+1)

donc up+2 =
p(p+ 1)

2
up =

(p+ 1)!
2!(p− 1)!up =

(
p+ 1

p− 1

)
. Si on a ∀k ∈ [[p;q]], uk =

(
k− 1
p− 1

)
up pour

un entier q > p, alors Rq+1 donne (q + 1 − p)uq+1 = p

( q∑
k=p

(
k− 1
p− 1

))
up = p

(
q

p

)
up (formule

des colonnes). Ainsi, uq+1 = q!p
(q− p)!p!(q+ 1− p)up = q!

(p− 1)!(q+ 1− p)!up =

(
q

p− 1

)
up. Par

principe de récurrence, on a ∀k > p, uk =

(
k− 1
p− 1

)
up. Ainsi, λ = 1

p
est bien valeur propre de φ.

On vient d’établir que Sp(φ) =
{
1

p

∣∣∣ p ∈ N∗
}

et que, pour tout p ∈ N∗, on a E1/p(φ) = Vect(up) où

up = (upn)n∈N∗ = (0, · · · , 0, 1, p, p(p+ 1)
2

, · · ·) est définie par ∀n ∈ N∗, upn =

(
n− 1
p− 1

)
.� �

5.254� �a. P(2) = 25−4.24+2.23+8.22−8.2 = 32−64+16+32−16 = 0 et, comme P′ = 5X4−16X3+6X2+16X−8,

on a aussi P′(2) = 5.24−16.23+6.22+16.2−8 = 80−128+24+32−8 = 0. Ainsi, 2 est racine au moins double

de P et 0 est clairement racine de P ce qui montre que P = X(X−2)2Q avec deg(Q) = 2 d’où Q = aX2+bX+c.

En identifiant le terme en X5, on a a = 1, celui en X donne c = −2 et celui en X2 permet d’avoir b = 0. Par

conséquent, P = X(X− 2)2(X2 − 2) = X(X− 2)2(X−
√
2)(X+

√
2).

b. Analyse : si n ∈ N∗, M ∈ Mn(R), P(M) = 0 et Tr (M) = 0, comme P est annulateur de M, on sait

d’après le cours que Sp(M) ⊂ {0, 2,
√
2,−
√
2}. Puisque SpC(M) ⊂ R, χM est scindé sur R donc, d’après

le cours, Tr (M) = m0(M).0 + m2(M).2 + m√
2
(M).

√
2 + m−

√
2
(M).(−

√
2) = 2a + (b − c)

√
2 en notant

a = m2(M) ∈ N, b = m√
2
(M) ∈ N et c = m−

√
2
(M) ∈ N. Comme Tr (M) = 0, on a 2a + (b − c)

√
2 = 0.

Si on avait a ̸= 0, on aurait
√
2 = c− b

a
∈ Q ce qui est absurde car on sait que

√
2 est un irrationnel.

Ainsi, a = 0 donc Tr (M) = (b − c)
√
2 et b = c. Comme m2(M) = 0, 2 n’est pas valeur propre de M

donc M − 2In est inversible et la relation M(M2 − 2In)(M − 2In)2 = 0 se résume à M(M2 − 2In) = 0 en

multipliant par (M−2In)−2 (tout commute). Le polynôme R = X(X2−2) = X3−2X = X(X−
√
2)(X+

√
2) est

scindé à racines simples et annulateur de M qui est donc une matrice diagonalisable dans Mn(R). Comme
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m0(M)+m√
2
(M)+m−

√
2
(M) = n, on a m0(M) = n−2b et, en notant D =

 0n−2b 0n−2b,b 0n−2b,b
0b,n−2b

√
2Ib 0b

0b,n−2b 0b −
√
2Ib


(par blocs), il existe une matrice P ∈ GLn(R) telle que M = PDP−1 (P est la matrice de passage entre la

base canonique de Rn et une base de Rn formée de vecteurs propres de M (dans le bon ordre).

Synthèse : si n ∈ N∗, b ∈ N tel que 2b 6 n etM = P

 0n−2b 0n−2b,b 0n−2b,b
0n−2b,b

√
2Ib 0b

0b,n−2b 0b −
√
2Ib

 P−1 avec P ∈ GLn(R),

on a M3 = P

 0n−2b 0n−2b,b 0n−2b,b
0n−2b,b

√
2Ib 0b

0b,n−2b 0b −
√
2Ib

3

P−1 = P

 0n−2b 0n−2b,b 0n−2b,b
0n−2b,b 2

√
2Ib 0b

0b,n−2b 0b −2
√
2Ib

 P−1 = 2M donc

R(M) = 0 d’où P(M) = (M− 2In)2R(M) = 0 et Tr (M) = (
√
2−
√
2)b = 0.

Pour n ∈ N∗, les matrices M ∈ Mn(R) telles que P(M) = 0 et Tr (M) = 0 sont donc toutes les matrices de

la forme précédente, ça en fait beaucoup !� �
5.255� �a. La construction par blocs montre qu’on multiplie par 2 la taille de la matrice à chaque étape, et comme

la taille vaut 1 quand n vaut 0, par une récurrence simple, la taille de An vaut 2n pour tout entier n ∈ N.

b. La matrice A0 = (1) est de rang 1, A1 =

(
1 1

1 0

)
est inversible donc de rang 2. Pour tout n > 1,

si on effectue l’opération de Gauss C2 ←− C2 − C1 (par blocs) pour le calcul du déterminant de An+1,

on a det(An+1) =

∣∣∣∣An 0

An −An

∣∣∣∣ donc det(An+1) = det(An)det(−An) = (−1)2n

det(An)
2 = det(An)

2. Par

récurrence, on a donc det(A0) = 1, det(A1) = −1 et ∀n > 2, det(An) = 1 ̸= 0 donc An est inversible ce qui

montre que son rang vaut 2n.

c. Par une récurrence simple, on établit que toutes les matrices An sont réelles et symétriques donc, par le

théorème spectral, An est diagonalisable. Sp(A0) = {1} et, comme χA1
= X2 − X− 1, Sp(A1) = {α, β} avec

α = 1+
√
5

2
(le nombre d’or) et β = 1−

√
5

2
qui vérifient α+β = 1 et αβ = −1 (relations coefficients/racines).

Après calculs, on trouve χA2
= X4 − X3 − 4X2 − X + 1 = (X + 1)2

(
X − 3+

√
5

2

)(
X − 3−

√
5

2

)
donc

Sp(A2) = {−1, α2, β2}. Comme αβ = −1, on a donc Sp(A2) = {α2, αβ, β2}. La récurrence arrive :

Initialisation : on vient de voir que Sp(An) = {αiβj | i+ j = n} pour n = 0, 1, 2.

Hérédité : soit n > 2 tel que Sp(An) = {αiβj | i+ j = n}.

(⊂) Soit λ une valeur propre de An+1. On sait que λ ̸= 0 d’après b. car An inversible. Il existe un

vecteur colonne V =

(
X

Y

)
non nul (écrit pas blocs 2n + 2n) tel que An+1V = λV, ce qui équivaut

à AnX + AnY = λX (1) et AnX = λY (2). En reportant (2) multiplié à gauche par An dans (1)

multiplié par λ, on obtient λAnX + A2
nX − λ2X = 0 =

(
An − λ

α
I2n

)(
An − λ

β
I2n

)
X (car αβ = −1

et 1

α
+ 1

β
= α+ β

αβ
= 1

− 1 = −1). Si on avait X = 0, on aurait aussi Y = 0 d’après (1) car

λ ̸= 0 et on aurait alors V = 0 : NON ! Ainsi, X ̸= 0 donc
(
An − λ

α
I2n

)(
An − λ

β
I2n

)
n’est pas

inversible ce qui prouve que An − λ

α
I2n /∈ GL2n(R) ou An − λ

β
I2n /∈ GL2n(R) (car GL2n(R) est un

groupe multiplicatif). Par hypothèse de récurrence, on a donc λ

α
∈ Sp(An) = {αiβj | i + j = n} ou
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λ

β
∈ Sp(An) = {αiβj | i + j = n}. Dans les deux cas, que λ = αi+1βj ou λ = αiβj+1 avec i + j = n,

on a (i+ 1) + j = n+ 1 ou i+ (j+ 1) = n+ 1 et on a bien λ ∈ {αi′βj′ | i′ + j′ = n+ 1}.

(⊃) Réciproquement, soit λ ∈ {αi′βj′ | i′ + j′ = n+ 1}. Considérons deux cas :

• Si i′ = 0, j′ = n + 1 et λ = βn+1. Comme βn ∈ Sp(An) par hypothèse de récurrence, soit

un vecteur propre X ∈ Eβn(An) (donc X ̸= 0), en posant V =

 X

AnX

βn+1

 =

 X

X

β

 ̸= 0, alors

An+1V =

(
AnX+ AnX

β

AnX

)
=

(
(βn + βn−1)X

βnX

)
=

(
βn+1X

βnX

)
= βn+1V car β2 = β + 1 donc

λ = βn+1 ∈ Sp(An+1) car V est un vecteur non nul tel que An+1 = βn+1V.

• Si i′ ∈ [[1;n+ 1]], on a λ = αi′βj′ . Comme αi′−1βj′ ∈ Sp(An) par hypothèse de récurrence, soit

un vecteur propre X ∈ Eαi′−1βj′ (An) (donc X ̸= 0), en posant V =

 X

AnX

αi′βj′

 =

 X

X

α

 ̸= 0,

alors An+1V =

(
AnX+ AnX

α

AnX

)
=

(
(αi′−1βj′ + αi′−2βj′)X

αi′−1βj′X

)
=

(
αi′βj′X

αi′−1βj′X

)
= αi′βj′V car

α2 = α+ 1 donc λ = αi′βj′ ∈ Sp(An+1) car V est un vecteur non nul tel que An+1 = αi′βj′V.

Dans les deux cas, λ ∈ Sp(An+1) et, par double inclusion, on a bien Sp(An+1) = {αi′βj′ | i′+j′ = n+1}.
Par principe de récurrence, on a établi que ∀n ∈ N, Sp(An) = {αiβj | i+ j = n}.� �

5.256� �a. Posons F = {fa,b : z 7→ az+ bz | (a, b) ∈ C2} et vérifions que E = F.

(⊂) : soit f ∈ E, alors ∀z ∈ C, f(z) = f(Re (z).1 + Im(z).i) = Re (z)f(1) + Im (z)f(i) car f est R-linéaire et

que (Re (z), Im (z)) ∈ R2 et (1, i) ∈ C2. Avec les formules d’Euler, f(z) = z+ z

2
f(1) + z− z

2i
f(i) = az + bz

avec a =
f(1)
2

+
f(i)
2i
∈ C et b =

f(1)
2
− f(i)

2i
∈ C. Par conséquent, f = fa,b et E ⊂ F.

(⊃) : soit f ∈ F, il existe (a, b) ∈ C2 tel que ∀z ∈ C, f(z) = fa,b(z) = az+bz. Pour (z, z′) ∈ C2 et (λ, µ) ∈ R2,

f(λz+ µz′) = a(λz+ µz′) + b(λz+ µz′) = λaz+ µaz′ + λbz+ µbz′ = λ(az+ bz) + µ(az′ + bz′) = λf(z) + µf(z′)

donc f est R-linéaire et f ∈ E. Ainsi, F ⊂ E.

Par double inclusion, on a bien établi que E = F = {fa,b : z 7→ az+ bz | (a, b) ∈ C2}.

b. Soit B = (1, i) la base canonique du R-espace vectoriel C, comme f(1) = a + b et f(i) = ai − bi

donc f(1) = (Re (a) + Re (b)).1 + (Im (a) + Im (b)).i et f(i) = (−Im (a) + Im (b)).1 + (Re (a) − Re (b)).i,

MatB(fa,b) =

(
Re (a) + Re (b) −Im (a) + Im (b)
Im (a) + Im (b) Re (a)− Re (b)

)
d’où Tr (fa,b) = 2Re (a) et det(fa,b) = |a|2 − |b|2.

c. D’après la question précédente, χfa,b
= X2 − Tr (fa,b)X+ det(fa,b) = X2 − 2Re (a)X+ |a|2 − |b|2. Soit ∆

le discriminant de χfa,b
, comme ∆ = 4Re (a)2 − 4(|a|2 − |b|2) = 4(|b|2 − Im (a)2), on traite trois cas :

Si |b| > |Im (a)| , ∆ > 0 donc χfa,b
admet deux racines simples réelles ce qui prouve que fa,b est diago-

nalisable sur C considéré comme un R-espace vectoriel.

Si |b| < |Im (a)| , ∆ < 0 donc χfa,b
admet deux racines simples complexes non réelles (et conjuguées) ce

qui prouve que fa,b n’est diagonalisable sur C considéré comme un R-espace vectoriel

car χfa,b
n’est même pas scindé dans R[X].

142



Si |b| = |Im (a)| , ∆ = 0 et χfa,b
= (X − Re (a))2 donc Sp(fa,b) = {Re (a)}. Or, d’après le cours, fa,b

est diagonalisable si et seulement si fa,b − Re (a)id C2 = 0, c’est-à-dire si et seulement

si MatB(fa,b)− Re (a)I2 =

(
Re (b) −Im (a) + Im (b)

Im (a) + Im (b) −Re (b)

)
= 0. Cette condition

impose Re (b) = Im (a) = Im (b), c’est-à-dire b = 0 et a ∈ R.

Ainsi, fa,b est diagonalisable si et seulement si (|b| ̸= |Im (a)| ou (b = 0 et a ∈ R)). Dans ce dernier cas,

fa,0 est l’homothétie de rapport a.� �
5.257� �a. Méthode 1 : soit f l’endomorphisme de RN[X] dont la matrice dans la base canonique de RN[A] est

la matrice A. Par définition, f(1) = X, ∀k ∈ [[1;N − 1]], f(Xk) = k

N
Xk−1 + N− k

N
Xk+1 et f(XN) = XN−1.

Pour P =
N∑

k=0

akX
k ∈ RN[X], par linéarité de f, on a f(P) = a0f(1) +

( N∑
k=0

akf(X
k)
)
+ aNf(X

N) donc

f(P) = a0X+aNX
N−1+

N−1∑
k=1

ak

(
k

N
Xk−1+ N− k

N
Xk+1

)
= 1

N

N∑
k=1

kakX
k−1+

N∑
k=0

akX
k+1− 1

N

N−1∑
k=1

kakNX
k+1

ce qui donne f(P) = P′

N
+ XP − X2P

N
= XP + 1− X2

N
P′.

Méthode 2 : A1 =



0 1
N

0 · · · 0

0
. . . 2

N

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . . 1

0 · · · · · · 0 0


se reconnâıt aisément, c’est la matrice de l’endomorphisme

f1 : P 7→ P′

N
de l’espace E = RN[X] dans la base canonique B = (1, X, · · · , XN) car ∀k > 1, f1(X

k) = k

N
Xk−1.

La matrice A2 =



0 0 · · · · · · 0

1
. . .

. . .
...

0 N−1
N

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 · · · 0 1
N

0

 est obtenue à partir de A1 en échangeant l’ordre des lignes et

des colonnes. Ceci signifie que A2 = PA1P où P est la matrice qui contient des 1 sur la “seconde” diagonale

et des 0 partout ailleurs : P = (pi,j)16i,j6N+1 avec pi,j = 1 si i + j = N + 2 et pi,j = 0 sinon. Or P

est la matrice de l’endomorphisme g de E qui envoie Xk sur XN−k et on constate que l’on a l’expression

g : P 7→ XNP

(
1

X

)
. Ainsi, A2 est la matrice dans la base canonique B de E de f2 = g ◦ f1 ◦ g. Or, pour un

polynôme P ∈ E, il vient f1 ◦ g(P) = 1

N

(
XNP

(
1

X

))′
= XN−1P

(
1

X

)
− Xn−2

N
P′
(
1

X

)
, ce qui donne finalement

f2(P) = g((f1 ◦ g)(P)) = XN
(
X1−NP(X)− X2−N

N
P′(X)

)
= XP(X)− X2

N
P′(X).

Au final, comme A = A1 + A2 = MatB(f) où f = f1 + f2 : P 7→ XP + 1− X2

N
P′.

b. Cherchons les éléments propres de f.

Analyse : soit un réel λ ∈ R et un polynôme P ∈ E tels que f(P) = λP, on a donc (1−X2)P′−N(λ−X)P = 0.

La fonction polynomiale P est donc solution de l’équation différentielle (E) : (1 − t2)y′ = N(λ − t)y. Or

λ− t
1− t2

= λ+ 1

2
. 1

1+ t
+ λ− 1

2
. 1

1− t . Ainsi les solutions de (E) (sur l’intervalle ]− 1; 1[ par exemple) sont les
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y : t 7→ α(1+ t)
N(λ+1)

2 (1− t)
N(1−λ)

2 qui sont des fonctions polynomiales non nulles si α ̸= 0 et
N(λ+ 1)

2
= k

et
N(1− λ)

2
= k′ sont des entiers naturels avec k+ k′ = N. Ainsi, il existe k ∈ [[0;N]] tel que λ = 2k

N
− 1 est

valeur propre de A associé au vecteur propre Pk = (1+ X)k(1− X)N−k ∈ RN[X]. A est bien diagonalisable.

Synthèse : pour tout k ∈ [[0;N]], posons λk = 2k

N
− 1 et Pk = (1 + X)k(1 − X)N−k ∈ RN[X], les calculs

précédents montrent que f(Pk) = λkPk avec Pk ̸= 0 donc λk est une valeur propre de f.

Conclusion : A est diagonalisable car A ∈ MN+1(R) admet N+ 1 valeurs propres distinctes, on peut même

affirmer que tous les sous-espaces propres Eλk
(A) sont des droites et Eλk

(f) = Vect(Pk).

De plus, comme A est diagonalisable dans MN+1(R) donc χA est scindé sur R, on a Tr (A) =
N∑

k=0

λk donc

Tr (A) =
N∑

k=0

(
2k

N
− 1
)
= 2

N
× N(N+ 1)

2
− (N + 1) = 0 (ce qu’on savait déjà car il n’y a que des 0 sur la

diagonale de A) et det(A) =
N∏

k=0

(
2k

N
− 1
)

donc det(A) = 0 si N = 2p est pair car λp = 2p

2p
− 1 = 0 et

det(A) =
N∏

k=0

(
2k

2p+ 1
− 1
)
=

N∏
k=0

2k− 2p− 1
2p+ 1

= (−1)p+1
p∏

i=0

2i+ 1

2p+ 1
=

(2p+ 1)!

2p(2p+ 1)p+1p!
(calcul classique en

faisant intervenir les termes pairs manquants) si N = 2p+ 1 est impair.� �
5.258� �a. Soit M ∈ Mn(C) nilpotente, il existe p ∈ N tel que Mp = 0. Soit λ ∈ Sp(M), il existe X ̸= 0 ∈ Mn,1(C)

tel que MX = λX. On montre par une récurrence simple que ∀k ∈ N, MkX = λkX. Pour k = p, on a donc

MpX = 0 = λpX donc λp = 0 car X ≠ 0 d’où λ = 0. Ainsi, la seule valeur propre de M est 0 et, comme χM

est scindé dans C par le théorème de d’Alembert-Gauss, on a χM = Xn.

Seul nous intéresse le fait que χM soit scindé dans C, ce qui montre d’après le cours que M est trigonalisable

dans Mn(C) donc qu’il existe P ∈ GLn(C) et T triangulaire supérieure avec des 0 (seule valeur propre) sur

la diagonale telles que M = PTP−1. Alors det(In+M) = det(In+ PTP−1) = det(P(In+ T)P−1) = det(In+ T)

car In + T et P(In + T)P−1 sont semblables. Comme In + T est triangulaire supérieure avec des 1 sur la

diagonale, on a det(In + T) = 1 = det(In +M).

On pouvait aussi dire que −M est aussi nilpotente donc χ−M = Xn et det(In +M) = χ−M(1) = 1n = 1.

b. Si U est inversible, on a U + V = U(In + U−1V) donc, par multiplicativité du déterminant, on obtient

det(U + V) = det(U)det(In + U−1V) = det(U)det(In + M) en posant M = U−1V. Comme UV = VU,

on a aussi U−1V = VU−1 en multipliant par U−1 à gauche et à droite donc ∀k ∈ N, Mk = U−kVk par

récurrence simple et, comme V est nilpotente, M est aussi nilpotente car Vn = Mn = 0 par le théorème de

Cayley-Hamilton puisque χV = χM = Xn. D’après a., det(In +M) = 1 donc det(U+ V) = det(U).

c. Soit n ∈ N∗, (U, V) ∈ (Mn(C))2 tel que UV = VU et V nilpotente. Traitons trois cas :

• Si U inversible : dans ce cas, d’après b., det(U+ V) = det(U).

• Si U = 0 : dans ce cas, det(U+ V) = det(V) = 0 = det(U) car V est nilpotente donc non inversible.

• Si U n’est pas inversible et U ̸= 0 : on a det(U) = 0. Comme U et V commutent par hypothèse, Ker(U)

est stable par V. Proposons deux approches :

• Soit B1 une base de Ker(U), Ker(U) ̸= {0} car U n’est pas inversible, dim(Ker(U)) = p > 1. On
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complète B1 en une base B de Cn et, si on note u et v les endomorphismes de Cn canoniquement

associés à U et V, MatB(u) =

(
0 A

0 B

)
et MatB(v) =

(
C D

0 E

)
car Ker(U) est stable par v.

C ∈ Mp(C) et (B, E) ∈ Mn−p(C) avec p > 1 et n−p = rang (U) > 1. Comme v est nilpotent, C

et E sont nilpotentes car Vn = 0 =

(
Cn ∗
0 En

)
implique Cn = 0 et En = 0. Ainsi, det(C) = 0

et, comme U+ V =

(
C A+D

0 B+ E

)
, det(U+ V) = det(C)det(B+ E) = 0 = det(U).

• Comme v est nilpotent, w = vKer(u) (l’endomorphisme induit par v dans Ker(u)) est aussi

nilpotent donc non inversible et il existe un vecteur x ∈ Ker(u) tel que w(x) = v(x) = 0. Ainsi,

x ∈ Ker(u) ∩ Ker(v) donc (u + v)(x) = 0 et, comme x ̸= 0, u + v n’est pas inversible donc

det(u+ v) = det(U+ V) = 0 = det(U) + det(V).

Ainsi, pour tout n ∈ N∗, si (U, V) ∈ (Mn(C))2 vérifie UV = VU et V nilpotente, alors det(U+ V) = det(U).� �
5.259� �a. Soit u un endomorphisme sur un K-espace vectoriel de dimension finie.

CNS 1 : u est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynôme P à coefficients dans K, annulateur de

u et scindé à racines simples sur K.

CNS 2 : u est diagonalisable si et seulement s’il existe χu est scindé sur K et si pour toute valeur propre λ

de u, la dimension du sous-espace propre Eλ(u) vaut l’ordre de multiplicité de λ dans le polynôme χu.

b. Dans la calcul de χA =

∣∣∣∣∣∣
X+ 2 −4 −1
1 X− 3 −1
3 −3 X− 2

∣∣∣∣∣∣, on effectue l’opération de Gauss L1 ←− L1 − L2 pour

avoir χA =

∣∣∣∣∣∣
X+ 1 −X− 1 0

1 X− 3 −1
3 −3 X− 2

∣∣∣∣∣∣ = (X + 1)

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0

1 X− 3 −1
3 −3 X− 2

∣∣∣∣∣∣ par linéarité du déterminant par rapport

à la première ligne. Ensuite, avec C2 ←− C2 + C1 et en développant par rapport à la première colonne,

χA = (X+ 1)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

1 X− 2 −1
3 0 X− 2

∣∣∣∣∣∣ = (X+ 1)

∣∣∣∣X− 2 −1
0 X− 2

∣∣∣∣ = (X+ 1)(X− 2)2. Ainsi, Sp(A) = {−1, 2}.

c. −1 est valeur propre simple de A donc E−1(A) est une droite. Comme A − 2I3 =

−4 4 1

−1 1 1

−3 3 0

 est

clairement de rang 2 car ses deux dernières sont non colinéaires et ses deux premières forment une famille

liée, par la formule du rang, dim(E2(A)) = 3 − 2 = 1 ̸= 2 alors que 2 est la multiplicité algébrique de 2 en

tant que valeur propre de A : ceci montre que A n’est pas diagonalisable.

d. La valeur de A−2I3 montre que E2(A) = Vect(v2) avec v2 = (1, 1, 0). Comme A+ I3 =

−1 4 1

−1 4 1

−3 3 3

, on

voit que E−1(A) = Vect(v1) avec v1 = (1, 0, 1) car la somme de la première et de la troisième colonne de A+I3

est nulle. On cherche un vecteur v3 tel que Av3 = 2v3+v2 (par exemple), c’est-à-dire (A−2I3)v3 = v2. Or il

est clair que le vecteur e3 est un antécédent de v2 par A (la troisième colonne de A−2I3 vaut v2). On choisit

donc v3 = e3 = (0, 0, 1). On pose P =

 1 1 0

0 1 0

1 0 1

 la matrice de la famille B = (v1, v2, v3) dans la base

canonique (e1, e2, e3) de R3. Comme det(P) = 1 ̸= 0, la famille B est une base de R3 et, par construction,
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A = PTP−1 avec T =

−1 0 0

0 2 1

0 0 2

 (réduction de Jordan).

� �
5.260� �a. Soit λ ∈ C une valeur propre de M, il existe donc X ̸= 0 ∈ M4,1(C) tel que MX = λX. Par une

récurrence simple, on a ∀k ∈ N, MkX = λkX donc (M3− 4M)X =M3X− 4MX = λ3X− 4λX = (λ3− 4λ)X = 0

alors que X ̸= 0 donc P(λ) = λ3 − 4λ = 0 et λ est une racine de P.

b. Comme P = X(X2 − 4) = X(X − 2)(X + 2), on a donc Sp(M) ⊂ {−2, 0, 2} d’après la question précédente.

Comme P est scindé à racines simples sur R et que P est annulateur deM, la matriceM est donc diagonalisable

dans M4(R). Elle est donc semblable à une matrice D contenant dans sa diagonale les valeurs propres de

M. Mais Tr (M) = Tr (D) = 0 donc la multiplicité de 2 est égale à celle de −2. Il y a donc trois cas :

• Les valeurs propres de M sont 0, 0, 0, 0 donc D = 0 et M = 0.

• Les valeurs propres de M sont 0, 0, 2,−2 donc il existe une matrice inversible P ∈ GL4(R) telle que

M = PDP−1 avec D = diag(0, 0, 2,−2).

• Les valeurs propres de M sont 2, 2,−2,−2 donc il existe une matrice inversible P ∈ GL4(R) telle que

M = PDP−1 avec D = diag(2, 2,−2,−2) (et M est alors inversible).

Réciproquement, les matrices évoquées ci-dessus vérifiant bienM ∈ M4(R) avecM3−4M = 0 et Tr (M) = 0.� �
5.261� �a. Dans χA =

∣∣∣∣∣∣
X− 1 1 −2
−2 X+ 2 −4
−3 3 X− 6

∣∣∣∣∣∣, on effectue l’opération de Gauss C1 ←− C1+C2 et, par linéarité du

déterminant par rapport à la première colonne, on obtient χA =

∣∣∣∣∣∣
X 1 −2
X X+ 2 −4
0 3 X− 6

∣∣∣∣∣∣ = X

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
1 X+ 2 −4
0 3 X− 6

∣∣∣∣∣∣.
On effectue L2 ←− L2 − L1 et on développe par rapport à la première colonne pour obtenir la factorisation

χA = X

∣∣∣∣∣∣
1 1 −2
0 X+ 1 −2
0 3 X− 6

∣∣∣∣∣∣ = X

∣∣∣∣X+ 1 −2
3 X− 6

∣∣∣∣ = X((X+ 1)(X− 6) + 6) = X2(X− 5).

Comme 5 est une valeur propre simple de A, E5(A) est une droite. On a clairement A de rang 1 car ses deux

premières colonnes sont opposées et non nulles et que sa troisième colonne est deux fois la première. Par la

formule du rang, dim(Ker(A)) = dim(E0(A)) = 3 − 1 = 2 = m0(A) donc, par un théorème du cours, A est

diagonalisable dans M3(R).

b. Comme XI6−C =

(
XI3 − A −A

0 XI3 − A

)
, on a χC = det(XI3−A)2 = χ2A avec les propriétés du déterminant

par blocs. Comme le spectre de C est l’ensemble des racines de χC, on a donc Sp(C) = Sp(A).

c. Dans χB =

∣∣∣∣XI3 − αA −βA
−γA XI3

∣∣∣∣, on effectue l’opération de Gauss par blocs C1 ←− C1 + C2, et ensuite

L2 ←− L2 − L1, on arrive à χB =

∣∣∣∣XI3 − (α+ β)A −βA
XI3 − γA XI3

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣XI3 − γA −βA
0 XI3 + βA

∣∣∣∣ car α + β = γ. Par

blocs, on obtient dont χB = det(XI3−γA)×det(XI3+βA) = γn(−β)ndet((X/γ)I3−A)×det((−X/β)I3−A)

donc χB = (−1)nβnγnχA

(
X

γ

)
χA

(
− X

β

)
. Par conséquent, Sp(B) = (−βSp(A)) ∪ (γ Sp(A)) = {0,−5β, 5γ}

car λ ∈ Sp(B)⇐⇒ χB(λ) = 0⇐⇒
(
χA

(
X

γ

)
= 0 ou χA

(
− X

β

)
= 0

)
⇐⇒

(
λ

γ
∈ Sp(A) ou − λ

β
∈ Sp(A)

)
.

On pouvait aussi expliciter χB = X4(X+ 5β)(X− 5γ) mais ce qui précède est plus général.
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d. Soit X ∈ Ker (A) et Y =

(
X

0

)
. En effectuant un produit par blocs, BY =

(
αA βA

γA 0

)(
X

0

)
=

(
0

0

)
car AX = 0 donc Y ∈ Ker(B). De même, ∀X ∈ Ker(A), Z =

(
0

X

)
∈ Ker(B). Considérons les parties

F =
{(

X

0

) ∣∣∣ X ∈ Ker(A)} et G =
{(

0

X

) ∣∣∣ X ∈ Ker(A)}. Comme Ker(A) est un sous-espace vectoriel de

Rn, on montre que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R2n isomorphes à Ker(A) par l’intermédiaire des

applications linéaires ϕ : Ker(A)→ F et ψ : Ker(A)→ G définies par ϕ(X) =

(
X

0

)
et ψ(X) =

(
0

X

)
. Or F et

G sont en somme directe car si Y =

(
X1

X2

)
∈ F∩G, on a X1 = 0 car Y ∈ G et X1 = 0 car Y ∈ F. Par conséquent,

avec ce qui précède, F⊕ G ⊂ Ker(B) donc dim(F⊕ G) = dim(F) + dim(G) = 2 dim(Ker(A)) 6 dim(Ker(B)).

e. Avec α = 1, β = 2 et γ = 3, on a bien γ = α + β donc on déduit de d. que dim(Ker(B)) > 4. Or la

multiplicité de 0 dans χB est égale à 4 donc, d’après le cours, dim(Ker(B)) 6 4 et on a donc dim(Ker(B)) = 4

et, avec l’inclusion précédente, on a Ker(B) = F ⊕ G avec, puisque Ker(A) = Vect(w1, w2) avec les vecteurs

w1 =

 11
0

, w2 =

 2

0

−1

, F = Vect(ϕ(w1), ϕ(w2)) = Vect(v1, v2) et G = Vect(ψ(w1), ψ(w2)) = Vect(v3, v4)

avec v1 =


1

1

0

0

0

0

 = ϕ(w1), v2 =


2

0

−1
0

0

0

 = ϕ(w2), v3 =


0

0

0

1

1

0

 = ψ(w1) et v4 =


0

0

0

2

0

−1

 = ψ(w2). La famille

(v1, v2, v3, v4) est donc une base de Ker(B).

Les autres valeurs propres de B dans ce cas sont −10 et 15 et sont simples car χB = X4(X+ 10)(X− 15). On

peut chercher des vecteurs propres associés à ces deux valeurs propres de manière classique en raisonnant

par blocs et en résolvant les systèmes BY = −10Y et BY = 15Y en posant Y =

(
X1

X2

)
par blocs. Mais on peut

aussi voir la matrice B comme le produit de Kronecker des deux matrices M =

(
1 2

3 0

)
et de la matrice

A, noté B = M ⊗ A (c’est un cas particulier de produit tensoriel). Comme A − 5I3 =

−4 −1 2

2 −7 4

3 −3 1

, on

constate que E5(A) = Vect(w3) avec w3 =

 12
3

 ou on le prouve en résolvant un système linéaire. De plus,

χM = X2−Tr (M)X+det(M) = X2−X−6 = (X−3)(X+2) donc Sp(M) = {−2, 3}. CommeM+2I2 =

(
3 2

3 2

)
,

E−2(M) = Vect(a1) avec a1 =

(
2

−3

)
. Puisque M− 3I2 =

(
−2 2

3 −3

)
, E3(M) = Vect(a2) avec a2 =

(
1

1

)
.

Avec le produit de Kronecker, on considère v5 = a1⊗w3 =


2

4

6

−3
−6
−9

 et v6 = a2⊗w3 =


1

2

3

1

2

3

 et on vérifie

que Bv5 = (−2)×5v5 = −10v5 et Bv6 = 3×5v6 = 15v6 de sorte que E−10(B) = Vect(v5) et E15(B) = Vect(v6).

Ainsi, B = PDP−1 avec D = diag(0, 0, 0, 0,−10, 15) et P la matrice de passage de la base canonique de R6 à
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la base B = (v1, v2, v3, v4, v5, v6).� �
5.262� �a. Si U et V sont semblables, il existe Q ∈ GLn(R) telle que U = QVQ−1. On montre par une récurrence

simple que ∀k ∈ N, Uk = QVkQ−1 donc, pour un polynôme P =
+∞∑
k=0

akX
k ∈ R[X], on a P(U) =

+∞∑
k=0

akU
k

donc P(U) =
+∞∑
k=0

akQV
kQ−1 = Q

( +∞∑
k=0

akV
k
)
Q−1 = QP(V)Q−1 donc P(U) et P(V) sont aussi semblables.

b. On a M1 = M =

(
A A

0 A

)
et on calcule M2 =

(
A2 2A2

0 A2

)
. On conjecture et on démontre par une

récurrence facile que ∀k ∈ N∗, Mk =

(
Ak kAk

0 Ak

)
.

c. Alors, pour P =
+∞∑
k=0

akX
k ∈ R[X], P(M) =

+∞∑
k=0

akM
k =

+∞∑
k=0

ak

(
Ak kAk

0 Ak

)
=


+∞∑
k=0

akA
k

+∞∑
k=0

kakA
k

0
+∞∑
k=0

akA
k


qui s’écrit plus simplement P(M) =

(
P(A) AP′(A)
0 P(A)

)
.

d. SiM est diagonalisable, il existe d’après le cours un polynôme scindé à racines simples P tel que P(M) = 0

donc P(A) = 0 d’après la relation de la question précédente (voir le bloc en haut à gauche par exemple).

Ainsi, le polynôme scindé à racines simples P annule A ce qui prouve que A est aussi diagonalisable.

e. Si A est inversible et diagonalisable, montrons que M n’est pas diagonalisable. Si elle l’était, il existerait

un polynôme scindé à racines simples P tel que P(M) = 0. Avec les calculs précédents, on aurait donc

P(A) = AP′(A) = 0 ce qui donne P(A) = P′(A) = 0 car A est inversible. Par d’d’Alembert-Gauss, il existe

une valeur propre λ (éventuellement complexe) de A, et on aurait donc P(λ) = P′(λ) = 0 ce qui est absurde

car P est scindé à racines simples. Ainsi, si A est diagonalisable et inversible, M n’est pas diagonalisable.

f. Avec le même polynôme P qu’en d., on a aussi AP′(A) = 0 donc XP′ est annulateur de A. Si λ est une

valeur propre de A, comme P et XP′ annulent A, on sait d’après le cours que P(λ) = 0 = λP′(λ). Mais comme

les racines de P sont simples par hypothèse, P et P′ n’ont pas de racine commune d’où λ = 0 et 0 est la seule

valeur propre de A. En effet, 0 est valeur propre de A car A n’est pas inversible. Comme A est diagonalisable

et que Sp(A) = {0}, la matrice A est semblable à la matrice nulle donc A = 0.

Réciproquement, si A = 0, alors M = 0 donc M est diagonalisable. Par conséquent, la conclusion de cet

exercice est que M =

(
A A

0n A

)
est diagonalisable si et seulement si A = 0.� �

5.263� �a. Soit λ ∈ C une valeur propre de A, il existe X ̸= 0 ∈ Mn,1(C) tel que AX = λX. Une récurrence simple

montre que ∀k ∈ N, AkX = λkX. Ainsi, (A3 − A2 + A − In)X = 0X = 0 = A3X − A2X + AX + X donc

(λ3 − λ2 + λ+ 1)X = 0 et, comme X ̸= 0, on a λ3 − λ2 + λ+ 1 = P(λ) = 0 et λ est bien une racine de P.

b. Comme P = X3−X2 +X− 1 = (X− 1)(X2 + 1) = (X− 1)(X+ i)(X− i), la question précédente montre que

Sp(A) ⊂ {1, i,−i}. Comme P est scindé à racines simples sur C et que P est annulateur de A, la matrice A

est diagonalisable dans Mn(C) et on sait qu’alors det(A) =
∏

λ∈Sp(A)

λmλ(A). Posons a = m1(A), b = mi(A)

et c = m−i(A). Comme −i est le conjugué de i et que A est une matrice réelle, on sait d’après le cours que

b = c. On a donc det(A) = 1aib(−i)c = 1 car i(−i) = 1.
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c. De même, comme A est diagonalisable dansMn(C), on a Tr (A) =
∑

λ∈Sp(A)

mλ(A)λ = a×1+b×(i)+b×(−i)

car b = c donc Tr (A) = a ∈ N.� �
5.264� �a. Soit P =

+∞∑
k=0

akX
k un polynôme annulateur de A, alors

+∞∑
k=0

akA
k = 0. Soit λ une valeur propre de A, alors

il existe X ̸= 0 ∈ Mn,1(C) tel que AX = λX. Par une récurrence simple, on montre que ∀k ∈ N, AkX = λkX,

ce qui montre que P(A)X = 0X = 0 =
+∞∑
k=0

akA
kX =

+∞∑
k=0

akλ
kX = P(λ)X. Comme P(λ)X = 0 et X ̸= 0, on a

donc P(λ) = 0 donc λ est une racine de P : Sp(A) est inclus dans l’ensemble des racines de P.

b. A0U = U = UB0 et A2U = A(AU) = A(UB) = (AU)B = (UB)B = UB2 car on a AU = UB par hypothèse.

Par le même principe et par une récurrence simple, on a ∀k ∈ N, AkU = UBk. Soit P ∈ C[X] qu’on écrit

P =
+∞∑
k=0

akX
k, alors P(A)U =

( +∞∑
k=0

akA
k
)
U =

+∞∑
k=0

akA
kU =

+∞∑
k=0

akUB
k = U

( +∞∑
k=0

akB
k
)
= UP(B).

c. Si on prend P = χA, d’après b., on a χA(A)U = UχA(B) et, comme χA(A) = 0 par Cayley-Hamilton, on

a UχA(B) = 0. Or la matrice U est non nulle donc cela implique que χA(B) n’est pas inversible ; en effet, si elle

l’était, on aurait UχA(B)(χA(B))
−1 = U = 0 ce qui est absurde. Par le théorème de d’Alembert-Gauss, χA

est scindé sur C et on peut écrire χA =
∏

λ∈Sp(A)

(X− λ)mλ(A), ce qui montre que
∏

λ∈Sp(A)

(B− λIn)mλ(A) = 0.

Ceci implique qu’il existe λ ∈ Sp(A) tel que B− λIn n’est pas inversible. Or λIn−B non inversible se traduit

par det(λIn − B) = χB(λ) = 0 donc λ est à la fois une valeur propre de A et de B.

d. Soit λ ∈ Sp(C) ∩ Sp(D). On sait que Sp(DT ) = Sp(D) car χD = χDT donc il existe deux vecteurs

colonnes X et Y non nuls dans Mn,1(C) tels que CX = λX et DTY = λY. Posons M = XYT ∈ Mn(C), alors

CM = CXYT = (CX)YT = λXYT et MD = XYTD = X(YTD) = X(DTY)T = X(λY)T = λXYT donc CM = MD.

Or, en notant X = (xi)16i6n et Y = (yj)16i6n, il existe i0 ∈ [[1;n]] et j0 ∈ [[1;n]] tels que xi0 ̸= 0 et yj0 ̸= 0

par hypothèse. Ainsi, si M = (mi,j)16i,j6n, on a mi,j = xiyj donc mi0,j0 = xi0yj0 ̸= 0 et on a bien M ̸= 0.� �
5.265� �a. Comme XI3 − A est triangulaire inférieure, on a χA = det(XI3 − A) = (X − 1)(X − 4)(X − 9) donc

Sp(A) = {1, 4, 9} car les valeurs propres de A sont les racines de son polynôme caractéristique.

Comme χA est scindé à racines simples sur R, on sait qu’alors A est diagonalisable dans M3(R) et que ses

sous-espaces propres sont des droites. Or A − I3 =

 0 0 0

3 3 0

5 5 8

 et on constate que E1(A) = Vect(v1) avec

v1 =

 1

−1
0

. De même A − 4I3 =

−3 0 0

3 0 0

5 5 5

 et on a clairement E4(A) = Vect(v2) avec v2 =

 0

1

−1

.

Enfin, A− 9I3 =

−8 0 0

3 −5 0

5 5 0

 et on voit que E9(A) = Vect(v3) avec v3 =

 00
1

. Ainsi, A = PDP−1 avec

P =

 1 0 0

−1 1 0

0 −1 1

 et D = diag(1, 4, 9) =

 1 0 0

0 4 0

0 0 9

.

b. Si M ∈ M3(R) vérifie M2 = A, alors MA = M3 = AM donc, comme A et M commutent, on sait

d’après le cours que les sous-espaces propres de A sont stables par M. Ainsi, comme v1 ∈ E1(A), on a

Mv1 ∈ E1(A) = Vect(v1) donc il existe λ1 ∈ R tel que Mv1 = λ1v1 ce qui fait de v1 un vecteur propre de M

149



aussi. De même, v2 et v3 sont aussi des vecteurs propres de M associés respectivement aux valeurs propres

λ2 et λ3. Ainsi, on a M = PD′P−1 avec D′ = diag(λ1, λ2, λ3) =

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 donc M est diagonalisable.

c. Analyse : si M ∈ M3(R) vérifie M2 = A, on a vu à la question précédente que P−1MP = diag(λ1, λ2, λ3)

avec (λ1, λ2, λ3) ∈ R3 donc P−1M2P = diag(λ21, λ
2
2, λ

2
3) = P−1AP = D = diag(1, 4, 9) d’après b. donc λ21 = 1,

λ22 = 4 et λ23 = 9 en identifiant. Ainsi, M = P diag(±1,±2± 3)P−1.

Synthèse : si M = P diag(±1,±2± 3)P−1 ∈ M3(R), on a clairement M2 = P diag(1, 49)P−1 = PDP−1 = A.

Comme φ : M 7→ PMP−1 est un automorphisme de M3(R) et que les 8 matrices diag(±1,±2,±3) sont

distinctes, il existe exactement 8 matrices M qui vérifient M ∈ M3(R) telles que M2 = A et ce sont les

matrices P diag(±1,±2,±3)P−1. On peut les expliciter avec P−1 =

 1 0 0

1 1 0

1 1 1

 mais est-ce bien nécessaire ?

� �
5.266� �a. Déjà f est bien un endomorphisme de E car on sait d’après le cours qu’une application linéaire de E

dans F est entièrement caractérisée par les images par f des vecteurs d’une base de E, ici la base B.

Soit x =
n∑

i=1

xiei un vecteur de E et λ ∈ K. On cherche les éléments propres de f avec la suite d’équivalences

f(x) = λx ⇐⇒
n∑

i=1

xif(ei) = λ
n∑

i=1

xiei ⇐⇒
( n∑

i=1

xiei

)
+ su =

n∑
i=1

(λxi)ei en posant s =
n∑

i=1

xi ce qui s’écrit

aussi f(x) = λx⇐⇒ (∀i ∈ [[1;n]], xi + s = λxi) en identifiant les coordonnées sur la base B. Deux cas :

• Si λ = 1, on a donc f(x) = x⇐⇒
n∑

i=1

xi = 0 donc, en posant H =
{
x =

n∑
i=1

xiei

∣∣∣ n∑
i=1

xi = 0

}
qui est

un hyperplan de E car φ :
n∑

i=1

xiei 7→
n∑

i=1

xi est une forme linéaire non nulle sur E (car f(u) = n ̸= 0)

et que H = Ker(φ), on a E1(f) = H donc 1 est valeur propre de f car n > 2 donc dim(H) = n− 1 > 1.

• Si λ ̸= 1, on a donc f(x) = λx ⇐⇒ (∀i ∈ [[1;n]], xi = s

λ− 1 ) ⇐⇒ x = s

λ− 1u. Les seuls autres

vecteurs propres de f, à part les vecteurs non nuls de H vus ci-dessus, sont donc des vecteurs de la

forme αu avec α ̸= 0. Or f(u) =
n∑

i=1

f(ei) =
( n∑

i=1

ei

)
+nu = (n+1)u donc il n’y a qu’une autre valeur

propre à part 1 et c’est n+ 1 avec En+1(f) = Vect(u) d’après ce qui précède.

b. Comme dim(E1(f)) + dim(En+1(f)) = n = dim(E) et que E1(f)et En+1(f) sont en somme directe, on

E = E1(f)⊕ En+1(f) donc f est diagonalisable avec Sp() = {1, n+ 1} et χf = (X− 1)n−1(X− n− 1).

c. Comme χf est scindé sur K, on sait d’après le cours que det(f) =
∏

λ∈Sp(f)
λmλ(f) = n+ 1 et qu’on a aussi

Tr (f) =
∑

λ∈Sp(f)
mλ(f)λ = (n− 1)× 1+ 1× (n+ 1) = 2n.

� �
5.5 Officiel de la Taupe� �� �

5.267� �Les matrices triangulaires réelles par exemple (les diagonales en particulier) vérifient cette propriété.

Supposons que A proposée dans l’énoncé vérifie cette propriété, puisque les éléments diagonaux de A sont
α+1, 3 et −1, et qu’ils doivent être valeur propre de A : det(A−3I3) = det(A+ I3) = det(A− (α+1)I3) = 0.
Or det(A+ I3) = −4α(α− 1) donc α = 0 ou α = 1. Réciproquement que ces deux valeurs conviennent.
On aurait aussi pu calculer χA = (3 − X)

(
(X − α − 1)(X + 1) − α(α − 1)

)
= (3 − X)(X2 − αX − α2 − 1) en

développant par rapport à la seconde colonne.
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Or nous avons l’équivalence :
(
A vérifie (P)

)
⇐⇒

(
χA = (3−X)(X+ 1)(X−α− 1) = (3−X)(X2−αX−α− 1

)
donc

(
A vérifie (P)

)
⇐⇒ α = α2 ⇐⇒

(
α = 0 ou α = 1

)
.

Si A est diagonale, bien sûr qu’elle vérifie la propriété (P).

Réciproquement, si A est symétrique réelle qui vérifie (P), d’après le théorème spectral elle est orthosemblable
à la matrice diagonale D = diag(a1,1, · · · , an,n) par hypothèse : A = QDtQ avec Q ∈ On(R). Ainsi

Tr (A2) = Tr (tAA) =
∑

16i,j6n

a2i,j (classique) mais on a aussi Tr (A2) = Tr (QD2tQ) = Tr (D2) =
n∑

k=1

a2k,k

donc ai,j = 0 si i ̸= j et la matrice A est bien diagonale.� �
5.268� �A = t(tA) = t(A2) = (tA)2 = A4 donc X4 − X est annulateur de A. Si λ1 = 0 est valeur propre de A,

comme on sait que Tr (A) = λ1 + λ2 où λ1 et λ2 sont les deux valeurs propres (éventuellement complexes)
de A, alors λ2 = Tr (A) ∈ R. Or les valeurs propres sont des racines de tout polynôme annulateur, donc de
X4 − X = X(X− 1)(X− j)(X− j2) et ce sont donc 0 et 1.

Si on avait λ2 = 0, on aurait χA = X2 car det(A) = 0 donc A2 = 0 d’après Cayley-Hamilton puis A = 0

avec tA = A2 et ceci contredit l’hypothèse.

Par conséquent λ2 = 1 et comme A possède 2 valeurs propres distinctes : A est diagonalisable et donc

semblable à

(
0 0

0 1

)
car c’est une symétrie et χA = X2 − X.

Pour aller plus loin, comme A2 = A, on a tA = A donc A est une symétrie orthogonale du plan R2.� �
5.269� �Tout d’abord, pour n = 1, il est clair que si Tr (A) = 0, alors A = A1 = 0.

D’après Cayley-Hamilton, on a χA(A) = 0, or χA(A) = (−1)nAn + · · · + det(A)In. Ainsi, il vient :
Tr (χA(A)) = ndet(A) = 0 donc det(A) = 0. Ceci assure que 0 est valeur propre de A.

En notant f l’endomorphisme canoniquement associé à A, il existe donc une base B = (v1, · · · , vn) de Rn

telle que vn ∈ Ker (f). Ainsi MatB(f) = A′ =

(
B 0

L 0

)
où B ∈ Mn−1(R) et L ∈ M1,n−1(R). Comme on

sait que A et A′ sont semblables et que la trace de deux matrices semblables est la même, on a donc aussi

∀k ∈ [[1;n]], Tr (A′k) = 0. Or, par calculs par blocs, on a A′k =

(
Bk 0

Lk 0

)
donc ∀k ∈ [[1;n]], Tr (Bk) = 0.

Si on suppose donc la propriété vraie pour les matrices de taille n− 1, Bn−1 = 0 donc A′n−1 =

(
0 0

Ln−1 0

)
et en multipliant par A′, A′n = 0. Ainsi, comme An et A′n sont semblables, An = 0 et l’hérédité est établie.� �

5.270� �Cet entier existe car l’ensemble A est non vide : F = {0} ∈ A ; les dimensions sont majorées par n2.

De plus, F = Sn(R) (matrices symétriques) fait partie de A d’après le théorème spectral. Ainsi d > n(n+ 1)
2

.

Si F est un sous-espace de Mn(R) de dimension m >
n(n+ 1)

2
, alors posons G = T+n (R) le sous-espace

des matrices triangulaires supérieures avec des 0 sur la diagonale. On sait que dim(G) =
n(n− 1)

2
. Ainsi,

d’après la formule de Grassmann : dim(F ∩G) = dim(F) + dim(G)− dim(F+G) > m+
n(n− 1)

2
− n2 > 0

car F+G ⊂ Mn(R). Par conséquent : F∩G ̸= {0} et il existe donc une matriceM ̸= 0 qui est à la fois dans F
et dans G. Mais comme χM = (−X)n, on a Mn = 0 d’après Cayley-Hamilton. Si M était diagonalisable,
comme elle n’admet que 0 comme valeur propre, elle serait semblable à la matrice nulle donc elle serait
elle-même nulle, or M ̸= 0. Ainsi, M n’est pas diagonalisable et F /∈ A.

En conclusion, tout sous-espace de dimension m >
n(n+ 1)

2
n’est pas dans A donc d =

n(n+ 1)
2

.� �
5.271� �Si on a PDP−1 = QD′Q−1, alors en élevant à la puissance n, on : ∀m ∈ N, PDmP−1 = QD′mQ−1. On

somme ces relations et on obtient : PSmP
−1 = QS′mQ

−1 avec Sm =
m∑

k=0

Dk

k!
et S′m =

m∑
k=0

D′k

k!
. Mais comme
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Dk = diag(dk1 , · · · , dkn), on a Sn = diag

( m∑
k=0

dk1
k!
, · · · ,

m∑
k=0

dkn
k!

)
donc, comme la convergence d’une suite de

matrices équivaut à la convergence la suite de ses coefficients : lim
m→+∞

Sm = diag(ed1 , · · · , edn) = exp(D)

par définition. De même, on a bien sûr lim
m→+∞

S′m = exp(D′). Mais l’application u : A→ PAP−1 est linéaire,

donc continue (en dimension finie) et on en déduit que lim
m→+∞

u(Sm) = u

(
lim

m→∞
Sm

)
ce qui se traduit par

lim
m→+∞

PSmP
−1 = P exp(D)P−1. Bien sûr, on a aussi : lim

m→+∞
QS′mQ

−1 = Qexp(D)Q−1. Comme on a pour

tout m ∈ N la relation PDmP−1 = QD′mQ−1, en passant à la limite, il vient P exp(D)P−1 = Qexp(D)Q−1

par unicité de la limite : ceci prouve la définition correcte de exp(M) si M ∈ Dn(C).
Si D = diag(d1, · · · , dn) est une matrice diagonale, en dérivant case par case (on décompose dans la base

canonique), on a
(
exp(tD)

)′
= diag(d1e

td1 , · · · , dnetdn) = Dexp(tD) = exp(tD)D. De plus, encore une fois,
l’application u : A→ PAP−1 est linéaire et on vient de voir que f : t 7→ exp(tD) est dérivable donc, d’après la
proposition 13.7 (survolée en effet mais ça sert), comme exp(tM) = u(exp(tD)) siM = PDP−1 par définition,
l’application g : t 7→ exp(tM) est aussi dérivable car g = u ◦ f et :

g′(t) = (u ◦ f)′(t) = u(f′(t)) = PDexp(tD)P−1 = P exp(tD)DP−1 =Mexp(tM) = exp(tM)M.

Avec (M,N, R) ∈ Dn(C)2 ×Mn(C) et Y(t) = exp(tM)R exp(tN), on a g : t 7→ exp(tM) et h : t → exp(tN)
dérivables et B : Mn(R)2 → Mn(R) définie par B(A,A′) = ARA′ qui est bilinéaire. D’après la proposition
13.8 : Y est dérivable et Y′(t) = B(g′(t), h(t)) + B(g(t), h′(t)) =Mexp(tM)R exp(tN) +MRexp(tN)N d’après

les calculs précédents. Ainsi : Y(t)− Y(0) =
∫ t

0
Y′(s)ds d’après la proposition 13.28 car Y est de classe C1.

Comme Y′(s) = MY(s) + Y(s)N, Y(0) = R et exp(0.M) = In : Y(t) − R =
∫ t

0
(MY(s) + Y(s)N)ds puis par

linéarité Y(t) =
∫ t

0
MY(s)ds+

∫ t

0
Y(s)Nds. Par linéarité du produit matriciel par une matrice fixée (A 7→MA

et A 7→ AN), on a d’après la proposition 13.21 (ii) : Y(t)− R =M

∫ t

0
Y(s)ds+

(∫ t

0
Y(s)ds

)
N.

Le fait que ||.|| (c’est la norme 1) est une norme est classique. De plus, avec ||AB|| =
∑

16i,j6n

∣∣∣ n∑
k=1

ai,kbk,j

∣∣∣,
on a ||AB|| 6

∑
16i,j6n

n∑
k=1

|ai,k| |bk,j| =
n∑

j=1

( ∑
16i,k6n

|ai,k|
)
|bk,j| = ||A||

n∑
j=1

|bk,j| 6 ||A|| ||B||.

M = PDP−1 avec D = diag(d1, · · · , dn) et que d1, · · · , dn sont tous strictement négatifs par hypothèse,
on a exp(tM) = Pdiag(etd1 , · · · , etdn)P−1 mais ∀k ∈ [[1;n]], lim

t→+∞
etdk = 0 donc lim

t→+∞
exp(tD) = 0 (pas-

sage par les composantes). Mais on a || exp(tM)|| 6 ||P|| || exp(tD)|| ||P−1|| d’après ce qui précède donc
lim

t→+∞
exp(tM) = 0. De même : lim

t→+∞
exp(tN) = 0 et on a bien lim

t→+∞
Y(t) = 0 avec la majoration

||Y(t)|| = || exp(tM)R exp(tN)|| 6 || exp(tM)|| ||R|| || exp(tN)||.
Même si ce n’est pas explicitement au programme, on va se servir ici du fait que si l’intégrale d’une fonction
vectorielle est absolument convergente sur un intervalle, alors elle y est convergente : c’est la généralisation
de la notion d’intégrabilité d’une fonction aux fonctions vectorielles. Or en ordonnant les valeurs propres de
M par d1 6 · · · 6 dn < 0, on a ||diag(etd1 , · · · , etdn)|| =

+∞
O(etdn) donc || exp(tM)|| =

+∞
O(etdn). De même

avec N = QD′Q−1 dont les valeurs propres sont d′1 6 · · · 6 d′n < 0 et || exp(tN)|| =
+∞

O(etd
′
n). On en déduit

que, ||Y(t)|| =
+∞

O(e(dn+d′
n)t) et comme dn + d′n < 0, ||Y|| est intégrable sur R+. D’après ce qu’on a admis :

Y est intégrable sur R+ donc l’intégrale X0 =
∫ +∞

0
Y(t)dt est convergente ce qui assure la limite finie voulue.

Passons à la limite (par continuité des applications linéaires) dans Y(t)−R =M

∫ t

0
Y(s)ds+

(∫ t

0
Y(s)ds

)
N,

on obtient d’après les derniers renseignements : −R =MX0 + X0N. Avec X = −X0, on a déjà l’existence.
L’application : f : Z → MZ + ZN est un endomorphisme de Mn(R) ; on vient de montrer ci-dessus qu’il
est surjectif (le résultat ne dépendait pas de la valeur de R). Comme on est en dimension finie, f est un
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automorphisme et on a bien : ∃!X ∈ Mn(C), MX + XN = R avec une expression intégrale de l’unique
solution. Par ailleurs, on aurait pu écrire : soit BM = (Xi)16i6n une base de vecteurs propres (associés
aux λi) de M et BN = (Yj)16j6n une base de vecteurs propres (associés aux µj) de tN (par les ordres de
multiplicité de N qui sont égaux à ceux de tN, la matrice tN est aussi diagonalisable). Posons B = (Xi

tYj),
alors f(Xi

tYj) = λiXi
tYj − µjXi

tYj = (λi − µj)Xi
tYj donc B contient n2 vecteurs propres de f. Comme dans

la première partie du DS7, comme BM et BN sont des bases, la famille B est une base de Mn(R) qui est
constituée de vecteurs propres de f. f est ainsi diagonalisable avec pour valeurs propres les λi − µj qui par
hypothèse sont de partie réelle strictement négative donc certainement non nuls. Par conséquent f est un
automorphisme ce qui montre le résultat final indépendamment de tout ce qui a été fait avant.� �

5.272� �χf = n∏
k=1

(X− λk) où les λk sont les valeurs propres de f comptées avec leur multiplicité algébrique.

• Comme dim(E0(f)) = n−2 grâce au théorème du rang, l’ordre de multiplicité algébrique de 0 est supérieur
ou égal à son ordre géométrique donc χf = (−1)nXn−2(X−λ1)(X−λ2) = (−1)nXn−2(X2−σ1X+σ2) où λ1 et λ2
sont les deux dernières valeurs propres de f (peut-être 0 encore) et σ1 = λ1+λ2 et σ2 = λ1λ2. Or on sait que f
est trigonalisable dans Mn(C) donc la matrice de f dans une base est triangulaire avec n−2 fois 0 puis λ1, λ2
sur la diagonale. Par conséquent, la matrice de f2 est de la même forme (avec des carrés) et Tr (f2) = λ21+λ

2
2

Alors λ1λ2 = 1

2

(
(λ1+λ2)

2− (λ21+λ
2
2)
)
. Finalement : χf = (−1)nXn−2

(
X2− Tr (f)X+ 1

2

(
Tr (f)2− Tr (f2)

))
.

• Ici dim(E0(f)) = n−3, donc χf = (−1)nXn−3(X−λ1)(X−λ2)(X−λ3) = (−1)nXn−3(X3−σ1X2+σ2X−σ3)
où λ1, λ2 et λ3 sont les trois dernières valeurs propres de f (peut-être 0 encore) et σ1 = λ1 + λ2 + λ3,
σ2 = λ1λ2+λ1λ3+λ2λ3 et σ3 = λ1λ2λ3. Comme f est trigonalisable dans Mn(C), on a Tr (f2) = λ21+λ

2
2+λ

2
3

et Tr (f3) = λ31 + λ32 + λ33 comme avant. On trouve à nouveau σ2 = 1

2

(
(λ1 + λ2 + λ3)

2 − (λ21 + λ22 + λ23)
)
.

Mais on a aussi (λ1 + λ2 + tλ3)
3 = λ31 + λ32 + λ33 + 3(λ1λ

2
2 + λ1λ

2
3 + λ2λ

2
1 + λ2λ

2
3 + λ3λ

2
1 + λ3λ

2
2) + 6λ1λ2λ3 et

(λ1+λ2+λ3)(λ
2
1+λ

2
2+λ

2
3) = λ1λ

2
2+λ1λ

2
3+λ2λ

2
1+λ2λ

2
3+λ3λ

2
1+λ3λ

2
2+λ

3
1+λ

3
2+λ

3
3 ce qui permet d’affirmer

Tr (f)3 = Tr (f3) + 3(Tr (f)Tr (f2)− Tr (f3)) + 6σ3.

Finalement : χf = (−1)nXn−3
(
X3− Tr (f)X2+ 1

2

(
Tr (f)2− Tr (f2)

)
X+ 1

6

(
Tr (f)3+ 2Tr (f3)− 3Tr (f)Tr (f2)

))
.� �

5.273� �En identifiant matrice et endomorphisme canoniquement associé, on a Im (A) = Vect(Y) avec Y ̸= 0 car

rang (A) = 1. Comme toutes les colonnes de A sont proportionnelles à Y car elles représentent Cj = AEj où
(E1, · · · , En) est la base canonique de Cn, il existe des scalaires x1, · · · , xn tels que Cj = xjY. Mais alors en
notant X la matrice colonne telle que tX = (x1 · · · xn) on a A = YtX.
Ainsi A2 = YtXYtX mais tXY ∈ M1(C) donc, en identifiant les scalaires et les matrices 1 × 1, on obtient :
tXY = Tr (tXY) = Tr (YtX) = Tr (A) donc A2 = Tr (A)YtX = Tr (A)A.
Comme l’ordre géométrique de 0 (qui vaut n − 1 par hypothèse) est inférieur à son ordre algébrique, on a
χA = (−1)nXn−1(X− λ1) où λ1 est la dernière valeur propre de A (qui vaut peut-être aussi 0). Mais on sait
que χA = (−1)n(Xn−Tr (A)Xn−1+ · · ·). En identifiant, on a λ1 = Tr (A) d’où χA = (−1)nXn−1(X−Tr (A)).
A+ In ∈ GLn(C)⇐⇒ det(A+ In) ̸= 0⇐⇒ χA(−1) ̸= 0⇐⇒ Tr (A) + 1 ̸= 0 d’après ce qui précède.
Si Tr (A) ̸= −1, les deux polynômes X+ 1 et X2− Tr (A)X (annulateur de A) sont premiers entre eux donc on
peut trouver un couple de Bézout : (X2−Tr (A)X)−(X+1)(X−(Tr (A)+1)) = Tr (A)+1. En ”évaluant” en

la matrice A (polynômes de matrices) et en divisant par Tr (A) + 1 ̸= 0, on a (A+ In)
−1 = In − A

Tr (A) + 1
.� �

5.274� �a. Considérons le reste de la division euclidienne de χA par X− λ : χA = (X− λ)P + PχA(λ).

Alors χA(A) = (A− λIn)P(A) + χA(λ)In. Or d’après le théorème de Cayley-Hamilton : χA(A) = 0.

De plus χA(λ) ̸= 0 car λ n’est pas valeur propre de A. Ainsi : (A − λIn)
(
P(A)
χA(λ)

)
= In ce qui garantit que

(A− λIn)−1 =
P(A)
χA(λ)

est bien un polynôme en A (et même de degré inférieur ou égal à n− 1). On pouvait

aussi utiliser χA−λIn et se servir du fait qu’un polynôme en A− λIn est un polynôme en A.
b. Soit k ∈ N∗ et λ1, · · · , λk qui ne sont pas dans le spectre de A. Posons, pour i ∈ [[1; k]], le polynôme

d’interpolation de Lagrange Pi =
k∏

j=1
j≠i

(
X− λj
λi − λj

)
. Notons aussi P =

n∏
i=1

(X − λi). Alors comme toutes les
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matrices (A− λiIn)16i6k sont inversibles car les (λi)16i6k ne sont pas des valeurs propres de A : la matrice

P(A) =
k∏

i=1

(A−λiIn) est inversible et ∀i ∈ [[1; k]], (A−λiIn)Pi(A) = P(A) donc (A−λiIn)−1 = P(A)−1Pi(A).

La famille (P1, · · · , Pk) constitue une base de Rk−1[X] car si
k∑

i=1

αiPi = 0, en évaluant en λi, on trouve αi = 0.

Par conséquent, en notant π un polynôme annulateur unitaire de A de degré k, le polynôme P − π est dans
Rk−1[X] car ces deux polynômes sont de degré k et unitaires. Ainsi il existe des constantes (c1, · · · , ck) telles

que P− π =
k∑

i=1

ciPi. En évaluant en la matrice A, cela donne P(A)− π(A) =
k∑

i=1

ciPi(A) = P(A). Il suffit de

multiplier tout ceci par P(A)−1 pour obtenir grâce à ce qui précède
k∑

i=1

ci(A− λiIn)−1 = In.� �
5.275� �a. On constate qu’avec L telle que li,j = 1 si i 6 j et li,j = 0 sinon, on a A = LU en prenant U = tL.

b. On a clairement L =
n−1∑
k=0

Nk et comme Nn = 0, on a classiquement L−1 = In −N.

Ainsi U−1 = (tL)−1 = t(L−1) = In − tN. Par conséquent, on a A−1 = U−1L−1 = (In − tN)(In −N)
c. Après calculs, on constate que A−1 = (bi,j)16i,j6n avec b1,1 = 1, bk,k = 2 si k ∈ [[2;n]], bi,j = −1 si

|i− j| = 1 et bi,j = 0 sinon. Il faut calculer le polynôme caractéristique de A−1 par une récurrence d’ordre 2.� �
5.276� �Si A est inversible et M ∈ Mn(C), comme on travaille dans C, la matrice N = MA−1 possède au moins

une valeur propre λ ∈ C donc χN(λ) = det(λIn −N) = det(A−1)det(λA−M) = 0 donc P est fausse.

Si A n’est pas inversible, son rang r vérifie r 6 n− 1 et on sait que A est équivalente à Jr d’où l’existence de
deux matrices inversibles P et Q telles que A = PJrQ

−1.

Soit M ∈ Mn(C), pour λ ̸= 0, on a det(λA−M) =
det(P)
det(Q)

det(λJr −N) avec N = P−1MQ.

Comme Jr =

(
Ir 0

0 0

)
, on pose N =

(
0 0

0 In−r

)
et alors det(λJr −N) = λr ̸= 0. Ainsi P est vraie.� �

5.277� �a. On calcule en développant χM par rapport à la seconde ligne et on trouve χM = (X − 1)2(X − 2)2.
On sait que M est diagonalisable ssi rang (M − I4) = 2 et rang (M − 2I4) = 2 (les ordres de multiplicité
algébriques sont égaux aux ordres de multiplicité géométriques). Or rang (M − I4) = 2 ⇐⇒ a = b + c et
rang (M− 2I4) = 2 dans tous les cas. Ainsi M est diagonalisable si et seulement si a = b+ c.

b. Si a = b+ c, M2 = 3M− 2I4 car U = (X− 1)(X− 2) est annulateur de M. Division euclidienne de Xn par
U : Xn = QU+ R avec deg(R) 6 1 donc R = anX+ bn et Mn = Q(M)U(M) + anM+ bnI4 = anM+ bnI4.
Or on a R(2) = 2n et R(1) = 1 donc an = 2n − 1 et bn = 2− 2n.� �

5.278� �a. Si M ∈ Mn(R) est inversible, alors M = lim
n→+∞

M avec M ∈ GLn(C).

Si M ∈ Mn(R) n’est pas inversible, alors 0 est racine de χM et en notant α = {|λ| | λ ∈ SpR(M), λ ̸= 0} > 0,
on a pour tout p suffisamment grand (tel que 1

p
< α) Mp = M − 1

p
In ∈ GLn(C) car χM

(
1

p

)
̸= 0 par

construction de α. Ainsi : M = lim
p→+∞

Mp.

Dans les deux cas, M est la limite d’une suite de matrices inversibles donc GLn(R) est dense dans Mn(R).
b. On considère deux cas :

• Si A est inversible, on a BA = A−1(AB)A donc BA et AB sont semblables et χAB = χBA donc les spectres
de ces deux matrices sont les mêmes.

• Si A n’est pas inversible, Ap = A− 1

p
In ∈ GLn(C) (si p assez grand). Par le premier cas : χApB = χBAp

.

Il reste à passer à la limite en constatant que les applications M 7→ MB et M 7→ BM sont continues car
linéaires en dimension finie donc lim

p→+∞
ApB = AB et lim

p→+∞
BAp = BA, que le déterminant est continue donc

154



que pour λ ∈ R fixé : lim
p→+∞

det(ApB− λIn) = det(AB− λIn) et lim
p→+∞

det(BAp− λIn) = det(BA− λIn). De

tout ceci on déduit que ∀λ ∈ R, χAB(λ) = χBA(λ) donc χAB = χBA.� �
5.279� �a. Pour P ∈ Rn[X], la fonction f : t 7→ P(t)et est continue sur ] − ∞; x] et on a f(t) =

t→−∞
o

(
1

t2

)
par

croissances comparées car, si P ̸= 0, P(t) =
+∞

O(td) où d = deg(P) et lim
t→−∞

td+2et = 0. Ainsi, f est intégrable

sur ]−∞; x] d’où la convergence de l’intégrale
∫ x

−∞
P(t)etdt.

b. L’énoncé confond par un abus de notation habituel le polynôme L(P) et la fonction polynomiale L(P) (on

va le montrer). L’existence, pour P ∈ Rn[X], de la fonction x 7→ L(P)(x) a été établie en a. mais on ne sait

pas encore que c’est une fonction polynomiale, et encore moins qu’elle est de degré inférieur ou égal à n. La

linéarité de L provient de la linéarité de l’intégrale ; toutes les intégrales sont convergentes quand on calcule

L(λP + µQ)(x) quand on prend (P,Q) ∈ (Rn[X])
2. Reste à vérifier que L va bien de Rn[X] dans lui-même.

Pour k ∈ N∗ et x ∈ R, L(Xk)(x) = e−x
∫ x

−∞
tketdt. On pose u : t 7→ tk et v : t 7→ et qui sont bien de classe

C1 sur ]−∞; x] et vérifient lim
t→−∞

u(t)v(t) = 0 par croissances comparées et on obtient, par intégration par

parties, L(Xk)(x) = e−x

([
tket

]x
−∞
−
∫ x

−∞
ktk−1etdt

)
= xk − ke−x

∫ x

−∞
tk−1etdt = xk − L(Xk−1)(x) (R).

Étant donné que ∀x ∈ R, L(X0)(x) = e−x
∫ x

−∞
etdt = e−x[et]x−∞ = 1, donc que L(X0) est la fonction

constante qu’on identifie au polynôme L(X0) = 1 = X0, la relation (R) permet, par récurrence, de montrer

que toutes fonctions L(Xk) sont bien polynomiales et qu’on peut écrire ∀k > 1, L(Xk) = Xk − kL(Xk−1). La

récurrence précédente permet aussi d’établir que, pour tout k ∈ N, L(Xk) est de degré k et unitaire (car

kL(Xk−1) ne participe pas au terme de plus haut degré de L(Xk)).

Au final, L est bien un endomorphisme de Rn[X]. De plus, la matrice A de L dans la base canonique de

Rn[X] est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale car L(Xk) = Xk − kL(Xk−1) et que kL(Xk−1) est

de degré inférieur ou égal à k− 1 donc strictement inférieur à k.

Comme χL = χA = (X − 1)n est scindé sur R, L est diagonalisable si et seulement si l’ordre de multiplicité

géométrique de la valeur propre 1 est égal à n : c’est-à-dire dim(Ker(L− id Rn[X])) = n. Or ceci équivaut à

L = id Rn[X]. Or L(X0) = L(1) = 1 = X0 et L(X1) = L(X) = X− 1 ̸= X1 donc on peut conclure finalement que

L est diagonalisable si n = 0 et non diagonalisable si n > 1.� �
5.280� �a. Il est clair que R est un endomorphisme de E = Mn(C).

b. Il est aussi clair que R4 = id E donc U = X4 − 1 = (X − 1)(X + 1)(X − i)(X + i) est annulateur de R et
comme U est scindé à racines simples, R est diagonalisable.

c. La matrice dont tous les coefficients sont égaux à 1 est vecteur propre associé à la valeur propre 1.

Si n = 1 bien sûr 1 est la seule valeur propre de R. Supposons dorénavant n > 2.

La matrice ne possédant que des coefficients nuls sauf a1,1 = an,n = 1 et a1,n = an,1 = −1 est vecteur
propre associé à la valeur propre −1.

La matrice ne possédant que des coefficients nuls sauf a1,1 = 1, an,n = −1, a1,n = −i et an,1 = i est vecteur
propre associé à la valeur propre −i.
La matrice ne possédant que des coefficients nuls sauf a1,1 = 1, an,n = −1, a1,n = i et an,1 = −i est vecteur
propre associé à la valeur propre i.

Ainsi, si n > 2, le spectre de R est U4.
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� �
5.281� �On sait que A est trigonalisable donc il existe P inversible et T triangulaire supérieure telles que A = PTP−1.

On décompose T = D + N avec D = diag(λ1, · · · , λn) (avec λ1, · · · , λn strictement positif) et N nilpotente.
Comme M 7→ P−1MP est linéaire donc lipschitzienne, {Ap | p ∈ Z} bornée implique que {P−1ApP | p ∈ Z}
est bornée. Or P−1ApP = (D+N)p. Or les coefficients diagonaux de (D+N)p sont les λp1 , · · · , λ

p
n ; pour que

cet ensemble soit borné, il est nécessaire que tous les λk soient égaux à 1 (si λk > 1 on a lim
p→+∞

λ
p
k = +∞ et

si λk < 1, alors lim
p→−∞

λ
p
k = +∞).

Alors T = In +N or N est nilpotente et on a donc ∀p > n, Tp =
n−1∑
k=0

(
p

k

)
Nk.

S’il existe un terme non nul ci,j dans la matrice Nn−1, alors dans la case (i, j) de Tp, on aura un coefficient

équivalent à

(
p

n− 1

)
ci,j qui n’est pas borné. Alors Nn−1 = 0 et on montre de même que N = N2 = · · · =

Nn−2 = 0. Ainsi T = In et A = In.� �
5.282� �a. Si P ∈ Rp−1[X], on écrit P =

p−1∑
i=0

piX
i et on a alors :

P(u) =
p−1∑
i=0

pi

p∑
k=1

λikvk =
p∑

k=1

( p−1∑
i=0

piλ
i
k

)
vk =

p∑
k=1

P(λk)vk.

b. Si on prend P0 =
p∏

k=1

(X − λk) ∈ Rp[X], alors P0(u) = 0 d’après ce qui précède. On en déduit que u

annule un polynôme scindé à racines simples donc que u est diagonalisable. De plus, si P ∈ R[X], on écrit sa

division euclidienne par P0 : P = P0Q+ R donc P(u) = R(u) =
p∑

k=1

R(λk)vk =
p∑

k=1

P(λk)vk car R ∈ Rp[X].

c. P0 annule u donc Sp(u) ⊂ {λ1, · · · , λp}. Soit Pi =
p∏

j=1
j ̸i

(X−λj), alors Pi(u) = Pi(λi)vi ̸= 0 par hypothèse et

(u− λiid E) ◦ Pi(u) = 0 donc u− λiid E n’est pas inversible et λi est bien valeur propre de u. Par conséquent

Sp(u) = {λ1, · · · , λp}. Classiquement, l’idéal annulateur de u est P0 R[X].

d. À faire.� �
5.283� �Le polynôme P = X3 − 4X2 + 4X = X(X − 2)2 est annulateur de A donc Sp(A) ⊂ {0, 2}. Comme A est

trigonalisable dans Mn(C), A est semblable à une matrice triangulaire avec des 0 et des 2 sur la diagonale.
Mais comme Tr (A) = 2, il n’y a qu’un 2 sur la diagonale et donc dim(E2(A)) = 1.� �

5.284� �a. Posons C =

(
1 4

1 1

)
, alors χC = X2 − 2X − 3 = (X + 1)(X − 3) est scindé à racines simples donc C

est diagonalisable. Comme E−1(C) = Vect((−2, 1)) et E3(C) = Vect((2, 1)), on a C = P

(
−1 0

0 3

)
P−1 avec

P =

(
−2 2

1 1

)
. Posons Q =

(
−2In 2In

In In

)
, comme P−1 = 1

4

(
−1 2

1 2

)
, on vérifie (par blocs) que Q est

inversible avec Q−1 = 1

4

(
In 2In

In −2In

)
et Q−1BQ =

(
−A 0

0 3A

)
donc B est semblable à B′ =

(
−A 0

0 3A

)
.

b. Si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible U telle que A = UDU−1 et avec V =

(
U 0

0 U

)
,

V−1 =

(
U−1 0

0 U−1

)
, on a V−1

(
−A 0

0 3A

)
V =

(
−D 0

0 3D

)
diagonale donc B est diagonalisable.

Si B est diagonalisable, il existe un polynôme scindé à racines simples R tel que R(B) = 0. Comme B et B′

sont semblables, on a aussi R(B′) =

(
R(−A) 0

0 R(3A)

)
= 0 donc en posant S(X) = R(−X), S est aussi scindé

à racines simples et annule A donc A est diagonalisable.

c. Puisque B est semblable à B′, χB = χB′ = det(XIn + A)det(XIn − 3A) = (−1)n3nχA(−X)χA(X/3). Ainsi,

Sp(B) = (− Sp(A)) ∪ (3 Sp(A)). Supposons que A ∈ M2(R) est diagonalisable, alors il existe une base
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(X1, X2) de R2 formée de vecteurs propres de A : par exemple AX1 = λ1X1 et AX2 = λ2X2. Alors en notant

Y1 =

(
X1

0

)
, Y2 =

(
X2

0

)
, Y3 =

(
0

X1

)
, Y4 =

(
0

X2

)
, on a B′Y1 = −λ1Y1, B′Y2 = −λ2Y2, B′Y3 = 3λ1Y3 et

B′Y4 = 3λ2Y4 et il est facile de vérifier que (Y1, Y2, Y3, Y4) est libre dans M4,1(R) donc que c’en est une base

qui est une base de vecteurs propres de B′, et une base de vecteurs propres de B est donc, d’après ce qui

précède, (QY1, QY2, QY3, QY4) (qui est une famille libre donc une base de R4 car Q est inversible).� �
5.285� �f est clairement linéaire ! En notant H = Ker(Tr ) l’hyperplan des matrices de trace nulle, on f|H = idH.

De plus, f(In) = (1−n)In donc In est vecteur propre associé à a valeur propre 1−n ̸= 1. Ainsi, dim(E1(f)) =
n2 − 1 et dim(E1−n(f)) = 1 et f est diagonalisable.� �

5.286� �f est clairement linéaire.

Si M =

(
a b

c d

)
et λ ∈ R, f(M) = λM⇐⇒ d− λa = 2b− λb = 2c− λc = a− λd = 0. On traite deux cas :

Si λ = 2, on a b et c quelconque et a = d = 0 donc dim(E2(f)) = 2.
Si λ ̸= 2, b = c = 0 et a = λ2a donc si λ ̸= ±1, on a a = d = 0 et Eλ(f) = {0}. Si λ = 1, on a a = d et E1(f)

est la droite engendrée par In Si λ = −1, on a a = −d et E−1(f) est la droite engendrée par

(
1 0

0 −1

)
.

Comme dim(E2(f)) + dim(E1(f)) + dim(E−1(f)) = 2 + 1 + 1 = 4 = dim(M2(R)), f est diagonalisable et
inversible car 0 n’est pas valeur propre de f.� �

5.287� �En transposant (tM)2 +M = In donc (In −M2)2 +M− In =M4 − 2M2 +M = 0 donc P = X4 − 2X2 + X

annule M. Or P = X(X− 1)(X2 +X− 1) qui est scindé à racines simples dans R. Ainsi M est diagonalisable.

Comme det(M2) = det(In − tM) = det(In −M), on a In −M inversible car M l’est pas hypothèse. On
en déduit que M(M − In)(M2 + M − In) = 0 et en se servant de l’inversibilité de M et M − In, on a
M2 = In −M = In − tM donc M est symétrique. M est donc une matrice orthosemblable à une matrice

diagonale avec des −1+
√
5

2
et −1−

√
5

2
sur la diagonale.

� �
5.288� �a. On calcule χA = (X− 2)2(X− 4) avec l’indication. Comme A− 2I3 =

 1 −3 2

−1 3 −2
−1 3 −2

 est de rang 1,

l’ordre de multiplicité géométrique de 2 est 2 avec le théorème du rang et la matrice A est diagonalisable car
dim(E2(A)) + dim(E4(A)) = 3.

b. Par l’indication, E4(A) = Vect(v1) avec v1 = (1,−1,−1) et avec la matrice A − 2I3, E2(A) est le plan
d’équation x− 3y+ 2z = 0 donc E2(A) = Vect(v2, v3) avec v2 = (3, 1, 0) et v3 = (2, 0,−1).
c. En notant P la matrice de passage de la base canonique à la base (v1, v2, v3), on a A = PDP−1 avec
D = diag(4, 2, 2) donc il suffit de prendre R = P∆P−1 avec ∆ = diag(2,

√
2,
√
2).

Si R vérifie R2 = A, alors comme (X − 2)(X − 4) est annulateur de A, on a (R2 − 2I3)(R2 − 4I3) = 0 donc
(X−
√
2)(X+

√
2)(X−2)(X+2) est annulateur de R et scindé à racines simples dans R donc R est diagonalisable.� �

5.289� �Cette matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable. Elle est de rang 1 si n = 1.

Si n > 2, A est de rang 2 donc 0 est valeur propre d’ordre n − 2 avec le théorème du rang et le théorème
spectral. On note λ1 et λ2 les deux autres valeurs propres réelles. On a Tr (A) = n = λ1 + λ2 et comme A

est semblable à D = diag(0, · · · , 0, λ1, λ2), on a Tr (A2) = λ21 + λ22 =
n(n− 1)(2n− 1)

6
. On trouve λ1, λ2 car

ce sont les racines de X2 − (λ1 + λ2)X+ λ1λ2 avec λ1λ2 =
(λ1 + λ2)

2 − (λ21 + λ22)
2

=
6n2 − n(n− 1)(2n− 1)

12
.� �

5.290� �a. Soit x un vecteur propre de f associé à la valeur propre λ. f(g(x)) = g(f(x)) = λg(x) donc g(x) ∈ Eλ(f)
qui est une droite par hypothèse donc g(x) et x sont proportionnels et il existe α ∈ R tel que g(x) = ax donc
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x est aussi vecteur propre pour g. Comme f est diagonalisable dans une base de vecteurs propres, cette base
est aussi une base de vecteurs propres pour g : c’est donc une base de diagonalisation commune.

b. Il existe donc une base B telle que MatB(f) = diag(λ1, · · · , λn) = D et MatB(g) = diag(α1, · · · , αn) = D′

avec λ1, · · · , αn distincts deux à deux. Soit le polynôme d’interpolation de Lagrange P ∈ Rn−1[X] tel que
∀k ∈ [[1;n]], P(λk) = αk. Alors P(D) = D′ donc P(f) = g.� �

5.291� �a. Si M2 est DZ, il existe un polynôme P =
r∏

i=1

(X − λi) scindé à racines simples (on peut l’imposer

unitaire) qui annule M2. En notant µi l’une des racines carrées de λi (il en existe dans C), on a donc

P(M2) = 0 =
r∏

i=1

(M2 − λiIk) =
r∏

i=1

(M − µiIk)(M + µiIk) donc le polynôme Q =
r∏

i=1

(X − µi)(X + µi) est

annulateur de M et SARS (±µi = ±µj =⇒ µ2i = λi = λj = µ2j =⇒ i = j) donc M est diagonalisable.

b. Il est clair que NN′ = N′N = I2n avec N′ =

(
0 B−1

A−1 0

)
donc N est inversible.

c. On calcule N2 =

(
AB 0

0 BA

)
.

• Si N est diagonalisable alors on peut écrire N = UDU−1 avec U ∈ GL2n(C) et D diagonale donc il vient

N2 = UD2U−1 et N2 est aussi diagonalisable. Alors il existe un polynôme annulateur scindé à racines simples

P tel que P(N2) = 0 =

(
P(AB) 0

0 P(BA)

)
donc P(AB) = 0 ce qui montre que AB est DZ.

• Réciproquement, si AB est diagonalisable, il existe une matrice U ∈ GLn(C) et une matrice diagonale D

telles que AB = UDU−1 donc BA = B(AB)B−1 = (BU)D(BU)−1 donc BA est aussi DZ car BU ∈ GLn(C).

En posant V =

(
U 0

0 BU

)
, on a V ∈ GL2n(C) et V−1N2V =

(
D 0

0 D

)
donc N2 est DZ et comme N est

inversible, on sait d’après a. que N est aussi DZ.

On a montré l’équivalence : N est diagonalisable si et seulement si AB l’est.� �
5.292� �Le polynôme caractéristique de J est X3 − 1. La seule valeur propre réelle de J est 1 donc J ̸= I3 n’est pas

diagonalisable sur R. Par contre X3 − 1 = (X − 1)(X − j)(X − j2) est scindé à racines simples donc J est
diagonalisable sur C.� �

5.293� �La matrice A est antisymétrique. Si n = 1 elle est nulle donc diagonalisable.

Si n > 2, A est de rang 2 donc 0 est valeur propre d’ordre au moins n − 2 avec le théorème du rang. On
note λ1 et λ2 les deux autres valeurs propres complexes (χA est scindé dans C). On a Tr (A) = 0 = λ1 + λ2

et comme A est semblable à une matrice triangulaire supérieure avec 0, · · · , 0, λ1, λ2 sur la diagonale (A est
trigonalisable dans Mn(C)), on a Tr (A2) = λ21 + λ22 = −2(n − 1) donc λ1 = i

√
n− 1 et λ2 = −i

√
n− 1

valeurs propres simples de A donc A est diagonalisable car dim(E0(A)) + dim(Eλ1
(A)) + dim(Eλ2

(A)) = n.� �
5.294� �Le polynôme P = X3+X− 1 est scindé à racines simples dans C car P′ = 3X2+ 1 a pour racines i√

3
et −i√

3

qui ne sont pas racine de P. Ainsi, A est diagonalisable dans Mn(C). Par contre, comme P′ est une fonction
polynomiale strictement croissante, P n’admet qu’une seule racine réelle α ∈]0; 1[ (car P(0) < 0 < P(1)) et A
n’est diagonalisable que si A = αIn.

Les autres racines de P étant β et β avec β ∈ C \ R, les ordres de multiplicités de β et de β sont les mêmes
dans P (en tant qu’ordre algébriques) donc les mêmes en tant qu’ordre de multiplicité géométrique. Alors la
matrice A s’écrit A = PDP−1 avec P ∈ GLn(C) et D diagonale avec des α, des β et des β sur la diagonale

mais autant de β que de β. Ainsi, det(A) = αaβbβ
b
= αa|β|2b > 0 car α > 0.� �

5.295� �• Soit λ ∈ R et (P1, P2) ∈ R[X]2, on écrit les divisions euclidiennes de AP1 et AP2 par B : AP1 = BQ1 + R1

et AP2 = BQ2 + R2 avec deg(R1) < deg(B) et deg(R2) < deg(B) ; par définition on a R1 = Φ(P1) ∈ Rn[X] et

R2 = Φ(P2) ∈ Rn[X].

Alors A(λP1 + P2) = λ(BQ1 + R1) + (BQ2 + R2) = (λQ1 +Q2)B+ R en posant R = λR1 + R2.
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Or deg(R) 6 Max(deg(R1), deg(R2)) < deg(B) donc R est le reste de la division euclidienne de A(λP1 + P2)

par B ce qui prouve que Φ(λP1 + P2) = λΦ(P1) + Φ(P2) : Φ est bien un endomorphisme de Rn[X].

• Soit P ∈ Ker(Φ), alors ∃Q ∈ R[X] tel que AP = BQ. On a donc B|AP or A et B sont premiers entre eux

donc B|P d’après le théorème de Gauss. Mais comme deg(B) = n+ 1 et P ∈ Rn[X], ceci impose P = 0. On

en déduit que Φ est injective et comme c’est un endomorphisme en dimension finie : Φ ∈ GL(Rn[X]).

• On pouvait aussi raisonner par les racines des polynômes étant donné que ceci n’est pas au programme :

soit α une racine de B de multiplicité k, alors comme A et B sont premiers entre eux, α n’est pas racine de A

ce qui prouve que α est racine de P de multiplicité au moins k. Mais cela fait, en comptant toutes les racines

de B avec leur ordre de multiplicité, au moins n+ 1 racines de P ∈ Rn[X], ceci impose encore P = 0.

• Si B est scindé à racines simples, on peut écrire B = λ
n∏

k=0

(X− αk) avec λ ̸= 0 et α0 < · · · < αn.

Si A = X et B = X2 − 1, alors si P = aX+ b, on a AP = aX2 + bX = aB+ bX− a donc Φ(P) = bX− a et Φ

est une symétrie de valeurs propres 1 et −1 avec des vecteurs propres X+ 1 et X− 1.

Ceci nous fait penser aux polynômes d’interpolation de Lagrange.

Soit, pour j ∈ [[0;n]], le polynôme Lj =
∏
i ̸=j

(
X− αi

αj − αi

)
. On sait que (L0, · · · , Ln) est une base de Rn[X] car si

λ0L0 + · · ·+ λnLn = 0, en évaluant en αj on trouve λj = 0.

On écrit la division euclidienne ALj = BQj + Rj avec deg(Rj) 6 n. On évalue en αi pour i ̸= j et on trouve

Rj(αi) = 0. De plus, en évaluant en αj, on a A(αj) = Rj(αj). On connâıt n + 1 valeurs du polynôme

Rj ∈ Rn[X], ce qui nous permet d’affirmer que Rj = A(αj)Lj. Ainsi Φ(Lj) = A(αj)Lj et (L0, · · · , Ln) est une

base de vecteurs propres de Φ avec les valeurs propres associées A(α0), · · · , A(αn) : Φ est donc diagonalisable.

• Si A = aXp+1 − (a + 1)Xp + 1 et B = (1 − X)2, on a n = 1 donc si P = a1X + a0, AP = BQ + R avec

R = b1X+ b0, il vient A(1)P(1) = R(1) et A′P +AP′ = B′Q+ BQ′ + R′ donc A′(1)P(1) +A(1)P′(1) = R′(1) ce

qui donne, comme A(1) = 0 et A′(1) = a− p le système suivant : b1 + b0 = (a− p)(a1 + a0)− b1 = 0. Alors

la matrice de Φ dans la base canonique est M = (a− p)
(
1 1

−1 −1

)
.

Si a = p, Φ = 0 donc Φ est diagonalisable.

Si a ̸= p, M2 = 0 et M ̸= 0, et classiquement Φ n’est pas diagonalisable.� �
5.296� �Le polynôme P = X3 − X − 1 est annulateur de A et, comme P′ = 3X2 − 1, la fonction polynomiale P est

croissante sur
]
−∞;− 1√

3

]
et
[
1√
3
; +∞

[
et décroissante sur

[
− 1√

3
; 1√

3

]
. Or P

(
− 1√

3

)
= 2

3
√
3
− 1 < 0

montre que P n’admet qu’une seule racine réelle α ∈]1; 2[ car P(1) = −1 < 0 < 5 = P(2). Comme P est réel,

P = (X−α)(X−z)(X−z) est scindé à racines simples dans C[X], A est diagonalisable dans Mn(C) et, comme

A est réelle, on sait que les sous-espaces propres associés aux valeurs propres z et z sont de même dimension

r (AX = zX ⇐⇒ AX = zX si X ∈ Mn,1(C)). Ainsi, A est semblable dans Mn(C) à la matrice définie par

blocs D =

αIs 0 0

0 zIr 0

0 0 zIr

 avec s = dim(Eα(A)).

Comme A et D semblables : det(A) = det(D) = αszrzr = αs|z|r > 0 car α > 0.� �
5.297� �Si f est une fonction polynomiale de P, alors u(f) l’est aussi car en notant fn : x 7→ xn, on a le calcul
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u(fn)(x) = 1

T

∫ x+T

x
tndt =

(x+ T)n+1 − xn+1

(n+ 1)T
= 1

n+ 1
× (x+ T)n+1 − xn+1

(x+ T)− x =

n∑
k=0

(x+ T)kxn−k

n+ 1
: P est

stable par u. La linéarité de u provient de celle de l’intégration : u est bien un endomorphisme de P.

Soit f =
d∑

k=0

αdfd avec αd ̸= 0 une fonction polynomiale de degré d > 0, le calcul précédent montre, comme

u(fn) est une fonction polynomiale de degré n unitaire, que u(f) est de même degré que f et de même

coefficient dominant (ici αd).

Si f ∈ Ker (u), f = 0 car si deg(f) > 0 on a deg(u(f)) > 0 donc u(f) ̸= 0. Ainsi Ker(u) = {0} ⇐⇒ u injective.

Si l’on restreint u à Pn (l’ensemble des fonctions polynomiales de R dans C de degré inférieure ou égal à n),

on obtient un : Pn → Pn qui est aussi un endomorphisme injectif donc bijectif (en dimension finie).

Tout f ∈ P fait partie d’un Pn et possède donc un antécédent par un et donc par u : ainsi u est surjective.

Au final : u est bien un automorphisme de P.

Comme u conserve le degré et le coefficient dominant de ses polynômes, la seule valeur propre possible est 1

en identifiant les coefficients dominants dans u(f) = λf.

De plus, u(1) = 1 donc 1 est bien valeur propre de u : par conséquent Sp(u) = {1}.� �
5.298� �Comme les matrices sont d’ordre 2, on a A2 − Tr (A)A+ det(A)I2 = 0, A2 − Tr (A)A+ det(A)I2 = 0 mais

aussi (A+ B)2 − Tr (A+ B)(A+ B) + det(A+ B)I2 = 0. On en déduit que A2, B2, (A+ B)2 sont des matrices

de Vect(I2, A, B). Or par hypothèse, on a AB ∈ Vect(I2, A, B). Comme (A+ B)2 = A2 +AB+ BA+ B2, on a

BA = (A+ B)2 −AB−A2 − B2 ∈ Vect(I2, A, B) donc il existe trois réels x, y, z tels que BA = xI2 + yA+ zB.� �
5.299� �Soit λ une valeur propre de A, alors il existe X ̸= 0 tel que AX = X. Le système s’écrit ∀i ∈ [[1;n]], ixi +∑

k ̸=i

xk = λxi ou encore ∀i ∈ [[1;n]],
n∑

k=1

xk = (λ + 1 − i)xi. S’il existe un i ∈ [[1;n]] tel que λ = i − 1, alors
n∑

k=1

xk = 0 puis ∀j ̸= i, on a xj = 0 donc x1 = · · · = xn = 0 ce qui est impossible. Ainsi ∀i ∈ [[1;n]], λ ̸= i−1 et,

en posant s =
n∑

k=1

xk ̸= 0, il vient ∀i ∈ [[1;n]], xi =
s

λ+ 1− i donc s =
n∑

i=1

xi =
n−1∑
k=0

s

λ− k =⇒
n−1∑
k=0

1

λ− k = 1

car s ̸= 0.

Réciproquement, si
n−1∑
k=0

1

λ− k = 1, en posant ∀i ∈ [[1;n]], xi =
1

λ+ 1− i (qui existe), on remonte les calculs :

AX = λX avec X ̸= 0 donc λ est valeur propre de A.

Par conséquent : λ est valeur propre de A si et seulement si
n−1∑
k=0

1

λ− k = 1.

Soit f : t 7→
n−1∑
k=0

1

t− k − 1 qui est définie et continue sur Df = R∗− ∪

(
n−2∪
k=0

]k; k + 1[

)
∪]n − 1; +∞[. Pour

tout entier k ∈ [[0;n− 2]], on a lim
t→k+

f(t) = +∞ et lim
t→(k+1)−

f(t) = −∞ donc f s’annule au moins une fois sur

]k; k + 1[ par le TVI (en fait une seule car f est aussi strictement décroissante sur cet intervalle). Cela fait

donc au moins n − 1 valeurs propres réelles de A, la dernière ne peut être que réelle car A est réelle et que

la trace est la somme des valeurs propres. Mais on a même lim
t→+∞

f(t) = −1 et lim
t→(n−1)+

f(t) = +∞ donc f

s’annule aussi sur ]n−1; +∞[ et on a nos n valeurs propres réelles distinctes de A qui est donc diagonalisable

(A symétrique réelle donc ce n’est pas une surprise).
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On pouvait aussi dire que la résolution du système nous a montré que tous les sous-espaces propres étaient

de dimension 1 (engendré par le vecteur
(

1

λ+ 1− i

)
16i6n

). Comme A est diagonalisable car symétrique

réelle, la somme des dimensions des espaces propres vaut n ce qui fait encore n valeurs propres distinctes.� �
5.300� �Soit λ une valeur propre de T , alors il existe une fonction non nulle f telle que T(f) = λf ce qui équivaut à

∀x ∈ R, f(x+ 1) = λf(x).

Comme f est non nulle, on a forcément λ ̸= 0 car sinon ∀x ∈ R, f(x+ 1) = 0.

Soit x0 ∈ R tel que f(x0) ̸= 0, alors par une récurrence simple, on montre que ∀n ∈ N, f(x0 + n) = λnf(x0).

Mais on sait que f admet une limite finie en +∞ ce qui impose λ ∈]− 1; 1].
Il suffit de connâıtre f sur [0; 1] pour la connâıtre partout si on a f(x+ 1) = λf(x).

• Soit f la fonction constante égale à 1, alors f ̸= 0 et T(f) = f donc 1 est valeur propre de T .

• Soit λ ∈]− 1; 1[\{0} et f : R→ R définie par f(x) = |λ|x sin(πx). La fonction f est clairement continue sur

R. De plus, f est non nulle et ∀x ∈ R, f(x+ 1) = |λ|x+1 sin(πx+ π) = −|λ| |λ|x sin(πx) = λf(x). On a donc

T(f) = λf et f ̸= 0 donc λ est valeur propre de T .

Conclusion : le spectre de T est ]− 1; 1] \ {0}.� �
5.301� �Si u est injectif, alors u est un automorphisme de E car E est de dimension finie donc u ◦ v = 0 implique

v = u−1 ◦ (u ◦ v) = 0. Tout vecteur propre de u (il en existe car E est un C-espace vectoriel donc χu est

scindé dans C et possède des racines) est aussi vecteur propre de v.

Si u n’est pas injectif, Ker(u) ̸= {0E} ; on suppose toujours que u ◦ v = 0. Si v = 0 on fait comme avant,

sinon Im (v) ̸= {0E} et soit x un vecteur propre pour l’endomorphisme v induit dans Im (v), il existe α ∈ C

tel que v(x) = αx et x ∈ Im (v) ⊂ Ker(u) donc x ∈ Ker(u) et u(x) = 0E = 0x. x convient.

Supposons que u ◦ v = αu+ βv avec (α, β) ∈ C2, alors (u− βid E) ◦ (v− αid E) = αβid E.

• si αβ = 0, par le cas précédent et u− βid E et v− αid E ont un vecteur propre commun donc u et v aussi.

• sinon, soit x un vecteur propre de u, alors x est aussi un vecteur propre de u−βid E qui est un automorphisme

(car αβ ̸= 0). Ainsi, il existe un complexe λ ∈ C∗ tel que u(x) − βx = λx d’où (u − βid E)
−1(x) = 1

λ
x or

(u− βid E)
−1 = 1

αβ
(v− αid E) donc v(x)− αx = αβ

λ
x et x est aussi un vecteur propre de v.

On passe en mode matriciel et cela revient à montrer que si (A, B) ∈ Mn(C)2 et AB ∈ Vect(A, B) alors

∃P ∈ GLn(C) et TA, TB deux matrices triangulaires supérieures telles que A = PTAP
−1 et B = PTBP

−1.

On le fait par récurrence sur n. Si n = 1, c’est évident.

Si n > 2 et qu’on suppose la propriété vraie jusqu’à n − 1, si (A, B) ∈ Mn(C)2 et AB ∈ Vect(A, B) alors

d’après la question b., il existe un vecteur propre commun à A et B donc une matrice inversible Q (dont

la première colonne contient les coordonnées de ce vecteur propre commun) telle que Q−1AQ =

(
α ∗
0 A′

)
et Q−1BQ =

(
β ∗
0 B′

)
. Or, par calcul par blocs, on a A′B′ ∈ Vect(A′, B′) donc il existe P′ ∈ GLn−1(C)

et T ′A, T
′
B de taille n − 1 et triangulaires supérieures telles que A′ = P′T ′AP

′−1 et B′ = P′T ′BP
′−1. En posant

P = Q

(
1 ∗
0 P′

)
, TA =

(
α ∗
0 T ′A

)
et TB =

(
β ∗
0 T ′B

)
, on a bien P ∈ GLn(C), TA et TB triangulaire supérieure

et A = PTAP
−1 et B = PTBP

−1. L’hérédité est établie et la conclusion suit.� �
5.302� �On suppose que la taille de ces matrices est n. Dans le calcul de D(t) = det(M + tJ) où J est la matrice

ne comportant que des 1, on effectue les opérations de Gauss Ck ←− Ck − C1 pour k ∈ [[2;n]] et les t
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disparaissent de toutes les cases sauf sur la première colonne. Ensuite, on développe le déterminant selon

la première colonne et on obtient D(t) = (a + t)∆1,1 +
n∑

2=1

(−1)i+1(b + t)∆i,1 où les ∆i,1 sont les mineurs

associés aux cases (i, 1) qui sont des constantes (relativement à t) d’après ce qui précède. Ainsi, la formule

précédente montre que le degré du polynôme D est inférieur ou égal à 1.

Or on a D(−b) = det(M− bJ) =
n∏

k=1

(a− b) = (a− b)n car M− bJ est triangulaire inférieure avec des a− b

sur la diagonale. De même, D(−c) = (a− c)n. On connâıt deux valeurs (puisque b ̸= c) du polynôme D et

comme deg(D) 6 1, D est donc le polynôme d’interpolation de Lagrange associé et sait qu’alors

D(t) = D(−b) t+ c

− b+ c
+D(−c) t+ b

− c+ b
=

(a− c)n(t+ b)− (a− b)n(t+ c)
b− c .

On en déduit que det(M) = D(0) =
b(a− c)n − c(a− b)n

b− c .

Or, si λ ∈ C, χM(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a −c · · · −c
−b λ− a

. . .
...

...
. . .

. . . −c
−b · · · −b λ− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a′ + t′ c′ + t′ · · · c′ + t′

b′ + t′ a′ + t′
. . .

...
...

. . .
. . . c′ + t′

b′ + t′ · · · b′ + t′ a′ + t′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ avec a
′ = λ − a,

b′ = −b, c′ = −c, t′ = 0. Ainsi χM(λ) = D(0) =
b′(a′ − c′)n − c′(a′ − b′)n

b′ − c′ =
c(λ− a+ b)n − b(λ− a+ c)n

c− b .

D’abord λ = a− c n’est pas valeur propre de M car χM(a− c) = −c(b− c)n−1.
Comme c ̸= 0, pour λ ∈ C \ {a− c}, on a l’équivalence :

χM(λ) = 0⇐⇒
(
λ− a+ b

λ− a+ c

)n
= b

c
= ρeiθ ⇐⇒ ∃k ∈ [[0;n− 1]], λ− a+ b

λ− a+ c
= ρ1/ne

i(θ+2kπ)
n = zk.

Ainsi χM(λ) = 0 ⇐⇒ ∃k ∈ [[0;n − 1]], λ− a+ b

λ− a+ c
= zk ⇐⇒ ∃k ∈ [[0;n − 1]], λ =

a− b− (a− c)zk
1− zk

= λk

(on a bien zk ̸= 1 car b ̸= c). L’application φ : z 7→ a− b− (a− c)z
1− z est injective sur C \ {1} car

a− b− (a− c)z
1− z =

a− b− (a− c)z
1− z ⇐⇒ (b− c)(z− z′) = 0⇐⇒ z = z′.

Ainsi, puisque les zk sont distincts deux à deux, les λk le sont aussi ce qui fait n valeurs propres complexes

distinctes pour la matrice M qui est donc diagonalisable.� �
5.303� �Soit E de dimension n, u ∈ L(E) de rang 1. dim(Ker(u)) = n− 1 par le théorème du rang.

• Si la droite Im (u) n’est pas incluse dans Ker(u), soit (e1, · · · , en−1) une base de Ker(u) et soit en ̸= 0E tel

que Im (u) = Vect(en) ; u(en) ∈ Im (u) = Vect(en) donc il existe λn ∈ K \ {0} tel que u(en) = λnen. La

base (e1, · · · , en) est une base de vecteurs propres de u, Tr (u) = λn ̸= 0 et u est diagonalisable.

• Si Im (u) ⊂ Ker(u), alors soit en−1 ̸= 0E tel que Im (u) = Vect(en−1) et en un antécédent de en−1 par u.

On complète la famille libre (en−1) de Ker(u) en une base (e1, · · · , en−1) de Ker(u). Comme en /∈ Ker(u),

(e1, · · · , en) est une base de E et la matrice de u dans cette base est En−1,n donc Tr (u) = 0. De plus, u2 = 0

car Im (u) ⊂ Ker(u) donc u n’est pas diagonalisable car elle est nilpotente et non nulle (classique).

En considérant les deux cas : u de rang 1 est diagonalisable si seulement si u est de trace non nulle.� �
5.304� �La linéarité provient de celle de la forme linéaire Φ et il est clair que si x ∈ E, alors u(x) ∈ E. Ainsi u est

bien un endomorphisme de E. Soit H = KerΦ, par le théorème du rang, comme ImΦ = R est de dimension

1 car Φ est une forme linéaire non nulle, dimH = dimE− 1 donc H est un hyperplan de H. Soit x un vecteur

non nul de H (il en existe dès que n = dimE > 2), alors u(x) = x donc 1 est valeur propre de u.
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Comme x0 ̸= 0E, si x ∈ E, x ∈ Ker(u− id E)⇐⇒ Φ(x)x0 = 0⇐⇒ x ∈ H : E1(u) est de dimension n− 1.
Si u est diagonalisable, u possède une autre valeur propre λ ̸= 1, alors il existe un vecteur non nul x tel que

u(x) = x+ Φ(x)x0 = λx donc x =
Φ(x)
λ− 1x0 ∈ Vect(x0) et x0 est aussi vecteur propre de u associé à la valeur

propre λ. De plus, u(x0) = (1+Φ(x0))x0 = λx0 donc Φ(x0) ̸= 0 car λ ̸= 1.

Réciproquement, si Φ(x0) ̸= 0, comme u(x0) = (1+Φ(x0))x0 on a dim(E1(u)) = n− 1 et dim(Eλ(u)) = 1 en

notant λ = 1+ Φ(x0) ̸= 1 car Eλ(u) contient la droite Vect(x0) et est en somme directe avec H. Alors u est

diagonalisable car E = E1(u)⊕ Eλ(u).

Au final : u est diagonalisable si et seulement Φ(x0) ̸= 0.� �
5.305� �La linéarité de Φ découle de celle de la fonction trace, et il est clair que si M ∈ Mn(C), Φ(M) ∈ Mn(C) :

ainsi Φ est bien un endomorphisme de Mn(C).

SoitM ∈ Ker(Φ),M+Tr (M)In = 0 =⇒M = −Tr (M)In ;M = λIn si λ = −Tr (M). Or Φ(In) = (n+1)In ̸= 0

donc Φ(M) = λ(n+ 1)In = 0 =⇒ λ = 0 =⇒M = 0. On a donc établi que Ker(Φ) = {0} donc Φ est injectif.

Comme on est en dimension finie, Φ est un automorphisme de Mn(C) donc rang (Φ) = dim(Mn(C)) = n2.

Pour M ∈ Mn(C), on a Φ2(M) = Φ
(
M + Tr (M)In

)
= Φ(M) + (n + 1)Tr (M)In or Tr (M)In = Φ(M) −M

donc Φ2(M) = Φ(M) + (n+ 1)(Φ(M)−M)⇐⇒ Φ2(M)− (n+ 2)Φ(M) + (n+ 1)M = 0.

Par conséquent, le polynôme P = X2 − (n+ 2)X+ n+ 1 est annulateur de Φ.

Comme P = (X − 1)(X − n + 1) est scindé à racines simples, Φ est diagonalisable. On a déjà vu que Φ

était un automorphisme de Mn(C). Comme Φ2 − (n + 2)Φ = −(n + 1)id E si E = Mn(C), on obtient

Φ ◦

(
1

n+ 1

(
(n+ 2)id E −Φ

))
=

(
1

n+ 1

(
(n+ 2)id E −Φ

))
◦Φ = id E donc Φ−1 = 1

n+ 1

(
(n+ 2)id E −Φ

)
ce qui s’écrit aussi Φ−1(M) = 1

n+ 1

(
(n+ 2)M− Φ(M)

)
=M− Tr (M)

n+ 1
In.� �

5.306� �Par hypothèse, la matrice B = P(A) est diagonalisable car son polynôme caractéristique est scindé à racines

simples. Ainsi, si f est l’endomorphisme canoniquement associé à A et g = P(f), g admet n valeurs propres

distinctes β1 < · · · < βn et les sous-espaces propres de g sont des droites Eβk
(g) = Vect(vk) ; B = (v1, · · · , vn)

est une base de vecteurs propres de g.

Comme f ◦ g = f ◦ P(f) = P(f) ◦ f) = g ◦ f, les Eβk
(g) sont stables par f. Ainsi, pour k ∈ [[1;n]], il existe

αk ∈ R tel que f(vk)αkvk car f(vk) ∈ Eβk
(g). La base B est donc aussi une base de vecteurs propres de f

qui est donc diagonalisable.� �
5.307� �Tout d’abord N − In est clairement de rang 2 donc 1 est valeur propre de multiplicité géométrique n − 2

et E1(N) = Vect(e2, · · · , en−1). Les deux dernières valeurs propres λ1 et λ2 (éventuellement complexes),

vérifient Tr (N) = (n− 2)× 1+ λ1 + λ2 = n et Tr (N2) = (n− 2)× 12 + λ21 + λ22 = n+ 2 (calculer N2).

Ainsi : λ1λ2 =
(λ1 + λ2)

2 − λ21 − λ22
2

= 0. Ainsi λ1 et λ2 sont les racines de X2 − 2X + 0 = X(X − 2) donc

λ1 = 0 et λ2 = 2 par exemple ; c’était clair avec les conditions λ1 + λ2 = 2 et λ21 + λ22 = 4.

Il est aussi clair que le vecteur v0 = (1, 0, · · · , 0,−1) est propre associé à la valeur propre 0.

Soit X ∈ Mn,1(C) tel que NX = 2X, alors x1+xn = 2x1, ∀k ∈ [[2;n−1]], x1+xk+xn = 2xk et x1+xn = 2xn.

On prend par exemple x1 = 1 et on trouve xn = 1 et ∀k ∈ [[2;n− 1]], xk = 2. Le vecteur v2 = (1, 2, · · · , 2, 1)

est propre associé à la valeur propre 2. E0(N) = Vect(v0), E2(N) = Vect(v2) : N est diagonalisable.
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� �
5.308� �Si M ∈ GLn(C) est diagonalisable, il existe P ∈ GLn(C) et D ∈ GLn(C) diagonale telles que M = PDP−1,

on a alors M2 = PD2P−1 avec D2 diagonale donc M2 est diagonalisable.

Réciproquement, si M2 est diagonalisable avec M ∈ GLn(C) alors M2 admet un polynôme annulateur

scindé à racines simples (on le prend unitaire) P =
r∏

k=1

(X − αk) avec α1, · · · , αr distincts deux à deux.

Ainsi P(M2) = 0 ⇐⇒
r∏

k=1

(M2 − αkIn) = 0. En notant δk une racine carrée complexe de αk, on a donc

r∏
k=1

(M− δkIn)(M+ δkIn) = 0 donc le polynôme Q =
r∏

k=1

(X− δk)(X+ δk) est annulateur de M et scindé à

racines simples car δk ̸= 0 et αi ̸= αj =⇒ δi ̸= ±δj si i ̸= j. On en déduit que M est diagonalisable.

Ainsi, pour M ∈ GLn(C), M est diagonalisable si et seulement si M2 l’est.

Non : soit M =

(
0 1

0 0

)
, la matrice M n’est pas diagonalisable car M est nilpotente et pas nulle (raison-

nement classique) et M2 = 0 donc la matrice M2 est diagonalisable.� �
5.309� �Soit λ ∈ Sp(f), alors il existe un vecteur non nul x tel que f(x) = λx. Il vient alors f2(x) = λ2x, f3(x) = λ3x

et f4(x) = λ4x. Comme f4 = f2, on a λ4x = λ2x ⇐⇒ (λ4 − λ2)x = 0 mais comme x ̸= 0, on a donc

λ4 = λ2 =⇒ λ ∈ {−1, 0, 1}. Par conséquent, on a bien Sp(f) ⊂ {−1, 0, 1}.
Comme par hypothèse 1 et −1 sont des valeurs propres de f, on a dim(E1(f)) > 1 et dim(E−1(f)) > 1. Comme

f est un endomorphisme de R3 et que les sous-espaces propres associés à des valeurs propres différentes sont

en somme directe, E−1(f) ⊕ E1(f) est au moins de dimension 2 et E−1(f) ⊕ E1(f) ⊂ E−1(f) ⊕ E0(f) ⊕ E1(f).

On a donc dim(E−1(f)⊕ E0(f)⊕ E1(f)) = dim(E−11(f)) + dim(E0(f)) + dim(E1(f)) ∈ [[2; 3]].

• Si f est un automorphisme, alors f2 ◦ (f2 − id ) = 0 implique f2 = id donc f est une symétrie, X2 − 1 est

annulateur de f et scindé à racines simples donc f est diagonalisable.

• Sinon, par l’encadrement précédent, 1 6 dim(E0(f)) 6 1 et dim(E−1(f)) = dim(E0(f)) = dim(E1(f)) = 1,

f a trois valeurs propres simples donc f est diagonalisable car E−1(f) ⊕ E0(f) ⊕ E1(f) = R3. Son polynôme

caractéristique est forcément χf = (X+ 1)(X− 0)(X− 1) = X3 − X donc f3 = f.

Toujours est-il que f est diagonalisable dans les deux cas.� �
5.310� �Si f ∈ E, il est clair que Φ(f) ∈ E. Par la linéarité de la dérivation, Φ est un endomorphisme de E.

Les solutions de (E) : Φ(y) = y′ − xy = λy sont les y : x 7→ αe
λx+x2

2 (avec α ∈ R) donc le spectre de Φ est

R et tous les sous-espaces propres Eλ(Φ) sont des droites engendrées par les fonctions fλ : x 7→ e
λx+x2

2 .

Soit y ∈ E, alors y ∈ Ker(Φ2)⇐⇒ Φ(y) ∈ Ker(Φ)⇐⇒ (∃α ∈ R, ∀x ∈ R, y′(x)− xy(x) = αe
x2

2 ).

On résout (F) : y′ − xy = αe
x2

2 par variation de la constante et on trouve y : x 7→ (αx + β)e
x2

2 . Ainsi

Ker(Φ2) est un plan engendré par les fonctions clairement indépendantes f1 : x 7→ e
x2

2 et f2 : x 7→ xe
x2

2 .� �
5.311� �A est symétrique réelle donc diagonalisable d’après le théorème spectral. −2 est clairement valeur propre

et rang (A+ 2I3) = 1 donc E−2(A) est le plan d’équation x+y+ z = 0 donc une base orthonormée de E−2(A)

est par exemple (v1, v2) avec v1 =
(
1√
2
, 0,− 1√

2

)
et v2 =

(
1√
6
,− 2√

6
, 1√

6

)
. Le vecteur w3 = (1, 1, 1) est

normal à ce plan donc forcément vecteur propre d’après le théorème spectral et Aw3 = w3 donc une base

orthonormale de vecteurs propres de A est B = (v1, v2, v3) avec v3 =
(
1√
3
, 1√

3
, 1√

3

)
.
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Soit Xn ∈ M3,1(R) tel que tXn = (un vn wn), alors on a par hypothèse Xn+1 = AXn or A = PDtP avec P

la matrice de passage de la base canonique à la base B et D la matrice diagonale diag(−2,−2, 1). Par une

récurrence facile, on a ∀n ∈ N, Xn = AnX0 et An = PDntP. Si on pose Yn = tPXn, on a Yn = DnY0 et

l’équivalence (Yn)n∈N converge si et seulement si (Xn)n∈N converge. Par conséquent, (Xn)n∈N converge si

et seulement si les deux premières composantes de Y0 sont nulles (à cause des (−2)n de Dn). Avec la valeur

de P : (Xn)n∈N converge ⇐⇒ u0 −w0 = u0 − 2v0 +w0 = 0⇐⇒ u0 = v0 = w0 (les suites sont constantes).� �
5.312� �On calcule facilement χM(X) = (X− 1)

[
(X− 1)2 − z

]
.

• Si z = 0, alors 1 est la seule valeur propre de M (d’ordre 3), donc M est diagonalisable si et seulement si

E1(M) est de dimension 3 c’est-à-dire si M = I3 ce qui est faux. Dans ce cas, M n’est pas diagonalisable.

• Si z ̸= 0, soit δ ̸= 0 une de ses racines carrées, alors le spectre de M est {1, 1+ δ, 1− δ} et M possède trois

valeurs propres simples donc M est diagonalisable.

• Si z = 0, on a M = I3 +N avec N =

 0 0 0

1 0 0

1 0 0

. N2 est la matrice nulle donc ∀n > 2, Nn = 0. Comme

I3 et N commutent, on a Mn = (I3 +N)n = I3 + nN.

• Si z = eiθ, alors d’après ce qui précède : Sp(M) = {1, 1+ δ, 1− δ} avec δ = e
iθ
2 .� �

5.313� �Soit f : R+ → R continue, alors F : R+ → R définie par F(x) =
∫ x

0
f(t)dt est de classe C1 : c’est la

primitive de f qui s’annule en 0. Ainsi T(f) est de classe C1 (donc continue) sur R∗+. De plus, par les taux

d’accroissements, lim
x→0+

T(f)(x) = lim
x→0+

F(x)− F(0)
x

= F′(0) = f(0) donc T(f) est aussi continue de R+ dans

R et T est bien l’endomorphisme espéré car la linéarité provient de celle de l’intégrale.

T ne peut pas être surjectif car l’image de T est incluse dans l’espace des fonctions continues sur R+ mais

de classe C1 sur R∗+ et il existe des fonctions continues sur R+ qui ne sont pas de classe C1 sur R∗+.

Soit f ∈ Ker(T), alors ∀x > 0, T(f)(x) = 0 =⇒ F(x) = 0. La primitive F de f s’annule sur R∗+ donc sur R+ par

continuité en 0. Mais comme F′ = f, on en déduit que f = 0. Ainsi T est injective car Ker(T) = {0}.

Soit λ ∈ R∗ et u(f) = λf avec f ∈ E non nulle. Comme vu précédemment, 0 n’est pas valeur propre de

T . En dérivant la relation u(f) = λf ou encore F(x) = λxf(x), on obtient f(x) = λf(x) + λxf′(x) donc f est

solution sur R∗+ de l’équation (E) : λxy′+(λ− 1)y = 0 donc ∃α ∈ R, ∀x > 0, f(x) = αx
1−λ
λ et la continuité

de f en 0 impose (pour α ̸= 0) 1− λ
λ

> 0 donc λ ∈]0; 1]. Réciproquement, soit λ ∈]0; 1] et fλ : R+ → R

définie par ∀x > 0, fλ(x) = x
1−λ
λ et fλ(0) = 0 si λ < 1 et f1(0) = 1. Alors fλ est continue sur R+ et, en

posant β = 1− λ
λ

> 0, on a ∀x > 0, T(fλ)(x) = 1

x

∫ x

0
fλ(t)dt =

1

x

[
tβ+1

β+ 1

]x
0
= xβ

β+ 1
= λfλ(x). Il vient donc

T(fλ) = λfλ (ça marche même en 0). Ainsi : Sp(T) =]0; 1].� �
5.314� �u est bien linéaire par linéarité de la dérivée donc u ∈ L(R[X]).

Si λ ∈ R est valeur propre de u, alors il existe un polynôme P non nul tel que u(P) = λP. Posons n > 0

le degré de P et α ̸= 0 le coefficient dominant de P, alors P = αXn + · · · donc P′ = nαXn−1 + · · · et

u(P) = (X − a)P′ = αnXn + · · ·. En identifiant les deux polynômes u(P) et λP sur leurs termes en Xn, on

trouve que αn = λα donc λ = n car α ̸= 0.

Réciproquement, λ ∈ N est bien valeur propre de u car u((X−a))n) = (X−a)
[
n(X−a)n−1

]
= n(X−a)n et

(X−a)n ̸= 0. De plus, si u(P) = nP, ∀x ∈ R, (x−a)P′(x)−nP(x) = 0 donc P est solution de (x−a)y′+ny = 0
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qu’on résout sur I1 =] −∞;a[ et I2 =]a; +∞[ en trouvant y(x) = αk(x − a)n sur Ik ; mais par unicité du

coefficient dominant, on a α1 = α2 = α donc ∀x ∈ R, P(x) = α(x − a)n (même en x = a par continuité

notamment). Les deux polynômes P et α(X− a)n cöıncident sur R donc P = α(X− a)n.
Par conséquent le spectre de u est N et ∀n ∈ N, En(u) = Vect((X− a)n) est une droite.

Soit P ∈ R[X] divisible par sa dérivée, alors par définition il existe Q ∈ R[X] tel que P = QP′. Si P est

constant, alors P′ = 0 donc P = 0 qui convient. Sinon, en comparant les degrés, comme deg(P′) = deg(P)−1,

on a deg(Q) = 1 et on peut donc écrire P = λ(X− a)P′ avec λ ∈ R∗ et a ∈ R. En notant n > 1 le degré de

P, en comparant les coefficients dominants dans P = λ(X− a)P′ : λ = 1

n
. Ainsi (X− a)P′ = nP = u(P) avec

les notations précédentes : P ∈ Vect((X− a)n) et un polynôme α(X− a)n est bien divisible par sa dérivée.

Les polynômes divisibles par leur dérivée sont P = 0 ou les P = α(X− a)n avec α ∈ R∗, n ∈ N et a ∈ R.� �
5.315� �Si A est de rang 1 donc non nulle, il existe une colonne non nulle de A, par exemple la première qu’on

appelle U. Comme les autres colonnes de A sont proportionnelles à U, il existe des scalaires v2, · · · , vn tels

que ∀k ∈ [[2;n]], Ck = vkU. Si V est la matrice colonne telle que tV = (1 v2 · · · vn), on a A = UtV.

Or tVU ∈ M1(R) et Tr (tVU) = Tr (UtV) = Tr (A) donc A2 = UtVUtV = U(tVU)tV = Tr (A)UtV = Tr (A)A.

Ainsi le polynôme P = X2 − Tr (A)X est annulateur de A.

Si Tr (A) ̸= 0, P est scindé à racines simples donc A est diagonalisable.
Si Tr (A) = 0, A2 = 0 donc 0 est la seule valeur propre possible de A (valable pour toute matrice nilpotente),

si A était diagonalisable, elle serait semblable à la matrice nulle donc serait nulle. Ainsi A n’est pas DZ.
On en déduit que A est diagonalisable si et seulement si sa trace est non nulle.

P est annulateur de A et de degré 2, si n > 2 et si P n’était pas minimal, on aurait Q = X− λ annulateur de
A donc A = λIn ce qui est faux car rang (A) = 1.
Donc P est le polynôme minimal si n > 2. Si n = 1, alors A = (a) et X− a est le polynôme minimal de A.� �

5.316� �Soit P ∈ K[X], comme Bk =

(
Ak 0

0 Ak

)
, il vient P(B) =

(
P(A) 0

0 P(A)

)
de sorte que P(B) = 0 ⇐⇒

P(A) = 0. Or une matrice est diagonalisable si et seulement s’il en existe un polynôme annulateur scindé à

racines simples. On conclut alors que B est diagonalisable si et seulement si A l’est.� �
5.317� �Comme N est triangulaire supérieure, on a χN = (X + 1)2(X − 1) donc Sp(N) = {−1, 1}. Ainsi, N est

diagonalisable si et seulement si (N + I3)(N − I3) = N2 − I3 = 0. Or N2 − I3 =

 0 −2x xz

0 0 0

0 0 0

 donc N

diagonalisable si et seulement si x = 0. Traitons donc deux cas :

x = 0 Alors N est semblable à D =

(
−I2 0

0 1

)
, il existe donc une matrice inversible P ∈ GL3(R) telle que

A = PDP−1. On pose B′ = P−1BP =

(
U V

W z

)
(même taille de blocs que D) de sorte que B = PB′P−1

et que la condition B2 = N soit équivalente à la condition B′2 = D.

Analyse : si B2 = N, on a B′2 = D donc B′D = B′3 = DB′ donc B′ et D commutent. Qu’on fasse

un calcul par blocs ou qu’on se souvienne que B′ et D commutent si et seulement si les sous-espaces

propres de D (qui est diagonalisable) sont stables par B′, on trouve que B′ =

(
U 0

0 z

)
. Ainsi,

B = P

(
U 0

0 z

)
P−1 avec U ∈ M2(R) telle que U2 = −I2 et z2 = 1.

Synthèse : Si on pose B = P

(
U 0

0 z

)
P−1 avec U ∈ M2(R) telle que U2 = −I2 et z2 = 1, alors
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B2 = P

(
U2 0

0 z2

)
P−1 = PDP−1 = A.

En conclusion, les matrices B ∈ M3(R) telle que B2 = N avec x = 0 sont exactement les matrices

B = P

(
U 0

0 z

)
P−1 avec U ∈ M2(R) telle que U2 = −I2 et z2 = 1. On peut préciser ce que valent les

matrices U ∈ M2(R) telles que U2 = −I2, si u est canoniquement associé à U et x ∈ R2 non nul, alors

B = (x, u(x)) est clairement une base de R2 car, comme χU = X2 + 1 n’admet pas de racine réelle,

u n’admet pas de valeur propre donc u(x) et x ne sont pas colinéaire. Ainsi, MatB(u) =

(
0 −1
1 0

)
.

Les matrices U ∈ M2(R) telles que U2 = −I2 sont exactement les matrices semblables à

(
0 −1
1 0

)
.

x ̸= 0 Méthode 1 : E−1(N) est une droite car N est non diagonalisable et on a E−1(N) = Vect(e1). Si B
2 = N,

on a encore BN = B3 = NB donc la droite E−1(N) est stable par B, ainsi Be1 = βe1 avec β ∈ R. Ainsi,

β2e1 = B2e1 = Ne1 = −e1 donc β2 = −1 ce qui est impossible.

Méthode 2 : soit λ une valeur propre complexe de B, alors il existe un vecteur colonne complexe X

non nul tel que BX = λX donc B2X = λ2X = NX donc λ2 est une valeur propre de N d’où λ2 = ±1.

Ainsi, SpC(B) ⊂ {1,−1, i,−i}. Comme B est réelle et de taille 3, elle admet une valeur propre réelle

donc ±1. Comme B est réelle, si i (resp. −i) est valeur propre de B, alors −i (resp. i) l’est aussi

avec le même ordre. Si B n’avait que des valeurs propres réelles alors, comme B est trigonalisable

dans M3(C), la matrice B2 aurait comme seule valeur propre 1 ce qui est faux. Tout ceci justifie que

χB = (X− i)(X+ i)(X− 1) = (X2 + 1)(X− 1) ou χB = (X− i)(X+ i)(X+ 1) = (X2 + 1)(X+ 1). Ainsi,

comme χB est scindé à racines simples dans C[X], B est diagonalisable dans M3(C) et B2 = N le serait

aussi dans M3(C) ce qui est aussi faux d’après ce qui précède. On peut donc conclure que si x ̸= 0, il

n’existe aucune matrice B ∈ M3(R) telle que B2 = N.

Par conséquent, il existe B ∈ M3(R) telle que B2 = N si et seulement si x = 0.� �
5.318� �a. • Si A est inversible, on a BA = A−1(AB)A donc BA et AB sont semblables donc χAB = χBA.

• Si A n’est pas inversible, 0 est racine de χA et en notant α =Min{|λ| | λ ∈ SpR(A), λ ̸= 0} > 0, on a pour

tout entier p assez grand (tel que 1
p
< α) Ap = A− 1

p
In ∈ GLn(C). Par le premier cas : χApB = χBAp

.

Il reste à passer à la limite en constatant que, clairement lim
p→+∞

Ap = A, que les applications M 7→ MB et

M 7→ BM sont continues car linéaires en dimension finie donc lim
p→+∞

ApB = AB et lim
p→+∞

BAp = BA, que

le déterminant est une application continue donc, pour λ ∈ R fixé et par caractérisation séquentielle de la

continuité : lim
p→+∞

det(ApB− λIn) = det(AB− λIn) et lim
p→+∞

det(BAp − λIn) = det(BA− λIn). De tout ceci

on déduit que ∀λ ∈ R, χAB(λ) = χBA(λ) donc χAB = χBA et ces deux matrices ont mêmes valeurs propres.

Ou alors, pour λ ∈ K∗, si M =

(
λIn A

B In

)
et N =

(
In −A
0 λIn

)
, on a MN =

(
λIn 0

B λIn − BA

)
et

NM =

(
λIn − AB 0

λB λIn

)
donc, comme det(MN) = det(NM) = det(N)det(M), on obtient la relation

λnχBA(λ) = λnχAB(λ)⇐⇒ χBA(λ) = χAB(λ). Ceci étant vrai pour tout λ ∈ K∗ : χAB = χBA.

b. Soit x ∈ Eλ, alors f ◦ g(x) = λx qu’on compose par g : (g ◦ f)(g(x)) = λg(x) donc g(x) ∈ Fλ. On vient de

montrer que g(Eλ) ⊂ Fλ. De même, bien sûr, on a aussi f(Fλ) ⊂ Eλ.

Si λ ̸= 0, la restriction f̃ : Fλ → Eλ de f est injective car si x ∈ Ker(f̃), on a g ◦ f(x) = λx par définition
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de Fλ mais aussi f(x) = 0 donc λx = 0E ce qui donne x = 0E car λ ̸= 0. Cette injectivité montre que

dim(f(Fλ)) = dim(Fλ) 6 dim(Eλ). Mais on déduit aussi dim(g(Eλ)) = dim(Eλ) 6 dim(Fλ) de l’injectivité de

g̃ : Eλ → Fλ qui est la restriction de g à Eλ. Au final, et si λ ̸= 0, on a bien dim(Eλ) = dim(Fλ).

c. Si rang (f◦g) = rang (g◦f), par la formule du rang, dim(Ker(f◦g)) = dim(Ker(g◦f)) = dim(E0) = dim(F0).

Comme on vient de voir que Sp(AB) = Sp(BA) = S et que ∀λ ∈ S, dim(Eλ) = dim(Fλ) (que λ soit nul ou pas),

la diagonalisabilité de f ◦ g se traduit par E =
⊕
λ∈S

Eλ donc dim(E) =
∑
λ∈S

dim(Eλ) =
∑
λ∈S

dim(Fλ). Comme

ces sous-espaces propres sont en somme directe, E =
⊕
λ∈S

Fλ donc g ◦ f est aussi diagonalisable.

d. Il suffit de prendre X =

(
0 1

0 0

)
= E1,2 et Y =

(
1 0

0 0

)
= E1,1, alors XY = 0 diagonalisable alors que

YX = E1,2 = X est nilpotente d’indice 2 et non nulle donc non diagonalisable.� �
5.319� �Si λ ∈ R∗, χB(λ) =

∣∣∣∣ λIn − A −In
−In λIn

∣∣∣∣ et on effectue (par blocs) l’opération C1 ← C1 + λ−1C2 qui ne

modifie pas le déterminant : χB(λ) =

∣∣∣∣ (λ− λ−1)In − A −In
0 λIn

∣∣∣∣ = λnχA

(
λ− 1

λ

)
. Ainsi, les polynômes χB et

XnχA

(
X− 1

X

)
cöıncident en une infinité de valeurs donc χB = XnχA

(
X− 1

X

)
.

Si A est diagonalisable, χA =
r∏

k=1

(X− λk)mk avec Sp(A) = {λ1, · · · , λr} de cardinal r et dim(Eλk
(A)) = mk.

D’après ce qui précède, χB =
r∏

k=1

(X2 − λkX− 1)mk =
r∏

k=1

(X− αk)
mk(X− βk)

mk où αk =
λk −

√
λ2k + 4

2
et

βk =
λk +

√
λ2k + 4

2
. Comme

√
λ2k + 4 > |λk|, on a αk < 0 < βk pour tout entier k ∈ [[1; r]].

Les applications A : t 7→ t−
√
t2 + 4

2
= −2
t+

√
t2 + 4

et B : t 7→ t+
√
t2 + 4

2
= 2√

t2 + 4− t
sont respec-

tivement bijectives de R dans R∗− et de R dans R∗+ car A′(t) = 1

2

(
1 − t√

t2 + 4

)
=

√
t2 + 4− t
2
√
t2 + 4

> 0,

lim
t→+∞

A(t) = 0, lim
t→−∞

A(t) = −∞ et B′(t) = 1

2

(
1 + t√

t2 + 4

)
=

√
t2 + 4+ t

2
√
t2 + 4

> 0 avec les limites

lim
t→+∞

B(t) = +∞, lim
t→−∞

B(t) = 0. Ainsi, les valeurs α1, · · · , αr, β1, · · · , βr sont distinctes deux à deux.

Soit k ∈ [[1; r]], en écrivant X =

(
X1

X2

)
∈ M2n,1(R), on a BX = αkX⇐⇒

(
AX1 + X2 = αkX1 et X1 = αkX2

)
.

On résout le système et on trouve AX2 =
(
αk− 1

αk

)
X2 = λkX1 (car α2

k−λkαk− 1 = 0) ainsi on peut décrire

le sous-espace propre par Eαk
(B) = {(αkX, X) | X ∈ Eλk

(A)} et X 7→ (αkX, X) est un isomorphisme de Eλk
(A)

dans Eαk
(B) donc dim(Eαk

(B)) = mk. On montre de même que ∀k ∈ [[1; r]], dim(Eβk
(B)) = mk.

Par conséquent :
r∑

k=1

dim(Eαk
(B)) +

r∑
k=1

dim(Eβk
(B)) = 2

r∑
k=1

mk = 2n = dim(R2n) et B est diagonalisable.� �
5.320� �Considérons plusieurs cas :

• Si χA = (X − a)(X − b) est scindé à racines simples alors A est semblable à D =

(
a 0

0 b

)
et il existe P

inversible telle que A = PDP−1. En notant D′ = P−1BP, AB = BA ⇐⇒ DD′ = D′D et, par calcul direct,

D′ commutant avec D est forcément diagonale donc D′ =

(
a′ 0

0 b′

)
. Soit Q le polynôme d’interpolation tel

que Q(a) = a′ et Q(b) = b′. Par construction Q(D) = D′ donc Q(A) = PQ(D)P−1 = PD′P−1 = B.
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• Si χA = (X − a)2, comme on travaille dans C, on sait que A est trigonalisable donc il existe une matrice

inversible P telle que P−1AP =

(
a α

0 a

)
= T = aI2 + αJ. En notant T ′ = P−1BP =

(
x y

z t

)
, on a

l’équivalence AB = BA⇐⇒ TT ′ = T ′T . Considérons deux cas :

• Si A est diagonalisable, alors A = aI2 et A = P(B) où P = a est constant.

• Si A n’est pas diagonalisable, alors α ̸= 0 et TT ′ = T ′T ⇐⇒ (t− x = z = 0)⇐⇒ T ′ = xI2 + yJ. Dans
ces conditions, en résolvant l’équation T ′ = a0I2 + a1T , on trouve a1 = y

α
et a0 = x− ya

α
. En posant

Q = a0 + a1X, on a bien Q(T) = T ′ donc Q(A) = B.

Si les matrices sont complexes de taille 3, on n’a plus le même résultat car les matrices A = E1,1 et B = E2,3

commutent et vérifient AB = BA = 0 alors que :

• B ne peut pas être un polynôme en A puisque A est diagonale et B ne l’est pas.

• A ne peut pas être un polynôme en B puisque B est nilpotente d’indice 2 et que a0I2 + a1B ̸= A

pour tout couple (a0, a1) ∈ C2.

Si les matrices sont réelles de taille 2 et vérifient AB = BA alors en les considérant comme des matrices
complexes, il existe P ∈ C[X] tel que A = P(B) ou B = P(A). Si par exemple A = P(B), en écrivant
P = U + iV avec (U, V) ∈ R[X]2, on a A − U(B) = iV(B) alors que A − U(B) est réelle et iV(B) imaginaire
pure ; ainsi A = U(B) et le résultat persiste donc pour des matrices réelles de taille 2.� �

5.321� �Si f ∈ E, on a clairement x 7→ xf′(x) qui est aussi de classe C∞ sur R donc D(f) ∈ E et D est clairement

linéaire : D est bien un endomorphisme de E.

Si f ∈ Ker(D), alors ∀x ∈ R, xf′(x) = 0 donc, par continuité de f′ : ∀x ∈ R, f′(x) = 0. Comme R est un

intervalle, f est constante. Ainsi Ker(D) = Vect(1) (fonctions constantes) donc 0 ∈ Sp(D).

Si λ ̸= 0 est une valeur propre de D et f ∈ Ker(D− λid E) avec f ̸= 0, alors ∀x ∈ R, xf′(x) = λf(x).

On résout cette équation sur R∗+ et sur R∗− et il existe donc (α, β) ∈ R2 tel que ∀x > 0, f(x) = αxλ et

∀x < 0, f(x) = β(−x)λ. De plus f(0) = 0. Comme f est continue en 0 et que (α, β) ̸= (0, 0), on a λ > 0. De

plus, ∀x > 0, f′(x) = αλxλ−1 et ∀x < 0, f′(x) = −βλ(−x)λ−1. Comme f′ est aussi continue, on a λ = 0 (non)

ou λ > 1. On continue à dériver et ∀x > 0, f′′(x) = αλ(λ − 1)xλ−1 et ∀x < 0, f′′(x) = βλ(λ − 1)(−x)λ−1

donc, comme f′′ est continue en 0, on a λ(λ − 1) = 0 (c’est-à-dire λ = 1) ou λ − 1 > 0. Par récurrence, en

se servant de la continuité de f(n) en 0, si λ /∈ N, on parvient à ∀n ∈ N, λ > n ce qui est impossible. On

vient d’établir que Sp(D) ⊂ N. Réciproquement, si λ = n ∈ N∗, en posant fn : x 7→ xn, on a fn ∈ E et

∀x ∈ R, D(fn)(x) = xf′n(x) = nxn = nfn(x) donc n ∈ Sp(D) car fn ̸= 0. Ainsi : Sp(D) = N.� �
5.322� �La relation P(u) =

p∑
k=1

P(λk)vk est vraie par hypothèse pour tous les monômes Xn. Par linéarité, elle est

donc vraie pour tout polynôme P ∈ R[X] qui s’écrit P =
d∑

n=0

anX
n ; ce qu’on peut vérifier directement (en

inversant la somme double) P(u) =
d∑

n=0

anu
n =

d∑
n=0

an

p∑
i=1

λni vi =
p∑

i=1

( d∑
n=0

anλ
n
i

)
vi =

p∑
i=1

P(λi)vi.

Soit P =
p∏

k=1

(X− λk). On a clairement ∀k ∈ [[1; p]], P(λk) = 0 donc P(u) = 0 d’après ce qui précède. Comme

P est un polynôme annulateur scindé à racines simples de u, on en déduit que u est diagonalisable.

Classique polynômes de Lagrange, il suffit de prendre Lj =
p∏

k=1
k ̸=j

(
X− λk
λj − λk

)
. On a bien vérifié les conditions

Lj ∈ Rp−1[X] et Lj(λi) = δi,j. Or si
p∑

k=1

αkLk = 0, en évaluant ceci en λj, on trouve αj = 0 ce qui prouve que

la famille (L1, . . . , Lp) est libre à p vecteurs dans un espace de dimension p : c’est une base de Rp−1[X].
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Comme P =
p∏

k=1

(X− λk) est annulateur de u, on sait d’après le cours que Sp(u) ⊂ {λ1, · · · , λp}.

Si, pour j ∈ [[1; p]], on avait λj /∈ Sp(u), alors le spectre de u serait inclus dans l’ensemble des racines de Lj

donc
∏

λ∈Sp(u)

(X−λ) diviserait Lj. Mais puisque u est diagonalisable,
∏

λ∈Sp(u)

(X−λ) est annulateur de u donc

on aurait Lj(u) = 0. Or, avec ce qui précède , on a Lj(u) = vj ̸= 0 ce qui clôt le raisonnement par l’absurde.
Par conséquent : Sp(u) = {λ1, · · · , λp}.� �

5.323� �Par linéarité de la trace, ϕ est bien linéaire et associe bien une matrice de Mn(K) à une matrice M ∈

Mn(K) : ϕ est donc bien un endomorphisme de l’espace E = Mn(K) de dimension n2.
• Si A = 0, ϕ = id E : c’est réduit !
• Si n = 1, A = (a) donc ϕ(M) = (1+ a2)M et ϕ est l’homothétie de rapport 1+ a2 : réduite aussi.
• Si A ̸= 0 et n > 2, soit θ : Mn(K) → K définie par θ(M) = Tr (AM). θ est une forme linéaire et si
(i, j) ∈ [[1;n]]2, θ(Ei,j) = Tr (AEi,j) = aj,i (faire le calcul) donc θ ̸= 0 car A ̸= 0.
De plus, ϕ(M) =M⇐⇒ θ(M)A = 0⇐⇒ θ(M) = 0 donc E1(ϕ) est l’hyperplan Ker(θ) = E1(ϕ).
Or ϕ(A) = (1+ Tr (A2))A. On considère alors deux cas :

• Si Tr (A2) ̸= 0, alors 1 + Tr (A2) ∈ Sp(ϕ) et Sp(ϕ) = {1, 1 + Tr (A2)}. ϕ est diagonalisable et
Mn(K) = Ker(θ)⊕ Vect(A). On trouve Tr (ϕ) = 1× (n2 − 1) + (1+ Tr (A2)× 1 = n2 + Tr (A2).
• Si Tr (A2) = 0, alors A ∈ Ker(θ). Soit une base B = (M1, · · · ,Mn2−1,Mn) de Mn(K) telle que
(M1, · · · ,Mn2−1) soit une base de Ker(θ) etMn vérifie Tr (AMn) ̸= 0. Alors la matrice B de ϕ dans la

base B est triangulaire supérieure, B =

(
In2−1 C

0 1

)
car ϕ(Mn) =Mn+θ(Mn)A et que A ∈ Ker(θ). ϕ

n’est pas diagonalisable car 1 est sa seule valeur propre (diagonale de B) or E1(ϕ) = Ker(θ) ̸= Mn(K).
Au final, ϕ est diagonalisable si et seulement si (n = 1) ou (A = 0) ou (Tr (A2) ̸= 0).� �

5.324� �On sait que E =

p⊕
k=1

Eλk
(u). Notons uk le projecteur spectral associé : c’est-à-dire la projection sur Eλk

(u)

parallèlement à

p⊕
i=1
i ̸=k

Eλi(u). Alors, pour un vecteur x ∈ E, posons xk = uk(x) de sorte que x =
p∑

k=1

xk. Comme

xk ∈ Eλk
(u), on a u(xk) = λkxk puis, pour tout entier n, on a un(xk) = λnkxk. Par linéarité de u, on a donc

∀n ∈ N, un(x) =
p∑

k=1

λnkxk ce qui justifie que ∀n ∈ N, un =
p∑

k=1

λnkuk.

Soit P =
d∑

n=0

anX
n ∈ C[X], alors P(u) =

d∑
n=0

anu
n =

d∑
n=0

an

p∑
k=1

λnkuk =
p∑

k=1

( d∑
n=0

anλ
n
k

)
uk =

p∑
k=1

P(λk)uk.

Pour k ∈ [[1; p]], soit Pk =
p∏

i=1
i ̸=k

X− λi
λk − λi

(interpolation de Lagrange). Alors ∀i ∈ [[1; p]] Pk(λi) = δi,k donc, si

on utilise la relation précédente : Pk(u) =
p∑

i=1

δi,kui = uk.

Si les λ1, · · · , λp sont distincts deux à deux, posons P =
p∏

i=1

(X−λi), la relation supposée montrer que P(u) = 0

donc que P est un polynôme annulateur de u scindé à racines simples : u est donc diagonalisable.
Si les λ1, · · · , λp ne sont pas distincts deux à deux, on regroupe les ui pour se ramener au cas précédent.
Par exemple si λp = λp−1 et si ce sont les seuls qui sont égaux, alors on pose vi = ui si i ∈ [[1; p − 2]] et

vp = up−1 + up et on a ∀P ∈ C[X], P(u) =
p−1∑
i=1

P(λi)vi.

Dans tous les cas, u est bien diagonalisable.� �
5.325� �M est diagonale par blocs avec les blocs A = (a ), B =

(
b 1

0 b

)
et C =

 c 0 0

1 c 0

0 1 c

. Par conséquent

χM = (X− a)(X− b)2(X− c)3. En écrivant M =

A 0 0

0 B 0

0 0 C

, si on se donne un polynôme P ∈ K[X], on a
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facilement P(M) =

 P(A) 0 0

0 P(B) 0

0 0 P(C)

 donc P(M) = 06 ⇐⇒ (P(A) = 01, P(B) = 02, P(C) = 03).

Il est clair que P(A) = ( P(a) ) donc P(A) = 0⇐⇒ P(a) = 0⇐⇒ (X− a)|P.
De plus, en écrivant B = bI2 + J, comme J est nilpotente d’ordre 2 et I2 et J commutent, Bk = bkI2 + kb

k−1J

par le binôme de Newton donc P(B) =

(
P(b) P′(b)
0 P(b)

)
= P(b)I2 + P′(c)J.

De même, avec C = cI3 + K avec nilpotente d’indice 3, on a aussi avec la formule du binôme de Newton :

Ck = ckI3 + kck−1K+
k(k− 1)ck−2

2
K2. Ainsi P(C) = P(c)I3 + P′(c)K+ P′′(c)K2.

Ainsi, P(M) = 0⇐⇒ (P(a) = P(b) = P′(b) = P(c) = P′(c) = P′′(c) = 0). On considère alors des cas :

• Si a = b = c, P(M) = 0⇐⇒ (P(a) = P′(a) = P′′(a) = 0)⇐⇒ (X− a)3|P ⇐⇒ P ∈ (X− a)3 K[X].

• Si a = b ̸= c, P(M) = 0⇐⇒ (P(a) = P′(a) = P(c) = P′(c) = P′′(c) = 0)⇐⇒ (X− a)2(X− c)3|P.
• Si a = c ̸= b, P(M) = 0⇐⇒ (P(b) = P′(b) = P(a) = P′(a) = P′′(a) = 0)⇐⇒ (X− a)3(X− b)2|P.
• Si b = c ̸= a, P(M) = 0⇐⇒ (P(a) = P(c) = P′(c) = P′′(c) = 0)⇐⇒ (X− a)(X− c)3|P.
• Si a, b, c sont distincts deux à deux, on obtient enfin P(M) = 0⇐⇒ (X− a)(X− b)2(X− c)3|P.� �

5.326� �Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique ! On va donc faire une disjonction des cas

selon le type de χA. Notons u l’endomorphisme de C3 canoniquement associé à la matrice A.

Cas 1 : Si χA = (X − λ1)(X − λ2)(X − λ3) avec λ1, λ2, λ3 distincts deux à deux, alors on sait que A est

semblable à la matrice diagonale D =

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 car A est diagonalisable et Sp(A) = {λ1, λ2, λ3}.

Cas 2 : Si χA = (X− λ1)2(X− λ2) avec λ1, λ2 distincts, alors on sait que A est diagonalisable si et seulement
si dim(Eλ1

(A)) = 2. il y a donc à nouveau deux cas.

Cas 2.1 : Si dim(Eλ1
(A)) = 2, la matrice A est semblable à la matrice diagonale D =

 λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ2


car A est diagonalisable et Sp(A) = {λ1, λ2} avec λ1 valeur propre double et λ2 valeur propre simple.

Cas 2.2 : Si dim(Eλ1
(A)) = 1, alors A n’est pas diagonalisable donc (X − λ1)(X − λ2) n’est pas

annulateur de A. Il existe v1 ̸= 0E dans Eλ1
(u) et v3 ̸= 0E dans Eλ2

(u) mais il nous manque un
vecteur pour faire une base. Comme (u− λ1id E)

2 ◦ (u− λ2id E) = 0 et (u− λ1id E) ◦ (u− λ2id E) ̸= 0,
on a Eλ2

(u) ⊂ Ker((u − λ1id E)
2) mais Eλ2

(u) ̸⊂ Ker(u − λ1id E) = Eλ1
(u). Ainsi Ker((u − λ1id E)

2)
est un plan (ça ne peut pas être l’espace en entier car on aurait alors (u− λ1id E)

2 = 0 et λ2 ne serait
pas valeur propre de u).

Cas 3 : Si χA = (X − λ1)3, posons v = u − λ1id E, alors, par Cayley-Hamilton, v est nilpotent d’indice
inférieur ou égal à 3 (normal car on est en dimension 3). Il y a à nouveau quelques cas.

Cas 3.1 : Si v2 ̸= 0, classiquement il existe une base B = (v2(x), v(x), x) (en prenant x tel que v2(x) ̸= 0).

Alors MatB(v) =

 0 1 0

0 0 1

0 0 0

 donc la matrice de u = v+ λ1id E dans B vaut

 λ1 1 0

0 λ1 1

0 0 λ1

.

Cas 3.2 : Si v2 = 0 et v ̸= 0, Im (v) ⊂ Ker(v) donc rang (v) = 1. Soit (x2) une base de Im (v), complétée
en une base (x1, x2) de Ker(v) ; ∃x3 ∈ E, x2 = v(x3) ̸= 0E donc x3 /∈ Vect(x1, x2), ainsi B = (x1, x2, x3)

est une base de E. MatB(v) =

 0 0 0

0 0 1

0 0 0

 donc MatB(u) =

 λ1 0 0

0 λ1 1

0 0 λ1


Cas 3.3 : Si v = 0 alors u = λ1id E et la matrice de u dans toute base est λ1I3.

Toutes les matrices de M3(C) sont donc semblables à une et à une seule des matrices triangulaires supérieures
(on savait déjà que toute matrice complexe est trigonalisable) suivantes :
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 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 avec λ1, λ2, λ3 distincts deux à deux ;

 λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ2

 avec λ1, λ2 distincts ;

 λ1 1 0

0 λ1 0

0 0 λ2


avec λ1, λ2 distincts ;

 λ1 1 0

0 λ1 1

0 0 λ1

 ;

 λ1 0 0

0 λ1 1

0 0 λ1

 et

 λ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ1

 avec λ1 ∈ C.

� �
5.327� �Il est d’abord clair que E est bien un sous-espace vectoriel de Mn(R).

Si A est diagonalisable, il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que A = PDP−1.
Soit M ∈ Mn(R) et N = P−1MP, alors M ∈ E ⇐⇒ AMA = 0 ⇐⇒ PDP1PNP−1PDP−1 = 0 ⇐⇒ DND = 0

donc, en notant F = {N ∈ Mn(R) | DND = 0}, on a M ∈ E ⇐⇒ N ∈ F. Ceci signifie que φ : E → F définie
par φ(M) = P−1MP est un isomorphisme d’espaces vectoriels ; on en déduit que dim(E) = dim(F).
Si r = rang (A), on choisit D = diag(λ1, · · · , λr, 0, · · · , 0) où λ1, · · · , λr sont les valeurs propres non nulles

(répétées avec leur ordre de multiplicité) de A. Par blocs, D =

(
∆ 0

0 0

)
où ∆ = diag(λ1, · · · , λr).

Si N est aussi décomposée avec des blocs de même taille N =

(
N1 N2

N3 N4

)
, il vient DND =

(
∆N1∆ 0

0 0

)
donc, comme ∆ est inversible, DND = 0 ⇐⇒ N1 = 0. Ainsi, F est le sous-espace des matrices écrites par

blocs sous la forme N =

(
0 N2

N3 N4

)
où la matrice nulle est dans Mr(R). dim(F) = n2−r2 car il admet pour

base la famille des matrices élémentaires Ei,j où (i, j) ∈ [[1;n]]2 \ [[1; r]]2. On a donc dim(E) = n2− rang (A)2.
Soit f canoniquement associé à A et g canoniquement associé à M pour M ∈ Mn(R).
Alors AMA = 0⇐⇒ f◦g◦f = 0⇐⇒ Im (g◦f) ⊂ Ker(f)⇐⇒ Im

(
g

∣∣∣
Im (f)

)
⊂ Ker(f). Soit F un supplémentaire

de Im (f) dans Rn et B une base adaptée à la décomposition Rn = Im (f)⊕ F : B = (v1, · · · , vr, vr+1, · · · , vn)
où (v1, · · · , vr) est une base de Im (f) et (vr+1 · · · , vn) une base de F.

Alors f ◦ g ◦ f = 0 ⇐⇒ Im
(
g

∣∣∣
Im (f)

)
⊂ Ker(f) ⇐⇒ N = MatB(g) =

(
0 N2

N3 N4

)
. En posant E′ l’espace

des matrices écrites par blocs sous la forme précédente, l’application φ : E → E′ définie par φ(M) = N

(changement de base) crée donc un isomorphisme et, comme avant, dim(E′) = n2 − r2.� �
5.328� �Si P ∈ Rn[X], alors deg((X − a)P′(X)) 6 n donc f(P) ∈ Rn[X] et la linéarité de f provient de celle de la

dérivation : f ∈ L(Rn[X]). Si k ∈ [[2;n]], f(Xk) = (X− a)kXk−1 + Xk − ak = (k+ 1)Xk − kaXk−1 − akX0 et

f(1) = 0 et f(X) = 2X− 2a. Ainsi M = MatBcan
(f) =



0 −2a −a2 . . . . . . −an
0 2 −2a 0 . . . 0
...

. . . 3 −3a
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . . n −na
0 . . . . . . . . . 0 n+ 1


.

Comme M est triangulaire supérieure, ses valeurs propres se voient sur sa diagonale donc rang (M) = n,
Sp(f) = {0, 2, 3, · · · , n} donc f est diagonalisable puisqu’elle possède n+ 1 valeurs propres distinctes.
D’après le théorème du rang : dim(Ker(f)) = 1 et il est clair que Ker(f) = Vect(1).
Soit k ∈ [[1;n]], alors f((X− a)k) = k(X− a)1+k−1 +(X− a)k− P(a) = (k+ 1)(X− a)k. Ainsi, comme on sait
déjà que les sous-espaces propres sont des droites : Ek+1(f) = Vect((X− a)k).
Puisque ((X − a)0, · · · , (X − a)n) est une base de Rn[X], on sait Im (f) est engendré par son image donc
Im (f) = Vect(f(1), f(X − a), · · · , f((X − a)n) = Vect(2(X − a), · · · , (n + 1)(X − a)n) d’où l’inclusion
Im (f) ⊂ {P ∈ Rn[X] | P(a) = 0} = F. Réciproquement, si P ∈ F, (X − a)|P donc P est combinaison
linéaire des (X− a), · · · , (X− a)n d’où P ∈ Im (f). Par conséquent : Im (f) = F = {P ∈ Rn[X] | P(a) = 0}.
On pouvait aussi dire que F = Ker(φ) où φ : P 7→ P(a) est une forme linéaire non nulle donc F = Ker(φ) est
une hyperplan de Rn[X] et on conclut encore Im (f) = F par inclusion et égalité des dimensions.� �

5.329� �rang (A) = 2 car la première colonne (noté C1) et la dernière colonne (notée Cn) de A ne sont pas colinéaires

et que toutes les autres sont nulles. Après calculs, A2 = Mat (Cn, 0, · · · , 0, C1) donc rang (A2) = 2. Mais on
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sait que Im (A2) ⊂ Im (A), l’égalité de leur dimension montre que Im (A) = Im (A2).

Méthode 1 : preuve classique : soit X ∈ Rn, alors AX ∈ Im (A) donc AX ∈ Im (A2) et il existe Y ∈ Rn tel

que AX = A2Y d’où A(X− AY) = 0. Ainsi X− AY ∈ Ker(A) et X = X− AY + AY ∈ Ker(A) + Im (A). On en

conclut que Im (A) + Ker(A) = Rn. On conclut alors avec la formule du rang que E = Im (A)⊕ Ker(A).

Méthode 2 : plus spécifiquement ici : par la formule du rang, dim(Ker(A)) = n− 2 et observer A nous donne

(E2, · · · , En−1) comme base de Ker(A) (où (E1, · · · , En) est la base canonique de Rn). De plus, (C1, Cn) est

une base de Im (A). On montre facilement que la B = (E2, · · · , En−1, C1, Cn) est libre donc que c’est une

base de Rn (car elle comporte n vecteurs). Ceci montre que Rn = Ker(A)⊕ Im (A).

Notons u l’endomorphisme canoniquement associé à la matrice A. On vient de voir que Im (u) est un

supplémentaire de Ker(u) donc, d’après le théorème du rang, u induit un isomorphisme (en fait ici un

automorphisme ũ : Im (u)→ Im (u)) entre Im (u) et Im (u).

Méthode 1 : comme on sait que Ker(A) et Im (A) sont supplémentaires et qu’on connâıt leurs dimensions,

on prend une base B1 de Rn composée de n − 2 vecteurs de Ker(A) et une base B2 = (V1, V2) de Im (A),

de prendre la matrice de passage P entre la base canonique et cette nouvelle base B′ = B1 ⊔ B2 et on a

A = PA′P−1 avec A′ =

(
0 0

0 B

)
par formule de changement de base avec B = MatB2

(ũ). Ainsi B est

inversible car ũ l’est (ou alors rang (A) = rang (B) = 2 donc B est inversible).

On sait que Tr (A) = Tr (A′) = Tr (B) = 0 et que, comme A2 et A′2 sont semblables et que (A′)2 =

(
0 0

0 B2

)
,

Tr (A2) = Tr (A′2) = Tr (B2) = 2 donc les deux valeurs propres (éventuellement complexes) λ1 et λ2 de B

vérifient λ1 + λ2 = 0 et λ21 + λ22 = 2 donc λ1 = −λ2 = 1 par exemple. Ainsi, χB = (X − 1)(X + 1) puis, par

calcul de déterminant par blocs, χA = Xn−2χB = Xn−2(X−1)(X+1) est scindé sur R et A est diagonalisable

car Sp(A) = {−1, 0, 1} et que les ordres de multiplicité algébrique et géométrique des trois valeurs propres

de u sont égaux.

Méthode 2 : AC1 = Cn et ACn = C1 donc A′ = MatB(u) =

(
0 0

0 B

)
avec B =

(
0 1

1 0

)
et il est clair que B

est inversible. Comme χB = X2 − 1 = (X− 1)(X+ 1), B est diagonalisable (deux valeurs propres distinctes)

avec Sp(B) = {−1, 1} ⊂ Sp(A) car χA = Xn−2χB = Xn−2(X− 1)(X+ 1). Or il vient A(C1+Cn) = C1+Cn et

A(C1−Cn) = Cn−C1 = −(C1−Cn) donc si on pose B′′ = (E2, · · · , En−2, C1 +Cn, C1−Cn) (autre base de

Rn), on a D = MatB′′(u) = diag(0, · · · , 0, 1,−1) et si on pose P′′ la matrice de passage de la base canonique

à la base B′′, on a A = P′′D(P′′)−1.� �
5.330� �En développant par rapport à la dernière colonne : χA = (X+ 1)(X− 1)(X− 3) donc Sp(A) = {1, 3,−1} et

A est diagonalisable car χA est scindé à racines simples et tous les sous-espaces propres sont des droites.

On constate que A

 10
1

 =

 10
1

 donc E1(A) = Vect(v1) avec v1 = (1, 0, 1).

On calcule et A

 2

2

−1

 = 3

 2

2

−1

 donc E−3(A) = Vect(v2) avec v2 = (2, 2,−1).

Il est clair que A

 00
1

 = −

 00
1

 donc E−1(A) = Vect(v3) avec v3 = (0, 0, 1) = e3.
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Ainsi A = PDP−1 avec D =

 1 0 0

0 3 0

0 0 −1

 et P =

 1 2 0

0 2 0

1 −1 1

.

En effectuant le calcul matriciel : MD = DM⇐⇒

m1,1 3m1,2 −m1,3

m2,1 3m2,2 −m2,3

m3,1 3m3,2 −m3,3

 =

 m1,1 m1,2 m1,3

3m2,1 3m2,2 3m2,3

−m3,1 −m3,2 −m3,3


donc MD = DM⇐⇒ m1,2 = m1,3 = m2,1 = m2,3 = m3,1 = m3,2 = 0⇐⇒M est diagonale.

En posant N = P−1MP, M7 +M + I3 = A ⇐⇒ PN7P−1 + PNP−1 + PP−1 = PDP−1 ⇐⇒ N7 + N + I3 = D.
Si N7 + N + I3 = D, alors ND = N8 + N2 + N = DN donc N est diagonale. En écrivant N = diag(a, b, c),
l’équation N7+N+ I3 = D se ramène à a7+a+1 = 1, b7+b+1 = 3, c7+ c+1 = −1. Comme l’application
x 7→ x7 + x est strictement croissante sur R et tend vers ±∞ en ±∞, on a donc un unique triplet (a, b, c)
solution dans R3. On trouve facilement a = 0, b = 1 et c = −1.

Comme e1 = v1 − v3, e2 = v2 − 2v1 + 3v3
2

et e3 = v3, on a P−1 =

 1 −1 0

0 1/2 0

−1 3/2 1

. L’unique matrice réelle

solution de cette équation est M = P diag(0, 1,−1) P−1 =

 0 1 0

0 1 0

1 −2 −1

.

� �
5.331� �On calcule et on trouve χAn

= (X− 1)(X+ 1)(X− n) + 3(n− 2).

• Si n = 3, χA3
= (X− 1)(X+ 1)(X− 3)+ 3 = X3− 3X2−X+ 6 = (X− 2)(X2−X− 3). Comme le discriminant

de X2−X−3 vaut ∆ = 13 > 0, la matrice A3 a trois valeurs propres réelles distinctes donc est diagonalisable.
Par exemple E2(A3) = Vect(1, 0, 1).

• Si n = 2, χA2
= (X − 1)(X + 1)(X − 2) et, à nouveau, A2 est diagonalisable avec E1(A2) = Vect(1,−1, 0),

E−1(A2) = Vect(0, 1, 0) et E2(A2) = Vect(1, 0, 1).

• Si n = 1, χA1
= (X − 1)(X + 1)(X − 1) − 3 = (X − 2)(X2 + X + 1) et A2 n’est pas diagonalisable car χA1

n’est même pas scindé dans R.� �
5.332� �La linéarité de f provient de celle de l’intégrale. Si P ∈ Rn[X] est non nul et Q est une primitive de P alors

deg(Q) > 1 et f(P)(x) = Q(x+ 1)−Q(x). Les termes de plus haut degré de Q s’éliminent quand on calcule
Q(x+ 1)−Q(x) donc deg(f(P)) 6 deg(Q)− 1 = deg(P). Ainsi f est bien un endomorphisme de Rn[X].

Soit k ∈ [[0;n]], f(Xk)(x) =
∫ x+1

x
tkdt =

(x+ 1)k+1 − xk+1

k+ 1
= xk +

k−1∑
j=0

αj,kx
j ce qui donne au niveau formel

f(Xk) = Xk +
k−1∑
j=0

αj,kX
j. Ainsi, la matrice de f dans la base canonique B = (1, X, . . . , Xn) est triangulaire

supérieure avec des 1 sur la diagonale. Comme la trace (et le déterminant) ne dépend pas de la base choisie :
Tr (f) = n+ 1, det(f) = 1, Sp(f) = {1}. On peut ajouter que f n’est pas diagonalisable (à part si n = 0 bien

sûr où f = id R0[X]) car f n’a que 1 comme valeur propre et f ̸= id E avec E = Rn[X] car f(X) = X+ 1

2
̸= X.� �

5.333� �a. Soit M ∈ GLk(C) telle que M2 soit diagonalisable. Posons Sp(M2) = {λ1, · · · , λn}, d’après le cours, le

polynôme P =
∏

λ∈Sp(M2)

(X−λ) =
n∏

i=1

(X−αi) vérifie P(M
2) = 0 =

n∏
i=1

(M2−αiIk) =
n∏

i=1

(M− δiIk)(M+ δiIk)

donc Q(M) = 0 avec Q =
n∏

k=1

(X− δk)(X+ δk) où, pour k ∈ [[1;n]], δk est une racine carrée de αk. Alors Q

est scindé à racines simples et annulateur de M donc M est diagonalisable.

b. En posant N′ =

(
0 B−1

A−1 0

)
, NN′ = N′N = I2n donc N est inversible et on a N−1 =

(
0 B−1

A−1 0

)
.

c. On calcule N2 =

(
AB 0

0 BA

)
. Si P ∈ C[X], on a par blocs P(N2) =

(
P(AB) 0

0 P(AB)

)
.

d. Si N est diagonalisable alors on peut écrire N = UDU−1 avec U ∈ GL2n(C) et D diagonale donc il

vient N2 = UD2U−1 et N2 est aussi diagonalisable. Alors il existe un polynôme annulateur scindé à racines
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simples P tel que P(N2) = 0 =

(
P(AB) 0

0 P(BA)

)
donc P(AB) = 0 ce qui montre que AB est diagonalisable.

e. Réciproquement, si AB est diagonalisable, il existe une matrice U ∈ GLn(C) et une matrice diagonale D

telles que AB = UDU−1 donc BA = B(AB)B−1 = (BU)D(BU)−1 donc BA est aussi DZ car BU ∈ GLn(C).

En posant V =

(
U 0

0 BU

)
, on a V ∈ GL2n(C) et V−1N2V =

(
D 0

0 D

)
donc N2 est DZ et comme N est

inversible, on sait d’après ce qui précède que N est aussi diagonalisable.

On a montré l’équivalence : N est diagonalisable si et seulement si AB l’est.� �
5.334� �Les colonnes paires sont égales et non proportionnelles aux colonnes impaires. Ainsi : rang (An) = 2.

Soit λ ∈ K, alors χtA(λ) = det(λIn − tA) = det(λIn − A) = χA(λ) puisque le déterminant d’une matrice est
égal à celui de sa transposée. Ainsi, comme ceci est vrai our tout λ ∈ K : χA = χtA.
Puisque rang (An) = 2, si n > 2, 0 est valeur propre de An et dim(Ker(An)) = dim(E0(An)) = n − 2. La

somme de toutes les lignes de An vaut la ligne
n(n+ 1)

2
(1 1 · · · 1 1) donc n(n+ 1)

2
est valeur propre de tAn

(donc aussi de la matrice An) associé au vecteur propre (1 1 · · · 1 1).
D’ailleurs, par calcul, le vecteur (1 1 · · · 1 1) est aussi propre associé à la valeur propre

n(n+ 1)
2

pour An.

Tr (An) = 2(1+3+ · · ·+(n−3)+(n−1)) = 2× n
2
× 1+ (n− 1)

2
= n2

2
. Comme la somme des valeur propres

vaut la trace, la dernière valeur propre cherchée est −n
2
associée clairement au vecteur propre (1 0 1 · · · 1 0).

Au final, Sp(An) = {0,−n
2
,
n(n+ 1)

2
}, E0(An) est de dimension n − 2 avec pour base la famille

((e1 − e2k+1, (e2 − e2k)26k6n/2, E−n/2(An) = Vect((1 0 1 · · · 1 0)) et En(n+1)/2(An) = Vect((1 1 1 · · · 1 1)).� �
5.335� �Soit D = diag(d1, , · · · , dn) ∈ Mn(K) dont tous les coefficients sont distincts et A = (ai,j)16i,j6n ∈ Mn(K)

qui commute avec D. Alors AD = DA⇐⇒ (ai,jdj)16i,j6n = (ai,jdi)16i,j6n donc, pour (i, j) ∈ [[1;n]]2, on a
ai,jdj = ai,jdi ce qui impose ai,j = 0 si i ̸= j car di ̸= dj. Ainsi, une telle matrice A est forcément diagonale.

On diagonalise facilement B =

(
1 2

2 1

)
puisque χB = X2− 2X− 3 = (X+ 1)(X− 3) donc Sp(B) = {−1, 3}. De

plus, B

(
1

−1

)
= −

(
1

−1

)
et B

(
1

1

)
= 3

(
1

1

)
. Ainsi B = PDP−1 avec D =

(
−1 0

0 3

)
et P =

(
1 1

−1 1

)
.

Soit X ∈ M2(R) et A = P−1XP. Alors X2 − 2X = B⇐⇒ (PAP−1)2 − 2PAP−1 = PDP−1 ⇐⇒ A2 − 2A = D.
• Si X vérifie X2 − 2X = B, alors AD = A(A2 − 2A) = A3 − 2A2 = (A2 − 2A)A = DA donc, d’après ce

qui précède : A =

(
a 0

0 b

)
est elle-même diagonale et on a a2 − 2a = −1 et b2 − 2b = 3 donc a = 1 et

b ∈ {−1, 3}. Ainsi A = A1 =

(
1 0

0 −1

)
ou A = A2 =

(
1 0

0 3

)
.

• Réciproquement, si A vaut l’une de ces deux matrices, en remontant les calculs : X = PAP−1 vérifient

X2 − 2X = B. On calcule facilement P−1 = 1

2

(
1 −1
1 1

)
.

Par conséquent, les deux seules solutions de cette équation sont X1 =

(
0 −1
−1 0

)
et X2 =

(
2 1

1 2

)
.� �

5.336� �• Si A ∈ Mn(R) et si A2 = −In, alors det(A2) = det(A)2 = det(−In) = (−1)n > 0 donc n est pair.

• Si B ∈ Mn(R) vérifie B2−B+In = 0, alors X2−X+1 = (X+j)(X+j2) est annulateur de B et scindé à racines
simples donc B est diagonalisable dans Mn(C). Mais comme B est réelle, les dimensions des sous-espaces
propres associés à −j et à −j2 sont les mêmes donc B est semblable dans Mn(C) à une matrice diagonale
contenant autant de −j et de −j2 sur la diagonale donc une matrice de taille paire : on a à nouveau n pair.

On pouvait aussi écrire
(
B− In

2

)2
= −3

4
In donc det

(
B− In

2

)2
= (−1)n

(
3

4

)n
> 0 d’où n pair.
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• Si C ∈ Mn(R) vérifie C3 + C2 + C = 0, alors X(X− j)(X− j2) annule C donc C = PDP−1 avec P ∈ GLn(C)
et D diagonale avec m0(C) fois 0, mj(C) fois j et mj(C) = mj2(C) fois j2 sur la diagonale. Ainsi, comme
rang (C) = mj(C) +mj2(C) = 2mj(C), on a bien rang (C) pair. On a même, par indépendance de la trace

par rapport à la base choisie, Tr (C) = 0m0(C) + jmj(C) + j2mj2(C) =
rang (C)

2
(j+ j2) = − rang (C)

2
.� �

5.337� �Après calculs, on a χA = (X+ a)(X+ b)(X− a− b). Il y a donc quelques cas :

• Si card {−a,−b, a+ b} = 3, ce qui correspond à a ̸= b, a ̸= −2b et b ̸= −2a, alors χA est scindé à racines
simples et A est diagonalisable.

• Si card {−a,−b, a+ b} = 2, on a à nouveau plusieurs cas :

• a ̸= 0 et b = a, alors Sp(A) = {−a, 2a} (avec −a racine double de χA) et A est diagonalisable car
(A+ aI3)(A− 2aI3) = 0 par un calcul direct (si A est réelle elle est diagonalisable car symétrique).

• a ̸= 0 et b = −2a, alors Sp(A) = {−a, 2a} (avec −a racine double de χA) et A n’est pas diagonalisable

car (A+ aI3)(A− 2aI3) = a2

−3 3 0

−3 3 0

−3 3 0

 ̸= 0.

• a ̸= 0 et a = −2b, alors Sp(A) = {−b, 2b} (avec −b racine double de χA) et A n’est pas diagonalisable

car (A+ bI3)(A− 2bI3) = b2

 0 3 −3
0 3 −3
0 3 −3

 ̸= 0.

• Si card {−a,−b, a+ b} = 1, alors a = b = 0 et A = 0 donc elle est diagonalisable.

En conclusion, A est diagonalisable dans tous les cas sauf si a ̸= 0 et (a = −2b ou b = −2a).� �
5.338� �Comme J2 = nJ, X(X − n) est annulateur de J qui est donc diagonalisable. Ker(J) = E0(J) est l’hyperplan

d’équation x1 + · · ·+ xn = 0 et En(J) est donc une droite, celle-ci est engendrée par le vecteur v = (1, . . . , 1).

Ainsi, le spectre de J est {0, n} avec n simple et 0 de multiplicité n− 1 : χJ = Xn−1(X− n).
Si M est triangulaire et n’a que des 0 sur sa diagonale, alors χM = Xn et Sp(M) = {0} donc ϕ(M) = 0.

On décompose J = In +M+ +M− où M+ est triangulaire supérieure, n’a que des 0 sur sa diagonale et des
1 au dessus, et M− est triangulaire inférieure, n’a que des 0 sur sa diagonale et des 1 partout en dessous.
Alors, par linéarité de ϕ, il vient ϕ(J) = ϕ(In) + ϕ(M+) + ϕ(M−) = 1+ 0+ 0 = 1 car Sp(In) = {1}.
On considère alors deux cas :

• si n = 1, on peut prendre ϕ(M) = m si M = (m) et ϕ est linéaire et vérifie ∀A ∈ Mn(R), ϕ(A) ∈ Sp(A).
• si n > 2, ϕ(J) = 1 et 1 /∈ Sp(J) = {0, n} et une telle application ϕ n’existe pas.� �

5.339� �Comme (X−1)(X−2) est annulateur de f, on sait que Sp(f) ⊂ {1, 2}. Comme on travaille dans C, Sp(f) ̸= ∅,
on a donc trois cas à considérer :

• si Sp(f) = {1} et si f est diagonalisable, alors f = id E (car il existe une base de vecteurs propres associés à
la valeur propre 1), mais on aurait alors f− id E = 0 donc (f− id E)

2 ◦ (f− 2id E) = 0. OUPS !

• si Sp(f) = {2} et si f est diagonalisable, alors f = 2id E (car il existe une base de vecteurs propres associés
à la valeur propre 2), mais on aurait alors f− 2id E = 0 donc (f− id E)

2 ◦ (f− 2id E) = 0. RE-OUPS !

• si Sp(f) = {1, 2} et si f est diagonalisable, on sait qu’alors
∏

λ∈Sp(f)
(X − λ) = (X − 1)(X − 2) est annulateur

de f donc (f− id E) ◦ (f− 2id E) = 0 mais on aurait alors encore (f− id E)
2 ◦ (f− 2id E) = 0. RE-RE-OUPS !

Dans tous les cas, on obtient une contradiction : f n’est pas diagonalisable !� �
5.340� �L’application φ : Mn(C)→ Mn(C) par φ(M) = AM−MB est visiblement linéaire, c’est un endomorphisme

en dimension finie, on sait donc que φ est un automorphisme si et seulement si elle est injective.

a. Supposons que A et B n’ont aucune valeur propre commune. On cherche à montrer que φ est injective.

Soit M ∈ Ker(φ), on a donc AM = MB =⇒ A2M = A(AM) = A(MB) = (AM)B = (MB)B = MB2. Soit

k > 2 tel que AkM = MBk, alors Ak+1M = A(AkM) = A(MBk) = (AM)Bk = (MB)Bk = MBk+1 et, par

principe de récurrence, on peut conclure que ∀k ∈ N, AkM =MBk (clair pour k = 0).
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Si P =
m∑

k=0

pkX
k ∈ C[X], P(A)M =

( m∑
k=0

pkA
k
)
M =

m∑
k=0

pkA
kM =

m∑
k=0

pkMB
k = M

( m∑
k=0

pkB
k
)
= MP(B).

Si on prend P = χA, d’après Cayley-Hamilton, on obtient MχA(B) = 0 Or χA est scindé dans C et

ses racines sont les valeurs propres de A d’où χA =
r∏

k=1

(X − λk)mλk
(A) avec Sp(A) = {λ1, · · · , λr} donc

χA(B) =
r∏

k=1

(B − λkIn)mλk
(A). Comme les λk ne sont pas des valeurs propres de B, les matrices B − λkIn

sont inversibles (en effet B − λIn /∈ GLn(C) ⇐⇒ λ ∈ Sp(B)) donc χA(B) l’est aussi (les matrices inversibles

sont stables par multiplication car GLn(C) est un groupe). Comme MχA(B) = 0 et χA(B) est inversible, on

en déduit queM = 0 donc que φ est injective. Ainsi, il existe une uniqueM ∈ Mn(C) telle que AM−MB = C.

b. Réciproquement, Si A et B possèdent une valeur propre commune λ, comme χB = χtB, il existe U et

V non nuls dans Mn,1(C) tels que AU = λU et tBV = λV. En posant M = UtV ̸= 0 (le vérifier), on a

AM = AUtV = λM et MB = UtVB = Ut(tBV) = λM donc M ∈ Ker(φ) donc φ /∈ GL(Mn(C)) :
- soit C /∈ Im (φ) et AM−MB = C n’admet aucune solution dans Mn(C).

- soit C = φ(M0) ∈ Im (φ) et AM−MB = C admet une infinité de solutions dans Mn(C), toutM0+Ker(φ).

Au final, (∀C ∈ Mn(C), ∃!M ∈ Mn(C), AM−MB = C
)
⇐⇒ φ ∈ GL(Mn(C))⇐⇒ Sp(A) ∩ Sp(B) = {0}.� �

5.341� �La linéarité de f provient de la linéarité de la dérivation polynomiale.

Si n = 0, la fonction f est nulle sur R0[X] donc linéaire.

Si n > 1 et si P = anX
n +Q ∈ Rn[X] avec Q ∈ Rn−1[X], alors f(P) = f(Q) + nanX

n+1 − nan(X2 − 1)Xn−1

donc f(P) = f(Q)+nanX
n−1 et deg(f(Q)) 6Max(deg(nXQ, (X2−1)Q′) 6 deg(Q)+1 = n donc f(P) ∈ Rn[X].

Dans tous les cas, f est bien un endomorphisme de Rn[X].

L’équation s’écrit aussi (x2 − 1)y′ + (λ − nx)y = 0 or λ− nX
X2 − 1

= a

X− 1 + b

X+ 1
avec a = −n− λ

2
et

b = −n+ λ

2
qu’on obtient par exemple par identification. Comme une primitive de x 7→ a

x− 1 + b

x+ 1
est

x 7→ a ln(1− x) + b ln(1+ x) sur ]− 1; 1[, les solutions de (En) : nxy− (x2 − 1)y′ = λy sur ]− 1; 1[ sont les
y : x 7→ λ(1− x)−a(1+ x)−b = λ(1− x)(n−λ)/2(1+ x)(n+λ)/2. Ces fonctions sont polynomiales si −a et −b

sont des entiers naturels ce qui impose λ = n− 2k avec k ∈ [[0;n]].

Ainsi, les polynômes Pk = (1 − X)k(1 + X)n−k pour k ∈ [[0;n]] sont des vecteurs propres de f qui vérifient

f(Pk) = (n− 2k)Pk. Comme ils sont associés à des valeurs propres distinctes, la famille B = (P0, · · · , Pn) est

libre donc c’est une base de Rn[X] car elle est composée de n+ 1 vecteurs. f est donc diagonalisable et son

spectre est −n,−n+ 2, · · · , n− 2, n.
Ainsi, la matrice de f dans B est D = diag(−n,−n + 2, · · · , n − 2, n) donc Tr (f) = 0 (somme des valeurs

propres) et det(f) =
n∏

k=0

(n− 2k) = 0 si n est pair et det(f) = (−1)
n+1
2 (1.3. · · ·n)2 = (−1)p+1

(
(2p+ 1)!
2pp!

)2
si

n = 2p+ 1 est impair (produit des valeurs propres). De plus, le rang de f est le nombre de valeurs propres

non nulles : rang (f) = n+ 1 si n impair et rang (f) = n si n pair.� �
5.342� �Si on note X la matrice colonne telle que tX = (x1 · · · xn), on a M = XtX.

Si X = 0, M = 0 et... qu’en dire ?
Si X ̸= 0, le rang de M vaut 1 donc 0 est valeur propre de M (si n > 2) et la dimension de E0(M) vaut n− 1.
Or MX = XtX = ||X||2X donc λ = ||X||2 est valeur propre de M et dim(Eλ(M)) > 1. Comme λ ̸= 0, E0(M)
et Eλ(M) sont en somme directe donc dim(Eλ(M)) = 1. Comme Rn = E0(M)⊕ Eλ(M), Sp(M) = {0, ||X||2}.
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� �
5.343� �D’après le cours, si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie et λ une valeur propre

de u, l’ordre de multiplicité de λ dans χu est supérieur à la dimension du sous-espace propre Eλ(u).

Avec ces notations χu est le polynôme défini par la relation χu(λ) = det(u− λid E). D’après le théorème de

Cayley-Hamilton, χu est un polynôme annulateur de u : χu(u) = 0.

Si χu(0) ̸= 0, alors 0 n’est pas valeur propre de u donc u est inversible, ainsi u est un automorphisme de E,
u2 l’est donc aussi par composition et on a Ker(u) = Ker(u2) = {0}.

Si χu(0) = 0, alors 0 est racine simple de χu donc E0(u) = Ker(u) est une droite, comme chiu = a1X+· · ·+Xn

avec a1 ̸= 0, par Cayley-Hamilton, on a a1u + · · · + un = 0. Si x ∈ Ker(u2), alors par une récurrence
simple : ∀k > 2, u2k(x) = 0E donc en appliquant (R) en x, il ne reste que a1u(x) = 0E donc u(x) = 0E. On
vient de prouver que Ker(u2) ⊂ Ker(u). Comme l’autre inclusion est toujours vraie, on a Ker(u) = Ker(u2).� �

5.344� �Comme χA est scindé à racines simples, en notant λ1, · · · , λn les valeurs propres distinctes de A (et donc

de B), comme χA est annulateur de A, la matrice A est diagonalisable et il existe une matrice inversible
P ∈ GLn(K) (resp. Q ∈ GLn(K) telle que A = PDP−1 (resp. B = QDQ−1) en posant D = diag(λ1, · · · , λn).
Ainsi, A = PQ−1BQP−1 et il suffit alors de poser U = PQ−1 ∈ GLn(K) (car GL( K) est un groupe multipli-

catif) pour avoir A = UBU−1 : A et B sont semblables.

Soit A =

(
0 1

0 0

)
et B = 0, χA = χB = X2. A et B ne sont pas semblables car elles n’ont pas le même rang.� �

5.345� �a. Si λ est une valeur propre de v ◦ u, il existe un vecteur x ̸= 0E tel que v ◦ u(x) = λx, on applique u et

on a (u ◦ v)(u(x)) = λu(x) avec u(x) ̸= 0E (car si on avait u(x) = 0E, on aurait aussi v ◦ u(x) = 0E ce qui est

exclu car λ ̸= 0 et x ̸= 0E) donc λ est aussi valeur propre de u ◦ v. Ainsi, Sp(u ◦ v) ∩ K∗ = Sp(v ◦ u) ∩ K∗.

b. Si 0 ∈ Sp(u ◦ v) et E de dimension finie, u ◦ v n’est pas inversible donc, puisqu’on est en dimension finie,

ceci impose det(u ◦ v) = 0 or det(v ◦ u) = det(v)det(u) = det(u)det(v) = det(u ◦ v) = 0 donc v ◦ u n’est pas

non plus inversible ce qui se traduit par le fait que 0 est aussi valeur propre de v ◦ u.

c. Pour tout P ∈ R[X], la primitive de P′ s’annulant en 0 étant P − P(0), on a u ◦ v(P) = P − P(0) alors

que v ◦ u(P) = P. Ainsi v ◦ u = id E, Ker(v ◦ u) = {0} et 0 n’est pas valeur propre de v ◦ u. Comme on a

Ker(u ◦ v) = R0[X], 0 est valeur propre de u ◦ v avec par exemple u ◦ v(1) = 0.1.

Ainsi, 0 ∈ Sp(u ◦ v) et 0 ∈ Sp(v ◦ u) ne sont plus équivalents et on n’a pas forcément Sp(u ◦ v) = Sp(v ◦ u) en

dimension infinie alors qu’on a vu en question b. qu’on a toujours Sp(u ◦ v) = Sp(v ◦ u) en dimension finie.� �
5.346� �Par définition, on a A = XtY avec tX = (1 · · · n) et tY =

(
1 1

2
· · · 1

n

)
donc A et de rang 1 car elle est non

nulle et toutes les colonnes sont proportionnelles. Si n > 2, comme dim(Ker(A)) = n− 1 > 0 par le théorème
du rang, 0 est valeur propre de A (ou de u canoniquement associé à A) et Ker(A) est l’hyperplan H d’équation

H :
n∑

j=1

xj

j
= 0. Comme dim(E0(u)) = n − 1, on a m0(u) > n − 1 donc Xn−1 divise χA = χu. Ainsi, on

sait d’après le cours que χA = (−1)nXn−1(X − Tr (A)) = (−1)nXn−1(X − n). La valeur n est donc valeur
propre simple donc A est diagonalisable car dim(E0(u)) + dim(En(u)) = n− 1+ 1 = n où En(u) = Vect(v1)
où v1 = (1 2 · · · n) par calcul.

Les vecteurs v2, · · · , vn où vj = −e1+ jej forment une base (c’est clair) de Ker(A). Ainsi, B = (v1, · · · , vn) est
une base de vecteurs propres de A et si P = MatBcan

(B) et D = diag(n, 0, · · · , 0) = nE1,1, alors par formule
de changement de base, on a A = PDP−1.

Comme A est diagonalisable, on a vu dans le cours que ∀M ∈ Mn(R), M commute avec A si et seulement
si Ker(A) et Im (A) sont stables par M. On en déduit que le commutant de A est de dimension (n− 1)2 + 1

(remarque du cours).

178



� �
5.347� �Si A ∈ M3(R) vérifie Tr A = 0 et A2+tA = I3, alors

tA = I3−A2 donc A = t(tA) = t(I3−A2) = I3−(tA)2

donc A = I3− (I3−A2)2 donc A4−2A2+A = 0 après calculs. Ainsi, P = X4−2X2+X = X(X−1)(X2+X−1)
annule A. Or les valeurs propres complexes de A font partie des racines d’un polynôme annulateur (c’est du

cours) donc Sp(A) ⊂ {0, 1, α, β} où α = −1+
√
5

2
et β = −1−

√
5

2
. Comme P est scindé à racines simples,

A est diagonalisable donc semblable à une matrice diagonale D ayant sur sa diagonale des termes pris dans
Sp(A). Or les seules façons de trouver 0 en effectuant la somme de trois termes pris dans {0, 1, α, β} sont
0 = 0+ 0+ 0 ou 0 = 1+ α+ β. Ainsi, A = 0 (car semblable à D = 0) ou (X− 1)(X− α)(X− β) = X3 − 2X+ 1
annule A. Or A = 0 n’est pas solution de A2 + tA = I3. De plus, si A3 − 2A + I3 = 0, comme on a aussi
A2 + tA = I3, on a alors A3 = A− AtA = I3 − 2A donc A = I3 − AtA qui est donc symétrique. Cela donne
donc A2 + A− I3 = 0 ce qui contredit que 1 est valeur propre de A car 1 n’est pas racine de X2 + X− 1.
Par conséquent, il n’existe aucune matrice A ∈ M3(R) telle que Tr A = 0 et A2 + tA = I3.� �

5.348� �Si P ∈ Rn[X], alors P = αXn +Q avec deg(Q) 6 n− 1 donc f(P) = X(1+ X)(nαXn−1 +Q′)− nX(αXn +Q)

donc f(P) = nαXn + f(Q) et deg(f(Q)) 6 max(2+ n− 2, 1+ n− 1) = n donc f(P) ∈ Rn[X]. La linéarité de f
est classique donc f est un endomorphisme de Rn[X].

Comme, pour k ∈ [[0;n]], on a f(Xk) = k(1 + X)Xk − nXk+1 = kXk + (k − n)Xk+1, la matrice de f dans la

base canonique est triangulaire inférieure avec 0, 1, · · · , n sur la diagonale. Ainsi χf =
n∏

k=0

(X− k) est scindé

à racines simples donc f est diagonalisable et ses valeurs propres sont les entiers k ∈ [[0;n]].

Soit Pk un polynôme non nul tel que f(Pk) = kPk, alors ∀t ∈ R, t(1+ t)P′k(t)−ntPk(t) = kPk(t) donc Pk est

solution sur tout intervalle de l’équation différentielle t(1+t)y′−(nt+k)y = 0. Comme k+ nt

t(1+ t)
= k

x
+ n− k
1+ x

,

la fonction Pk vaut sur tout intervalle ne contenant ni 0 ni −1, Pk(t) = λtk(1+ t)n−k. Les polynômes Pk et
λXk(1+ X)n−k cöıncident donc en une infinité de valeurs donc Pk = λXk(1+ X)n−k.

Par conséquent, une base de vecteurs propres de f est (Xk(1 + X)n−k)k∈[[0;n]] associés respectivement aux
valeurs propres 0, · · · , n.� �

5.349� �Le polynôme P = X5+X−1 est annulateur de A et l’étude de la fonction polynomiale P, strictement croissante

sur R car P′(t) = 5t4+1 > 0, montre, avec le théorème des valeurs intermédiaires, que P n’admet qu’une seule

racine réelle α ∈]0; 1[ car P(0) = −1 < 0 < 1 = P(1). Comme χA est un polynôme réel et qu’il est scindé dans

C d’après le théorème de d’Alembert-Gauss, en notant z1, z1 et z2, z2 ses autres racines (à part α), on sait

que det(A) = αmα(A)z
mz1

(A)

1 z1
mz1

(A)
z
mz2

(A)

2 z2
mz2

(A) (on pourrait avoir z1 = z2 ou z1 = z2 mais on verra

en fin d’exercice que non). Comme A est réelle, χA ∈ R[X] donc mz1
(A) = mz1

(A) et mz2
(A) = mz2

(A).

Ainsi, det(A) = αmα(A)z
mz1

(A)

1 z1
mz1

(A)z
mz2

(A)

2 z2
mz2

(A) = αmα(A)|z1|2mz1
(A)|z2|2mz2

(A) > 0 car α > 0.

Pour aller plus loin, on peut s’intéresser à la diagonalisabilité de A.

• Les racines de P′ = 5X4 + 1 sont les quatre racines quatrièmes de −1
5
. Si z4 = −1

5
, alors P(z) = z5 + z− 1

donc P(z) = − z
5
+z−1 = 4z

5
−1 ̸= 0 car 5

4
n’est pas une racine quatrième de −1

5
. Ainsi, A est diagonalisable

dans Mn(C) car P est un polynôme annulateur de A scindé à racines simples.

• Si A est diagonalisable dans Mn(R), alors ses valeurs propres sont toutes réelles et elles ne peuvent valoir

que α d’après ce qui précède. Ainsi, A = P(αIn)P
−1 = αIn. Réciproquement, αIn est diagonale donc

diagonalisable. Ainsi, A est diagonalisable dans Mn(R) si et seulement si A = αIn.� �
5.350� �Par un simple calcul, on trouve que f3−(α+β)f2+αβf = 0 donc P = X3−(α+β)X2+αβX = X(X−α)(X−β)

est annulateur de f. On traite alors cas :

• Si α ̸= β sont non nuls, alors P est scindé à racines simples donc f est diagonalisable.
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• Si α ̸= 0 et β = 0 (ou α = 0 et β ̸= 0), alors f2 − αf = 0 donc X2 − αX = X(X− α) est annulateur de f et
scindé à racines simples donc f est encore diagonalisable.
• Si α = β ̸= 0, alors f2 − αf = 0 donc f est à nouveau diagonalisable.
• Si α = β = 0, alors f = 0 et f est clairement diagonalisable.
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