SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 5
REDUCTION

[5.1 Eléments propresj

Eo(u) = Ker(u —0.id g) = Ker(u) = {0g} car u injectif. Ainsi: 0 n’est pas une valeur propre de u.

Si A€ Sp(u™!), il existe x € E avec x # O tel que u™'(x) = Ax.

On compose par u pour avoir x = Au(x) par linéarité de u donc u(x) = %x et x # Og donc % € Sp(u).

- . . . _ —1
Par symétrie, on montre la seconde inclusion et on a bien Sp(u™") = (Sp(u)) .

On calcule le polynéme caractéristique de A (donc de 1 canoniquement associé & A) et on trouve —1, 2 et

-3 1 1
a + 5 comme valeurs propres. On a A = PDP~! avec D = diag(—1,2,a +5) et P = 3 =5 —1]en
1 1 1
cherchant les sous-espaces propres (vi = (—3,3,1), v2 = (1,=5,1) et v3 = (1,—1,1)). Reste a considérer les
cas a ¢ {—6,—-3} et a=—6e¢ct a=-3.

e Si a ¢ {—6,—3} alors les trois valeurs propres sont distinctes, si F est un sous-espace stable, alors ur
est diagonalisable car u l'est et les valeurs propres de ur sont parmi celles de u car xy,, divise xy,. Alors
F est engendré par des vecteurs propres de up donc de 1 et on a comme sous-espaces stables F : {0g},
Dj = Vect(v1), D2 = Vect(v2), D3 = Vect(v3), P1 = Vect(va,v3), P2 = Vect(v,v3), P3 = Vect(vy,v2) et R3

e Si a = —6: en plus on trouve toutes les droites D = Vect(vy + Avs) avec A # 0 (car E_j = Vect(vi,v3)) et
les plans P = Vect(vz,v1 + Avz) avec A # 0.

e Si a = —3 : méme chose en échangeant les vecteurs v; et v;.

On traite trois cas :

e Si (A,B,C) est lide : il existe (a,b,c) € R3, (a,b,c) # (0,0,0) tel que aA + bB + ¢C = 0 qui admet une
valeur propre double : 0.

e Si (A,B,C) est libre et I, € Vect(A,B,C) alors il existe (a,b,c) € R, (a,b,c) # (0,0,0) tel que I'on ait
aA 4 bB + ¢C = I; qui admet une valeur propre double : 1.

e Si (A,B,C) est libre et I, ¢ Vect(A,B,C) alors comme dim (J\/[z((C)) = 4, (A,B,C,11) est une base de

M, (C) donc il existe (a,b,c,d) € R3, (a,b,c,d) # (0,0,0,0) tel que aA + bB + cC + dl, = (g é) et

aA+bB+cC = <_Od ]d) avec (a,b,c) # (0,0,0) et cette matrice admet comme valeur propre double —d.

a. g est continue sur Ry car ll_T)]}) g(x) =F(0) = £(0) ou F(x) = L/;)X f(t)dt donc g € E ; la linéarité est claire. Si
A € Retu(f) = Af avec f € E non nulle, alors en dérivant f est solution de ’équation (E) : Axy’+(A—T)y =0
donc f(x) = cxx¥ et la continuité en 0 impose A €]0;1]. Ainsi : Sp(u) =]0;1].

b. Ce sous-espace Ry[X] (abus de notation) est stable et de dimension finie. Comme u(X*) = —1 Xk up

k41
est diagonalisable (n + 1 valeurs propres distinctes).



SiA€ RetfeE telle que T(f) = Af <= Vx € Ry, f(x + 1) = Af(x), alors en notant £ = lim f(x), { = AL.

X—>+00
e Si { # 0 alors A =1 et f constante égale a 1 convient donc 1 est valeur propre.

e Si ¢ =0, soit a € Ry tel que f(a) # 0, alors f(a+n) = A™f(a) donc en passant a la limite HT AMf(a) =0
n—+oo

donc A €] — 1;1[. Réciproquement si A €] — 1;1][, si on se donne ¢ : [0;1] — R continue non nulle vérifiant
¢(1) = Ap(0) (affine par exemple), et qu’on construit f : Ry — R prolongeant ¢ et vérifiant la relation
Vx >0, f(x+1) = Af(x) (c’est possible avec f(x+n) = A" @(x) six € [0;1] et n € N), alors f € E et T(f) = Af.
Par conséquent : Sp(T) =] — 1;1].

Tout d’abord g : t — f(t—t) est continue sur R, car f est dérivable en 0 et T(f) est donc dérivable et T(f)' = g.

T est donc bien un endomorphisme de E. Soit A € R et f € E non nulle tels que T(f) = Af, alors en dérivant
on obtient : ¥x > 0, f(x) = Af/(x) et on doit avoir A # 0 car f n’est pas nulle. f est donc solution de

1
(E) : ¢ = }\]—Xy donc Vx > 0, f(x) = axX et la continuité en 0 impose A €]0;1]. Sp(T) =]0;1].

a. Comme f € E est de classe C*, u(f) l'est aussi par composition. De plus, u est clairement linéaire. Soit

@ : x — px + q, l'application ¢ est bijective de R dans R et on a facilement Yy € R, ¢~ '(y) = L=4.
P

Enfin, si (f,g) € E?, u(f) = g <= fo@ = g <= f = go @~ ! donc u est bien un automorphisme de E car
toute fonction g de E admet un unique antécédent f de E par u.
Soit A € R une valeur propre de f, par définition, il existe f € E tels que u(f) = fo @ = Af et f #0.

Par une récurrence simple, Yn € N, fo o™ = A". Six € Ryona ox) =px+1—p =px—1)+1,
e*(x) =p((p(x—1)+1) = 1) + 1 =p%(x — 1) + 1 et, & nouveau, ¥x € R, Vn € N, ¢™(x) = p™(x — 1) + 1
par une récurrence simple. Ainsi, ¥x € R, Vn € N, f(p™(x — 1) + 1) = A™(x). Pour x € R fixé, si

on fait tendre n vers +oo, comme |p| < 1, on a liT p™ = 0 donc, par continuité de f en 1, on obtient
n——+oo

lim f(p"(x—1)4+1) = lim A™(x) = f(1). Pour un réel x tel que f(x) # 0 (il en existe car f # 0), on a

n-5oo n-s oo

donc la convergence de (A™)nen, ce qui impose A €] — 1;1].

b. Si f est un vecteur propre de u, alors f # 0 et il existe A €] —1;1] tel que u(f) = Af. Ainsi, u(f) = fop = Af
M — A9 d'on
vk € N, p*f(%) o ¢ = Af(K) par récurrence car ¢’(x) = p. Ainsi, u(f(?)) = ﬁf(k) car p # 0. Si f(%) est non

donc, en dérivant k fois (toutes les fonctions sont de classe C*), on a Vk € N, (u(f))

nulle, cette relation montre que f(*) est un vecteur propre de u associé & la valeur propre Lk Mais comme
P

‘plk‘ > 1 si k assez grand car |p| < 1, la question b. prouve que c’est absurde. Ainsi, Fk € N, 09 = 0.

c. Si A valeur propre, f vecteur propre de u associé & A, on sait d’apres c¢. qu'il existe k € N tel que £f(¥) =0
donc que f est une fonction polynomiale (de degré inférieur ou égal & k — 1). En notant n = deg(f) € N
et en écrivant f(x) = anx™ + -+ avec an, = dom(f) # 0, on obtient p™a, = Aan en identifiant le terme
en x™ dans la relation u(f) = M. Ainsi, comme a, # 0, on a A = p™. Comme on a vu en c. que

vk e N, 0o = ka(k) = p™ %M i on évalue en 1 sachant que @(1) = p + q = 1, on obtient
P

vk € N, (1) = pn=*¢ (7). Comme p™~* # 1 dés que k # n, on en déduit Vk # n, f&)(1) = 0. En

particulier, Yk € [0;n — 1], (1) = 0 donc, d’aprés la formule de TAYLOR sur les polynémes, comme

n (k)
deg() =, on 2 f(x) = 3= f k!(” (x = 1)¥ = an(x— 1"

On a montré que Sp(u) :_{p“ | ne€ N} et Vn e N, Epn(u) = Vect(fr,) est une droite ot f : x = (x —1)™.
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A = Matcan(f) ot fler) = ajezp,---,flep) = opepir,flepr1) = apep,---,flezp) = xjer.

. , . 0
Dans B = (e, e2p,€2,€2p—1," -, €p, ep+1) la matrice de f est B composée de blocs diagonaux (oc o;k>
k
P
donc xao =xp = [[ (X* — af) car A et B sont semblables.
k=1

a. On factorise par ax dans la ligne k et on retranche ensuite la ligne k a toutes les autres lignes :
P(ax) = ax [] (ax —aj). P =x_a(X) donc P est de degré n et unitaire car xpo = (—1)"X™" +---.
j#k
b. —>L— =14+ > —%k_ (R) car la partie enticre de cette fraction rationnelle vaut 1 d’apres la
k=1
question a.. Pour k € [[T;n], ax s’obtient en multipliant la relation (R) par (X — ax) et en prenant la valeur

en ag ; grace a la question a., on trouve ax = ay.

n n
c. Si1estun ay, P(1) = P(ax) avec a.. Sinon, avec x = 1, det(A+1,,) = P(1) = (1 + > . aka ) 1100 —ax)
k=11 —ax/ x5
n n
avec b.. det(A) = P(0) = (1 43 S ) ] (—ag) = (1) (= 1)
k=1 — 0k’ k=1 k

ag.

—=

—_

On trouve xa = —X(X — 2)?, puis Eo(A) = Vect((—1,—1,1)) et Ez(A) = Vect((2,1,0),(3,0,2)) donc A est

—1
diagonalisable et A = PDP~! avec P = [ —1
1

o = N

3
0 | et D =diag(0,2,2).
2

a. Notons F = {u €E* |u(H) = {0}} alors F est clairement un sous-espace vectoriel de E*. Soit v # O tel

que v ¢ H, alors E = H @ Vect(v) et 'application ¢ € F est entierement caractérisée par ¢(v) ; on montre
que 0 : F — R définie par 6(¢) = ¢(v) est un isomorphisme donc dim(F) =n — 1.

b. H a pour équation u(x) = 0 avec u € E*. Si H est stable par f, alors Vx € H, u(f(x)) =0 doncuof €F
or u non nulle donc c’est une base de F (d’apres a.) et ainsi uwof est colinéaire a u. La réciproque est claire.
c. Ona (H stable par f) — (37\ € R, LA = ?\L) = (tL vecteur propre de tA) en passant a la transposée
cette équation et car L n’est pas nul.

d. Les valeurs propres de 'A sont celles de A : apres calculs Sp(A) = {1,2, -1} avec des vecteurs propres
(=1,-1,1), (0,1,1) et (—1,0,1) ; les plans stables sont Py : x+y—z=0,P2 : y+z=0etP3 : x—z=0.

e Si A valeur propre de A, alors il existe une colonne non nulle X telle que AX = AX et si on construit la

matrice M € My (R) avec toutes les colonnes qui valent X, on a u(M) = AM = AM donc A est valeur propre
de u.

e Si A est une valeur propre de u, il existe une matrice non nulle M telle que AM = AM et toute colonne non
nulle de M est une colonne propre pour A associée a la valeur propre A.

e Sp(A) = Sp(u) et si A est une valeur propre de u (donc de A), on a Ex(u) isomorphe & (E)\(A))n d’apres
ce qui précede (choix de n colonnes qui sont des vecteurs propres pour A) : dim (Ex(u)) =ndim (EA(A)) et
qui fait que A est diagonalisable si et seulement si u l'est (avec la somme des dimensions des sous-espaces
propres qui donne la dimension de l'espace de départ).

e Soit f canoniquement associé & A ; rang(A) = 2 donc dim (Eg(A)) =n —2 et mo(A) > n —2 ; comme

A™ #£ 0, A n’est pas nilpotente donc n’a pas (d’apres CAYLEY-HAMILTON) que 0 comme valeur propre) ainsi,
comme xa est scindé dans C[X], on a xa = (—=1)"X"72(X — A1)(X —A2) avec Tr (A) = A1 +A2 =0 et Ay # 0
et Az = —A1 # 0 donc A est diagonalisable car dim (Ex, (A)) =1 et dim (Ex, (A)) = 1.

e Autre méthode : comme A est complexe, A est trigonalisable et donc semblable & une matrice T triangulaire
supérieure avec n — 2 fois 0 sur la diagonale (car rang (A) = n — 2) puis A7 et Ay avec A7 + A2 = 0 et
(A1,7A2) # (0,0) sinon A serait nilpotente ; A7 et —A; sont valeurs propres simples de A et A est diagonalisable.
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a. Prendre n =1 et B = (i) pour répondre par la négative.

b b2
b2 —b
seulement si b # +i (traiter les cas : b =0 alors A =0; b ¢ {0,1, —i} alors deux valeurs propres distinctes
et b = 41 alors A2 = 0 alors que A non nulle).

Plus généralement, A semblable (en réorganisant les lignes et les colonnes, & une matrice avec n blocs
M AR
A=Ak
si u est diagonalisable et F stable par u alors ur est aussi) que : A est diagonalisable <= Sp(B)N{i, —i} = 0.

L B B2 P~ 0 D D?
. . 7] . . . . .
c. Si B =PDP™' diagonalisable, < 0 P> <B2 B> ( o pl)=\pz _p)pui la question b..

a. En développant selon la premiere colonne le déterminant xj(x), on trouve xj = (—1)™(X™ — 1) donc par

les valeurs propres de | sont les n racines n-iémes de 'unité et elles sont toutes simples ce qui fait que ] est

b. Le polynéme caractéristique de A = ( est X2 — b2(1 + b2) donc A est diagonalisable si et

diagonaux ( > ol les Ay sont les termes diagonaux de B. Ainsi, d’aprés le cas n = 1, on montre (car

diagonalisable. ] est donc semblable & diag(1,w,---,w™ 1) ot w = exp (2177[)
n—1 n—1 n—1
b. Comme A = apln +aiJ+---+an_1J""', A est semblable & dia9< 3oak, O agw®, e, S akw(“f‘)k)
k=0 k=0 k=0
n—In-1 X
donc on a det(A) = [] Y. arw’® (c’est extrémement classique).
j=0 k=0

P=Xx3-X2—4X+4=(X—1)(X2—4) = (X—1)(X+2)(X —2) est annulateur de A donc Sp(A) C {—1,2,—2}.

Comme P(0) # 0, A est inversible. Comme A(};(A — 41, — AZ)) =I,,onaA" ! = %(A — 41, — AZ).

[5.2 Diagonalisation]

a. uouP™! = uP ' ou = idg donc u est un automorphisme de E et u=' = uP~'. Les valeurs propres

complexes de A sont les racines p-iémes de I'unité parmi lesquelles seules 1 et —1 sont réelles. Donc (u est
diagonalisable) <= u? = id ¢ <= (u est une symétrie).

b. Comme A € M3(Z), on a x(X) € Z[X] qui est de degré 3 donc qui posséde au moins une racine réelle qui
ne peut valoir que ¢ = £1. Ainsi xy(X) = (e — X)(X? + aX + b) avec (a,b) € Z*. Mais A est diagonalisable
car annule XP — 1 scindé a racines simples donc les valeurs propres de A sont des racines p-iemes de 'unité et
XA (X) =xu(X) = (e = X)(X — ) (X — B) avec («, B) € U% donc a=—(x+B)€[[-2;2] et b=ap € {-1,1}.
c. On ne peut donc avoir que x,(X) = (¢ — X)(X? —2X +1) ou (¢ — X)(X? =X +1) ou (¢ — X)(X? +1) ou
(e—=X)(X2+X+1) ou (e = X)(X?> +2X+1) ou (e — X)(X? —1). Les racines de ses polynémes sont des racines
seconde, troisieme, quatrieme, sixieme de 1'unité donc x,, divise X'> — 1 et on a donc u'? = id .

4 3 8
a. On peut prendre le fameux carré magique : | 9 5 1
2 7 6

b. Si A € Xu(R), on constate que AJ, = JnA = sn(A)Jn. Réciproquement, AJ, = (li(A))1<ij<n et

JnA = (cj <A))1<i,j<n’ si AJn = JnA @ A € Xn(R). On conclut par double inclusion.

c. Classique sur la sous-algebre. On a ABJn, = sn(AB)Jn = A(BJn) = sn(B)AJn = sn(B)sn(A)Jn si
(A,B) € Xn(R)? donc s (AB) = sn(A)sn(B) ; le fait que sy, est linéaire est clair. De plus sy (1) = 1.

d. Pour J : Eo = {(x1, - ,xn) € R™ | x1 + -+ +xn =0} et Ep = Vect((],-~-,l)) donc J,, est semblable

N . . A 0 .
a nEq 5, dont le commutant contient les matrices de la forme < a) avec A € Mn_1(R) et a € R, ainsi

0
dim (Xn(R)) = (n —1)2 +1. X§(R) = Ker(sn) oit s, est une forme linéaire non nulle donc X% (R) est un
hyperplan de X, (R) : par conséquent dim (XS (R)) = (n —1)2.
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a. Pour m € R, on calcule xa_, (X) = —X(1 — X)%. A, est donc diagonalisable si et seulement si E1 est un

—1 0 0
plan. Or A,y — I3 = —m —m m | est de rang 1 si et seulement si m = 0.
—m—-1 —m m
0 0 O
b. Ay = 0 1 0 ].upestunprojecteur, c’est la projection sur Vect(ez, e3) parallelement a Vect(eq+e3).
-1 0 1

a. On trouve A3 = A% + (n — 1)A. Le polynéme P = X3 — X2 — (n = )X = X(X2 =X — (n — 1)) et le

discriminant de X? —X — (n — 1) est A,, =4n —3 > 0 et 0 n’est pas racine de X2 — X — (n —1). Ce polynéme
P est scindé a racines simples et annulateur de A, donc A, est diagonalisable. Ou alors A,, est symétrique
réelle !

b. Il est clair que rang (A,,) =2 et P = X(X — ocn) (X — [Sn) avec an, = 1+vdn—3 ”;n_g et Pn = 1-vin-—-3 v;ln—S
Comme A,, est diagonalisable, si « non valeur propre, dim(Eg,) =2 et Tr (An) = 2, # 1. Par symétrie,
an et Bn sont des valeurs propres de A, et leurs sous-espaces propres associés sont des droites. Ainsi :
XA, = (=1)"X"2(X2 =X = (n = 1)). Alors det(In + An) = (=1)"xa, (=1) = (=1)"(3 —n).

c. Méthodel : a; =0, by =1, a2 = 1 et by = 0 et on obtient ap,11 = ap +bp et bpy1 = 6a, car
ADTT = AP X A; = Az(apA2 +bpA7) = (ap + bp)AZ + 6a,A7 ((A7,A2) libre). Alors ap 2 = api1 + 6ap

dont I’équation caractéristique est z2 —z — 6 = 0 de solutions entieres : ay =3 et By = —2.
Apres caleuls : @, = 137 P et by = 6(1=3P"1 + L (—2)p~1) = Z3p — 3 (2P,
pres calculs : ap + 5 ( 2)P et by (15 +10( Pt 5 10( )

Méthode 2 : On effectue la division euclidienne de XP par P = X(X —3)(X+2) : XP = PQ + apX? +bpX +cp
car deg(P) = 3. On utilise 'interpolation de LAGRANGE : en évaluant en 0,3 et =2, ona (p > 1) :
(X=3)(X+2) 43P X(X+2) (X(X=3)

(0-3)(0+42) (3-0)(3+2) (—2-0)(—2-3) et on calcule.

R = asz—i—‘pr—kcp =0 +(_2)P

a. Comme a # +b, on a rang(M) = 2 donc 0 est valeur propre de M d’ordre au moins 2n — 2. De

plus u(1,1,---,1) = (na + nb)(1,1,--+,1) et u(1,-1,1,—-1,---,1,—1) = (na — nb)(1,—=1,1,=1,---,1,=1) si
u canoniquement associé a M. Si b =0 = a # 0 et le sous-espace propre associé & na est un plan. Par
contre, si b # 0, on a na +nb # na —nb dont les sous-espaces propres sont des droites.

Dans les deux cas, M est semblable a diag(0,---,0,na + nb,na — nb).
b. D’aprés la question 1, on a xm(X) = X2~ 2(X — na — nb)(X — na + nb).
Or A = M + clzp donc det(A) = xm(—c) = c?"2((c —na)? — (nb)?).

q )
5.22| a. Supposons p > ¢, on a xa(A) = 0 d’apres CAYLEY-HAMILTON avec xao = », aiX' donc il vient

i=0
XA (A) = Z Z M By = Z XA (M)Bx = 0. Comme (By,---,Bp) est libre : xa(A1) =---=xa(Ap) =0 or
i=0 k=1 =1
les Ay, -+, Ap sont dlstmcts 2 a2 et sont des racines de xA de degré q: p > q=p =g.

o)

b. Posons P = [] (X — A4), alors deg(P) = p donc P(A) = Z P(Ax)Bx = 0 par construction. A annule un
i=1

polynome scindé a racines simples donc A est dlagonahsable

c. Quitte a ré-indexer en regroupant les matrices pour des scalaires égaux, on peut supposer que les Ay, -, Am
distincts 2 a 2 avec m < p et on utilise la question 2..

d. On suppose Ay,---,A, distincts 2 4 2 : sin > p, on écrit X™ = QP + R avec deg(R) < p — 1. Alors

P P
AT =R(A) = >_ R(Ak)Bk (comme avant) or R(A1) =AY, --,R(Ap) = A} donc A™ = 3 AlBx.
k=1 k=1
e. Si A est diagonalisable, il existe D = diag(A1, -+, A1, -+, Ap, -+, Ap) et P € GLq(C) telles que A = PDP~.
Posons By = P diag(A1,--+,A1,0,---,0) P~1, etc... alors on a bien I'’hypothese de 1’énoncé.
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D’abord, A est symétrique réelle donc diagonalisable dans M, (R) d’apres le théoréme spectral.
Comme rang (A) = 2, on a dim(Ker(A)) = n — 2 par la formule du rang donc 0 € Sp(A) dés que n > 3.
SiA # 0, on résout AX = AX qui équivaut au systéme (Ax; = -+ = Axpn—1 = xn €t X7+ +xn = Axy) puis au
systeme (x7 = -+ =xn_1 et (Nn—1)xn +Axn = A2xy) et enfin & (x; = -+ = xn_1 et (A2 —=A—(n—1))xy, = 0).
On traite alors deux cas :
e Si A2 —A—(n—1) =0, alors la seule solution de x,, = 0 donc X = 0 : A n’est pas valeur propre de A.
e SiA2 —A—(n—1)=0, cest-a-dire si A = 1£vin =3 v;ln—‘%, AX=AX <<= x1 = =x%xp_1 = XT“ donc Ex(A)

est la droite engendrée par le vecteur vy = (1, R N %) et A € Sp(A).

Ainsi, Sp(A):{‘+\/4“_3,1_*/4“_3}sin:2et3p(A):{0,1+V;‘“_3,1_V4“_3}sin>3.

2 2 2

a. Soit v un vecteur propre de f associé & la valeur propre «, alors f(g(v)) = g(f(v)) = «g(v) donc

g(v) € Vect(v) = Ker(f — add ¢). Alors 3B € R, g(v) = Bv donc v est un vecteur propre pour g.

b. D’apres a., il existe une base B de E de vecteurs propres communs a f et a g et deux matrices diagonales
D = diag(ai, -+,an) et D’ = diag(p1, -, Bn) telles que D = Mat 5(f) = D et D’ = Mat (g). Pour
Pe Chi[X]: g=P(f) < D’ =P(D) < Vk € [I;n], Bx = P(axk). Les a1, -+, xn étant distincts 2 & 2 :
3P € C,—1[X] (polynéme d’interpolation de LAGRANGE) qui vérifie ceci donc tel que g = P(f).

c. C(f) est clairement un sous-espace vectoriel de £(E) (méme une sous-algebre) et on vient de trouver un
isomorphisme P — P(f) entre Cy_1[X] et C(f) d’apres la question b. donc dim (€(f)) = n.

a. u~! = uP~'. Les valeurs propres complexes de A sont les racines p-iemes de 'unité parmi lesquelles

seules 1 et —1 sont réelles. Donc (u est diagonalisable) <= u? = id g <= (u est une symétrie).

b. A € M3(Z) d’ott xi(X) € Z[X] est de degré 3 donc possede au moins une racine réelle ¢ = £1. Ainsi
xu(X) = (e = X)(X? + aX + b) avec (a,b) € Z2. Mais A est diagonalisable (dans C) car annule XP — 1 et
XA(X) = xu(X) = (e = X)(X — «)(X — B) avec («, B) € U3 donc a = —(ax+B) € [-2;2] et b = ap € {-1,1}.
On ne peut avoir que xa (X) = xu(X) = (¢ — X)(X? = 2X + 1) ou (¢ — X)(X2 =X + 1) ou (¢ — X)(X? + 1) ou
(e = X)(X2 +X+1)ou (e = X)(X? +2X +1) ou (¢ = X)(X2 = 1). Si xa(X) = (1 = X)(X +1)? par exemple,
A diagonalisable donc A annule X2 — 1. Les racines de ces polynémes sont des racines seconde, troisieme,
quatrieme, sixiéme de P'unité donc x,, divise X'2 — 1 et on a donc u'? =id¢.

a. Il suffit de considérer f canoniquement associé & M et de prendre une base B = (e, -+, en) de C™ telle

que (en—r41, -, en) est une base de Ker(f).
Ak 0 . AP(A) 0
4 . * k _
b. Par récurrence : Vk € N*;, M* = BAK-T O) donc si P € C[X], on a MP(M) = (BP(A) o) 11 suffit

donc de prendre P = xa pour que le polynome Xxa de degré r 4+ 1 soit annulateur de M.

c. Il suffit de prendre les matrices élémentaires E; j avec i # j qui sont de rang 1. S'il existait P de degré 1
tel que P(M) = 0, alors M serait une matrice d’homothétie, ce qui n’est pas.

d. Soit une base B = (ey, -+, en) de C™ telle que (eq,---,en) est une base de Im (f), (en—r41, - ,en) une

base de Ker(f). f € £(C™) induit un automorphisme de Im (f) donc Mat 5 (f) = (/3 g) avec A inversible

par le théoréme du rang. Pour P € C[X] de terme constant poy, on a P(M) = (P(A) 0 ) donc

0 poln—r
P(M) =0 <= (po =0et P(A) = 0) <~ (po =0et XA|P) <~ (XXA|P). Donc XM = XXA-
e. M = PDP~! et D admet les valeurs propres Aj,---,A; non nulles et n — r fois 0 sur la diagonale. Si
Q € C[x], QM) = P.diag(Q(A1),--+,Q(Ar), Q(0),--+,Q(0)).P7! = 0 <= QA1) = - = Q(Ar) = Q(0).

Ainsi, la condition cherchée est qu’il y ait une valeur propre de M qui soit non nulle et au moins double.
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a. C’est clair par la linéarité de la trace.

b. Soit H I’hyperplan des matrices de trace nulle : « est valeur propre de u et H C E4.

Si Tr (A) #0, alors u(A) = ((+ Tr (A))A donc A = a+ Tr (A) est valeur propre de u avec Vect(A) C Ej.
Comme My (C) = H @ Vect(A), u est diagonalisable.

SiTr (A) =0, on a Mu(C) = H @ Vect(ln) et u(ly) = aly, + nA donc la matrice de u dans une base
(Br, In) (si Bu est une base de H) est triangulaire supérieure avec des « sur la diagonale, ainsi u n’est pas
diagonalisable <= u = «id y, (¢) <= u(In) = alp <= A = 0. On a toujours Tr (u) = na + Tr (A).

On écrit A = QDQ™" par hypothése avec D = diag(A1,---,An) et on cherche un polynoéme P tel que

vk € [1;n], P(A}) = A. Un tel polyndome existe par les polynomes d’interpolation de LAGRANGE car
'application x ++ x® est une bijection de R dans R. Alors P(A%) = Qdiag(A1,---,An)Q” ! = A. Quand A

est complexe, on peut prendre A = <c(;) ?) oll w = exp (2;771) pour voir que c’est faux !

n

a. On résout AX = AX et en notant *X = (x7---x) # (0---0) on arrive & s = Y kxx = (A + 1)x;y pour
k=1
n

n
€ [1;n]. Cela impose s # 0 et Vk € [1;n], A # —k donc Y ﬁ =3 kxic — g, Réciproquement, en
k=1 k=1 S

remontant les calculs, si A vérifie ceci, alors A est valeur propre et un vecteur propre est (}\1? e ﬁ)
n

n
b. On étudie la fonction f : R\ [-n;—1] — R définie par f(x) = > ﬁ et on montre par le théoreme
k=1%

des valeurs intermédiaires qu’elle prend n fois la valeur 1 donc A est aiagonalisable. On constate au passage

que les valeurs propres vérifient —m < A1 < 1 —m < A3 < -+ < =2 < An_7 < —1 < A, et comme
n—1 2

Tr (A) =0=>An = — > A, on encadre et on montre que A, ~ .
k=1 +oo 2

. . 1T -1 1 1 I I
On diagonalise M = en M = PDP~ ! avec P = et on pose Q = " ™ ) pour
2 4 -2 -1 =21,

iln
. 1 300 . R . - .
avoir QBQ™' = 0 A ) Puison passe par les polynémes annulateurs pour voir que la condition cherchée

est : A diagonalisable.

. . 2 =2 -2 1 =21 I
On diagonalise M = <] s ) en M = PDP~ ! avec P = ( } ]) et on pose Q = < ~roon ) pour

In *In
. o 30 . R . . .
avoir QBQ™' = 0 4 ) Puisonpasse par les polynémes annulateurs pour voir que la condition cherchée
est : A diagonalisable.

On saura bientot que A est diagonalisable en tant que matrice réelle symétrique. En attendant, on distingue

3 cas:

e (aj,---,an) = (0,---,0) alors M = 0 est diagonale.

o (ar,--+,an—1) =(0,--,0) et an # 0 alors M = anEn n est diagonale.

e (ar,---,an—1) # (0,---,0) alors rang (M) = 2 donc Ker(M) est de dimension n — 2. Il ne reste plus que
deux valeurs propres réelles & trouver. Si on prend un vecteur colonne X tel que 'X = (x7 -+ xn) et qu’on
résout le systeme MX = AX pour trouver les valeurs propres, on a ajxn = AX{, **,An_1Xn = AXn_1 €t

ajxy + -+ anxn = Axn. On multiplie cette derniére équation par A et (a% 4t afk1 YXn +Aanxn = A2xn.
n—1

Soit I'équation (E) : z2 —anz— Y. af = 0. Si A n’est pas solution de cette équation, x, = 0 et X = 0 ce
k=1

qu’on ne veut pas. (E) posséde deux solutions réelles non nulles Ay et A, et distinctes (son discriminant est

n—1
strictement positif et a2 +4 > aZ > 0). Ainsi, en remontant les calculs en prenant par exemple x,, = A7 # 0
k=1

(pour la premiére solution A1) ou x;, = Az # 0 (pour la seconde) on a Aj et Az qui sont des valeurs propres
associées aux vecteurs propres (a,---,an—1,A1) et (ar, -, an—1,A2).
Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut n : M est diagonalisable.
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a. La vérification du fait que B et C sont des sous-espaces est classique (& faire).

b. On raisonne matriciellement, il existe une base B (adaptée a la décomposition E = Im (p) & Ker(p)) de E

!/ !/
I

dans laquelle la matrice de p soit ], = ( 0 g) Pour g € £(E), on notera (é, o’ ) s matrice dans la

méme base B. Par exemple, g € A si et seulement Matg(g) = (O 0 ) donc dim(A) = (n —r)%. De méme

0 D’
(faire les trois autres cas) : dim(B) = dim(C) = r(n —r) et dim(D) = r%.

c. On a (par les dimensions) : AGBOCHD =EetVg € A, o(g) =0; Vg € B, 9(g) = % ;VgeC, o(g) = 521 ;
Vg € D, ¢(g) = g. Ainsi ¢ est diagonalisable et Eo(¢) = A, E1,2(9) =B® C et Ey(¢) =D.

e Si M est inversible, supposons qu’il existe une telle matrice P inversible comme dans 1’énoncé, alors

Vz € C, det(P —zM) = det(M~")det(PM ™! — zI,,) = det(M~")xppm-1(z) et, comme on travaille dans C,
Xpm~—1 Ppossede au moins une racine complexe ce qui contredit I’hypothese.

. . . . P (L 0
e Si M n’est pas inversible, alors en posant r = rang (M) < n, on sait que M est équivalente & ( OT O) et

s N L . I . 1 . .
en multipliant & gauche par la matrice inversible (I 0 OT ) on obtient <8 OT ) = K; donc il existe deux
n—r

L . 0 I . . .
matrices inversibles U et V telles que M = U < 0 OT ) V=1, Posons donc P = UV~ qui est bien inversible,

alors Vz € C, det(P — zl,,) = det(U)det(I, — zK,)det(V) ™" = det(U)det(V)™' #0.
a. ¢ est visiblement linéaire et : ((A, B) vérifie iP) — (cp surjective). Comme on est en dimension finie :

((A,B) vérifie P) <= (¢ automorphisme de M, (C)) <= (Ker(¢) = {0}).

b. Avec ces notations, AX = XB => A2X = XB? et par récurrence : Vk € N, AKX = XB¥. Par linéarité, si
P € C[X], on a donc P(A)X = XP(B). Avec P = xa et d’aprés CAYLEY-HAMILTON : Xxa (B) = 0 et comme
X # 0, cela impose XA (B) non inversible. Mais XA est scindé dans C et ses racines sont les valeurs propres

de A:xa=(—T1)" H (X = A)™* donc H (B — Akln)™* ¢ GLn(C) et I'une des matrices (B — )\kIn)1<k<r
k=1

n’est pas inversible ce qui justifie l’ex1stence d’une valeur propre A; de A qui est aussi valeur propre de B.

c. Si A et B possedent une valeur propre commune A, comme Xg = X, il existe deux vecteurs colonnes non
nuls U et V de My 1(C) tels que AU =AU et 'BV =AV. En posant X = U'V # 0, on a AX = AUV = AX et
XB = U'VB = U'(*BV) = AX donc X € Ker(p) et (A, B) ne vérifie pas P.

(M2 —21,,)? = (tM)z =*t(M?) = 21,, — M donc, apres développement, P = X* — 4X2 + X + 2 est annulateur

de M et se factorise dans R[X] en P = (X — 1)(X + 2) (X — %) (X — ]—T\@) en ”voyant” les racines

élémentaires 1 et —2 (car I, et —2I,, sont des solutions évidentes de 1’équation). Comme P est scindé &
racines simples : M est diagonalisable.

C3—C? = 3(A+B) = 3C donc le polynéme P = X3 — X2 —3X annule C et comme P = X(X? —X —3) est scindé

A racines simples dans R[X] (discriminant A = 13 > 0) C est diagonalisable. Par conséquent, A = C3 —2C?2
et B = C + 2C% — C? sont diagonalisables en tant que polynémes en C qui I'est : si C = QDQ™', on a
A =Q(D?-2D%)Q "et B=Q(D+2D? —D3)Q~ ! et D3 — 2D? et D + 2D? — D3 diagonales.

Par hypothése, X* — X2 = X2(X — 1)(X + 1) est un annulateur de f : Sp(f) C {0,1,—1}. Deux cas :

e Si 0 € Sp(f) alors f possede trois valeurs propres distinctes dans un espace de dimension 3 donc f est
diagonalisable car 3 < dim (Eo(f)) + dim (E1(f)) + dim (E_1(f)) < dim(E) = 3 car les sous-espaces propres
sont en somme directe. Il existe donc une base de E dans laquelle la matrice de f soit diag(0,1,—1).

e Si 0 ¢ Sp(f) alors f est injective donc f € GL(E) et f* = f2 = > = idg donc X — 1 = (X —1)(X + 1)
scindé a racines simples est annulateur de f donc f est diagonalisable et il existe une base de E dans laquelle
la matrice de f soit diag(1,1,—1) ou diag(1,—,1—1).



1l suffit de calculer, pour M € M, (R), ?(M) = PM + MP + 2PMP et @3(M) = PM + MP + 6PMP pour
constater que @3(M) —39?(M)+2¢p(M) = 0 donc X(X —1)(X —2) est annulateur de ¢ et comme il est scindé
a racines simples, ¢ est diagonalisable.

a. Si A2 = A alors f4 (M) = fa(M) donc 3 = fa d’olt X(X — 1) annule fo diagonalisable.

b. Pour P € R[X], on constate que si M € M, (R) : P(A)M = P(fa)(M) (récurrence sur les mondmes). Ainsi
si A diagonalisable, il existe un polynéme scindé & racines simples P tel que P(A) = 0 donc P(fa) = 0 et fa
est diagonalisable. Réciproquement, si fao diagonalisable, il existe un polyndéme scindé a racines simples P
tel que P(fa) = 0 donc, pour M = I, on a P(A)I; = P(fao)(In) = 0 donc A est diagonalisable.

Le polynome X5 — X% = X2(X — 1)(X — j)(X — j2) est annulateur de M qui est trigonalisable avec des 0, 1,

j et j2 sur la diagonale (les valeurs propres avec leurs multiplicités). Mais comme Tr (A) = n, on ne peut
avoir (car j +j%2 = —1 < 2 et 0 < 1) que 1 sur la diagonale ainsi 1 est la seule valeur propre de A. Alors
A est inversible et A3 = I,, donc A est diagonalisable (scindé & racines simples) et on n’a que des 1 sur la
diagonale donc A = I, (seule solution).

k k l
a. Par récurrence : Vk € N, M* = (A kA ) et on a donc P(M) = (P(A) AP (A)>

0 Ak 0 P(A)
b. Si M est diagonalisable, il existe un polynéme scindé a racines simples P tel que P(M) = 0 donc P(A) =0
et A Dest aussi. De plus AP/(A) = 0 donc XP’ est annulateur de A et si A est valeur propre de A alors
P(A) = 0 = AP/(A) ; mais comme les racines de P sont simples, P et P’ n’ont pas de racines communes d’ott
A =0 et 0 est la seule valeur propre de A. Comme A est diagonalisable : A = 0.

Par conséquent : M diagonalisable si et seulement si A = 0.

a. Soit (a,b) € Sp(A) x Sp(B), comme xg = Xtp, b est aussi valeur propre de 'B. Par définition d’une valeur
propre, il existe (U, V) € (Mn,1(C) \ {O})2 tel que AU = al et 'BV = bV qui s’écrit aussi 'VB = b'V.
Comme U et V sont non nulles, si on écrit 'U = (ug---un) et 'V = (vi---vy), il existe ip € [1;n] tel que
ui, # 0 et jo € [1;n] tel que vj, # 0. Alors, M = U'V = (ujvj)1<ijen € Mn(R) avec M # 0 car ui,vj, # 0.
De plus ¢(M) = @(U'V) = AUV — U'VB = aU'V — bU'V = (a — b)U'V donc a — b € Sp(e) car M # 0.

b. Comme B est diagonalisable, il existe Q inversible et D diagonale telles que B = QDQ ™' ce qui donne
B = (*Q)"'D*Qcar'D = D et que (*Q)~' = *(Q™") (classique) : ceci prouve aussi que *B est diagonalisable.
Ainsi, il existe deux bases (Uq,---,Uyn) et (Vq,---,Vy) de C™ (identifié & My,1(C)) formées de vecteurs

propres de A et de 'B respectivement. Considérons la famille ¥ = (U{‘Vj) de M, (C), elle est

I<ijsn
composée de vecteurs propres de ¢ d’apres la question a. et son cardinal est n?, la dimension de M, (C) ;

pour montrer que F est une base, il suffit donc de montrer qu’elle est libre ou génératrice.

Méthode 1 : soit une famille (aij)1<ij<n de n? scalaires telle que Y ai,;Ui'V; = 0, alors la p-ieme

1<ij<n
n n
colonne de cette matrice vaut > ajjvp Ui = > ( ai,jvp‘j)ui =0 si on pose 'Vj = (vi)j ==+ vnj).
1<ij<n i=1 V=1
n
Comme la famille (Uy, - -+, Uy ) est une base (donc libre), on en déduit que Vi € [1;n], aijvp,j = 0 ce qui
=1
n N
montre, puisque ceci est vrai pour tout p € [1;n], que Y a;;Vj = 0. A nouveau, comme (Vi,---,Vy) est

j=1
une base (donc libre), tous les ai j sont nuls, ce qui prouve que F est libre dans My (C).

Méthode 2 : en notant Ex € My, 1(C) tel que *Ex = (0,---,0,1,0,---,0) (avec le 1 en k-iéme position),
la famille (Eq,---,En) est la base canonique de My,1(C). Soit (i,j) € [I;n], alors E;; = Ei*Ej. Or
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n
(Uy,---,Uy) est une base (donc génératrice) donc il existe (o1, -, an) € C™ tel que By = > «pEp. De

p=1
n
méme, (V1,---,Vy) est une base (donc génératrice) donc il existe (B1,---,pn) € C™ tel que Ej = > BqEq.
q=1
n n
Eij = ( > ocpEp)( > [Sq"Eq) = > «iBjEi'Ej= >  «iBjEi, par linéarité de la transposition. La
p=1 q=1 1<ij<n 1<ij<n

famille F engendre donc les vecteurs de la base canonique (E;j)1<i,j<n de Mn(C) donc elle engendre toutes

les matrices de My (C) (par transitivité). Ainsi, F est génératrice de M, (C).

On a donc prouvé que la famille F est une base de M, (C). Or celle-ci est formée avec des vecteurs propres

de ’endomorphisme ¢, ce qui justifie que ¢ est diagonalisable.

c. Comme ya est unitaire par construction et scindé sur C par D’ ALEMBERT-(GAUSS, si aj,- -, a, sont les
T T

valeurs propres distinctes de A, on peut écrire xo = [[ (X — ai) ™ (A) Q’ot1 x4 (C) = [T(C—ailn)
i=1 i=1

Comme GL,(C) est un groupe multiplicatif, on a xa(C) € GL,(C) <= Vi € [1;n], C — ailx € GL,(C).

ma; (A)

On peut aussi le justifier par le déterminant (qui est une fonction multiplicative), en écrivant que l'on a
XA(C) € GLy(C) <= det(xa(C)) # 0 <= f[ (det(C — ajl,y))™at(A) £ 0 <= Vi € [1;7], det(C —a;il,) #0.
Or C — ailn € GL(C) <= Ker(C — aiITSI: {0} < ai ¢ Sp(A), ainsi on a I’équivalence souhaitée :
xA(C) € GLy(C) <= (Vi € [1;n], ai € Sp(C)) < Sp(A) N Sp(C) = 0.

d. Soit A € Sp(@), alors il existe M € M, (C) telle que M # 0 et AM — MB = AM <= AM = M(B + Al,).

Posons C = B+AL, de sorte que AM = MC. Par une récurrence simple, on montre que Vp € N; APM = MCP

400 +o0 + o
donc, en posant P = ) apXP € CI[X], cela donne P(A)M = > APM = > MCP = MP(C). Prenons
p=0 p=0 p=0

maintenant P = xa, alors d’aprés CAYLEY-HAMILTON on a xA(A) = 0 d’ot Mxa(C) = 0. Comme M # 0,
on a forcément x (C) non inversible (sinon on pourrait écrire Mxa (C)(xa(C))™' = M = 0 NON !) donc,
d’apres la question précédente, il existe a dans Sp(A) N Sp(C). Ceci montre V'existence de X # 0 tel que
CX = aX donc BX 4+ AX = aX <= BX = (a — A)X ce qui montre que (a — A) est une valeur propre de B car
X #£ 0. En posant b=a —A € Sp(B), on a bien A = a — b avec a € Sp(A) et b € Sp(B) comme attendu.

a. Il suffit de se rendre compte que X?> — X (scindé & racines simples) annule A2 pour voir que A? est

diagonalisable. Ensuite, on calcule (A* — A)? et on trouve 0.
b. Méme chose en prenant A?* = A¥ donc si p = k, on a X2 — X qui annule AP. On montre ensuite que
(A% — AK)k = 0 en développant avec le bindme de NEWTON car Vj > k, AJ = Ak,

[5.3 Trigonalisation et diagonalisation simultanée}

Soit M € M, (C), on sait que M est trigonalisable. Il existe donc P € GL,,(C) telle que P"'"MP = T

triangulaire supérieure avec (A1,---,A1,A2,-+,A;) sur la diagonale (Aq,---, A, distincts deux a deux et Ay

1

étant répété my > 1 fois). Il suffit de modifier légérement (pour n € N de maximum 7 en module par

exemple) les coefficients diagonaux de T de maniere a ce qu’ils deviennent tous distincts deux a deux et le
tour est joué : pour n € N il existe donc T, triangulaire supérieure avec des valeurs propres distinctes deux

a deux donc T, diagonalisable telle que liT Tn = T (en effet, par construction ||Tn — T||eo < Zin On
n——+oo

conclut avec la continuité de Papplication N — PNP~!.
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a. On est en dimension finie donc toutes les normes sont équivalentes ; on utilise la définition de cette

1
équivalence et le fait que Voo > 0, lim ak =1.
k——+o0

b. Si B est semblable & A, il existe P inversible telle que A = PBP~'. Comme le produit matriciel est
bilinéaire, il existe M > 0 tel que N(UV) < MN(U)N(V) quelle que soit le norme N choisie. Or, A* = PB*p~1
donc N(A¥) < MZN(P)N(B¥)N(P™1) et N(B¥) < M2N(P~")N(B¥)N(P). On passe ces deux inégalités a la
puissance % et on passe a la limite pour établir que klim N(B¥)k = p(A) par encadrement.

—+0o0

c. On éerit T =1, + N avec N = T — I, nilpotente d’ordre inférieur ou égal & n (classique) et, comme

k k X n—1 /k .
N et I, commutent, on a Vk > n, TK = ) <,>N1 =y (,)Nl. On écrit I'inégalité triangulaire et
i=0 \1 i=0 \1

1< = X ( > [IN'||oo ; le terme de droite est polynomial en k de degré maximum n — 1 donc quand

i=0
1
on éleve tout & la puissance %, la limite vaut 1 & gauche et & droite et on conclut im |T¥||% =1 par le
— 00

théoreme des gendarmes.

d. On montre cette inégalité

_A

p(A)

a 1 par construction ; elle est trigonalisable donc est semblable & une matrice T dont les coefficients sont en

module inférieur & 1 sur la diagonale. D’apres c. et le début de d., comme il,reste sur la diagonale de T un
1 1

|A¥||so < ||B¥||oo par récurrence sur k avec la définition du produit matriciel.

Ensuite, a une valeur propre de module 1 et que des valeurs propres de modules inférieurs ou égaux

coefficient de module 1, on a lim [|T¥||X =1 donc lim ||A¥||X = p(A) par homogénéité de la norme.
k—+oo k——+o0
On conclut avec a..

a. Il suffit de vérifier que X, est inversible pour tout n € N. Or si on consideére une base B = (vi,-+-,vn)

de vecteurs propres de f canoniquement associé & A, on a Vk € [[1;n], f(vk) = Mvi avec Ay > 0. Ainsi :
A =PDP~! avec D = diag(A1,---,An) et P inversible.
Si gn est canoniquement associé & Xy, on a : Vk € [1;n], go(vk) = 1.vk (initialisation).

Ensuite Vk € [1;n], g1(vk) = %(vk + Ak ) = % 1+ A )vi done Xj est diagonalisable dans la méme base

B avec des valeurs propres %(1 + ?\k) strictement positives. On continue pour vérifier que X;, est toujours

diagonalisable (dans B) avec des valeurs propres strictement positives, car si x > 0 alors %(X + A—k) > 0.
X

b. Par lalgorithme de HERON, pour k € [[1;n], la suite définie par xx,0 =1, Vp € N, xxp = %(xk,p + 7)
converge (trés trés vite) vers y/Ax. On a donc lirlx diag(x1,p,- -y xn,p) = diag(v/A1,---,vAn) = A. Or,
p—+oo
clairement A% = D ; ainsi, par continuité de N — PNP~! on a liT Xn = PAP™! = X qui vérifie X* = A.
n—+oo
c. D’apres ce qui précéde, comme A et X;, sont codiagonalisables, elles commutent donc A et X;;! commutent
aussi. Ainsi, on montre par récurrence que X, est symétrique et ainsi X = v/A Pest aussi comme limite de
suites symétrique (8,,(R) est fermé : le justifier).

a. La linéarité de T est claire et par inégalité triangulaire, on a ||T(f)||oo < ||f||co donc T est continue et

[ITI|| < 2. 1l suffit de prendre f =1 pour avoir I’égalité donc [||T||| = 2.

b. Comme |f| est non nulle et continue sur un segment, elle atteint sa borne supérieure donc il existe xo €]0; 1]
tel que |f(x0)| = ||f||co- Ensuite, il suffit de se servir de la continuité de f en 0 avec f(0) = 0.

1 est un vecteur propre associé a la valeur propre 2, si une fonction non constante g était aussi un vecteur
propre associé a la valeur propre 2, on poserait f = g — g(0).1 € Ex(T) et on aurait par une récurrence

2n 1
simple T™(f) = 2™f sauf que pour n assez grand (qui vérifie 2% < xp), on aurait T (f)(x) = > f(x;_ink)
k=0

qui ne pourrait pas étre de norme 2™ d’apres 'inégalité stricte du début de la question b. (& justifier
rigoureusement). Ainsi E;(T) = Vect(1).
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A est trigonalisable donc semblable a T ou la diagonale de T est composée des valeurs propres de A répétées
avec leurs ordres de multiplicité : A = QTQ~'. Alors P(A) est semblable & P(T) (P(A) = QP(T)Q~") dont
n

n
on connait la diagonale. Ainsi, si xa = [ (X —Ax), alors xp(a) = [T (X —P(\x)).
k=1 k=1

On calcule et on trouve xa = (X — 1) alors que A — I3 est de rang 2 et Ker(A — [3) est une droite engendrée

par vi = (1,0,1). On peut rendre (c’est la réduction de JORDAN évoquée en cours mais hors programme) A
1 1 0
semblable a T= | 0 1
0 0
et f(v3) = v3 + vy si f est canoniquement associé & A ; on trouve par des calculs fastidieux v, = (0,1,0) et
1 0 0
v3=(0,—1,1)doncsiP=[0 1 —1|,onaA=PTP .
1 0 1

1] (car (A —13)3 =0 et (A —I3)? # 0) en choisissant v, tel que f(v2) = v2 + vy
1

[5.4 Exercices posés aux étudiants de PSIlj

Le cas ou tous les ay et les by sont nuls équivaut au fait que la matrice A est nulle et alors elle est clairement

diagonalisable. Nous supposerons dans la suite que A # 0 donc Jk € [[1;n], ax # 0 et by # 0.

aijby  axbg S anbjq 0
aiby aiby t. : : n n
On calcule A2 = : . . - | avecs = 3 axby donc Tr (A%) =25 =2 3 ayby.
. . . Qn-1bn k=1 k=1
anbj ce anbn_1 anbn 0
0 . e 0 s

(=) Supposons A diagonalisable, alors il existe P € GLn4+1(R) et D € Mu41(R) diagonale telles que
A = PDP~! donc A? = PD?P~'. Comme D? est diagonale, A% est aussi diagonalisable. Bien siir, on
montrerait de méme que A¥ est diagonalisable. Comme A # 0, il existe au moins une valeur propre p # 0

n
de A et comme on a Tr (A2) = > A2 =23 agby > pu? > 0 car toutes les valeurs propres sont réelles.
AESP(A) k=1

(«<=) Supposons Z axby > 0, on sait que A est trigonalisable dans C, or elle est de rang 1 (si tous les ax
=1
sont nuls ou si tous les by sont nuls) ou de rang 2 si au moins un des ay est non nul et un des by non nul. La

liste des valeurs propres de A est donc (0,---,0,A1,A2) avec 0 répété au moins n — 1 fois, Ay € Cet A, € C
(A1 = 0 par exemple si A est seulement de rang 1).
Mais comme A est semblable (dans My 11(C)) & une matrice triangulaire supérieure T avec sur la diagonale

mn
0,--+,0,A1,A2, on a Tr (A) = Ay + A2 = 0 et Tr (A%) = A + A3 = 2A% = zkz1 axby. Ainsi, par exemple

n
> axbk et Ay = —A7 sont deux valeurs propres simples de A et comme rang(A) = 2, A est
=1

diagonalisable (dans My41(R)) car dim(Eo(A)) + dim(Ex, (A)) + dim(Ex,(A)) =n—T14+14+1=n+1.
a. Tout d’abord, la matrice K est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M3(R) d’apres le
théoreme spectral. Les deux premieres colonnes de K ne sont pas proportionnelles et la troisieme vaut la
premiere, d’ou rang (K) = 2. D’apres le théoréme du rang, on a donc dim(Ker(K)) = 3 — rang (K) = 1 donc
Ker(K) est une droite et comme (1,0, —1) € Ker(K), on a donc Ker(M) = Vect((1,0,—1)). Pour trouver les
A =1 0

deux autres valeurs propres, on calcule xx(A) = | =1 A —1| =23 —2A donc xx = X3 — 2X et les autres
0o -1 A

valeurs propres sont v/2 et —v/2. On résout KX = v/2X et KX = —/2X pour avoir E 5(K) = Vect((1, V2,1))
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et E_ 5(K) = Vect((1, —v/2,1)). Comme K posseéde trois valeurs propres distinctes en dimension 3, K est

1 1 1
diagonalisable (on le savait déja) et K = PDP~! avec D = diag(0,v2,—v2) et P=| 0 2 —2
-1 1 1
1
0 | donc M = alz + cK + b(K? — I3) = (a — b)I3 + cK + bK?.

:
b.K2= |0
1 1

o N O

c. Comme K? = (PDP~')2 = PD?P~! ona M = P((a—b)I3+cD +bD?)P~! = PD’P~! en posant la matrice
2 0 -2
D’ = diag(a — b,a + b+ cv2,a + b — ¢y/2). Par calculs, on trouve P~! = L V2 1 ]. Or, pour
Y\ —va
(a—Db)" 0 0
ne N D™= 0 (a4+1b+cV2)" 0 et M™ = PD"P~! ce qui donne au final
0 0 (a+b—cV2)"
11 (a—b)" 0 0 2 0 -2
mr=11o0 2 -2 0 (a+b+cyv2)" 0 1 V2
4
-1 1 1 0 0 (a+b—cy2)" 1T =2 1

Comme A est inversible, en multipliant par A~', on a A2 —4A + 313 = 0.

Si A € Sp(A), il existe X # 0 tel que AX = AX donc A? = A*X et (A2 —4A +313)X = (A2 —4A +3)X = 0 donc
A =3ouA =1. En considérant A comme matrice complexe, un résultat du cours nous dit que Tr (A) est
la somme des valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité : or pour faire Tr (A) = 5 avec trois
termes parmi des 1 et des 3, on ne peut avoir que 5 =3+ 1+ 1 : ainsi : xa = (X — 1)*(X — 3).

On aurait pu dire (en avancant dans le cours) que comme A annule un polynéme scindé a racines simples
P = (X—1)(X—23), alors A est diagonalisable (mais ce n’est pas demandé ici) et que ses valeurs propres sont
les parmi les racines de P et avoir le méme résultat. La matrice A est donc n’importe quelle matrice de la
forme A = PDP~! avec P € GL3(R) et D = diag(1,1,3).

On considére deux cas :

e Si A est inversible, on a BA = A~ (AB)A donc BA et AB sont semblables et xap = xpa donc les spectres
de ces deux matrices sont les mémes.

e Si A n’est pas inversible, 0 est racine de xa et en notant « = {|A| | A € Spr(A), A # 0} > 0, on a pour tout

p suffisamment grand (tel que 1. x) Ap = A — lITL € GL,(C). Par le premier cas : XA, B = XBA, -
P p

Il reste a passer a la limite en constatant que, clairement liT Ap = A, que les applications M — MB et
p—+oo

M — BM sont continues car linéaires en dimension finie donc lim A,B = AB et lim BA, = BA, que le
p—+o0 p—+o0

déterminant est une application continue donc que pour A € R fixé : liT det(ApB —Al,) = det(AB —Aly)
p—+oo
et 1111 det(BAp — Aln) = det(BA — Al,). De tout ceci on déduit que VA € R, xag(A) = xga(A) donc
p—+o0
XAB = XBA et ces deux matrices ont mémes valeurs propres.

2
a. Pour un polynome P de I'espace E, on a P(t)e' = o(% ) par croissance comparée ce qui prouve que
— 00
X
t > P(t)e' est intégrable sur | — co;x] donc que f P(t)e'dt converge.
— o0
b. L()(x) = [

— 00

degré inférieur k € [0;n— 1] alors L(X*+1)(x) = e~ fx thtletdt = e ([tk'H e']* o —(k+1) fx tketdt)
— o —oo

X

etdt =e* [et]im =1donc L(1) =1 € E. Sion suppose que L(X*) est un polynéme de

par IPP (les fonctions sont de classe C! sur | — oo;x] et le crochet converge). Ainsi L(X*T) = X*T — (k +
DL(X¥). On en déduit que L(X**") est bien un polynoéme et qu’il est bien de degré inférieur ou égal & k + 1.
Comme la linéarité de L est claire, L est bien un endomorphisme de E.

La relation précédente montre par récurrence que Vk € [0;n], L(X¥) est un polynome unitaire de degré k.
En écrivant la matrice A de L dans la base canonique de E, on constate que A est triangulaire supérieure
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avec des 1 sur la diagonale. Ainsi x; = (X — 1)™*'. L n’a donc qu’une seule valeur propre 1.
e Si L était diagonalisable, elle serait semblable a la matrice diagonale avec des 1 sur la diagonale : I, ;1.
On aurait alors A = QI,, 1 1Q ™ = I ce qui est absurde car L #idg : en effet L(X) =X — 1 # X.
X
e Ou alors, si P € E tel que L(P) = P, comme ¥x € R, L(P)(x)e* = f P(t)e'dt, en dérivant, pour x € R,
—0o0
L(P)(x) + L(P)'(x) = P(x) donc P+ P’ =P = P/ = 0 = P constant. Alors E1(L) = Ro[X] # E : L non DZ.
e Ou alors : L diagonalisable <= E = @ Ex(L) = E1(L) <= L =id ¢ ce qui est clairement faux.
AeSp(L)
Par trois méthodes différentes (mais pas si éloignées que ¢a) on arrive a prouver que f n’est pas diagonalisable.

a. M = (a—b)l, + bJ ou J est la matrice de My, (R) ne contenant que des 1. Comme | est de rang 1,

on a det(]) = 0 donc det((a — b)I, — M) = 0 ainsi Ay = a — b est une valeur propre. De plus, comme

rang ((a — b)I, —M) =1 car b # 0, on a dim(Eq_b(M)) = n — 1 donc a — b est au moins valeur propre

d’ordre n — 1 de M. Il reste a voir que Tr (M) = na pour affirmer que la valeur propre (a priori complexe)

manquante est Tr (A) —(n —1)(a—b) = (n — 1)b+ a = A, (et elle est bien str réelle). Comme Ay # A7, le

sous-espace propre associé a A ne peut étre qu’une droite et on constate qu’elle est engendrée par le vecteur

(1,--+,1). De méme Eq_1,(M) = Vect(e1 — ez, --,e1 — €3, ++,€] — €n).

Comme dim(Ey, (M))+dim(Ex, (M))n, M est diagonalisable. On vient aussi de trouver une base de vecteurs

propres de M. On en déduit que xp = (X —a +b)" (X —a — (n — 1)b).

b. M est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de M donc si a ¢ {b,—(n — 1)b}.

Dans ce cas, on cherche M~ sous la méme forme que M : M~ = N = «l,, + BJ avec (o, B) € R?. En

calculant MN = (a —b)al, +((a—b)p+ab-+nbp)J car J* = nJ. Comme (I, ]) est libre on résout le systeme
b

_ 1 =(q— 0y 1 - _ -1 _
(a=b)a—1=(a b)[5+ocb+nb[3—0.oc—a_bet[5_ (a—b)(a+(n—1)b)etM = aln + BJ.

On pouvait aussi dire (en avancant dans le cours), que comme M est diagonalisable, (X — A1)(X — A2) est

annulateur de M donc M(M — (A1 + A2)In) = A1A21,, d’oit I'on déduit que M~ = w
1A2

c. On calcule M? = (a — b)?I,, + 2b(a — b)] + b2?J2 = (a — b)?I, + (2(a — b) + nb)bJ car J*> = nJ. Donc
M? = (2(a—b)+nb)M+((a—b)? —(2(a—b)+nb)(a—b))I, = (2a+(n—2)b)M —(a—b)(a—b+nb)I,. Par
conséquent le polynéme P = (X —a+b)(X — a — (n — 1)b) est annulateur de M. Pour p € N, on effectue la
division euclidienne de XP par P et on trouve XP = PQ+uX+v et en évaluant en a—b et a+(n—1)b, on trouve

- _ . _(a+(n=1B)P — (a—Db)?
u(la—b)+v=(a—b)? et u(a+(n—1)b)+v = (a+(n—1)b)P ce qui donne u =

nb
_(at(m=Nb)(a=b)’ —(a=Db)(a+(n—-1)b)P
nb

et

. Comme MP =P(M)Q(M) +uM + vl et P(M) =0 :

Ainsi mp — (@@ =1)" —(a =) (a+(n—1)b)(a=b)" —(a—b)(a+(n-1)b)"
nb nb
A 0O 0 —1 0 0 1
a. On écrit par blocs M = <0 B>avecA— (1 0 >,B— 1 0 0. Oncalcule A> = —1,,A3 = —A
0 1 0

et A* = (A?)? = I, ce qui prouve que A est d’ordre 4 ; cela signifie que A* = I, et que Vk € [[1;3], A* # I,.

0 1 0
De méme, B2 = [0 0 1| etB3=13: B estdordre 3 car B3 = I3 et que Vk € [1;2], B¥ # 5.
1 0 O
, . AP 0 . ,
Par récurrence, on montre facilement que Vp € N, MP = 0o BP /) Puisque A est d’ordre 4, pour
un entier n € N, si n = 4p alors A™ = A% = (A*)P = I} = I,. Réciproquement, soit n € N tel

que A™ = I, on effectue la division euclidienne de n par 4, & savoir n = 4q + 1 avec v € [[0;3] et on a
AT = AYHT = (AY)IAT = AT donc r = 0 par définition de 'ordre. Ainsi, n = 4q est un multiple de 4. On
vient de montrer 1’équivalence : A™ = [, <= 4|n. Bien siir, de méme, B™ = I3 <= 3|n. Ainsi, pour un

entier n € N, M™ =[5 <= (A™ =1 et B™ = [3) <= (4|n et 3|n) <= 12|n puisque ppcm (3,4) = 12. Par

14



conséquent, M est d’ordre 12, c’est-a-dire que M'? =I5 et que Vk € [1;11], Mk # Is.

b. Comme M'? = I5, le polynéme P = X'? — 1 est annulateur de M. Or, X'? — 1 est scindé & racines
simples dans C car ses 12 racines sont les 12 racines douzieme de I'unité d’expression ei1k727T avec k € [0;11]
et elles sont toutes distinctes. On déduit du cours que M est diagonalisable dans Ms(C). On sait aussi que
les valeurs propres de M sont parmi les racines de P donc que Sp(M) C Ujz. On n’a bien str pas égalité

puisqu’on sait que card (Sp(A)) < 5 alors que card (Uqz2) = 12.

c. D’apres la décomposition par blocs de M, les sous-espaces Vect(er,ez) et Vect(es,es,es) sont stables
par M et il est donc hors de question de prendre x dans I'un de ces deux sous-espaces pour avoir une
base (x,m(x),mz(x),m3 (x), m? (x)) Il suffit par contre de prendre un vecteur x “a cheval” sur ces deux
sous-espaces, par exemple x = e; + e3. Alors m(x) = ex + eq, m?(x) = —ej +e5, m3(x) = —ey + e3,
m?(x) = e +e4 et m>(x) = ez + e5. Un calcul simple (déterminant ou systéme) montre que la famille

B = (x, m(x),m?(x),m3(x),m*(x)) est libre donc que c’est une base de R> puisqu’elle comporte 5 vecteurs.

00 0 0 1
1.0 0 0 0
Comme on obtient m%(x) = m?(x) + e2 +e1 = m?(x) — m3(x) + x, Matg(m) = [0 1 0 0 1
001 0 -1
000 1 0

I’endomorphisme m est dit cyclique car il existe une base de C™ de la forme (x, m(x), m?(x), m3(x), m* (x))
De plus, on reconnait la matrice compagnon de Q = X>+X3 —X2—1 ce qui fait que le polynoéme caractéristique
de M vaut xm = Q = (X2 +1)(X3 — 1) et le spectre de M vaut donc Sp (M) = {i,—i,1,j,j*} C Ujz. On

pouvait bien siir trouver directement ce résultat car, en calculant par blocs, xpm = xa xxB = (X2 +1)(X3—1).

a. Considérons le reste de la division euclidienne de xa par X —A : xa = (X —A)P 4+ Pxa (7).

Alors xa(A) = (A — Aln)P(A) + xa(A)In. Or d’apres le théoreme de CAYLEY-HAMILTON : xa (A) = 0.
De plus xa(A) # 0 car A n’est pas valeur propre de A. Ainsi: (A —; In)< P(?}\))
XA

(A—=ALy) "' = L’?}\)) est bien un polynome en A (et méme de degré inférieur ou égal & n — 1). On pouvait
XA

aussi utiliser xA—ar, et se servir du fait qu'un polynéme en A — Al est un polynéme en A.

) = I ce qui garantit que

b. Soit k € N* et Aq,---,Ax qui ne sont pas dans le spectre de A. Posons, pour i € [[1;k], le polynéme

k n

. . X —Aj .

d’interpolation de LAGRANGE P; = [] (ﬁ) Notons aussi P = [] (X — Ay). Alors comme toutes les
i=1 174 i=1

i

matrices (A —Ailn)1<igk sont inversibles car les (Ai)1<igk ne sont pas des valeurs propres de A : la matrice

Kk
P(A) = [ (A —Ailn) est inversible et Vi € [1;k], (A —AiI4)Pi(A) = P(A) donc (A —Ail,)~ " = P(A)~TP;(A).
i=1
Kk
La famille (Pq,- - -, Px) constitue une base de Ry_1[X] carsi Y «iP; = 0, en évaluant en A;, on trouve o; = 0.

i=1

Par conséquent, en notant 7t un polynéme annulateur unitaire de A de degré k, le polynome P — 7 est dans

Ry_1[X] car ces deux polynomes sont de degré k et unitaires. Ainsi il existe des constantes (cy, - - -, cy) telles
K K
que P—mt= > ciP;. En évaluant en la matrice A, cela donne P(A) —m(A) = > ¢iPi(A) = P(A). Il suffit de
i=1 i=1
k
multiplier tout ceci par P(A)~! pour obtenir grace & ce qui précede 3 ci(A — Ailn) " = 1,.
i=1
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Pardéﬁnition,siP:anX“+~~-+a0 onaf(P):Xn(;—ﬁ+~-+ao):aOX“+~~+an.

Appliquer f revient donc a inverser 'ordre des coefficients dans le polynéme P. La linéarité de f est claire
et le fait que f(P) € E si f € E. f est donc un endomorphisme de E et on a aussi clairement f2 = id ¢ donc
f est une symétrie de E. On sait d’apres le cours de sup. qu’alors E = Ker(f — idg) @ Ker(f + id g) ce qui
s’écrit aussi E = E1(f) @ E_q(f). Ainsi f est diagonalisable et une base de vecteurs propres est composée de
vecteurs des deux sous-espaces propres.

OrPet 1(f) = an X"+ +a0=—(aoX"+-+an) < (ac0+an =ar +an_1 =---=0) : ces

polynomes sont dits anti-réciproques. dim (E_1 (f)) =2 n'z‘_]J avec pour base (X™ — 1, X"~ T —X,...).
OrPebi(f) <= anX"+---+a0=aoX"+ -+ +an < (ap0—an =aj —an—_1 =---=0) : ces polynémes

sont dits réciproques. dim (E1 (f)) =n+1-2 {nZHJ avec pour base (X™ 4+ 1, X1 +X,-..).

Hors propos ici mais intéressant : pour trouver les racines de ces polynoémes, on pose Y = X+% (ouy = X—%)
et la recherche des racines de P se rameéne & celle d’un polynoéme Q de degré moitié (ou presque) car

(les formules sont analogues dans le cas anti-réciproque) X? + é = Y2 — 2 (voila pour l'initialisation) et

X4 X“]H = (X—i—%) X (X“H + X“]H ) — (X“f1 + X’L] ) (hérédité) avec par exemple X3+% =Y3-3v.

Par exemple si P = X7 + 3X® + 2X° 4+ 4X* 4+ 4X3 + 2X? + 3X + 1. Comme deg(P) est impair, —1 est racine

évidente de P donc P = (X + 1)(X® +2X° +4X3 +2X + 1) = (X + 1)X3(Y3 — 3Y 4+ 2Y? — 4 + 4) ce qui donne
apres factorisation : P = (X 4+ 1)X3Y(Y = 1)(Y +3) = (X + 1)(X2 + 1)(X2 = X + 1)(X? +3X +1).

a. Comme uov =0 se traduit par Im (v) C Ker(ut). on va traiter deux cas :

e Si v = 0, tout vecteur non nul est propre pour v. Comme on travaille sur le corps C, x,, est scindé donc

u admet au moins une valeur propre A et donc au moins un vecteur propre x associé a A. Alors x est un
vecteur propre commun a u et v.

e Siv 0, alors soit v endomorphisme v induit dans Im (v) # {0g } (stable par v). A nouveau, comme K =
C, il existe un vecteur propre x de v associé a une valeur propre o« : v(x) = ax. Comme x € Im (v) C Ker(u),
on a u(x) = Og = 0.x donc x est vecteur propre commun a u et v.

Dans les deux cas, si uov =0, il existe un vecteur propre commun a u et v.

b. Supposons que wov = au + Bv, alors (u — Bidg) o (v — aid g) = Pid .

e si aff = 0, par le cas précédent et u — Bid g et v — «id g ont un vecteur propre commun donc u et v aussi.
En effet, si x € E vérifie (u — aid g)(x) = M et (v — Bid g)(x) = ux, alors u(x) = (« + A)x et v(x) = (B + p)x.

e si xff #£ 0, (u_gidE) o (V _;‘idE) = idg donc % _gidE et ¥ _ZidE sont des automorphismes de E

réciproques 'un de 'autre. Soit x un vecteur propre de u, il existe A € C tel que u(x) = Ax (avec A # B puisque

. . . -1
u — Bid g est inversible). Alors %(x) A E ﬁx, puis, en appliquant ¥— adde _ (ufg’ldE) ,
«

X = u%(x) donc v(x) = (LB + cx)x donc x est un vecteur propre commun a u et v.

P « A=

c. On passe en mode matriciel et cela revient a montrer, pour tout entier n € N*, la propriété suivante :

P(n) = "V(A,B) € My (C)?, AB € Vect(A,B) = 3P € GL,(C), P"'AP et P~'BP sont triangulaires sup.”.
Sin =1, c’est évident car toute matrice de M7 (K) est triangulaire supérieure.
Soit n > 2, supposons P(n — 1) vraie. Soit (A,B) € M, (C)? tel que AB € Vect(A,B) alors d’apres la

question précédente, il existe un vecteur propre X; commun & A et B. On compléte (X7) en une base
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B = (X1, ++,Xn) de K™ et on pose Q la matrice de passage de la base canonique de K™ & B, c’est-a-dire

la matrice dont les colonnes sont justement Xi,---,X;. Si AX; = aX; et BXy = BX;, d’apres la formule

de changement de base, on a Q" 'AQ = <?)C :,) et Q7'BQ = <§ g,) Or, par calcul par blocs, si

AB = AA 4 uB, on a A’B’ = AA’ + uB’ donc A’B’ € Vect(A’,B’) et ’hypotheése de récurrence montre qu’il

existe P’ € GLn_1(C) et Th,Tg de taille n — 1 et triangulaires supérieures telles que A’ = P'THP'~1 et

B’ = P'T4P’~!. En posant P = Q b >, on a bien P € GL,(C) et A = PTAP™! et B = PTgP~! avec

o P

Ta = N f et Tg = P *, triangulaires supérieures. L’hérédité est établie.
0 Tx 0 Tg

On conclut par principe de récurrence et en revenant au vectoriel que si n € N*, E un C-espace vectoriel de
dimension n, u et v deux endomorphismes de E tels que wov € Vect(u,v), alors il existe une base B de E

dans laquelle les matrices de u et v sont simultanément triangulaires supérieures.
Il s’agit d’un cas particulier, pour des matrices 2 x 2, du produit de KRONECKER (qui est lui-méme un cas

particulier de produit tensoriel) qu’on note habituellement A ® B plutét que F(A, B).
a. Par les opérations classiques du produit par blocs des matrices, on a, avec des notations claires :
a1B1 b1By azB2 b2Bz2\ _ ((araz +bi1c2)BiBz  (arjbz +b1d2)B1B2 donc
c1By diBy c2By doBy (C](lz-Fd]Cz)B]Bz (C]b2+d]d2)B]Bz
ajay +bica2 aiby +bid
ciaz +djcz ciby +didy /)
b. e Par définition : Tr (F(A,B)) = aTr (B) +dTr (B) = (a+d)Tr (B) = Tr (A)Tr (B).
e En notant r = rang (A) et s = rang (B), on sait (méme si ¢’est hors programme) qu’il existe 4 matrices
inversibles P, Q, P/, Q' telles que A = QJ,P~ " et B = Q'JsP'~".
Par la relation de la question a. : F(Q~",Q""")F(A,B)F(P,P") = F(J1,Js) = Jrs alors que F(P,P’) (et aussi
F(Q,Q’)) est inversible puisque F(P~!, P’~1)F(P,P’) = F(I2,12) = I,. Ainsi rang (F(A,B)) = rang (A)rang (B).

F(A] , B1 )F(Az, Bz) = (

F(A],B])F(Az,Bz) = F(A]Az,B1Bz) car F(A]Az,B1Bz) = <

e Si par exemple A n’est pas inversible, il existe A’ # 0 telle que AA’ = 0 (qui représente par exemple la

projection sur Ker(A) parallelement & n’importe quoi) donc F(A,B)F(A’,I2) = F(0,B) = 0 donc F(A,B) n’est

pas inversible car F(A’,13) # 0. De méme, si B n’est pas inversible, alors F(A,B) ne l’est pas non plus.

Si maintenant A et B sont inversibles et en supposant par exemple que a # 0, si on effectue dans le calcul de

det(F(A,B)) les opérations de GAUSS L3 < L3 — €Ly et Ly < Ly — €1,, on a en utilisant les déterminants
a a

par blocs : det(F(A,B)) = a*det(B) x (d - %>2det(}3) = (ad — be)?det(B)? = det(A)?det(B)?.

c. Si A et B sont diagonalisables, alors il existe deux matrices inversibles P et Q et deux matrices diagonales
D et D’ telles que A = PDP~! et B = QD’Q ', alors F(P~', Q™ ")F(A, B)F(P,Q) = F(D, D’) est diagonale donc
F(A,B) est diagonalisable car F(P~',Q~') = F(P,Q)~".

”A et B sont diagonalisables” est donc une condition suffisante de diagonalisabilité de F(A,B) !
a. Si f € E, on a clairement x — xf'(x) qui est aussi de classe C* sur R donc D(f) € E et D est clairement
linéaire : D est bien un endomorphisme de E.

b. Si f € Ker(D), alors Vx € R, xf'(x) = 0 donc, par continuité de f' : ¥x € R, f/(x) = 0. Comme R est un
intervalle, f est constante. Ainsi Ker(D) = Vect(1) (fonctions constantes) donc 0 € Sp(D).

c. Si A # 0 est une valeur propre de D et f € Ker(D — Ald g) avec f # 0, alors Vx € R, xf'(x) = Af(x).

On résout cette équation sur RY et sur R* et il existe donc («,B) € R? tel que Vx > 0, f(x) = ax? et
Vx < 0, f(x) = B(—x)*. De plus f(0) = 0. Comme f est continue en 0 et que (o, ) # (0,0), on a A > 0. De
plus, Vx > 0, f('x) = aMx™ " et Vx < 0, (x) = —BA(—x)*~'. Comme f’ est aussi continue, on a A > 1. Par
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récurrence, en se servant de la continuité de f(™ en 0, on montre que ¥n € N, A > n ce qui est impossible. I1
n’existe aucune valeur de A pour laquelle cette fonction peut étre de classe C* sur R. Ainsi: Sp(D) = {0}.

d. Déja, les fonctions de Im (D) s’annulent en 0 par définition de D. Réciproquement, soit g une fonction
de classe C*™ sur R, & valeurs dans R, telle que g(0) = 0. Par TAYLOR-YOUNG : g(x)ixg’(O) + o(x).

g(x)

Ainsi, la fonction h : x — 2=~ est prolongeable par continuité en 0 avec h(0) = g’(0), donc on peut poser
x
f'x»—)th(t)dtdesorte Fx) = hix) = 9% i x £ 0 et xf(x) = i h isix=0
: . que f'(x) = h(x) = o six # 0 et xf'(x) = g(x) (ce qui marche aussi si x = 0).

On a g = D(f) si on prouve que f est C* (on peut le démontrer avec les intégrales & parametres.... a suivre).

On sait que M, en tant que matrice carrée complexe, est trigonalisable. Ainsi, il existe une matrice T
triangulaire supérieure avec sur la diagonale les valeurs propres de M comptées avec leur ordre de multiplicité
algébrique et une matrice Q inversible telles que M = PTP~!. Alors P(M) = QP(T)Q ™! classiquement. Mais
sur la diagonale de P(T) on a les P(A) ot A € Sp(M). Ainsi : Sp(P(M)) = P(Sp(M)).

Soit A € M3(R) la matrice de f dans une base B quelconque de E. Le polynéme P = X3 4+ X2 — 1 est

annulateur de f donc de A. En étudiant la fonction t — t3 +t%> — 1, on montre que P admet une racine réelle
o €]0; 1] et deux racines complexes conjuguées B et B. Comme P est scindé a racines simples dans C, A est
diagonalisable dans C, il existe donc une matrice inversible Q € GL,(C) et une matrice diagonale D avec
«, B et B sur la diagonale (comptées avec leurs ordres de multiplicité algébriques) telles que A = QDQ ™.

Comme A est réelle et B ¢ R, on a mg(A) = mz(A) donc Tr (A) = mu(A)a + mp(A)(B + B). D’apres les
relations coefficients/racines, on sait que « + p + B = —1 donc Tr (A) = (m«(A) — mp(A))ax — mg(A). Si
}é (mis sous forme irréductible) est racine de P, on a p> + p?q — q> = 0 donc q|p> et comme p et q sont

premiers entre eux : q = +1. De méme p = £1 donc 2 = 41 mais ni 1 ni —1 n’est racine de P.
q

Ainsi « ¢ Q. Pour que Tr (A) soit un rationnel, il est donc nécessaire que mq(A) = mg(A).

Mais, on sait que n = my(A) +2mg(A) avec le degré de xa, ainsi : n = 3mq(A) est un multiple de 3.
Petit rappel concernant les matrices (ou endomorphismes) nilpotents, soit A € My, (C) :

A est nilpotent <= Sp(A) = {0} (avec CAYLEY-HAMILTON).
A nilpotente et diagonalisable <= A = 0.

L’implication (<) est évidente car I, est diagonalisable.

Réciproquement, supposons que P(M) est diagonalisable. Comme xg est scindé (car le corps des scalaires
est C), B est trigonalisable. Comme la seule valeur propre de B est 0, il existe une matrice inversible Q et
une matrice triangulaire supérieure T avec des 0 sur la diagonale telles que B = QTQ~'. Ainsi, si on pose

P = i axX®, on a P(M) = i ax(Al, + B)*. On peut développer ave le bindme de NEWTON car I, et B
comI;;%ent pour avoir, en réglr:goanisant selon les puissances croissantes de B :

P(M) = P(\)In + 1B + a2B2 + -+ + oy 1 B™
si m est Iindice de nilpotence de B (défini par B™ = 0 et B™~! £ 0).

Par conséquent : P(M) = Q(P(\)In+ oy T+ +am—1T™")Q ™" = QCQ ™' en définissant la matrice C par
C=PAN)In+aT+ -+ xm_1T™ 1. On peut conclure de deux facons différentes :

e Comme xc = (X —P(A))™ et que C est diagonalisable puisque semblable & P(M), lordre de multiplicité
de sa valeur propre P(A) vaut dim(Ker(C—P(A)I,)) donc C—P(A)I,, = 0 et P(M) = QP(A)[,Q™' = P(A)1,,.

e Comme P(A) est 'unique valeur propre de C et que C est diagonalisable, [] (X—p)=X—=P(Q)
HESP ¢(C)
est annulateur de C donc C — P(A)I;, = 0 dont on déduit encore que P(M) = P(A)L,.

On conclut bien par ce qui précede : P(M) est diagonalisable <= P(M) = P(A)1,.
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a. Comme f € E est de classe C*°, u(f) l’est aussi par composition. De plus, u est clairement linéaire. Soit

@ : x > px + q, lapplication ¢ est bijective de R dans R et on a facilement Vy € R, ¢~ (y) = y—9
P

Enfin, si (f,g) € E2, u(f) = g <= fo@ = g <= f = go @' donc u est bien un automorphisme de E car

toute fonction g de E admet un unique antécédent f de E par u.

b. Soit A € R une valeur propre de f, par définition, il existe f € E tels que u(f) = fo @ = Af et f # 0.

Par une récurrence simple, Yn € N, fo o™ = A". Six € Ryona ox) =px+1—p =px—1)+1,
e*(x) =p((p(x—1)+1) = 1) + 1 =p%(x — 1) + 1 et, & nouveau, ¥x € R, Vn € N, ¢™(x) = p™(x — 1) + 1
par une récurrence simple. Ainsi, ¥x € R, Vn € N, f(p™(x — 1) + 1) = A™(x). Pour x € R fixé, si

on fait tendre n vers +oo, comme |p| < 1, on a UT p™ = 0 donc, par continuité de f en 1, on obtient
n——+oo

nEToo fp"(x—1)+1) = nEToo AMf(x) = £(1). Pour un réel x tel que f(x) # 0 (il en existe car f # 0), on a
donc la convergence de (A™)nen, ce qui impose A €] — 1;1].

c. Si f est un vecteur propre de u, alors f # 0 et il existe A €] —1;1] tel que u(f) = M. Ainsi, u(f) = fop = Af
donc, en dérivant k fois (toutes les fonctions sont de classe C*), on a Vk € N, (u(f))(k) = A& d’ou
Vk € N, p(9) o ¢ = Af(®) par récurrence car ¢’(x) = p. Ainsi, u(f(¥)) = ﬁf(k) car p # 0. Si £ est non

nulle, cette relation montre que () est un vecteur propre de u associé & la valeur propre Ak Mais comme
P

"ka’ > 1 si k assez grand car |p| < 1, la question b. prouve que c’est absurde. Ainsi, Ik € N, (%) = o,

d. Si A valeur propre, f vecteur propre de u associé & A, on sait d’apres c. qu’il existe k € N tel que f*) =0
donc que f est une fonction polynomiale (de degré inférieur ou égal & k — 1). En notant n = deg(f) € N
et en écrivant f(x) = anx™ + -+ avec a, = dom(f) # 0, on obtient p™a,, = Aan en identifiant le terme
en x" dans la relation u(f) = Af. Ainsi, comme a,, # 0, on a A = p". Comme on a vu en c. que

Vk e N, fMog = ka(k) = p™ %K) si on évalue en 1 sachant que ¢(1) = p + q = 1, on obtient
P

vk € N, f09(1) = pn=k¢(K)(1). Comme p™~* # 1 deés que k # n, on en déduit Vk # n, f¥)(1) = 0. En
particulier, Vk € [0;n — 1], (1) = 0 donc, d’apres la formule de TAYLOR sur les polynémes, comme

n (k)
dea(f) =, ona f(x) = 32 T (6 gk g (x— 1)

— k!
k=0
On a montré que Sp(u) = {p™ | n € N} et ¥n € N, Epn(u) = Vect(fy) est une droite ot fr, : x — (x —1)™.

a. Non, il suffit de prendre u la rotation de R? euclidien canonique d’angle % qui est sans vecteur propre.

0

] _0] ) et xa = X? + 1 n’a pas de racine réelle

En effet, la matrice de u dans la base canonique est A = (

donc il n’existe pas de valeur propre réelle ce qui équivaut d’apres le cours a I’absence de droite stable par wu.
b. On considere trois cas :

e Soit il existe deux valeurs propres distinctes «, B réelles de wu, alors si x # O vérifie u(x) = ax et

y # Og vérifie u(y) = By, le plan P = Vect(x,y) (x et y sont non colinéaires car vecteurs propres

associés a des valeurs propres différentes) est clairement stable par u car w(Ax + py) = Aox + ufy € F.

e Soit il existe un polynéme Q = X% 4+ aX + b de degré 2 irréductible dans R[X] (a? — 4b < 0) tel que
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Q(u) ¢ GL(E). On prend alors x # Og tel que Q(u)(x) = O ; il en existe car Ker(Q(u)) # {O0g}.
Posons P = Vect(x,u(x)). Alors u(x) n’est pas colinéaire & x ! En effet, si on avait u(x) = Ax, A serait
racine de P car on aurait u?(x) + au(x) + bx = (A> + aA + b)x = O : exclu. Ainsi P est bien un plan
et il est stable par u car u(u(x)) = u?(x) = —au(x) — bx € P.

e Soit on n’est dans aucun des deux premiers cas, alors en décomposant le polynéme caractéristique
T S
Xu = [ (X =)™ x [] (X* + axX + byx)™ en produit de polynoémes irréductibles dans R[X], on a

k=1 k=1
T s

H1 (u—Agid g)™xo H1 (u? +aru+brid )™ = 0 par CAYLEY-HAMILTON mais tous les u?4aju+byid g
k= k=
sont inversibles par négation du second cas donc ]II (u— Akidg)™* = 0 et comme on ne peut pas
avoir deux valeurs propres distinctes car on n’est pa; dans le premier cas, on a forcément un seul des
u — Axid g qui est non inversible par négation du premier cas donc, par exemple, (uw — A7id g)™ = 0.
En posant v=u — ojid g, on a v"™ = 0 donc v est nilpotent. En notant m l'indice de nilpotence de
v, on av™ ! £ 0 et vi* = 0. On traite & nouveau deux cas :
- Sim =1, alors u = «id ¢ et tous les plans de E sont stables par u.
- Sim > 2, soit un vecteur x tel que v™~'(x) # Og, alors il est classique de montrer que la famille
(%, v(x), -, v™1(x)) est libre. Le plan P = Vect(v™~1(x),v™ 2%(x)) est stable par u car on a
u(vm (%) = v (%) F av™ T (%) = av™ T (x) et u(v™T2(x)) = v (x) 4+ av™ 2 (x).

En conclusion, , si n > 2, il existe toujours un plan stable par u.

a. Notons B=A — A~ et Sp(B) = {A1,---,An}, comme les n valeurs propres de B sont simples, il vient :

n

R™ = @Dk avec Dy = Ker(B — Axl,) = Vect(vk) qui est une droite. Mais comme A et B commutent car
k=1

AB = BA = A% — I, les sous-espaces propres Dy sont stables par A et il existe o € R tel que Avi = aevi.

La base (vq,---,vy) est donc une base de vecteurs propres de A et A est DZ. De méme pour A~ car si
A = PDP~ avec D diagonale (ses termes diagonaux sont non nuls car A est inversible), alors A~! = PD~'p~!

et D~ est diagonale donc A~ est DZ (c’est général).

b. En notant maintenant Sp(B) = {A1,---,Ap} avec Ay, - -, A, distincts deux a deux, on sait que puisque B

p p
est DZ, le polynome U = [ (X — Ay) est annulateur de B, donc ] (A — A~! —AxI,) = 0 et en multipliant
k=1 k=1

p p
par AP, on obtient [] (A% — AxA — I,,) = 0 donc le polynéme V = [] (X? —AX — 1) est annulateur de A.
k=1 k=1

Ak + /A +4 A —\/AZ +4
—— > 0et fy = ———

0
2 2 <

Le polynéme X? — A\ X — 1 admet deux racines réelles oy =

Orf't>—>7t+ V2 +4
’ 2

etg:t—

2
w sont respectivement bijectives de R sur R et de R sur R*

P
(petites études de fonctions). Ainsi V.= [] (X — o )(X — Bk ) est scindé & racines simples dans R.
k=1

n
c. Notons U= A +A~" et Sp(U) = {u1, -, un}, alors R™ = @Dk avec Dy = Ker(U — pxln) = Vect(wy)

k=T
qui est une droite. Mais comme A et U commutent car AU = UA = A? + I,,, les sous-espaces propres Dy
sont stables par A et il existe B € R tel que Awyx = Bxwyk. La base (wi,---,wy) est donc une base de
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vecteurs propres de A et A est DZ. De méme pour A~ '.
0 -1
1 0
U=A+ A" =0 est diagonalisable (avec une valeur propre double).

1 1 . .
), onaxa = (X—1)?et A#I, donc A n'est pas diagonalisable dans

Par contre, si A = < >, on a xa = X2+ 1 donc A n’est pas diagonalisable dans M, (R) et pourtant

0 1
M2 (R) et pourtant U = A + A~! = 21, est diagonalisable (avec une valeur propre double).

Autre contre-exemple : A = (

n

a. Comme M? est diagonalisable et inversible, il existe un polynéme P & racines simples P = [ (X — ay)
k=1
n

tel que P(M?) = 0. Comme aucun des «, n’est nul, on a Q(M) = 0 avec Q = [ (X — &x)(X + 8x) ou &y est
k=1
une racine carrée de . Alors Q est scindé a racines simples donc M est diagonalisable.

-1 -1
b. NN’ = N'N = I,, avec N = (A()] BO ) donc N est inversible et on a N~ = (A()] BO >

On calcule N? = (AB 0 ) Si P € C[X], on a par blocs P(N?) = (P(AB) 0 )

0 BA 0 P(BA)
Si N est diagonalisable alors on peut écrire N = UDU™" avec U € GL,,(C) et D diagonale donc il vient
NZ2 = UD2U~" et N? est aussi diagonalisable. Alors il existe un polynéme annulateur scindé & racines simples
P(AB) 0

0 P(BA)
Réciproquement, si AB est diagonalisable, il existe une matrice U € GL,(C) et une matrice diagonale D
telles que AB = UDU™! donc BA = B(AB)B~! = (BU)D(BU)~' donc BA est aussi DZ car BU € GL,(C).

u o D
0 BU 0 D
inversible, on sait d’aprés a. que N est aussi DZ. Ainsi : N est diagonalisable si et seulement si AB ’est.

P tel que P(N?) =0 = ( ) donc P(AB) = 0 ce qui montre que AB est DZ.

En posant V = ), onaV e Gly(C)et VIIN?2V = donc N2 est DZ et comme N est

a. Sion note Aj,---,An les valeurs propres distinctes deux a deux de u, alors les sous-espaces propres

Ex, (u) sont des droites engendrées par un vecteur vy # Og par hypothese. Comme Ej, (u) est stable par
ucar uov =vou, il existe pour tout k € [1;n] un scalaire oy tel que v(vi) = axvi d’olt vk est aussi un
vecteur propre de v. Ainsi B = (v1,---,vyn) est une base commune de vecteurs propres de u et de v.

b. Par les polynémes d’interpolation de LAGRANGE, il existe un unique polynéme L € K, _1[X] tel que
Vk € [1;n], L(Ak) = ok, en notant D = diag(Aq,--+,ln) et D’ = diag(oq, -+, 0n), on a Matg(u) = D et
Mat g (v) = D’. De plus, on a L(D) = D’ par construction donc v = L(u) € Vect(id g,u,---,u™"").

c. On sait que Cy, a une structure de sous-algebre de £(E). On vient de voir que C,, C Vect(id g, u,---,u™)
et il est clair que Vect(idg,u,---,u™ ") C Cy car Vect(idg,u, -, u™ ") C K[u] et Klu] C C,. Ainsi
Cy = Vect(id g,u, - -, u™ ) et la famille (id g, u, -, u™"") est donc génératrice de Cy,.
n—1 n—1
Si on suppose que Y. axu® = 0, alors le polynéme P = 3 ayX¥ est annulateur de u donc toutes les valeurs
k=0 k=0
propres de u sont des racines de P, ce qui fait que P = 0 car il y a n valeurs propres distinctes de u. Comme
P=0:ay;=--=an=0donc (idg,u,---,u™ ') est aussi libre, c’est une base de C,, : dim(Cy) = n.

a. C(A) est le commutant de A : on a vu en cours que ¢’était une sous-algebre My (R) (il y a Iy, c’est stable
par somme, multiplication par un scalaire et produit).
b. Si M inversible et AM = MA, on multiplie par M~ & gauche, & droite et M™TA = AM~T : M~ € C(A).

c. Soit M € C(D), soit u et d les endomorphismes canoniquement associés & M et D, alors uod = d ou.
Or d admet n valeurs propres distinctes deux a deux donc tous les sous-espaces propres de d sont les
droites vectorielles Dy = Vect(ex) (o (er,---,en) est la base canonique) qui sont stables par u. Ainsi,
Yk € [1;n], Jox € R, u(ex) = axex car u(ex) € Di. Ceci justifie M est aussi diagonale. C(D) est donc le
sous-espace des matrices diagonales (elles commutent clairement avec D).

On aurait pu aussi le faire par calcul matriciel direct DM = MD = M diagonale en identifiant.

Comme C(D) est 'ensemble des matrices diagonales : dim(C(D)) = n.
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n—1
Il est clair que les DX commutent avec D. De plus, si D = diag(A1,---,An) et >, prD* =0 (1), alors soit

k=0
n—1

le polynome P = 3 B X¥. La relation (1) montre que les A; sont des racines de P, qui est de degré inférieur
k=0

ouégal an. AinsiP=0donc 1 =+ =pn =0.

On aurait pu écrire le systéme et reconnaitre une matrice de VANDERMONDE inversible donc un systeme de

n—1

CRAMER. On pouvait enfin dire que P = Y B X* € R,,_1[X] est annulateur de D donc les valeurs propres
k=0

M,...,An de D sont des racines de P ce qui montre que P=0=-f1 =:-- = =0.

Dans tous les cas : (I, D,---,D™ 1) est libre donc c’est bien une base de C(D) car dim(C(D)) = n.

d. Comme C(A) C M2(R), dim(C(A)) =4 <= C(A) = M2(R). On cherche donc les A qui commutent avec

a

. b
toutes les autres. Si A = ), alors AE1 1 = E1jA =b =c; Ak 1 =E2jA = (a=det b =0).

d
Ainsi A = al,. La réciproque est claire. Par conséquent : dim(C(A)) =4 <= (A, 1) liée.
e. Si A = Alp, alors C(A) = M2(R) donc dim(C(A)) =4 > 2.
Si (A, 1) libre, alors cette famille étant libre dans C(A), dim(C(A)) > 2.

f. F = Vect(E1,1,E1,2) et G = Vect(E2,1,E2,2) sont deux plans supplémentaires de M, (R). Comme C(A) est
de dimension 3, dim(FN C(A)) > 1 et dim(G N C(A)) > 1 d’aprés GRASSMANN. Il existe donc quatre réels

a, B,v, 5 tels que les deux matrices B = <‘())( g) #0et C= (?/ g) # 0 sont éléments de C(A).

Or AB =BA <= (Bc =ac =0 et ab + pd = pa). Comme («, B) # (0,0), on en déduit que ¢ = 0.

De méme, AC = CA <= (yb =8b =0 et ya + éc =+vyd). Comme (y,8§) # (0,0), on a b =0.

La matrice A est donc diagonale, si elle n’était pas scalaire (A # Aly), on a vu que en c. que C(A) serait de
dimension n = 2, non ! Ainsi, a = d et A est proportionnelle & la matrice I,.

g. Si A = Aly, alors C(A) = M, (R) donc la base canonique de M;(R) est une base de C(A).
Sinon, dim(C(A)) = 2 d’apres ce qui précede donc (I, A) est une base de C(A).

a. A est trigonalisable si et seulement son polynéme caractéristique est scindé dans K.

A = Ej est triangulaire supérieure, nilpotente d’ordre 2 et non nulle donc non diagonalisable.
b. Soit M € M, (C) et f lendomorphisme de K" canoniquement associé & M. On sait que puisque
xm = xr est scindé dans C, f ou M sont trigonalisables. Il existe donc une base B = (vi,---,vy) telle que

Mat 5(f) = T est triangulaire supérieure. Soit o > 0 et la nouvelle base B’ = (V1, ... :}1711 ) Alors la
o o
matrice la passage P entre B et B’ est diagonale donc A = P~1TP = Mat ./ (f) est aussi triangulaire supérieure.
.. . t; s
Par le calcul matriciel ou en calculant les images des nouveaux vecteurs par f, on a A = (%) .
x 1<T,jsn
Soit € > 0, en prenant m = Max [tij| et « > Max (1,m> onaVi<j, |agj| =4 < [t <M e La
1<i<jigsn € ’ o o

matrice A convient puisque M est semblable & T elle-méme semblable a A.
Questions : soit A € My, (K) et my lordre de multiplicité algébrique d’une de ses valeurs propres A :
e ADZ =K"= P E\(A).
AESP(A)
o A DZ <= xa est scindé dans K et si VA € Sp(A), mx = dim(Er(A)).

e ADZ < ][] (X—A)estannulateur de A.
AESP(A)
e A DZ < il existe un polynéme annulateur de A qui soit scindé a racines simples.

a. Méthode 1 : clairement (A,A% A3) € Vect(B,C) donc (A, A% A3) est une famille de trois vecteurs dans

un espace de dimension inférieure ou égale & 2. Précisons, comme a?(B + C) = aA et A2 = a?(B +2C), on a

a’C = A2 —aA et a®B = 2aA —AZ%. Ainsi A% = a(a?B)+3a(a?C) = a(2aA —A?)+3a(A? —aA) = 2aA? —a?A.
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Le polynome P = X3 — 2aX? 4+ a?X = X(X — a)? est annulateur de A.

Soit p > 3, effectuons la division euclidienne de XP par P, on a XP = PQ + (1]DX2 +bpX +cp. On évalue en
0 ce qui donne ¢, = 0. On évalue en a et on a a? = a, a? + bpa. Ensuite on dérive et on évalue en a et
paP~! =2a,a+b,. On résout ce systeme pour trouver ap = (p—1)aP 2 et bp = (2—p)aP~'. On en déduit
que AP = P(A)Q(A) + (p — 1)aP"2A2 = (p — 2)aP~ 1A = (p — 1)aP (B +2C)  (p — 2)aP (B + C) = aP (B + pC).
Méthode 2 : Dautre idée est bien str une récurrence sur p puisque 1’énoncé donne linitialisation pour
p € {1,2,3}. Soit p > 3 et supposons AP = aP(B + pC), alors AP*! = AP x A = aPT1(B + pC)(B + C)
d’ott APT! = aP*+1(B2 4 pC2 + pCB + BC). Comme A% = a?(B + 2C) = a?(B 4+ C)?> = A x A, en simplifiant
par a’ et en développant, on obtient la relation (1) : B+ 2C = B2 + BC + CB 4 C?. De méme, comme
A3 = a?(B+3C) = a?(B+2C)(B+C) = A2 x A, on obtient la relation (2) : B+3C = B2 +2CB+BC +2C?.
En effectuant (2) — (1), on arrive & CB+C? = C. En reportant ceci dans la relation (1), on a B+BC = B+C.
Ainsi, APT! = aPT1(B2+pC2+pCB+BC) = aP*!(B+C+pC) = aPT(B+ (p+1)C) et 'hérédité est établie.
On conclut avec le principe de récurrence que Vp € N*; aP = aP(B + pC).

b. Comme X(X — a)? est annulateur de A, on sait d’apres le cours que Sp(a) C {0, a}.

Si AX = 0 avec X # 0, on a aussi A2X = 0 donc BX + CX = 0 = BX + 2CX car a # 0 donc BX = CX = 0.

Si AX = aX avec X # 0, on a aussi A?X = a?X donc BX + CX = BX + 2CX = X d’olt CX = 0 et BX = X.
Dans les deux cas, que le vecteur propre X soit associé a 0 et a, alors CX = 0. Ceci se traduit aussi par

Eo(A) = Ker(A) C Ker(C) et Eq(A) C Ker(C). On a méme Ker(A) C Ker(B) et Eq(A) C E1(B).

c. Méthode 1 : si A est diagonalisable, R™ = E¢(A) ® Eq(A) par définition car Sp(A) C {0,a}. D’apres la
question b., on a donc R™ C Ker(C) dons Ker(C) = R™ donc C = 0.

Réciproquement, si C = 0, alors A2 — aA = 0 donc X(X — a) annule A donc A est diagonalisable car il en
existe un polynome annulateur scindé a racines simples.

Méthode 2 : si C = 0, comme avant, A> — aA = 0 donc X(X — a) annule A et A est diagonalisable.

Si A est diagonalisable, comme Sp(A) C {0,a} est non vide car on travaille dans C, on a trois cas mais on

utilise toujours le théoréme qui dit que ] (X —A) annule A.
AESP(A)
e Si Sp(A) = {0}, alors X est annulateur de A donc X(X — a) aussi.
e Si Sp(A) = {a}, alors X — a est annulateur de A donc X(X — a) aussi.
e Si Sp(A) = {0, a}, alors X(X — a) est annulateur de A.
Ainsi, on a toujours X(X — a) est annulateur de A, d’ott A2 — aA = 0 = a?(B +2C) — a?(B + C) = a’C = 0.

Par les deux méthodes, A est diagonalisable si et seulement si C = 0.

a. X2 —1=(X—=1)(X+1) scindé & racines simples est annulateur de u donc u est diagonalisable. On sait
que u est la symétrie par rapport a Ker(u — id g) parallelement & Ker(u + id g).

b. Puisque E = Eq(u) ®E_1(u) (car u est diagonalisable) et que dim(E;(u)) =1, on a dim(E_j(u)) =n—1.
Ainsi, Im (u +id g) est une droite d’apres le théoréme du rang. Soit a # Og tel que Im (v + id g) = Vect(a).
Par définition, pour tout vecteur x de E, il existe un scalaire 0(x) tel que (v +idg)(x) = 0(x)a.

Soit (x,y) € E2 et A € C, alors (u+id)(x) = 8(x)a, (u+id)(y) = 68(y)a et (u+idg)(x +Ay) = 8(x +Ay)a.
Or par linéarité de u, on a aussi (u+idg)(x +Ay) = 0(x)a+A0(y)a = (6(x) +A8(y))a et on a donc, comme
a # Op : 0(x+Ay) = 0(x)+20(y)). 0 ainsi créée est donc bien une forme linéaire et Vx € E, u(x) = —x+0(x)a.

Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique ! On va donc faire une disjonction des cas

selon le type de xa. Notons u I’endomorphisme de C3 canoniquement associé & la matrice A.

23



Cas 1: Sixa = (X—21)(X—2A2)(X—A3) avec A1,Az2,A3 distincts deux a deux, xa est scindé a racines simples

Mo 000
donc A est diagonalisable et semblable a D= 0 Ay 0 | car Sp(A) = {A1,A2,A3}.
0 0 Az

Cas 2 : Sixa = (X —A1)%(X —A2) avec A1, A, distincts, alors on sait que A est diagonalisable si et seulement

si dim(Ex, (A)) = 2. Il y a donc & nouveau deux cas.

Ao 00
Cas 2.1 : Si dim(Ex, (A)) = 2, la matrice A est semblable & la matrice diagonale D= 0 A; 0
0 0 A

car A est diagonalisable et Sp(A) = {A1,A2} avec A valeur propre double et A, valeur propre simple.

Cas 2.2 : Sidim(Ea, (A)) =1, il existe vi # O dans Ej, (u) et vz # Og dans Ex, (u) ; il nous manque un

vecteur. Comme (u—A7idg)?o(u—2Azidg) =0, on a Im (u—Azid g) C Ker((u—Aqid ¢)?) or, d’apres la

formule du rang, rang (w—A2id g) = 2 car A, est une valeur propre simple de u donc Ker((w—A7id g)?)

est un plan (¢a ne peut pas étre I'espace en entier car on aurait alors (u—A7id g)? = 0 et A, ne serait pas

valeur propre de u). Soit donc un vecteur w; tel que wy € Ker((w—A7id g)?)\ Ker(u—Aqid g). Comme

wa € Ker((uw —A1id g)?), on a u(wz) —wz € Ker(u — Ajid ¢) donc il existe « € C* (car wa ¢ Ey, (1))
2

tel que w(wy) =wy + avy. En posant v, = W2 ona u(vz) = vz +vi. Comme (vq,v2) est une base de
o

Ker((u—A7id g)?) et que vz € Ker((u —Ajidg)?) car (u—Aqidg)?(v3) = (A2 — A1)?v3 # O, la famille

A1 0
B = (v1,v2,v3) est une base de C3 et Matz(u)=| 0 A7 0
0 0 Az

Cas 3 : Sixa = (X —A71)3, posons v = u — Ajid g, alors, par CAYLEY-HAMILTON, v est nilpotent d’indice

inférieur ou égal a 3 (normal car on est en dimension 3). Il y a & nouveau quelques cas.

Cas 3.1: Siv? # 0, classiquement il existe une base B = (v?(x),v(x),x) (en prenant x tel que v?(x) # 0).

0 1 0 A 1 0
Alors Mat g(v) = [ 0 0 1 | donc la matrice de wu =v + Ajidg dans B vaut | 0 A7 1
0 0 0 0 0 N

Cas 3.2: Siv? =0etv#0, Im(v) C Ker(v) donc rang (v) = 1. Soit (x2) une base de Im (v), complétée

en une base (x1,x2) de Ker(v) ; Ixz € E, x2 = v(x3) # O donc x3 ¢ Vect(x1,x2), ainsi B = (x1,x2,%x3)

0 0 0 M0 0
est une base de E. Matg(v) =0 0 1| doncMatg(u)=[ 0 Ay 1
0 0 0 0 0 A

Cas 3.3 : Siv =20 alors u = Ajid ¢ et la matrice de u dans toute base est A;13.

Toutes les matrices de M3( C) sont donc semblables & une et & une seule des matrices triangulaires supérieures

(on savait déja que toute matrice complexe est trigonalisable) suivantes :

A0 0 A O 0 A1 1 0
0 Az 0 | avecAq,A2,As3 distincts deux a deux ; 0 A1 0 | avecAq, Ay distincts ; 0 A O
0 0 Az 0 0 A 0 0 A
Ao 0 Ao 00 A0 0
avec A1,z distincts ; 0 A 1 ; 0 A 1 et | 0 A7y 0 | avec A € C.
0 0 M 0 0 M 0 0 M



a. (=) si A est diagonalisable, A = PDP~! avec D diagonale et P inversible donc A3 = PD3P~'. Comme
D3 est aussi diagonale, on en déduit que A3 est diagonalisable.

(<=) Si A3 est diagonalisable, alors A3 possede un polynéme annulateur scindé & racines simples qu’on écrit
P = (X—=2A1)---(X—=Ap) avec Ay,...,Ap distincts deux a deux et non nuls (en effet comme A est inversible

on peut multiplier par A~! et ne pas avoir 0 comme racine d'un polynéme annulateur).

Par conséquent, (A3 —Ajl,) - (A% — Apln) = Q(A) = 0 avec Q = ]E[ ((X = ) (X = jou) (X — j2axc)) ol

ax # 0 est une racine cubique de Ax. Mais Q est scindé a racines simples (on ne peut pas avoir par exemple
jox = jzoqg si k # € car alors on aurait oci =Ax =N = oc%) donc A est diagonalisable.

Ainsi A diagonalisable <= A3 diagonalisable.

b. 1l suffit de prendre A = E; , qui est nilpotente d’'indice 2 (dés que n > 2) alors qu'elle n'est pas
diagonalisable. En effet, sa seule valeur propre est 0 et pourtant elle n’est pas semblable & la matrice nulle

sinon elle serait nulle.

0 1 0
c. Par exemple si on prend A= | 0 0 1 ], alors xa = X3 —1 = (X —1)(X? + X + 1) n’est pas scindé sur
1 0 0
R donc A n’est pas diagonalisable dans M3(R) et pourtant A3 = I3 est on ne peut plus diagonalisable.
0 1 o --- 0
o 0 2 .o
Atr=1|o o . . o] € Mur1(R) se reconnait aisément, c’est la matrice de ’endomorphisme
. T Tl n
o -~ 0 0 0
f1 : P+ P’ dans l'espace E = R,[X] dans la base canonique B = (1,X,---,X™) car Vk > 1, f1(X¥) = kx*~ 1.
0 0 o -+ 0
n o0 0 .o
La matrice Az = 0 n—1 '-. "-. 0 | est obtenue a partir de A; en échangeant 'ordre des lignes et
R 0
0 e 0 1 0

des colonnes. Ceci signifie que A, = PAP ou P est la matrice qui ne contient que des 0 et des 1 sur la
“seconde” diagonale : P = (pi j)i<i,jgn+1 avec pij =1sii+j=n+2et pij =0 sinon. Or P est la matrice

de 'endomorphisme f de E qui envoic X¥ sur X™~¥. On constate que f : P X”P(i). Ainsi, A est la

matrice dans la base canonique de f = fo fj of. Or fy o f(P) = (X“P(%))I = nX“*1P(%> - X“*ZP’(%>
pour un polynéme P € E, donc f2(P) = X™ (nX'~"P(X) — X27"P/(X)) = nXP(X) — X?P'(X).

On pouvait aussi dire que fp vérifiait f2(X™) = 0 et f2(X*) = (n — k)X = nx.x* — X2(kx*=1) pour
k € [[0;n — 1] donc que les endomorphismes f, et P — nXP — X?P’ coincident sur la base canonique (méme
pour X™) donc sont égaux (mais encore fallait-il le voir) !!!!

Au final, comme A = A7 + A, = Mat 5(g) ott g = f1 + f2 : P nXP + (1 — X?)P'.

Méthode 1 : g(1) = nX = —n+n(X+1)et, sik € [1;n], on a g(X+1)¥) = nX(X+1)* + k(1 —X2)(X+1)k!
donc g(X + 1)¥) =n(X+ DT —n(X+ D+ k2 -1 =X)(X+ 1)k = 2k —n)(X +1)* — (n+k)(X + 1)<+
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Par conséquent, la matrice de g dans la base (1,(1 4+ X), -+, (1 + X)™) est triangulaire inférieure avec, sur
la diagonale, les réels 2k — n (pour k variant de 0 & n). Ces réels étant différents, xa est scindé & racines

simples donc A est diagonalisable. Ainsi Sp(A) = {2k — n}ogkgn (mais encore fallait-il le voir) !!!
Méthode 2 : on peut aussi chercher les valeurs propres de f en résolvant ’équation différentielle f(P) = AP

pour un réel A en cherchant les solutions polynomiales. Or f(P) = AP revient a dire que la fonction polynomiale

P est solution de (E) : (1 —t?)y’ = (A —nt)y. Or 7]\:11} = 7\—&2-T1.] —]f—t + A ; n.] 1—t' Ainsi les solutions

A4n n

+ A
de (E) (sur ] —1;1[ par exemple) sont lesy : t — a(1+t) 2 (1 —t)" 2 qui sont des fonctions polynomiales
non nulles si & # 0 et 0 < A +n < 2n est un entier pair. Ainsi, pour tout k € [0;n], le réel A = 2k — n est

valeur propre de A associé au vecteur propre Py = (1 4+ X)¥(1 — X)"~% € R, [X]. A est bien diagonalisable.
Soit A € Sp(M), alors xpm (A) = 0 donc distinguons deux cas :

n
e si [A| < 1, alors comme an = 1 car xp est unitaire, on a clairement [A| < Y |ak].
k=0

n—1 n—1
esi|A| >1,onaA™ = — 3 apAX donc, par inégalité triangulaire, il vient [A|™ < 37 Ja|[A|% or |A[¢ < [A™T
k=0 k=0

n—1 n—1
donc |A|™ <A™ ST |ay] et il suffit de diviser par [A| > 0 pour avoir I'inégalité [A| < > |ax| dont découle
k=0 k=0

n
Pinégalité |A| < > |ax| souhaitée. Pas str que ce soit 1'énoncé intégral car c’est loin d’étre optimal.
k=0

m
a. Soit un polynéme P = > anX"™ € R[X], alors P(u) =

apu™ par définition donc, en intervertissant

JANgE

=0
" m P P, m P
les sommes doubles, on obtient P(u) = > (an > ?\Evk) => ( > an?\{:)vk = > P(\)vk.
n=0 k=1 k=1 *n=0 k=1
P
Soit P = J] (X —Ax). On a clairement Vk € [1;p]], P(Ax) = 0 donc P(u) = 0 d’apres ce qui précede. Comme
k=1

P est un polynéme annulateur scindé a racines simples de u, on en déduit que u est diagonalisable.

P
b. Ce sont les fameux polynomes d’interpolation de LAGRANGE. Pour j € [1;p], soit Lj = [] (M)

k=1 }\j — A
(=
On aVj € [1;p], Lj € Rp_1[X], et plus précisément deg(L;) =p — 1. De plus, V(i,j) € [1;p]%, Lj(Ai) = 6¢5.
P
Orsi ) axlyx =0 avec (x1,---,0p) € RP, en évaluant ceci en Aj pour j € [1;p]], on trouve o5 = 0 ce qui
k=1

prouve que (Ly,---,Ly) est libre. Comme dim(Rp_1[X]) = p, (L1,---,Lp) est une base de Ry,_1[X].

P
c. Comme P = J] (X — Ax) est annulateur de u, on sait d’apres le cours que Sp(u) C {A1,---,Ap}.
k=1
Si, pour j € [1;p], on avait A; & Sp(u), alors le spectre de u serait inclus dans ’ensemble des racines de L;

donc [] (X—A) diviserait L. Mais puisque u est diagonalisable, [] (X—A) est annulateur de u donc

AESP(u) AESP(u)
n
on aurait Lj(u) = 0. Or, avec a. et b., on a Lj(u) = > Lj(Ax)vk = vj # 0 (par hypothese) ce qui clot le
k=1
raisonnement par I’absurde. Par conséquent, par double inclusion, on conclut Sp(u) = {A1,---,Ap}.

a. D’aprées CAYLEY-HAMILTON, une matrice M € My, (C) est nilpotente si et seulement si xpm = X™. En

effet, si M est nilpotente, sa seule valeur propre est 0 donc, comme xp est scindé dans C[X], on a xpm = X™.

On a méme ’équivalence : M nilpotente <= Sp(M) = {0} <= xm = X™.
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Puisque M est non nilpotente, elle possede une valeur propre non nulle a. De plus M # 0 donc M et 0.M
ne sont pas semblables. Supposons que A € C* vérifie M et AM semblables, alors comme aA est une valeur
propre de AM (car MX = aX = AMX = (aA)X avec X # 0), on a aX € Sp(M) aussi. Mais Sp(M) est de
cardinal inférieur ou égal a n donc ceci n’autorise que n valeurs de A.

On peut dire en général que Sp(AM) = A Sp(M) avec la relation xam () = A™xm (%) facile a établir si A # 0.

Pour information, si on prend la matrice circulante M = (myj)i<ijcn avec myj = 1sii—j =1 [n] et
myj; = 0 sinon, alors on calcule et on trouve xp1 = X™ — 1 qui est scindé a racines simples donc M est
diagonalisable avec M = PDP~! ol D est la matrice diagonale contenant sur sa diagonale toutes les racines

BN oy 2in . ; A N e s .
n-iemes de I'unité. En notant w = e ™ | la matrice wM a le méme polyndéme caractéristique donc est aussi

semblable & D. Ainsi les A tels que M et AM sont semblables sont les éléments de U,, au nombre de n.
b. D’abord, si M = 0, bien siir, M et AM = 0 sont égales donc semblables pour tout complexe A.

Si M nilpotente d’indice n et A # 0. Classiquement, il existe une base B = (Xo, -+, M™ "Xo) (si M™ X # 0)
de C™. La matrice de M dans cette base est T = (tij)1<ijen avec tj = 1sij =1i—1 et t;j; = 0 sinon.
Mais si on prend la base By = (X0, AMXo,...,A"""M™"1X,), alors la matrice de AM dans By est aussi T ce

qui prouve que les deux matrices M et AM sont semblables pour tout A # 0.

e Sib =0, A=al, et 'exercice perd de son ”charme”.

e Si b # 0, soit n > 3, en développant le déterminant x A, (A) par rapport a la derniére colonne, on obtient
XA, (A) = (A —a)xa, ;(A) —b?xa,._,(A) en développant le deuxieme déterminant par rapport & la derniére
ligne. On pose u, = XA, (A) et on a la récurrence linéaire de rang 2 : ¥n > 0, uni2—(A—a)unyq +b%u, =0
en posant up = 1 car u; = A —a et up = (A — a)? + b2.

Par analogie avec les polynémes de TCHEBYCHEV, on pose A = a + 2bcos 0 et v, = XA, (a Jt:,%b cos 6) qui
vérifie Vn > 0, vny2 = 2cos Ovny1 — vy en simplifiant par b™*2 et en posant vo = 1.
sm.(l.G) ot vi = 2cos6 — s@(ZG)
sin © sin©
sin((n+1)0)
sin 0

Comme vop = 1 = , par une récurrence double avec des formules de

trigonométrie : Vn >0, v, = si 8 # 0 [n] (polynémes de TCHEBYCHEV de seconde espece).

Ainsi, Sp(An) = {Ax = a+ 2bcos (%)}ke[[];n]] est de cardinal n : A, est diagonalisable.
n

a. Le point de départ, c’est que M? = diag(ajan, a2an_1,...,a2an_1,010y)-

e Si M est diagonalisable, les matrices M et M? ont le méme rang (car une matrice diagonale D et son carré
D? ont le méme rang). Or rang (M?) est le nombre de axan 1 non nuls et rang (M) est le nombre de ay non
nuls. Ainsi, si M est diagonalisable, on a card (k € [1;n] | ax =0) = card (k € [1;n] | akant+1-k = 0) donc
Vk € [1;1], ax =0 <= ani1_x = 0 ce qui signifie que soit (ax, any1-x) = (0,0), soit (ax, any1-x) € (C*)2.
e Réciproquement, supposons Vk € [1;n], ax = 0 <= an41-k = 0. Notons u ’endomorphisme canonique-
ment associé & M. Chacun des sous-espaces P = Vect(ex, en+1-k) est stable par u car u(ex) = axenti—x
n+1
2 )
e Si ax = ant1-k =0, alors up, =0 et il est clair que up, est donc diagonalisable.
e Si(ak,anti-x) € ((C*)z, alors le polynome caractéristique de up, vaut X2 — Qxan+1—k est scindé a racines
simples dans C[X] donc up, est diagonalisable. En regroupant les bases de vecteurs propres de chacun des
(n+1)/2
Py, comme C™ = @ Py, on obtient une base de vecteurs propres de u donc M est diagonalisable.
k=1
e Une autre méthode est de dire que, puisque M? est diagonale (donc diagonalisable !), il existe un polynome

(P = Vect(ey) avec ey vecteur propre si n est impair et k =
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scindé & racines simples P tel que P(M?) = 0.
- si M est inversible, on peut choisir P = ]II (X = 7j) avec P(0) # 0 donc les Aj sont non nuls. En notant 8;
j=1
une racine carrée de Aj, on a 11[ (M2 = \Ln) =0 = ]i[ (M — §;1,)(M + 8;1) donc ]I[ (X = 85)(X + 8;) est
scindé a racines simples et am];fateur de M qui est dJo:n1c diagonalisable. =
r

T T
- sinon, P = X [] (X — Ay) annule M2 (A5 # 0) : M? [[ (M? — ML) = M2 [T (M — §;1n)(M + §51,) = 0.
=1 =1 =1
Mais comme rang (M) = rang (M?) par hypothése et que Ker(M) C Ker(M?), on a par la formule du rang
T T
Ker(M) = Ker(M?). Or M? [ (M — §1n)(M + 8j1n) = 0 < Im( [T(M —81n)(M + 3 In)) C Ker(M?)
j=1 =1

T T
qui se transforme en Im( [TM = 81n)(M + éjIn)> C Ker(M) <= M J[ (M — 8;1n)(M + 851) = 0 et
=1 =1

T
X TT (X —=8;)(X + 8;) est scindé a racines simples et annulateur de M qui est donc diagonalisable.
j=1
b. II faut regrouper les sous-espaces propres dans chacun des sous-espaces stables Py. A faire !

a. Un petit calcul donne A% = 414. On en déduit que A2™ = 4™, et A2 = 4™A pour tout entier n.

b. Grace a A2 = 414, la matrice A est inversible et A~ = éllA'

c. Le polynéme X? — 4 est annulateur de A donc Sp(A) C {—2,2}. Déterminons les deux sous-espaces
propres. Apres calculs E2(A) = Vect(v,v2) avec vi = (1,0,0,1) et v2 = (2,1,1,0) et E_2(A) = Vect(vs,va)
avec vz = (0,1,—1,0) et v4 = (—1,2,0,1). On a trouvé une base de vecteurs propres (car E;(A) et E_2(A)
sont en somme directe et que 2+ 2 = 4) donc A est diagonalisable. On pouvait aussi dire que ce polynéme
X? — 4 est scindé A racines simples donc que A est diagonalisable.

d. On calcule det(A) pour trouver 16 # 0 donc A est inversible.

De plus, la matrice A est symétrique réelle donc A est diagonalisable d’apres le théoreme spectral ; il existe
méme une matrice orthogonale P telle que A = PD'P avec D diagonale.

a. Par définition, ce reste R a un degré majoré par 3 donc f est déja bien définie. Pour (P,Q) € R3[X]? et

(A1) € R% ona X>(AP+pQ) = A(X?P)+r(X2Q) = A(UD+f(P))+r(VD+f(Q)) = (AU+uV)D+(Af(P)+uf(Q))
et le polynéme Af(P) + puf(Q) est de degré inférieur ou égal & 3 donc il est le reste de la division euclidienne
de X2(AP + uQ) par D. Ainsi f(AP + pQ) = Af(P) + uf(Q) et f est bien un endomorphisme de R3[X].

b. Clairement f(1) = X? et f(X) = X3. De plus, comme X?X? = X* = D + 1, on a f(X?) = 1. Enfin

00 1 0
293 3 - . . 00 01 o
X“X> = XD + X donc f(X°) = X. Ainsi, la matrice f dans la base canonique est A = 10 0 ol Ainsi,
0100

Xr = XA = (X—=1)2(X+1)2. Ainsi, Sp(f) = {—1,1}. f est diagonalisable si et seulement si A I’est, c’est-a-dire
si et seulement (X —1)(X+1) = X2 —1 est annulateur de A. Or A% = I, par calculs donc f est diagonalisable.
c. A2 =14 donc A est inversible donc f est injective.

X—1—-a —1 1 X—1—a -1 0
XM = a—2 X—=2 2 = a—2 X —2 X| apres l'opération C3 <+— C3 + C, puis, apres
1 1 X—1 1 1 X
X—1—a —1 0
L, «— Ly — L3, on obtient xpm = a—3 X —3 0]. On développe par rapport a la troisieme colonne
1 1 X

X=—T—a -1

a—3 X—3 =X((X=1—0a)(X=3)+a—3) =X(X* — (a+4)X +4a) = X(X — a)(X — 4).

et xm =X

Traitons trois cas :

e Sia ¢ {0,4}, alors xm est scindé & racines simples donc M est diagonalisable.
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1 1 —1
eSia=0,xm=X(X—4),rang(M)=Tcar M= | 2 2 =2 | donc, avec la formule du rang,
-1 -1 1
dim(Ker(M)) = 2 et M est diagonalisable car les ordres algébrique et géométrique de 0 sont égaux.
5 1 —1 1 1 —1
eSia=4xmu=XX-4)2M=|-2 2 —2]|doncM—4I3=| -2 -2 —2| estderang?2
-1 -1 1 -1 -1 =3
donc dim(E4(M)) = 1 toujours d’apres la formule du rang et 'ordre de multiplicité géométrique de 4
est strictement inférieur a son ordre algébrique donc M n’est alors pas diagonalisable.

En conclusion : la condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable est a # 4.

e Plus précisément si a = 0 : Eg(M) = Vect(vy,v2) avec vi = (0,1,1) et vo = (1,—1,0) et E4(M) = Vect(v3)
0o 1 1

avec vz = (1,2,—1) donc M = PDP~! avec D = 4E33etP=1|1 -1 2
1 0 -1

e Plus précisément si a = 4 : comme xp est scindé dans R, la matrice M est trigonalisable dans M3 (R).

Apres calculs, on trouve Eg(M) = Vect(vy) avec vi = (0,1,1) et E4(M) = Vect(vz) avec va = (1,-1,0).

0 0 0
On espere prouver que M est semblable & la matrice T= | 0 4 1 | (réduction de JORDAN) ce qui nous
0 0 4
pousse & chercher un vecteur v tel que Mvs = 4v3 +v; ou encore (M —413)v3 = v,. On trouve par exemple
0 1 3/4
vy = (i)o, —l) et (v1,v2,v3) est une base de R3® donc M = QTQ " avec Q= | 1 —1 0
4 4 1T 0 —1/4

a. Analyse : soit un hyperplan H supposé stable par wu.

Méthode 1 : soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E telle que H = Ker@. Pour x € H, on a u(x) € H
donc @ (u(x)) = 0, ainsi P = ¢ ou est une forme linéaire sur E telle que H C Ker(). Soit ¥ = 0 et alors
P = 0.¢ = A@ avec A = 0, soit ¥ # 0 et alors H = Ker(¢) = Ker(¥) donc, d’apres le cours, ¢ et P sont
proportionnelles et IA € K* tel que p = Ap = ¢ ou. Que A soit nul ou pas, il existe donc A € C tel que
P =@ ou=2Ag ce qui s’écrit aussi ¢ o (u—Aidg) = 0 donc Im (u — Aidg) C Ker(¢) = H.

Méthode 2 : Soit B’ = (v1,-+,vn—1) une base de H qu’on compléte en une base B = (vi,-+-,vn_1,vn) de

ey 2 . A’ N
E. Alors la stabilité de H par u montre que la matrice A = Mat s (u) est de la forme A = < 0 i) ol

Al — Aln_q

A’ = Mat 3/ (u) et A € K. Ainsi A — AL, = ( 0

g) possede une derniere ligne de 0 ce qui

montre que Im (u — Aid g) C Vect(vy,-++,vn—1) = H.
Synthese : s'il existe A € K tel que Im (u — Aidg) C H, alors soit x € H, on a alors u(x) = u(x) — Ax + Ax
donc u(x) = (u—Aidg)(x) +Ax € H car (u —Adg)(x) € Im (u —Aidg) C H. Ainsi H est stable par u.
On a bien établi I’équivalence : H stable par u <= I\ € K, Im (u— Aidg) C H.
b. Soit F un sous-espace de R3 stable par A. Distinguons selon la dimension de F :
e si dim(F) = 0, alors F = {0} qui est bien stable par A.
e si dim(F) = 1, alors F = Vect(e) et on sait que F est stable par u si et seulement si e est un vecteur propre

de A. On calcule donc xp = X3 — 3X? + 12X donc 0 est la seule valeur propre réelle car le discriminant
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de X2 —3X +12 vaut A = 9 —48 < 0. Comme rang (u) = 2, Ker(A) = Eo(A) est une droite, c’est
Ker(A) = Vect(e) avec e = (1,1,1). Ainsi, Vect(e) est la seule droite stable par A.
e si dim(F) = 2, F est un hyperplan de R3 et la question précédente montre I’existence d’un scalaire A
tel que Im (A — Al3) C F ce qui prouve que A € Sp(A) car A — Al3 ne peut pas étre inversible. Ainsi,
A=0et Im(A) C F donc Im(A) = F car ils ont méme dimension. Comme Im (A) = Vect(a,b) avec
a=f(ez) = (—6,—10,4) et b = f(e3) = (—4, —8,3) par exemple, Vect(a,b) est le seul plan stable par A.
e si dim(F) = 3, alors F = R3 qui est bien stable par A.
Au final, les seuls sous-espaces propres stables par A sont {0}, la droite Ker(A), le plan Im (A) et R3.
a. Une matrice de taille n est diagonalisable si elle possede n valeurs propres distinctes ou si elle est

symétrique réelle (théoréeme spectral).

b. Tr (A) = 0 et det(A) = —1 donc xa = X> —1 = (X + 1)(X — 1) est scindé & racines simples. Comme
vi = (1,1) € E1(A) et va = (1,2) € E_1(A), une base de vecteurs propres est (vi,v2) de sorte que A = PDP~!

avec P = (: ;) et D = (:) _O] ) par la formule de changement de bases.

c. Par CAYLEY-HAMILTON ou par calcul direct : A = I,. Ainsi, par un calcul par blocs, B> = (4(1)2 9(1) )
2

, —51 N R
Par conséquent B2 —414 = (g 5(1) ) et B2 —91, = ( 2 2 g) d’on (B2 —414)(82 —914) = 0. Le polynome
2

(X% — 4)(X? — 9) est scindé & racines simples et annule B donc B est diagonalisable.

Autre méthode : clairement, d’apres la question a. et des calculs par blocs, Bwy = 2wy si wy = (1,1,0,0) ;
Bwy = —2w; avec wy = (1,2,0,0) ; Bws = 3wz avec w3 = (0,0,1,1) et Bws = —3wy avec wg = (0,0,1,2) et
on a trouvé une base (B = (w71, w2, w3, ws) base de R*) de vecteurs propres de B.

) ) AL —-2A 0 _ A/2), —A 0 _ (;\> (A)
Autre méthode : xg(A) = 0 My —3A| = 36 o A3 —A| = 36xA > xal5 donc
xs(A) = (A2 —4)(A2 — 9) donc xp = (X — 2)(X + 2)(X — 3)(X + 3) est scindé & racines simples. Ok !
On pouvait aussi poser la matrice inversible Q = o P (puisque det(Q) = det(P)? > 0) d’inverse

-1
Q= <PO P91 > et calculer par blocs Q7'BQ = (2(? 3(1))> de sorte que B est diagonalisable.

a. Soit x € Ker(u) NKer(u? +u+idg), on a donc u(x) = 0¢ (donc u?(x) = 0g) et u?(x) +u(x) +x = 0g. On
en déduit que x = (u?(x) +u(x) +x) —u?(x) —u(x) = Og. Par conséquent Ker(u) NKer(u? +u-+idg) = {0 }.
b. Comme par hypothese u® +u? +u = (U +u +idg)ou = 0, on a Im (u) C Ker(u? + u + idg).
Par la formule du rang, on a n = dim(Ker(u)) + dim(Im (u)). Or, d’apres la question a., on a l'inégalité
dim(Ker(u)) + dim(Ker(u? + u+idg)) < n car ces deux sous-espaces sont en somme directe. On en déduit
donc que dim(Ker(u?+u+id g)) < dim(Im (u)). Si on relie ceci au renseignement Im (u) C Ker(u?+u+id g),
on conclut que Im (u) = Ker(u? + u + id¢). Toujours d’apres la question a., on en déduit que Im (u) et
Ker(u) sont en somme directe, et la formule du rang nous permet d’affirmer que E = Ker(u) @ Im (u).

c. On sait que deg(xy) est la dimension de Pespace de départ de v d’ott deg(xy) = dim(Im (u)) = rang (u).
d. D’apres le théoréme du rang, comme Im (u) est un supplémentaire de Ker(u), on sait que u induit un
isomorphisme de Im (1) dans Im (u), ainsi v est un automorphisme de Im (1) donc det(v) # 0 et 0 € Sp(v).

Comme v est un automorphisme et que, en tant que restriction de u, on a Vv 4y = 0, en composant
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2
par v, il vient vZ 4 v +idg = 0. On met ceci sous forme canonique : (v + %id E) = —%id £. On prend le

2 T
déterminant de cette derniere relation et on obtient det((v + %id E) ) = ( - %) ou r = rang (u).

2

2 T
Or det((v + %id E) ) = det(v + %id E) > 0 donc (f %) > 0 ce qui implique la parité de r = rang (u).

a. D’abord t — e 'P(t) sont continues sur [x; +-o00[ pour tout P € E et tout x € R. De plus, e *P(t) = o (%)

+o00 t

. , +oo . o
par croissance comparée donc f e~ 'P(t)dt converge par comparaison avec les intégrales de RIEMANN.
x

+
Pour x € R, U(1)(x) = &* f T etat = e*[—e tF> =1 donc U(1) =1 est bien un polynéme de E.
X

Soit k € [[0;n — 1] tel que U(X¥) est un polynome de degré k. Alors par IPP (facile & justifier) et par
+ +

croissance comparée, U(X*T1)(x) = f T et gt = eX[—e tF o 4 (k4 1) f ~ e~ttkdt de sorte
x X

que U(X*HT) = X*T 4 (k + 1)u(X¥). Comme la linéarité de U découle de celle de I'intégrale, la récurrence

précédente montre que U est un endomorphisme de E. De plus, U(1) = 1 et U(X*TT) = Xk 4 (k +1)u(x*)
montre que U(X*) est un polynome de degré k exactement et unitaire.

b. La matrice A de U dans la base canonique (1,X,---,X™) est donc triangulaire supérieure avec des 1
sur la diagonale. Par conséquent xu = xa = (X — 1)”+1 et 1 est la seule valeur propre de U. Si U était
diagonalisable, alors A serait semblable & la matrice 1,17 donc serait égale a I,,41, ce qui est faux car
U(X) =X+ 1% X: Un’est pas diagonalisable. Comme det(U) = det(A) =1, U (et A) sont inversibles.

Continuons : U(X?) = X% +2X +2, U(X3) = X3 +3X%2 + 6X + 6, U(X*) = X+ +4X3 4+ 12X% + 24X + 24. Par

k i N
récurrence simple : Vk € [[0;n], U(X*) =k! > X—' Ainsi A = (aij)o<i,jen avec ajj =0sii>jet ayj = L'
i=0 b 1

On applique U~" & U(X*HT) = X**1 4 (k + DU(X*) ce qui donne X¥+1 = u=T(X**+1) + (k + 1)X*. Ainsi
vk € [1;n], U=T(X¥) =Xk —kx*"T et U="(1) =1. Alors U™ : P+ P — P’ (coincidence sur une base).
On aurait aussi pu dériver la relation U(P)(x) = e* f:oo e 'P(t)dt. Ainsi U(P)'(x) = e*(—e *P(x))+U(P)(x)
donc U(P) — U(P) =P ; en notant V: P+ P/, on a Vol = id donc U est inversible et U™! = V.

Les colonnes Cy, Cz, C3 et C4 forment une famille libre et C; = Cs. Ainsi rang (N) = 4, le réel 0 est valeur

propre de N et Eo(N) = Vect(E; — Es). De plus, N — I5 est clairement de rang 2 donc 1 est valeur propre de
N et E1(N) = Vect(Ez, E3,E4). Enfin, comme Tr (N) =5 est la somme des valeurs propres, la derniére valeur
propre est 2 et E2(N) = Vect(Eq + 2E; + 2E3 + 2E4 + E5) car Eo(N), E1(N) et E2(N) sont en somme directe.

On a donc trouvé une base de vecteurs propres pour ’endomorphisme canoniquement associé & N (donc diag-

1T 0 0 0 1
o 1 0 0 2
onalisable) et, par changement de bases, N = PDP~! avec D = diag(0,1,1,1,2)etP=| 0 0 1 0 2
o 0 0 1 2
-1 0 0 0 1

a. Pour k € N, on a la relation x(*+1) = x(®) — (Ax®) —b) = (I,, — «A)x™ + «b donc x*+F1) =B x*) 4¢
si on pose la matrice B, = I, — aA et le vecteur ¢ = «b.
b. Tout d’abord, il existe bien une unique solution de Au =b qui est u = A~'b car A est inversible.
Classiquement, on va faire intervenir le vecteur fixe v de lapplication g : x — Byx + ¢ qui vérifie donc

vVv=Byvt+c<—=v= TA=Tc «= v = A~ "b et v est bien I'unique vecteur qui vérifie Av = b car A est
o

inversible. En définissant (y(k))keN par y(k) =x —y ona y(o) =x® —yet Yk e N, ykth) = B“y(k).
n

Comme xa = [] (X—=2y) est scindé (mais pas forcément & racines simples), A est trigonalisable donc il existe
i=1

P inversible et T triangulaire supérieure (avec Aq,---,A, sur la diagonale) telles que A = PTP~'. Ainsi, on
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a aussi By = P(I, — «T)P~'. On montre par une récurrence simple que Yk € N, yk) = B]&y(o) et BX est
triangulaire supérieure avec (1 — oA1)¥, -+ -, (1 — aA)¥ sur la diagonale.
Montrons que la condition nécessaire et suffisante cherchée est H =7Vi € [[1;n], |1 — ari| < 17.

e Supposons H réalisée. Notons a = 17\</l.ax [1—ari]<Tetb= 1<T\_/la_>é lecti 5| > 0. En notant M la matrice
)<isn

<isn

triangulaire supérieure avec des a sur la diagonale et des b au dessus, on a M = al, + bN avec N nilpotente
d’indice n. Par une récurrence simple, comme |B| < M (ce qui signifie que toutes les cases de la matrice B

sont inférieures en valeur absolue aux méme cases dans la matrice M : ¥(i,j) € [1;n]?, |Buli,j]| < M[i,j]), on

n—1 k
montre que Vk € N, [BK| < M*. Or M* = (al, +bN)*k = Y ak_mbm< >Nm. Par croissances comparées,
m=0 m
k
comme ( ) est un polynéme en k et que |a| < 1, on a Vm € [[0;n — 1], lim a* ™p™ = 0. Ainsi
m n—-+oo m

lim M* = 0 donc, par encadrement, lim BX = 0. Par conséquent, vx(©) € R™, la suite (y(k))keN tend
k——+oo k—+o0

vers 0 donc (x(¥))y>o converge vers v et la méthode (I) converge.

o S’il existe i € [1;n] tel que [1—oaAi| > 1, alors soit un vecteur propre vi # Og de A associé & A;. Considérons
la suite (x(k))k>o définie par x(©) = v +vi et Vk > 0, x(kt1D) = x(&) — grp = Box™ + ¢ (suite arithmético-
géométrique matricielle). Alors en posant y® = x —y on ay©® = v; et on montre (classique) que
y®*D = B, y®). Or Bevi = vi — aAivi = (1 —a; vy donc, par récurrence, on a Vk € N, y® = (1 — anr;)®v;.
Or |1 — oAy > 1 ou |1 — aAi| = 1 mais 1 — aA; # 1 donc la suite numérique ((1 — aA;)*)xen diverge dans C.
Ainsi, comme v; # Og, la suite vectorielle (y(k))keN diverge aussi comme le fait (x(k))keN ce qui prouve que
la méthode (I) ne converge pas sous ces hypothéses.

c. Siles Ax ne sont pas tous de méme signe, il existe un k € [1;n] tel que aAx < 0 et on aura donc
[T — o] =1 — adk > 1 et H n’est donc pas réalisée. Ainsi la méthode (I) ne converge pas d’apres b..

d. Puisque (I) converge, alors Vi € [1;n]], =1 <1 —aA; < 1 donc 0 < a < }% On a donc 0 < a < C ou

i

C= Min <;> =—2 _ Te graphe de la fonction f; : o — |1 —Aj«| est composé de deux demi-droites de
1<ign WA 1]\<4'%X Ai
<isn

pente £A; et qui passent toutes deux par le point (7\1—, O) (I'une passant aussi par le point (0,1)). Plus |B] est

1
petit, plus la suite (™) tend vite vers 0. On aura donc intérét a trouver « tel que o €]0; C[ et 1T\</l,cgc [1— o]
<ign

est minimal. En regardant les graphes respectifs des fonctions fi, on constate que ceci intervient quand les

graphes de f; et de f, se rencontrent (en supposant que 0 < A7 < --- < A, alors C = %) donc quand
n
AMmax—1=1—-ANa<= a= S Ainsi, dans le cas général : aopt = - 2 .
A+ An Min A+ Max A

AESP(A) AESP(A)

a. A € M3,2(R) donc rang (A) <2 et B € M, 3(R) donc rang (B) < 2. Ainsi, rang (AB) < rang (A) < 2 car
Im (AB) C Im (A). Comme rang (AB) # 3, AB n’est pas inversible. Ainsi det(AB) =0 donc x = 1.
b. On calcule et on trouve xap = X(X — 1)(X — 2) donc (AB)> — 3(AB)? +2(AB) =0 (1).
Méthode 1 : L’équation précédente s’écrit aussi A((BA)?—3(BA)+212)B = 0. On constate que rang (AB) = 2.
Or on a toujours rang (AB) < rang(A) donc rang(A) > 2. Mais comme A € Mz (R), on a forcément
rang (A) = 2. Ainsi A est "injective” (son application linéaire canoniquement associée ’est). De méme
rang (AB) < rang (B) car Ker(B) C Ker(AB) et on utilise le théoréme du rang. Mais comme B € M; 3(R), on
a forcément rang (B) = 2. Ainsi B est ”surjective” (son application linéaire canoniquement associée I'est).
Par conséquent, en notant C = (BA)?—3(BA)+2I, on a ACB = 0 donc Im (BC) C Ker(A) = {0} donc CB = 0.
Comme Im (B) C Ker(C) et que Im (B) = R?, on a Ker(C) = R? donc C = (BA)? — 3(BA) +2[, = 0. Le
polynome X? —3X+2 = (X —1)(X —2) annule BA et est scindé & racines simples. Ainsi BA est diagonalisable.
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Méthode 2 : L’équation (1) multipliée & gauche par B et & droite par A donne (BA)? —3(BA)3 +2(BA)? =0
donc P = X2(X — 1)(X — 2) annule A. P étant scindé dans R[X], BA est trigonalisable dans M, (R), de plus
Sp(BA) C {0,1,2} et Tr (BA) est la somme de ses deux valeurs propres réelles. Tr (BA) = Tr (AB) = 3 donc on
ne peut avoir que Sp(BA) = {1,2} donc BA admet deux valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable.

c. Soit Y € Ker(B) NIm (A), alors il existe X € R? tel que Y = AX et BY = 0 donc (BA)X = 0. Mais BA est
inversible (car 0 ¢ Sp(BA)) donc Y =0 d’out X =0 et on a Ker(B) et Im (A) sont en somme directe.

Or dim(Ker(B)) = 1 par le théoreme du rang car rang (B) = 2 et dim(Im (A)) = 2 car rang (A) = 2 donc
dim(Ker(B)) + dim(Im (A) = 3 et au final : Ker(B) ® Im (A) = R3.

a. Comme A € M, (R), on a0 < rang (A) < n et toutes les valeurs sont possibles ca la matrice J, = ( I(; 8)

(définie par blocs) vérifie bien ]2 = J, et rang (J,) = r pour tout entier r € [[0;n].

b. Soit U € P et p la projection canoniquement associée & U. Ainsi rang (p) = rang (U) qu’on note r € [0;n].
11 existe une base B adaptée a la décomposition R™ = Im (p) @ Ker(p) telle que Mat 5(p) = J» = <IOY g) ;
il suffit de prendre une base B = (e, -, er, ert1, -, en) telle que Im (p) = Ker(p —id gn) = Vect(e, -+, er)
et Ker(p) = Vect(er41, -, en). Ainsi, toute matrice U € P de rang r est semblable & J,.

Il existe donc n 4 1 classes de similitude dans P dont des représentants sont les matrices 0 = Jo, -+, Jn = In.
c. Si A € M, (R) vérifie A2 =0, alors Im (A) C Ker(A) donc n = dim(Ker(A)) + rang (A) > 2rang (A) donc

rang (A) < m = % Soit B une base quelconque de R™ et u € L(R™) tel que Mat ¢ (u) = (IO g) On
m

vérifie alors que I’'endomorphisme u vérifie bien u? = 0 et rang (u) = m.
a. Soit Xo le vecteur colonne ne contenant que des 1, alors ATXg = Xo par hypothése sur les colonnes de A
(donc les lignes de AT). Ainsi, 1 est valeur propre de AT donc aussi valeur propre de A car xa = XAT-

n
b. Soit A et B deux matrices de E et C = (cij)1<ij<n = AB. Comme cij = > aikby,j, la somme des

n n mn n n n
termes de la j-iéme colonne de C vaut »_ cij = > ( > ai’kbk,j> = > bk‘j( > ai,k> =3 byj=1car
i=1 k=1 1 k=1

i= i=1 Y k=1 i=

la somme des termes de chaque colonne k de A vaut 1 et que la somme de chaque colonne j de la matrice B
vaut aussi 1. Par conséquent C € E et E est bien stable par produit.
c. Soit A € Sp(A), alors A € Sp(AT) de sorte qu'il existe X # 0 € My, 1(C) tel que ATX = AX. Notons j I'un

des indices tels que |xj| = [|X]|oc = 1Ti/lkaéc |xi| > 0. Alors, en regardant a la ligne j de ATX = AX, on trouve
~ \n

n n
Axj = Y aijxq donc, par inégalité triangulaire, [A| [xj] < > |ay;
i=1 i=1

n
il < 22 faijlhx| < byl Ansi, [A] < 1.
i=1

Soit C = (ci,j)1<i,jen € Mn(R) la matrice circulante définie par ¢c1, =--- =cn_1,n =cn,1 =1l et cyj =0
sinon. En tant qu’application linéaire, C envoie la base (eq,-- -, en) sur la base (en,e1,€2, --,en—1) donc C
est inversible et C~! = CT (également circulante) car C~! envoie la base (e, -+, en) sur (ez,e3, -+, en,eq).

La matrice M de taille n de 1’énoncé vaut M = al,, + bC + bCT.

X -1 0 - 0
0 X :
xc=|+: - -, -, o | donc, apres développement par rapport a la premiere colonne, xc = X" — 1
0 AR, |
-1 0 - 0 X

donc Sp(C) = U,. La matrice C admet n valeurs propres complexes distinctes et est donc diagonalisable

dans My, (C) d’apres le cours. Il existe donc une matrice P € GL,(C) telle que C = PDP~! avec la matrice
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_ N 2in . - .
"—1) ol w = e ™ est un générateur du groupe U,. On vérifie, en résolvant

diagonale D = diag(1, w, -, w
un systeme par exemple, qu'un vecteur propre de C associé & la valeur propre w* est le vecteur colonne Xy
qui vérifie XJ = (1 w® w?* --- wM™=DK) Lamatrice P = (w=D0-1D); < i<, est donc la matrice de passage
entre la base canonique de C™ et la base B = (Xo,- -+, Xn—1) formée de vecteurs propres de C. On a donc
C = PDP~! par formule de changement de baseet C~!' = CT =PD~'P~! d’ott M = al,,+bC+bC~! = PAP~!
en ayant posé A = al,, +bD +bD" = diag(a +2b,a + bw +bw ™', a4+ bw™ " +bw~™"1). Comme
w® + w™F = 2Re (w¥) = 2cos (Zan) pour tout k € [0;n — 1], on en déduit que M est inversible si et
seulement si A Dest, c’est-a-dire si Vk € [[0;n — 1], a + 2bcos (ZkT”> # 0.

a. Le caractere continu est linéaire et admettre une limite finie en +oo ’est aussi donc E est un sous-espace
vectoriel de F(R, R) car il contient la fonction nulle. E est donc lui-méme un espace vectoriel. Par ailleurs,
sif € E, il est clair que g = T(f) € E aussi car g est continue et tend vers la méme limite que f en 400 par
composition. Soit (f,g) € E? et A € R, alors T(Af + g) = AT(f) 4+ T(g) car on a pour tout x € R, I'égalité
TAf+g)(x) = M+ g)(x+1) = Af(x + 1) + g(x + 1) = AT(f)(x) + T(g)(x) = (AT(f) + T(g))(x) ce qui prouve
la linéarité de T : T est bien un endomorphisme de E.

b. Analyse : si A € Ret f € E non nulle telle que T(f) = Af, on a Vx € Ry, f(x + 1) = Af(x), alors en notant
(= xEToo f(x) € R, on a { = M en passant & la limite dans la relation f(x + 1) = Af(x) quand x — +o0.

e Si¢£0alorsA=1.
e Sit=0,s0it a € Ry tel que f(a) # 0, par une récurrence simple, on a ¥n € N, f(a +n) = A"f(a).

Comme HT f(a +n) = 0 par composition, la suite (A™)nen tend vers 0 ce qui impose A €] — 1;1].
n——+oo

eSiA=0,onaVxe R, f(x+1)=0.f(x) =0 ce qui contredit f non nulle.
Ce qui précéde montre que le spectre de T est inclus dans | — 1;0[U]0; 1].
Synthese :
e Si A =1, la fonction 1 constante égale & 1 vérifie T(1) = 1 donc 1 est valeur propre de T. De plus,
pour x € Retn € N, on a f(x+n) = f(x) par une récurrence simple donc, en passant & la limite quand
n tend vers +o00, on obtient f(x) = ¢ donc f est constante. On vient de montrer que Eq(T) = Vect(1).
e si A €]0;1], soit pa : x — A*. La fonction p, est non nulle, continue et tend vers 0 en +oo donc
pa € E. De plus, pour x € R, pa(x + 1) = AT = Apa(x) donc T(pr) = Apa et A € Sp(T).
e si A €] —1;0[, la fonction ga : x + sin(7mx)|A|* est non nulle, continue et tend vers 0 en +oo donc
qr € E. ¥x € R, qa(x+1) = sin(mx+70)|AXF! = (—[A])qa(x) = Aga(x) donc T(qa) = Aga et A € Sp(T).
Par conséquent : Sp(T) =] — 1;0[U]0; 1].

a. Soit A € C, dans le calcul de xa(A), on développe par rapport a la ligne 1 et on obtient la relation

A e e 0 —an
— A 0
S Lo e o ©
0 —ay . Doleal ™ o D) (—an) 0 ~a
. . N . .. . 0 . T A
. : 0 —an—1 A —
0 0 —an_1 A (0) An-1 0 0 an_1



n
Ainsi, comme il ne reste que les déterminants de matrices triangulaires, x A (A) = A™—(=1)" "1 (=)™ ] ay.

k=1
n
En notant p = [] ak, on a donc xa = X™ — p. Traitons trois cas :
k=1
eSiay=---=ay, =0, alors A =0 donc A est diagonalisable.
eSip=0et(ar,---,an) # (0,---,0), alors A # 0 alors que d’aprés CAYLEY-HAMILTON on a A™ =0

car xo = X™ donc A est nilpotente alors que dim(Ker(A)) < n car A # 0. Les ordres algébrique et
géométrique de 0 n’étant pas égaux, A n’est pas diagonalisable.
e Sip #£0,xa = X™ — p étant scindé a racines simples et annulateur de A, A est diagonalisable.

On conclut que A est diagonalisable si et seulement (aj =+ =an =0o0uaj X -+ X an #0).

b. ¢ Si a; =--- = a, =0, toute base de C™ est une base de vecteurs propres de A = 0.

e Sip = pet® £ 0, les racines de xo = X™ — p, donc les valeurs propres de A, sont toutes les racines n-iemes

. 1 (0+2km) . .
de p, qui sont les complexes z = pTe™ n (pour k € [[0;n — 1]). Soit k € [0;n — 1], on sait qu’en

résolvant le systéme AX = zxX on va trouver une droite (car zy est une valeur propre simple de A) et on
trouve E,, (A) = Vect(vy) avec vy = (anzﬁf1 , a1 anzzfz, aj azanz{z*3, cee ,p). Ainsi, B = (vo,-++,vn_1) est

une base de C™ constituée de vecteurs propres de A.

a. Soit A € C, on effectue dans xa (A) 'opération de GAUSS Cy, ¢— Cp +ACr_1+A%Cp_2+---+A""1Cy et

on développe par rapport & la colonne n, xa (A) = (—1)"*! ()\“ —nz_:1 an,k)\k) x (=1 = am —nz_:1 an_(AF
donc xpA = X" —a;X™ ! — ... —a,, (en fait A est une matrice cgr:rl()p)agnon). =

Pour tout complexe A, le rang de A — AL, est au moins égal a n — 1 grace a la sous-diagonale de 1 échelonnés.
Par la formule du rang, la multiplicité géométrique de toute valeur propre de A est au plus égale a 1.

e Sixa est scindé & racines simples, on a directement la diagonalisabilité de A dans M, (C).

e Réciproquement, s’il existe une racine complexe de xa ayant un ordre de multiplicité au moins égal a 2, A
sera non diagonalisable car les ordres géométrique et algébrique de cette valeur propre seront différents.

La condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable est que xa soit scindé & racines simples.
b. Supposons donc A diagonalisable, elle admet donc d’apres la question a. n valeurs propres distinctes
notées Ay, - -+, An et une base de vecteurs propres B = (V1 gt )Vn) associés a ces valeurs propres.

e Si Um AP =0, pour tout k € [1;n], APVx = AL Vi donc, comme lim APVy = 0 (car M — MVy est
p—+oo p—-+oo

continue car linéaire en dimension finie) et que Vi # 0, on a HT AL =0 donc A <Toud=1.
p—+oo
e Réciproquement, supposons que Vk € [1;n], [Ak| <1 ou A =1.

n n
e Méthode 1 : soit X € C™ qu’on décompose X = kzl xk Vg, alors Vp € N; APX = kz1 xk)\ivk donc la
suite (APX)p>0 converge (somme de suites vectorielles qui convergent). II suffit alors de prendre les

vecteurs X = E; de la base canonique de My, 1 (C) pour montrer que, en notant AP = (agf’]-))Ki,jgn, la

suite (agz))pw converge c’est une suite coordonnée de la suite (APE;)p>0 qui converge. On en déduit
donc que (AP),>0 converge (les n? suites coordonnées dans la base canonique de My (C) convergent).

e Méthode 2 : soit p € N*, effectuons la division euclidienne de XP par xa : XP =xaQ + R (1) avec
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n
deg(R) < n. En posant Ly = [] ( X= A ), on abien Ly € Ch_1[X] et si, Y oLy =0, en évaluant

1<ign 7\k - }\i i=1
i£k
en A, on trouve oy = 0 car Li(Ax) = 8i,x. La famille (Lq,---,Ly) est donc libre donc c’est une base
n
de Cn_1[X]. Ainsi, R = _ rLx. En évaluant en les Ay dans (1) : Vk € [I;n], e = AL. Ainsi,

k=1

n
AP = kz1 ALLk(A) donc (AP)p>o est convergente comme somme de suites convergentes de matrices.
Ainsi, si A diagonalisable : (VA € Sp(A), [A| <1 ouA =1) <= (AP)pcn converge.

a. On sait qu’il existe des polyndémes annulateurs non nuls de A, par exemple x o d’aprés CAYLEY-HAMILTON.
L’ensemble {deg(P) | P € C[X], P #0, P(A) = 0} est donc une partie non vide de N qui admet donc un plus
petit élément noté k. Soit P un tel polynéme de degré k annulateur de A qu’on choisit unitaire.

b. Considérons le reste de la division euclidienne de P par X—A : P = (X—A)Ux+P(A). Comme deg(P) =k > 1,
on a deg(Uy) = k—1. Alors P(A) = (A —Aly)Ur(A) +P(A)I,. Or par hypothese, P(A) = 0. De plus P(A) # 0
car si on avait P(A) = 0, on écrirait P = (X—A)Q donc P(A) = (A—AI1)Q(A) = 0 alors que A —Al, € GL,(C)

ce qui donnerait Q(A) = 0 ce qui contredit la minimalité du degré de P. Ainsi : (A — Al,) (UI;\(()\})\)) =1, ce

Uy (A) Uy
P(A) P(A)
c. Soit Ay, -+, Ak qui ne sont pas dans le spectre de A. Posons, pour i € [[1;k], le polynéme d’interpolation de
k
X —A; )

LAGRANGE P; = ] (g
25\ — A

qui garantit que (A — Al,)~" = = Qa(A) en notant Q) = € Cy_1[X].

n

. Notons aussi U= J] (X —A¢). Comme toutes les matrices (A — Ailn)1<i<k
i=1

j#i

k
sont inversibles car les (Ai)1<ick ne sont pas des valeurs propres de A : la matrice U(A) = [] (A —Ailn) est

i=1
inversible et Vi € [1;k], (A —Ailn)Pi(A) = U(A) donc (A — Ail,)~" = U(A)"TPi(A).
Kk
La famille (Pq,- - -, Px) constitue une base de Ry_1[X] car si > a;P; = 0, en évaluant en A;, on trouve o; = 0.
i=1

Le polynéme U — P est dans Ry_1[X] car ceb deux polynomes sont de degré k et unitaires. Ainsi il existe des

constantes (cq, - - -, cx) telles que U—P = Z ciPi. En évaluant en A, on a U(A)—P(A) = Z ciPi(A) = U(A).
i=1
k
1l suffit de multiplier tout ceci par U(A)~! pour obtenir grace & ce qui précede > ci(A —Ailn)~" = I,,.
i=1
5.100] a. Si A est diagonalisable, alors A = PDP~! avec P inversible et D diagonale donc A3 = PD3P~! avec D3
diagonale donc A3 est aussi diagonalisable (elles sont méme codiagonalisable).

Soit A inversible telle que A2 est diagonalisable, alors il existe un polynéme P scindé & racines simples (on le
prend unitaire) tel que P(A3) = 0. Si 0 est racine de P, alors P = X™Q o1 Q(0) # 0 et P(A3) = A3™Q(A3) =0
donc Q(A3) = 0 car A3™ est inversible. Ainsi, il existe un polynéme scindé & racines simples annulateur

T

de A3 et avec un terme constant non nul. On scinde Q = [] (X — Ax)™* (avec Ax # 0 donc) et on appelle
k=1

i, B, Yk les trois racines troisiemes de Ay de sorte que, par exemple By = joy et v = jZax avec ocﬁ = Ax.

T T
On a alors [] (A — axIn)(A — BIn)(A —yxln) = 0 donc U = H (X — ax) (X — Br)(X — yx) est annulateur
k=1
de A et il est scindé & racines simples car o # B (j # 1 et ock 7é 0) ax # Yk, Br 7# Yk et oy # o5 sii#j
car Ay = ocf =+ aj = Aj, etc... Ainsi, A est diagonalisable.
b. A = Ej, est nilpotente, xa = X™ et dim(Eo(A)) = dim(Ker(A) = n — 1 car rang (A) = 1 donc A n’est

pas diagonalisable alors que A3 = A2 = 0 est diagonalisable.

36



1 (—1 —V3

c. Soit R = >lvs ) (rotation plane d’angle 2?71)7 alors xg = X% + X + 1 sans racine réelle donc R

est inversible mais pas diagonalisable dans M3(R) alors que R® = I, est diagonalisable. Il suffit donc de
R 0

sidérer A =
considérer (O L,

) dans M, (R) qui a les mémes propriétés.

5.101 | a. Traitons trois cas selon la nature du projecteur p :

e Si p =0 est le projecteur sur {O¢ } parallelement & E, alors ¢ = 0 donc ¢ est un projecteur.
e Sip =idg est le projecteur sur E parallelement & {Og }, alors ¢ = id £ (g) est aussi un projecteur.

e Sip ¢ {0,id ¢}, notons B une base de E adaptée & la décomposition E = Im (p) @ Ker(p) de sorte que

Mat 5 (p) = (IOT 8) avect = rang (p) € [1;n—1]. Pour g € £(E), si Mat 5(g) = (é: 311 ) (mémes

tailles de blocs que p) et on a donc Mat 5 (9(g)) = l( <A1 O) —(}})1 BO1 )) =1 ( ° _(]?1 ) par

2 Ci O 2\ Cq
calcul. On recommence, Mat (9?(g)) = % (CO1 B()] > donc Mat 5 (92(g)—¢(g)) = 411 (_OQ 351 )

11 suffit donc de prendre g € £(E) tel que By # 0 ou Cq # 0 pour que Mat 5 (9?(g) — @(g)) # 0 donc
©2(g) # ¢(g) et @ n’est alors pas un projecteur.

En conclusion, ¢ est un projecteur si et seulement sip =0oup =idg.
b. Ces quatre ensembles sont inclus dans £(E) et ils contiennent 0 puisque Ker(0) = E et Im (0) = {0}.
e Si(f,g) € A2 et A € K, alors Im (Af +g) C Im (Af) +Im (g) C Im (f) + Im (g) C Ker(p) + Ker(p) = Ker(p).
De méme, Im (p) = Im (p) NIm (p) C Ker(f) N Ker(g) C Ker(Af) NKer(g) C Ker(Af + g).
Ainsi, AMf + g € A et A est bien un sous-espace de £(E).
e Si(f,g) € BZ et A € K, alors Im (AMf + g) C Im (Af) +Im (g) C Im (f) + Im (g) C Im (p) + Im (p) = Im (p).
De méme, Im (p) = Im (p) NIm (p) C Ker(f) NKer(g) C Ker(Af) NKer(g) C Ker(Af + g).
Ainsi, Af + g € B et B est bien un sous-espace de £(E).
e Si(f,g) € C? et A € K, alors Im (Af +g) C Im (Af) +Im (g) C Im (f) + Im (g) C Ker(p) + Ker(p) = Ker(p).
De méme, Ker(p) = Ker(p) N Ker(p) C Ker(f) NKer(g) C Ker(Af) NKer(g) C Ker(Af + g).
Ainsi, Af + g € C et C est bien un sous-espace de £(E).
e Si(f,g) € D? et A € K, alors Im (Af + g) C Im (Af) +Im (g) C Im (f) +Im (g) C Im (p) + Im (p) = Im (p).
De méme, Ker(p) = Ker(p) N Ker(p) C Ker(f) N Ker(g) C Ker(Af) NKer(g) C Ker(Af + g).
Ainsi, Af + g € D et D est bien un sous-espace de £(E).

c. Il existe comme & la question a. une base B (adaptée & la décomposition E = Im (p) ® Ker(p)) de E dans

. . I D/ B/
laquelle la matrice de p soit J, = ( OT g) Pour g € £(E), on notera M = Mat g(g) = (C’ A’) (on a
changé les noms des blocs pour correspondre, on le verra, au nom des quatre sous-espaces A, B, C, D).
e Pour g € L(E), on a g € A <= (Im(g) C Ker(p) et Im (p) C Ker(g)) <= Mats(g) = (g /S,) Soit
Ma l'ensemble des matrices de la forme précédente, c’est-a-dire Ma =  Vect (Eij), alors 'application

r+1<i,j<n
@A 1 A — Ma définie par ¢(g) = Matg(g) est clairement linéaire, injective car seul 'endomorphisme nul a

une matrice nulle dans la base B et surjective d’apres ’équivalence précédente. Par conséquent, comme ¢ A

est un isomorphisme, il conserve les dimensions et dim(A) = dim(Ma) = (n — 1)
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0 B
0
0 0
c o
0 0
0 D’
D’ B
c A

. 0 0 0 B 0 0 D’ 0 . .
unique sous la forme M = (O A’) + (O 0 ) + (C’ 0) + ( 0 O)' Au niveau des endomorphismes,

cela revient a A, B, C, D supplémentaires dans £(E) : A@B®CHD = L(E).

egeB<=1Im(g) CIm(p) et Im(p) C Ker(g) <= Mats(g) =

7 N
o

). De méme, dim(B) = (n — r)r.

e gec C«= (Im(g) CKer(p) et Im(p) C Ker(g)) <= Matsz(g) = ( > De méme, dim(C) =r(n —r).

e geD < (Im(g) C Ker(p) et Im (p) C Ker(g)) < Matg(g) = ( ) De méme, dim(D) = r2.

On a clairement Ma ®MpBMcBMp = My (K) car toute matrice M = se décompose de maniere

e Pour g€ A, gop =0 car Im (p) C Ker(g) et pog =0 car Im(g) C Ker(p) donc ¢(g) = 0.
e Pour g € B, gop =0 car Im (p) C Ker(g) et pog =g car Im(g) C Im (p) = Ker(p —idg) d’olt (g) = %

e Pour ge C,gop=pcar Im(p —idg) = Ker(p) C Ker(g) et pog =0 car Im(g) C Ker(p) et ¢o(g) = 521

ePourge D,pog=gcar Im(g) CIm(p) et gop=7p car Im(p —ide) = Ker(p) C Ker(g) donc 9(g) = g.
Ainsi A C Eq(9), B C E1/2(¢), C C Ey/2(@) et D C Eq(@). Comme A @B @& C @D = L(E), ces inclusions
donnent Eo(@) = A, E1,2(¢) =B @ C et E1(¢) =D et ¢ est donc diagonalisable avec Sp(¢) = {0, %, 1 }

On pouvait aussi calculer @3 et montrer que X(X — 1)<X — %) est annulateur de ¢, ce qui permet seulement

d’affirmer que ¢ est diagonalisable mais pas d’avoir les ordres de multiplicité des valeurs propres et encore

moins les sous-espaces propres.

5.102 | a. Comme AB = BA, les sous-espaces propres de A sont stables par B. Les valeurs propres Aq7,---,An de
A étant distinctes deux a deux, les sous-espaces propres associés sont des droites Ex, (A) = Vect(Vy).
Mais BV) € Vect(Vy) car Ex, (A) est stable par B donc il existe oy € C tel que BVy = ax Vi pour tout entier

k € [1;n]. Ainsi, B est a la fois une base de vecteurs propres pour A et pour B.

Par conséquent, si P est la matrice de passage entre la base canonique et B = (Vq,---,Vy), on a B = PD’P~!
avec D’ = diag(w«t,-- -, an) et on avait déja A = PDP~! oit D = diag(A1,---,An) avec ce qui précede.

b. f va bien de C,,_1[X] dans C™ et sa linéarité se montre classiquement. De plus, si P € Ker(f), alors
f(P) =0<=P(d;) =+ = P(dy) = 0 donc P admet au moins n racines alors que deg(P) < n — 1. Ainsi, on
conclut que P = 0. Comme Ker(f) = {0}, f est bien injective.

c. Comme f est injective, I’égalité des dimensions de Cy,_1[X] et de C™ prouve alors que f est un isomor-
phisme. Comme (df,---,d},) € C™ il existe un unique antécédent de ce n-uplet par f, qu’on note L.

Ainsi, il existe L € Cp—1[X] (qui est méme unique) tel que Vk € [1;n], L(dx) = df.

d. Avec le polynéme L = ap + a1X + -+ + an_1 X" ! de c., par calcul sur les matrices diagonales, il
vient L(D) = diag(L(d1),--,L(dn)) = diag(d},---,d}) = D’ donc L(A) = PL(D)P~! = PD’P~! = B. On
vient d’établir que {B € M,,(C) | AB = BA} C Vect(I,,, A,---,A™ ). Or linclusion réciproque, & savoir
Vect(In, A, -+, A" 1) C {B € M, (C) | AB = BA} est toujours vraie : tout polynéme en A commute avec A.
Soit (xoy--yan_1) € C™ tel que aoly + --- 4+ an_1A™ 1 = 0, alors agly + -+ 4+ &n_1D™" " = 0 donc
QA1) == QM) en posant Q = xp + ;X + -+ an_1X* "' € C_1[X]. Q admet n racines distinctes
donc Q =0et g = -+ = an_1 = 0. La famille (I,,---,A™"") est donc libre et comme elle est déja
génératrice {B € M, (C) | AB =BA}, c’en est une base ! Ainsi {B € M, (C) | AB = BA} est de dimension n.

e. Bien siir que non, la matrice I, admet une seule valeur propre (qui est 1) de multiplicité n et elle commute
avec toutes les autres, donc {B € M, (C) | I,B = BI,,} = M,,(C) est de dimension n?. Et surtout les matrices
commutant avec I, ne sont pas toutes (loin s’en faut) des polyndmes en I, (seules les matrices ALy, le sont).
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5.103] a. Pour k =0, on a A° + A® = 2I,. Pour k=1, 0on a A' + A~! = I, par hypothése.

e On développe A2 + A2 = (A + A=")2 — 21, (car A et A~' commutent) donc A% + A~2 = —1,,.

e On continue A% + A3 =(A+A71)3 —3(A+A"") = 2I,.

e A nouveau A* + A" = (A+ A —4(A2+ A 2) — 61, = —I,..

e Encore, A> + A2 = (A+A71)> —5(A3 +A3) —10(A+ A7) =1,.

e Poursuivons, A® + A7¢ = (A + A71)® — (AT + A~4) — 15(A% + A~2) — 201,, = 21,.

e Enfin, A7 + A7 = (A+A1) —7(AS+ A5 —21(A3 + A73) =35(A+A" ) =1,

Il semble qu’on ait une certaine périodicité.

Méthode 1 : pour I'établir, il suffit de remarquer que A2 + 1, = A donc X? — X +1 = (X +3)(X +j?)
est annulateur de A. Comme ce polynome est scindé a racines simples dans C[X], A est diagonalisable et
semblable & D = diag(—j,-- -, —j, —j%,- - -, —j?). Comme A est réelle et —j> = —j, on sait que les ordres de
multiplicité de —j et —j? sont égaux donc on a déja n pair. Comme —j et —j? sont des racines sixiemes de
'unité, la suite (D*)xen est 6-périodique, la suite (A + A7) ¢y est donc aussi.

Méthode 2 : puisque AXT2 + A7*=2 = (A1 L A=K=T)(A + A=) — (A% + A~K), on effectue une récurrence
sur deux rangs et on arrive a la méme conclusion parce que la formule donne le rang k + 2 en fonction des
rangs k + 1 et k et que les couples (A® + A= AT + A1) et (A® + A7 A7 + A7) sont les mémes.

AX 4+ A~K vaut 21, si k = 0[6], I, si k = 1[6], —I, si k = 2[6], —2I,, si k = 3[6], —In si k = 4[], I, si k = 56].
b. A+ A~ =1, donc A%+ I, = A. Mais A2+ A~% = —I,, donc A2+ 1, = A = —A"% donc A3 = —I,. Au
passage, on retrouve que A® =1,, donc que la suite (Ak + A~ )keN est 6-périodique. Comme A3 = —Inh, on
a det(A3) = (detA)3 = (—=1)™ = ((—=1)™)3. Comme t + t3 est bijective de R dans R, on a det(A) = (—1)™.
Par ailleurs, A = A% +1,, = (A +il,,)(A —il,,) = BB en notant B = A +il,, donc, en passant au déterminant :
det(A) = det(B)det(B) = |det(B)|? > 0. Ainsi n est pair.

On avait déja vu que n était pair, et on a d’autres arguments pour ’établir :

e si n était impair, on aurait xa de degré impair donc il existerait au moins une valeur propre réelle de A
(par le TVI) ce qui contredit le polynéme annulateur X* — X + 1 sans racine réelle.

2 2 n
oA+A*1:In:>A2—A+1n:( —17“) +%:o:>det(A—%n) :(—%) >0 = n est pair.

5.104 ) a. On trouve par un simple calcul (développement par rapport a une rangée ou formule de SARRUS) que
XA = X3 =X—1. Comme X, (x) = 3x? —1 g’annule en x = i%, la fonction polynomiale x o est croissante sur

]foo;f\%} et [\1—[3;+oo{et décroissante sur {,\%7%] Comme XA(fJ—ﬁ) = 3\[ \[ —-1<0,xA

ne s’annule qu’une fois sur R dans 'intervalle [%7 +00 { et plus précisément en o €]1;2[ car xa(1) = =1 <0

et xa(2) =5 > 0. Comme xa € R[X], xa admet deux autres racines complexes conjuguées notées p et

telles que afB = «|B|? =1 (relation coefficients/racines) donc |B| = \]—F < 1. Ainsi A = a.
o

b. Comme A est une matrice & coeflicients entiers, ses puissances le sont aussi (récurrence simple) donc

a
Tr (A™) € Net uy, =0 pour n > 1. Ainsi la série ) u, converge.
n>l
Comme A est diagonalisable dans C car xa est scindé & racines simples dans C[X], les deux matrices

A et D = diag(), B, B) sont semblables d’oti l'existence de P € GL3(C) telle que A = PDP~'. Ensuite,
classiquement, par récurrence, on obtient ¥n € N, A™ = PD"P~'. Comme D" = diag(a™, B“,En)7 on
obtient par similitude Tr (A™) = A™4+B™+pB . Ainsiv,, = sin (27T(TT (A“)—[S“—Bn)) = —sin (271([5“—1—@“)).
Or hm ([5“ +B") =0 donc vy, ol —2n(B™+ B ) O( 1 ) car |B] < 1 donc > vy converge absolument

n>l
par comparaison aux séries de RIEMANN.
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5.105) a. Soit P = a;X? + a;X + ao un polynoéme de degré inférieur ou égal & 2. Si P est annulateur A, comme

0 1 0 ap + ag a +az 0 0 0 0
A= -1 =1 0 , on a a013+a1A+a2A2 = | —a;—ax ap—az 0 =10 0 O
0 2 1 2a; 2a;y ap—ay +az 0 0 0

donc a; =0 (case (3,1)) et az =0 (case (3,2)) puis ap = 0 (case (1,1)).

Ainsi, le seul polynéme P € R;[X] tel que P(A) =0 est P = 0.
A—1 —1 0

b. Pour A € R, xa(A) = | 1 A0 [ =A+D)A=A+1) =B +1=A+1)A+j)A+j?) apres
—1 0 A+1
développement par rapport & la colonne 3 et xo = X3+1. D’aprés CAYLEY-HAMILTON, xa (A) = A3 +13 = 0.
0o -1 0
On écrit alors (—A%)A = A(—A?) = I3 donc la matrice A est inversible et A~ = —-A2 =11 1 0
0o -2 -1

c. Méthode 1 : si P est un multiple de xa, 3Q € R[X], P = xaQ, alors P(A) = xa(A)Q(A) = 0.Q(A) = 0.
Réciproquement, soit P € R[X] tel que P(A) = 0. Ecrivons P = QxAa-Q + R la division euclidienne de P par
xA avec deg(R) < 2. Ainsi, P(A) = xa(A)Q(A) + R(A) donc R(A) = 0. D’apres la question a., on a donc
R =0 donc P =xa Q est un multiple de xa .

Méthode 2 : on sait que tous les polynémes annulateurs de A ont en particulier pour racines les valeurs propres
de A. Si P annule A, alors P(—1) = P(—j) = P(—j%) =0 donc P = (X+1)(X+j)(X+j?)Q = (X3 +1)Q = xaQ
avec Q € R[X]. Réciproquement, si P =xaQ avec Q € R[X], alors P(A) = xa(A)Q(A) =0.Q(A) = 0.
Conclusion : les polynémes annulateurs de A sont donc tous les polynémes multiples de xa, c’est-a-dire ceux

de la forme P = (X> +1)Q = xaQ avec Q € R[X].

xA est donc le polynéme minimal de A (HP) ce qui est équivalent au fait que A est cyclique (HP) : il existe
un vecteur non nul X de R3 tel que (X, AX, A?X) soit une base de R3 et il suffit de prendre X = (0, 1,0) pour
s’en convaincre car AX = (1,0,0) et A2X = (1, —1,2).

a. La linéarité de f est classique et provient de celle de la fonction Tr . Ainsi f € £(Mn(R)).
b. Soit M € Mn(R), f2(M) = f2Tr (M)A) = 2Tr (M)f(A) = 4Tr (A)Tr (M)A = 2Tr (A)f(M). Ainsi,
2 = 2Tr (A)f ce qui se traduit par le fait que P = X? — 2Tr (A)X = X(X — 2Tr (A) est annulateur de f.
e SiTr (A) # 0, f est diagonalisable car P est scindé & racines simples. De plus, méme si ce n’est pas demandé,
Eo(f) = Ker(Tr ) est un hyperplan (car Tr est une forme linéaire non nulle) et E;r. (a)(f) = Vect(A) car
f(A) = 2Tr (A)A, que A # 0 et que Mn(R) = Eo(f) © Exrr (a)(f)-
e SiTr(A)=0,0onaf>=0etf#0car A#O0 (f(I,) # 0 par exemple). On sait qu'alors x; = X" donc 0

est la seule valeur propre de f. Si f était diagonalisable, elle aurait pour matrice dans une certaine base de
vecteurs propres une matrice avec des 0 sur la diagonale (les valeurs propres). Ainsi on aurait f = 0, ce qui

est faux ! Par conséquent, f n’est pas diagonalisable.

5.107]a. Si A est diagonalisable, il existe D diagonale et P inversible telles que A = PDP~'. Alors, classiquement,
A% = PD?P~! avec D? diagonale ce qui prouve que la matrice A2 est diagonalisable.

b. e Si n = 1, toute matrice de M;(C) étant diagonale, on a bien A? diagonalisable => A diagonalisable.
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eSin >2et A =Eq>,alors A% =0 et A? est donc diagonalisable alors que xo = X™ puisque A est nilpotente.
Si A était diagonalisable, comme 0 est d’ordre algébrique n, on aurait aussi dim(E¢(A)) = dim(Ker(A)) =n

et on aurait A = 0 ce qui est faux. Ainsi, A n’est pas diagonalisable.

c. Si A% est diagonalisable et A inversible, alors Ker(A) = {0} donc 0 ¢ Sp(A). Notons A7, ---, A, les valeurs
T

propres distinctes de A? (non nulles car A2 est aussi inversible). On sait que P = [ (X — Ax) est annulateur
k=1
'
de A% d’ott P(A?) = [[ (A% — AI,) = 0. Notons, pour k € [[1;1], 8, une racine carrée (complexe) de
k=1

T T

A, alors ] (A2 — Ady) = (A — 8kIn)(A + 8xIn) = 0 donc le polynéme Q = [ (X — &x)(X + &) est
K=1 k=1 k=1

annulateur de A. De plus, Vk € [1;7], 8k # —8k car A, = 82 # 0 et V(i,j) € [1;7]% avec i # j, £8; # +8;

—=

car Ay = 5% =+ 5).2 = Aj. Ainsi, Q annule A et est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.

5.108] Le polynéme P = X3 — 2X? + 3X est annulateur de A. Si A est inversible, on multiplie par A~' et on a

méme Q = X% — 2X + 3 annulateur de A. Si A est une valeur propre (éventuellement complexe) de A, alors

A est une racine de Q. Ainsi, comme Q n’admet pas de racine réelle, on n’aurait pas de valeur propre réelle
pour A, ce qui est impossible car xA est une polynéme réel de degré 3 donc il admet au moins une racine

réelle par le TVI. Conclusion, si A € M3(R) vérifie A3 = 2A2 — 3A, elle n’est pas inversible.

X—=1 —a —Q |cyecs-C, | X—1 —a 0 X—=1 —a 0
(5.109)Oncalculexa=| 1 X—1 1 = 1 X-1 2-X|=(X=2)| 1 X-1 —1|en
—1 0 X—=2 —1 0 X—=2 —1 0 1
Lel,+L3 | X—1 —a 0
utilisant la linéarité par rapport a la troisieme colonne. Ainsi, xao = (X—2) = 0 X—1 0|donc,
—1 0 1
X—=1 —a

en développant par rapport a la troisieme colonne, on obtient xa = (X —2) = (X—1)*(X-2).

0 X—=1
Comme xa est scindé sur R et que 1 < dim(E2(A)) < 1 =m;(A) implique dim(E2(A)) =1 =m3(A), on sait

d’aprés un théoreme du cours que A est diagonalisable si et seulement si dim(Eq(A)) =2 = m(A). Comme

E1(A) = Ker(A — I3), ceci est équivalent a rang (A — I3) = 3 — dim(Ker(A — I3)) = 1 par la formule du rang.
0 a a

OrA—Iz3=| -1 0 —1] estderang 1 siet seulement si a =0 (regarder les lignes de A).
1 0 1

Ainsi A est diagonalisable si et seulement si a = 0.

Meéme si ce n’est pas demandé, si a = 0, E2(A) = Vect((0,—1,1)) et Eq(A) = Vect((0,1,0),(1,0,—1)) (en
0 o0 1

1 0|etP= o 1 -1
0 2 -1 0 1

De méme, si a # 0, xa étant scindé sur R, A est trigonalisable et on peut montrer, théorie de la réduction
1 1 0

1
résolvant par exemple AX = X et AX = 2X) donc A = PDP~! avec D = | 0
0

de JORDAN (Camille JORDAN : frangais !) hors programme, que A est semblablea T= [ 0 1 0 |. Apres
0 0 2
a 0 0
calculs, on trouve A = PTP~! avec P = a a+1 1
—a —a -1



5.110) a. La matrice A est diagonalisable car elle est symétrique réelle d’apres le théoreme spectral.

b. Si P(A) =0 et si A est une valeur propre de A, il existe X # 0 tel que AX = AX. Si on pose P = Xd: apXX,
d a .

on a d’abord A¥X = A¥X par récurrence ce qui donne 0 = 0X = P(A)X = > axAkX = ( > ak)\k)X =P(A)X

et comme X # 0, on a P(A) = 0 donc A est une racine de P. = =

c. Aprés un simple calcul, on trouve que (A + 1,,)? = n(A +1,,) donc A% — (n —2)A + (n — 1)I, = 0 d’out

P=X2-(n—-2)X—(n—1)=(X+1)(X— (n—1)) est annulateur de A. Ainsi, Sp(A) C {-1,n —1}.

d. En résolvant AX = —X, on trouve que E_j(A) est 'hyperplan d’équation xj + - - - + xn = 0. Ceci impose

que dim(En—1(A)) < 1, or le vecteur v = (1,---,1) vérifie Av = (n—1)v donc E_1(A) est la droite engendrée

par le vecteur (1,---,1) qui est normal & Phyperplan E_;(A). On a au final Sp(A) = {—1,n —1}.

5.111 ) a. f va de E = My (C) dans E et elle est linéaire par linéarité de la trace : f est un endomorphisme de E.
Si f(M) = 0, alors M = —Tr (M)I,, or f(I) = (n + 1)l donc f(M) = —(n + 1)Tr (M)L,, = 0 implique
Tr (M) =0 d’ot M = 0. Par conséquent Ker(M) = {0} ce qui fait de f un automorphisme de My, (C). Ainsi
Im (f) = M (C) et on a dim(Ker(f)) = 0 et dim(Im (f)) = n?.
b. Pour M € M, (C), f2(M) = f(M + Tr (M)I) = f(M) + Tr (M)f(I,) = f(M) + (n + 1)Tr (M)I,, ainsi
2(M) = (n+2)f(M) — (n +1)M donc P = X? — (n + 2)X + (n + 1) est annulateur de f.

c. Comme P = (X—1)(X—(n+1)) est scindé a racines simples, f est diagonalisable et les sous-espaces propres

sont E1(f) = {M | Tr (M) = 0} = Ker(Tr ) qui est un hyperplan (car Tr est une forme linéaire non nulle) et
Ent1(f) = Vect(I,) qui est une droite. Ainsi Tr (f) =n? —1+n+1=n(n+1) alors que det(f) =n + 1.
P(0) # 0 donc f est bijective (on le savait déja) et fo (f — (n+2)idg) = (f — (n+2)idg) of = —(n+ 1)id g

donc l'inverse de f est donné par f~' = fﬁ(f —(n+2)idg).
n
Ainsi, si M € M (C), 1 (M) = —— (n+2)M—1(M)) = —L— (n+2)M=M—Tr (M)L,) = M— = M)y
’ ’ n+1 n+1 n+1

5.112 | On considére A comme une matrice complexe, alors A est trigonalisable car d’aprés D’ ALEMBERT-GAUSS,

XA est scindé dans C[X] : A = UTU~! avec U inversible et T triangulaire supérieure. On note A7, ---, A, les
n

termes diagonaux de T de sorte que x1 = xa = ][] (X — Ax). On obtient Vk € N, A* = PTKP~! par une
k=1
récurrence classique donc, par combinaison linéaire, pour tout polynéme P € C[X], on a P(A) = UP(T)u~".

Comme P(T) est aussi triangulaire avec P(A1),---,P(An) sur la diagonale, le spectre de P(T), qui est aussi
celui de P(A) car ces deux matrices sont semblables, vaut Sp(P(A)) = {P(A1),---,P(An)}. Mais on sait par
hypotheése que P(A) est triangulaire avec des coefficients diagonaux distincts deux & deux, disons o, -, .
Le spectre de P(A) contient donc n valeurs propres distinctes, ce qui signifie que P(A7),---,P(An) sont
distincts deux a deux. Ceci impose donc que les A7, - -+, A, sont eux-mémes distincts deux a deux.

Par conséquent, A admet n valeurs propres distinctes deux a deux et est donc diagonalisable.
5.113] a. On calcule et xo = X(X — 1)? qui est scindé dans R[X], A est au moins trigonalisable dans M3(R) et
elle est diagonalisable si et seulement si dim(Ej(A)) =2 <= rang (A —I3) = 1 par le théoréme du rang. Or

-1 0 1
A—Iz3=| 2 0 0| estderang2 donc A n’est pas diagonalisable mais trigonalisable dans M3 (R).
0 0 O

b. Il est visible que Ep(A) = Vect(vy) avec vi = (1,—2,0) et que Eq(A) = Vect(vz) avec vy = ez = (0,1,0).
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donc il ne reste

—_ — o

0 0
Méthode 1 : on sait avec la réduction de JORDAN que A est semblable a T= [ 0 1
0 0

plus qu’a trouver un vecteur vs tel que Avy = vy + v3 et on trouve sans peine en résolvant le systeéme que

1 0 12
vy = %(1,0, 1) convient. Ainsi A=PTP~'ouP=| -2 1 0
o 0 1/2

Méthode 2 : n’importe quel vecteur convient pour compléter (vi,v;), par exemple v = (0,0,1) ¢ Vect(vi,v2)

et on a une base B = (vi,v2,v5) de R3. On calcule Av; = (1,0,1) = (0,0,1) + (1,-2,0) + 2(0,1,0) donc

1.0 0 0 0 1
AVE =vi+2v3 + V5 et A=PTP T ouP' = -2 1 0]etT' =0 1 2
0 01 0 0 1

c. Si M vérifie M2 = A et si A € Sp(M), alors il existe X # 0 tel que MX = AX donc M2X = AX = A%X donc
A € Sp(A) = {0,1} ainsi A =0 ou A = +1 et on a Sp(M) C {—1,0,1}. On vient de prouver au passage que
Ex(M) C Ex2(A) donc, comme Eg(A) et Eq(A) sont des droites, les sous-espaces Eo(M), E1(M), E_1(M) sont
égaux & {0} ou forment une droite. De plus, comme E;(M) et E_1(M) sont en somme directe, on a aussi
E1(M)®E_1(M) C E1(A) ce qui montre que 1 et —1 ne peuvent pas étre valeurs propres de M simultanément
(un plan ne peut pas étre inclus dans une droite).

d. Si M? = A, alors det(M?) = det(M)? = det(A) = 0 donc det(M) = 0 et 0 est valeur propre de M.
Si 0 était la seule valeur propre de M, alors on aurait xpm = X> et M3 = 0 avec CAYLEY-HAMILTON ce
qui est impossible car M* = M3M = A2 # 0. Ainsi, avec la question précédente, on ne peut avoir que
Sp(M) = {0,1} ou Sp(M) = {0, —1}.

e. Si M2 = A, alors Eg(M) = Ker(M) est une droite d’aprés c. et d.. En notant N = P"'MP, on a

M? = A <= PN2P~! = PTP~! «= N2 =T. Ainsi, si M?> = A, on a NT = N3 = TN (méme chose avec T’).

a 0 O
Méthode 1 : en posant le calcul, on trouve que NT=TN < N= [ 0 b ¢ |. Ainsi, pour avoir N> =T,
0 0 b
a2 0 0
il faut maintenant N2 = [ 0 b2 2bc | =T dona=0et (b=Tetc=1)ou(b=—1etc=—1)).
> 2 2
0 0 b
0 0 o0 0o 0 0
Réciproquement, M; =P |0 1 1/2 | P TetMy=P[0 —1 —1/2 | P! = —M; vérifient la relation
0 0 1 0 0 —1
1 0 1 0 0 1
M? = A et sont donc les deux seules solutions. Comme P~' =2 1 -2 ], onaM;=|[2 1 —1
0o 0 2 0 0 1
a 0 b—a
Méthode 2 : en posant le calcul, on trouve que NT = TN <= N = | 0 b c . Ainsi, pour avoir
0 0 b
a? 0 b?2—ad?
N2 =T,il faut N> = [ 0 b? 2bc =Tdotta=0et (b=Tetc=1)ou(b=—Tetc=-1)).
0 0 b2
0 0 1 0o 0 -1
Réciproquement, My =P | 0 1 1 | P letMy=P|0 —1 —1|P~ ! =—-M; vérifient bien M? = A et
0 0 1 o 0 -1



sont donc les deux seules solutions. Comme P~ =

o N =
o - o
— oo
o
=}
<4
Il
o N o

Méthode 3 : on traite les deux cas vus a la question d.:

Sp(M) = {0,1} Alors Eg(M) = Vect(v1) et E1(M) = Vect(vz) donc, par formule de changement de base,

0 0 a 10 172
M=PNP'aveceN=|[0 1 b|etP=[-2 1 0 | (par exemple) car les traces
0 0 1 0 0 1/2

de deux matrices semblables sont égales. Comme M? = A, N2 =T donc a =0 et 2b = 1.

Sp(M) = {0,—1} Alors Eo(M) = Vect(vy) et E_1(M) = Vect(vz) donc, par formule de changement de base,

0 0 a 10 172

M=PNP TaveceN=[0 -1 b etP=|-2 1 0 car les traces de deux
0o 0 -1 o 0 1/2

matrices semblables sont égales. Comme M2 = A, N2 =T donc a =0 et 2b = —1.

On retrouve donc, avec les calculs précédents de P~', les matrices M et —M; comme uniques solutions.

7 4 0
5.114 | Soit f 'endomorphisme de R euclidien canoniquement associé a A = % -6 -7 0
0 0 -5
a. Par un calcul direct : VA € R, xa(A) = ]175((5?\ +5)(250 — 49 +24)) = (A — 1)(A + 1)2. Comme
12 4 0
A+l3=1[ -6 —2 0| estderangl, ona dim(E_1(A)) = 2 donc A est diagonalisable. Ainsi, (X—1)(X+1)
0 0 0

annule A qui est donc une symétrie. f est donc aussi une symétrie. Comme A n’est pas symétrique et que

la base canonique de R3 est une base orthonormée, f n’est pas une symétrie orthogonale.

2 4 0
OrA—Tz3=1[-6 —12 o donc Eq(A) est la droite engendrée par vi = (2,—1,0). De plus, on a
> 0 0 —-10
12 4 0
A+13 = % —6 —2 0 | donc E_q(A) est le plan engendré par (v2,v3) avec v = (1,—3,0) et vz = (0,0,1).
0 0 0

b. Le point A = (2,—2,—1) appartient & P. Comme le plan vectoriel d’équation x—y —z = 0 est engendré par
va = (1,1,0) et vs = (1,0, 1), les points du plan P s’écrivent M = A+agva+asvs. Leurs images par f sont donc
les points f(M) = f(A) + aaf(v4) + asf(vs) donc 'image du plan x —y —z = 0 est celui qui passe par le point
f(A) = (g, %, 1) et qui a pour direction le sous-espace Vect(f(v4), f(vs)) = Vect((11,-13,0), (7, —6,—5)). Par
’ . . N . . . Tl
conséquent, un point M = (x,y, z) appartient & ce plan image si et seulement si les vecteurs f(A)M, f(v4), f(vs)
x—6/5 11 7
forment une famille liée donc si et seulement si |y —2/5 —13 —6| = 0. Apres calculs, on trouve qu'une
z—1 0 —5
équation du plan image est 13x + 11y + 3z = 23.

5.115] Le polynéme P = 3X3 — X2 — X — 1 est annulateur de A et P = 3(X — 1)(X% + %X + %) Les racines de

X2 4 %X + % sont les complexes —% + ZT\[ZI (notées A et A) de module strictement inférieur & 1. Soit un
entier naturel k, alors la division euclidienne de X* par P s’écrit X* = QP + Ry ou R € Ry[X] et vérifie
Rk(1) = 1, Re(A) = AF et Ry (A) = A*. On en déduit par les polynémes d’interpolation de LAGRANGE que

_ X=NX=N X=DX=2) | sk(X=1)(X=1)

Re=G—n0-n TN 0o noom T GonGaon

. Par conséquent, A* = Ry (A) car P(A) = 0 ce
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qui donne A¥ = l(AZ +2A4 113) +ARU + 3V, Comme Al<1,ona lim A= 1
2 3 3 k—+00 2

qui est bien une matrice de projecteur pour deux raisons différentes :

B2 = 1(a2 4 2a 112:1(/\4 a3 4 10a2 1 3, 11).0A3:1(A2 A I)d
* JATH A )T = g (AT ST GATE GA o) O s\ AT L) done

A4 = %<A3+A2+A> - %<4A2+4A+I3> donc B2 = 31—6<4A2+4A+13+4A2+4A+413+10A2+4A+I3) ~ B.

(A2 + §A+ %13) =B

e A2k = A¥AK donc, en passant & la limite : B = B2. De la méme maniere, B = AB car At = AAK,

5.116] a. Il vient X1 = AXg +BUy, puis X2 = AX7 +BU; = A2X+ABUp +BUj. Soit k € [1;N —1], si on suppose

k=1 k=1
que X = A¥Xo + 30 A'BUy_i_1, alors Xy 41 = AXy + BUy = AKX + ( > A“"Buk_i_]) + BUy donc

i=0 i=0
ko k=1 .
on a Xyy1 = A*1Xo+ > ABU_;. Par principe de récurrence, Yk € [0;N], X = A%Xo+ > A'BU ;1.
i=0 i=0

b. Si rang(C) < n, comme ‘C et C ont méme rang, on a rang(*C) < n. Or 'C € M2 ,(R) donc *C est

canoniquement associée & une application linéaire de R™ dans R™, et rang (*C) < n = dim(R™) montre
que 'C "n’est pas injective”. Il existe donc un vecteur colonne non nul X € My,1(R) tel que *CX = 0.

On transpose et on a bien 'XC = 0 ce qui se traduit par Vj € [0;n — 1], *XAJB = 0 pour cette colonne

n—1
X # 0 € Mn,1(R). Or le polynéme caractéristique est annulateur de A donc xA(A) =0=A"— Y axA*. Si
k=0

. n_1 .
on suppose, pour un entier k > n—1, que Vj € [0; k], *XAIB = 0, alors *XA*t1B = Y apXAk+H!+i-ng = 0.
i=0
Par principe de récurrence, on a donc Vj € N, *XAIB = 0.
c. Pour X # 0 de la question précédente, 'X est la matrice dans la base canonique d’une forme linéaire non
nulle  : R™ — R. Alors H = Ker(¢) est un hyperplan de R™. Pour N € N* et (Ug, - -+, UN) € My 1 (R)NFT
k—1

on aura Yk € @(X* —A¥Xy) = IX(XK—AKXo) = 3 XA H1BU; = 0 donc X¥ — AKXy € H. Par conséquent,
i=0

si on prend (Xo, -+, Xn) € M1 (R)NFT tel que X, — A¥Xo ¢ H pour au moins un entier k € [0;N] (et il
existe de tels choix), on ne pourra pas avoir de choix de (Ug, -+, Un) € Mn,1(R)NF! pour lesquels la suite
définie par Xo = Xo et Vk € [1;n = 1], Xxp1 = AXy + BUy vérifie Vk € [0;n], Xy = Xk.

Le systeme n’est donc pas controlable pour cet entier N.

d. Si le systeme n’est pas controlable pour 'entier N, c’est qu'il existe (Xo, -+, Xn) € Mn,1(R) tel que
pour tout choix de (Ug, -+, UN) € Mp,1 (R)NTT si on définit Xo = X et Vk € [1;N—=1]}, X471 = AXy+BUy,
k=1

N+1

alors Jk € [0;N], Xy # Xx. Ceci signifie, d’apres la question a., Ik € [0; N], A¥Xo+ > ABUj_i_1 # Xy ou
i=0
k=1 ~ ~ ~ ~ N ~
encore Jk € [O;N], > AMBUk_i_1 # X — A*X( ou enfin F(Up, - -+, Un—_1) # (0,X7 —AXop, -+, Xn — ANXp).
i=0
L’application F n’est donc pas surjective. Comme ’espace d’arrivée de F est Mn,1(R), on en déduit que

rang (F) < n donc il existe un hyperplan H de My, 1(R) tel que Im (F) C H. Soit ¢ une forme linéaire non
nulle telle que H = Ker(¢), alors @ o F = 0 car Im (F) C Ker(p). Si on note *X (matrice ligne) la matrice

canoniquement associée & ¢, linformation V(Uo, -, Un—-1) € Mn,1(R)N, (¢ o F)(Up, -+, Un—1) = 0 se
traduit par V(Uo, -+, Un_1) € Mp,1(R)N, ‘X(NE; AkBuN_k_1) =0.
k=
a. La matrice nulle N = 0 est dans Ex car NX = 0 = 0.X. Ainsi Ex # 0. Si (A,B) € EX et A € R, il existe par
définition des réels a et b tels que AX = aX et BX = bX, ainsi (A +AB)X = AX+ABX = aX+AbX = (a+Ab)X

donc X est aussi valeur propre de A +AB d’ot A +AB € Ex. Par conséquent, Ex est un sous-espace vectoriel
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de My (R) donc est lui-méme un espace vectoriel.

b. Méthode 1 : traduisons 'appartenance & Ex, une matrice M € M, (R) est dans Ex si et seulement

si MX est colinéaire & X, c’est-a-dire que MX € Vect(X), ce qui se traduit par le fait que le projeté de

MX sur hyperplan H = Vect(X)® est le vecteur nul. En notant py cette projection, on sait que son

expression vectorielle est py : Y —= Y — \(|\;(||>|<2) X. Ainsiy M € Ex <= MX = %X. Définissons donc
n (MX|X) . o
0: Mn(R) —» R™ par 6(M) = MX — WX. 0 est clairement linéaire et Ex = Ker(0). Par la formule du

rang, on a dim(Ex) = n? —rang (8). Or, comme 8(M) = p}(MX) par construction, on a Im (8) C H. Soit Z
un vecteur non nul de H, il existe un endomorphisme u de R™ qui envoie X sur Z (car en construisant une
base B = (X, Xz, -+, Xn) de R™, il existe un unique endomorphisme u de R™ qui envoie B sur (Z,---,Z) par
exemple), ainsi en notant M la matrice de u, on a MX = Z donc 6(M) = Z € Im (0). Par double inclusion,

on a montré que Im (6) est I'hyperplan H donc rang (6) =n — 1 et dim(Ex) =n? — (n—1) =n? —n +1.

Méthode 2 : comme (X) est libre, en posant X; = X, on peut la compléter en une base B = (Xy,--+,Xn)
de R™. Soit P la matrice de passage de la base canonique de R™ a B, alors en notant u I’endomorphisme
canoniquement associé & M, et en notant A = Mat 5(u), on a M = PAP~! par formule de changement de
base. Or, M € Ex si et seulement si IA € R, MX; = AX;, c’est-a-dire si et seulement si la premiére colonne
de la matrice A contient des 0 a partir de la deuxieme ligne car 'image de X7 par u est proportionnelle a Xj.
En notant F le sous-espace de My, (RR) contenant les matrices A = (aij)1<i,j<n telle que Vi € [2;n]), ai;1 =0,
on vient de montrer que ¢ : F — Ex définie par ¢(A) = PAP~! est un isomorphisme (sa linéarité est claire).

Comme il est clair que dim(F) = n? — (n — 1). On a, par 'isomorphisme ¢ : dim(Ex) =n? —n+1.

Question de cours : si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, u € £(E) et A € K, alors on a
léquivalence A € Sp(u) <= Ix € E\ {0e}, u(x) = 2 < Ix € E\ {0}, (Midg — u)(x) = Og donc

A€ Sp(u) <= Ker(u—Aidg) # {0g} <= Aidg —u ¢ GL(E) <= det(Aidg —u) =0 <= xu(A) = 0.

5.118] a. Il suffit de prendre la matrice une rotation d’angle ) de l’espace qui ne soit pas 'identité, par exemple

0 1 0 2 0 0
A=]10 0 1 ]etA= % 0 -1 —3 vérifient bien A # I3 et A3 =
1.0 0 0 V3 -1

b. Comme X> —1=(X—-1)(X> +X+1),ona A3 — I, = (A —1,,)(A? + A +1,,) = 0. Mais comme 1 n’est

pas valeur propre de A, la matrice A — I,, est inversible donc A2 + A + I, = 0.

Méthode 1 : comme on sait que les valeurs propres sont des racines de X? 4+ X + 1 puisque ce polynéme
annule A, les seules valeurs propres complexes possibles de A sont j et j2 =j. Comme Sp ¢(A) # () car C est
algébriquement clos et que A est une matrice réelle, Sp(A) = {j,j%} et Ej(A) et Ej2(A) ont méme dimension.
Comme A est diagonalisable dans M, (C) car elle admet un polynéme annulateur X3 — 1 scindé & racines
simples, on sait que C™ = Ej(A) @ Ej2(A). Ainsi, n = dim(E;j(A)) + dim(E;2(A)) = 2dim(E;j(A)) est pair.

2
Méthode 2 : A% + A + I, = 0 équivaut a (A + %3) = 3L gion prend les déterminant, on obtient

4
I 2 3 n
(det(A + 73>> = (— Z) > 0 donc n est pair.
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Comme A?+A+1, =0,ona (A—I,)(A+2I,) = =3I, donc (A—I,)" ' = —%(A—FZIH). Si (B,X) € Mn,1(R)?,

AX=X—-B<= (A—I)X=-B<=X=—(A—1,)" "B = %(A +21,)B = %. Ainsi, Péquation

proposée possede une unique solution pour B € Mn,1(R) et cest X = %

c. Puisque 1 € Sp(A), A — I, n’est pas inversible. Considérons deux cas :

e si B ¢ Im (A — I,), alors "équation AX = X — B n’a aucune solution.

esiB € Im (A—1I,), il existe C € My, 1(R) tel que B = (A—I,)C ainsi —C est solution de ’équation AX = X—B
et AX = X—B <= AX—X = A(—C)4C < (A—I,)(X+C) = 0. Ainsi, AX = X—B <= X+C € Ker(A—1I,).
Or A3 — I, = (A —I,)(A? + A + I,) donc Im (A% + A + I,) C Ker(A — I). Le lemme des noyaux
montre que R™ = Ker(A — I,,) @ Ker(A%2 + A + I,,) mais il est hors programme. Montrons-le donc. Soit
X € Ker(A —Ip)NKer(A2 + A +1,), alors AX = X et (A2 +A+1,)X =0or (A2 +A+1,)X = X+ X+ X = 3X

donc X = 0 et Ker(A — I,) et Ker(A%? + A + I,,) sont déja en somme directe. Soit X € R™, en raisonnant

A2+A+Inx+21n—Az—A

par analyse/synthése, on montre que X = 3 3

2
X avec %x € Ker(A—1Ip,)

2y —A2 - Ay _ (In—A)Q2In +A)
3 3

supplémentaires dans R™ donc dim(Ker(A —1,,)) = n — dim(Ker(A%2 + A +1,)) = dim(Im (A2 + A + I,)) et

et X € Ker(A? + A +1,,). Ainsi, ker(A — I,) et Ker(AZ + A + I,,) sont

on conclut par inclusion et égalité des dimensions que Im (A? + A + I,,) = Ker(A — I,).

Par conséquent, AX =X —B <= X+CcIm(A? +A+1,) < Y€ RY, X= (A2 +A+1,)Y~-C.

(a1 by (a2 b2 _ ([ a1az +bjcz arbz2 +brd2
5.119 |a. Posons A1 = <c1 a4 ) et Ay = (cz dz)’ alors A1A, = <c1a2 Fdics cibytd dz) de sorte que,
PP . +b1C2)B1BZ (a1b2+b1dz)B1Bz
ar définition du produit de KRONECKER, F(A1A2,B1B,) = (araz .
P P (A1A2,B182) ( (ctaz +dic2)BiB2  (c1b2 +d1d2)B1B2

a1B; b]B]) y <(1sz byB>
c1Br diBy c2B2 d2B2
ORISR ittt ity
chaque case, on a V(A] ,A2,B1, Bz) € Mz( (C)4, F(A] Az, B Bz) = F(A] ,Bq )F(Az, Bz).

b. Tr (F(A,B)) = Tr (aB)+Tr (dB) donc, par linéarité de la trace, Tr (F(A,B)) = (a+d)Tr (B) = Tr (A)Tr (B).
Si ¢ = 0, par propriété des déterminants des matrices triangulaires par blocs et puisque det(A) = ad, on a
det(F(A,B)) = det(aB)det(dB) = a’det(B)d*det(B) = (ad)?(det(B))? = det(A)%det(B)?.

Or F(A1,B1)F(A2,B2) = ( ) donc, par propriété du produit par blocs, on

) et, en factorisant par BBy dans

aB (b —(da/c))B
cB 0 '
En inversant les colonnes 1 et 3 et les colonnes 2 et 4, on ne change pas le signe du déterminant et on a
| (b—(da/c))B aB
det(F(A,B)) = 0 B

Sic # 0, on effectue Vopération de GAUSS par blocs C2 < C2—(d/c)Cy et det(F(A,B)) =

‘ donc det(F(A,B)) = det((b — (da/c))B)det(cB) ce qui donne comme
avant det(F(A,B)) = (b - %>2czdet(8)2(ad —be)?det(B)? = det(A)?det(B)?.

Dans tous les cas, on a la relation det(F(A,B)) = det(A)?det(B)?.

Si rang (A) = rang (B) = 2, F(A, B) est inversible puisque det(F(A,B)) = det(A)%det(B)? : rang (F(A,B)) = 4.

A)
Si rang (A) = 0 ou rang (B) = 0, alors A = 0 ou B = 0 et, par définition, F(A,B) = 0 donc rang (F(A,B)) = 0.
Si rang (A) = 1 et rang (B) = 1, les deux colonnes de B sont colinéaires, celles de A aussi, ainsi les quatre

colonnes de F(A,B) sont colinéaires et au moins I'une de ces quatre colonnes n’est pas nulle car I'une des
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colonnes de A et I'une de B n’est pas nulle, ainsi rang (F(A,B) = 1.

Si rang (A) = 1 et rang (B) = 2, les deux colonnes de A sont colinéaires donc, par exemple, les colonnes 3 et
4 de F(A, B) s’écrivent en fonction des colonnes 1 et 2. Comme ces colonnes 3 et 4 sont indépendantes car B
est inversible, on a rang (F(A,B) = 2.

Sirang (A) = 2 et rang (B) = 1, les deux colonnes de B sont colinéaires donc, par exemple, les colonnes 2 et
4 de F(A,B) s’écrivent en fonction des colonnes 1 et 3. Comme ces colonnes 1 et 3 sont indépendantes car A
est inversible, on a rang (F(A,B) = 2.

Dans tous les cas, on a donc rang (F(A,B)) = rang (A)rang (B).

c. Si A et B sont diagonalisables, il existe (P,Q) € GL,(C)? tel que P"'AP = D et Q"'BQ = D’ soient
diagonales. Alors, avec la relation de a., on a F(A,B) = F(PDP~',QBQ ") = F(P,Q)F(D,D')F(P~1,Q ). Or

F(P,Q)F(P~1,Q~ ") = F(PP~1,QQ") = F(I2,12) = I4 donc F(P,Q) est inversible et, si D = diag(a,d), on a
aD’ 0

par définition F(D,D’) = ( o dD’

) est diagonale. Ainsi, F(A, B) diagonalisable si A et B le sont.

5.120 | Deux matrices semblables ont méme polyndéme caractéristique ! On va donc faire une disjonction des cas

selon le type de xa. Notons u ’endomorphisme de C3 canoniquement associé a la matrice A.

Cas 1: Sixa = (X—21)(X—2A2)(X—A3) avec A1,Az2,A3 distincts deux a deux, xa est scindé a racines simples

Mo 000
donc A est diagonalisable et semblable a D = 0 Ay 0 | car Sp(A) = {A1,A2,A3}.
0 0 Az

Cas 2 : Sixa = (X —A1)%(X —A2) avec A1, A, distincts, alors on sait que A est diagonalisable si et seulement

si dim(E,, (A)) = 2. Il y a donc & nouveau deux cas.

AMo0 0
Cas 2.1 : Si dim(Ex, (A)) = 2, la matrice A est semblable & la matrice diagonale D = 0 A; 0
0 0 A

car A est diagonalisable et Sp(A) = {A1,A2} avec A1 valeur propre double et A, valeur propre simple.
Cas 2.2 : Sidim(Ex, (A)) =1, il existe vi # Og dans Ex, (u) et v3 # O dans Ej, (u) ; il nous manque un
vecteur. Comme (u—A7idg)?o(u—2Azidg) =0, on a Im (u—Azid g) C Ker((u—A7id )?) or, d’apres la
formule du rang, rang (u—Azid g) = 2 car A, est une valeur propre simple de u donc Ker((u—A7id g)?)
est un plan (¢a ne peut pas étre 'espace en entier car on aurait alors (u—A7id g)? = 0 et A, ne serait pas
valeur propre de u). Soit donc un vecteur w; tel que wy € Ker((u—Ayid g)?)\ Ker(u—Ajid ). Comme
wj € Ker((u —A7idg)?), on a u(wz) — wy € Ker(uw — Aidg) donc il existe « € C* (car wy € Ey, (1))
2

tel que w(wy) =wy + avy. En posant v, = W2 ona u(vz) = vz +vi. Comme (vq,v2) est une base de
X

Ker((u—A7id g)?) et que vz € Ker((u—Ajidg)?) car (u— Aqidg)?(v3) = (A2 — A1)?v3 # O, la famille

A1 0
B = (v1,v2,v3) est une base de C3 et Mat z(u)=| 0 A7 0
0 0 Az

Cas 3 : Sixa = (X —A71)3, posons v = u — Ajid g, alors, par CAYLEY-HAMILTON, v est nilpotent d’indice
inférieur ou égal a 3 (normal car on est en dimension 3). Il y a & nouveau quelques cas.

Cas 3.1: Siv? # 0, classiquement il existe une base B = (v2(x), v(x),x) (en prenant x tel que v2(x) # 0).
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A 1 0
donc la matrice de u = v + Ajid g dans B vaut 0 A1 1
0 0 N

Alors Mat 5(v) =

oS © O
oS = O

1
0
0
Cas 3.2: SivZ =0etv#0, Im(v) C Ker(v) donc rang (v) = 1. Soit (x2) une base de Im (v), complétée

en une base (x1,x2) de Ker(v) ; Ixz € E, x2 = v(x3) # O donc x3 ¢ Vect(x1,x2), ainsi B = (x1,x2,%3)

0 0 0 Ao 00
est une base de E. Matg(v) =10 0 1 | donc Matg(u)=1| 0 Ay 1
0 0 0 0 0 N

Cas 3.3 : Siv =20 alors u = A\jid ¢ et la matrice de u dans toute base est A;13.
Toutes les matrices de M3( C) sont donc semblables & une et a une seule des matrices triangulaires supérieures

(on savait déja que toute matrice complexe est trigonalisable) suivantes :

Ao O 0 A0 0 A1 0
0 Az 0 | avecAq,Az, A3 distincts deux a deux ; 0 Ay 0 | avec A, A distincts ; 0 A 0
0 0 A3 0 0 A2 0 0 A2
A 1 0 A 0 0 A 0 0
avec A1,y distincts ; 0 A 1 ; 0 A 1 et | 0 Ay 0 | avec A7 € C.
0 0 M 0 0 M 0 0 M

5.121] a. Soit (A,B) € M2(C)? tel que AB = BA. On va considérer différents cas :

e Si xa admet deux racines distinctes A; et A, on sait d’apres le cours qu’alors A est diagonalisable et

il existe donc P € GL,(C) telle que A = PDP~! avec D = diag(A1,A2). Posons D’ = P~'BP, on a
I’équivalence AB = BA <= PDD’P~! = PD'DP~! <= DD’ = D'D. Or, par un calcul matriciel direct,
on montre que DD’ = D’'D équivaut & D’ = diag(u1, 12) diagonale. En posant Q I'unique polynéme
d’interpolation de LAGRANGE de R[X] tel que Q(A1) = w1 et Q(A2) = p2, on a Q(D) = D’ donc
Q(A) =PQ(D)P~! =PD’P~! =B et B est bien un polynéme en A.

e Si xp admet deux racines distinctes, on conclut par symétrie que A est un polynéme en B.

e Si xa admet une racine double A mais que A est diagonalisable, alors dim(Ex(A)) = ma(A) = 2 donc
Ker(A —Aly) = C? et A = Al de sorte que A = Q(B) avec Q = A.

e Si xp admet une racine double u mais que B est diagonalisable, B = ul; et B = Q(A) avec Q = p.

e Sixa, xp admettent respectivement pour racine double A, p et que ni A ni B ne sont diagonalisables,

on sait néanmoins que A et B sont trigonalisables car xa et xp sont scindés sur C et il existe une

2 ;) avec a # 0. En notant B = (vi,v2)

la base de C? telle que P est la matrice de passage entre la base canonique et la base B, on a donc

matrice P € GL2(C) telle que A = PTP~! avec T = (

Avy = Avy donc, comme AB = BA, ABv; = BAv; = ABv; donc Bvy € Ex(A) = Vect(vy) ce qui prouve
qu’il existe o« € C tel que Bvy = avy. Mais comme p est la seule valeur propre de B, on a forcément

« = p. Comme Tr (B) = 2y, on a forcément, par la formule de changement de base, B = PT'P~! avec

b . .1
T = <g M) avec b # 0. Par exemple, comme T = bry (u — M) I, on a aussi en multipliant par
a a

P & gauche et P~1 & droite, B = 2A + (u— m)Iz =Q(A)avec Q =T = bxyu — PA done B est un
a a a a
polynéme en A (mais A est aussi dans ce cas un polynéme en B).

Dans tous les cas, si (A,B) € M2(C)? tel que AB = BA, B est un polynéme en A ou A un polynoéme en B.
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b. Prenons A = Ej, et B = Eq 3, alors AB = BA = 0. Comme A2 =0sQ = —io qX* € C[X], on a
Q(A) = qol3 + q1A € Vect(I3, A) donc 'ensemble des polynémes en A, noté C[A], Véllfi:ﬁoe C[A] = Vect(I3,A)
car il est clair que Vect(I3,A) C C[A]. De méme, comme B% = 0, on a C[B] = Vect(I3,B). Par conséquent,
A ¢ C[B] et B ¢ C[A] donc A n’est pas un polynéme en B et B n’est pas un polynéme en A.

c. Prenons & nouveau A = Eq 7 et B = E; 3, alors AB = BA = 0, R[A] = Vect(I3,A) et R[B] = Vect(I3,B)

donc, puisque A ¢ Vect(13,B) et B ¢ Vect(I3,A), donc A (resp. B) n’est pas un polyndme en B (resp. A).

n n
5.122) a. Soit P = > axX* € R, [X]. Alors, par définition, on a P(w) = > axuk ce qui devient, par hypothese,
P(u) = Y, ak( )\}‘vi>. On obtient P(u) = > > axdkvi = Y ( > ak)\f)vi = Y P(A{)vi en inversant
k=0 i=1 k=0i=1 i=1 k=0 i=1

n n
cette somme double. Sion prend P = [] (X —Ax) € R,[X], alors P(u) = Y P(A;)vi = 0 car les A; sont des
k=1 i=1
racines de P. Ainsi, u admet un polynéme annulateur scindé a racines simples donc u est diagonalisable.

b. Généralisons, soit k € N, on effectue la division euclidienne de X* par P, ce qui donne X* = QP + R avec
deg(R) < deg(P) = n. Ainsi, u¥ = Q(u) o P(u) + R(u) = R(u) car P(u) = 0. Or, d’apres ce qui précede,

R(u) = > R(Ai)vi. Mais, pour i € [1;n], on a ?\}f = Q(A)P(Ai) + R(Ai) = R(A;) donc uk = > Al-fvi.
i=1 i=1

n

c. Pour tout i € [1;n], le polynéme L; souhaité admet les A (sauf A;) pour racines donc Ly = Qi [ (X—2).
k=1
k#£i

Comme on veut que Ly € R,,—1[X], Qi doit étre une constante et on veut aussi Li(A;) = 1 ce qui impose la
n

condition Q; [] (A\i —Ax) = 1. Il existe donc un unique polynéme L; possédant ces caractéristiques et c’est
k=1

k#i
n
Ly = kl_[1 (H) (polynémes de LAGRANGE). Par construction : Vi € [1;nf, Vk € [1;n], Li(Ak) = 8i,k-
= i

k#i
d. Soit i € [[1;n], par construction on a (X —A;)L; = QiP donc (u — Aqidg) o Li(u) = QiP(u) = 0 ce qui

équivaut au fait que Im (Li(u)) C Ker(u — Ajidg) = Ex,(u). Or, puisque deg(Li) =n — 1 donc L; € Ry, [X],
n

on a d’apres les questions a. et c. la relation Li(u) = > Li(Ak)vk = vi. Comme v; # 0 par hypothése, on a
k=1

Im (Li(u)) = Im (vi) # {0} donc il existe au moins un vecteur x # Og dans Im (vi) qui est donc aussi dans

Ex, (1), ce qui prouve que x est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A;. Ainsi, A1, -+, Ay sont
des valeurs propres de u. De plus, comme P est annulateur de u, les valeurs propres de u font partie des
racines de P. Par double inclusion, Sp(u) = {A1, -+, An}.
e. D’apres la question précédente, u admet n valeurs propres distinctes et dim(E) = n donc les n sous-espaces
propres sont de dimension 1 car ils sont en somme directe.

On calcule 3 — (A 4+ p)f? = Mu+ p3v — (A + u)(A2u + u?v) = —pA?u — Ap?v = —Auf donc le polynéme
P=X3— (A +uX2+AuX = X(X = A)(X — u) est annulateur de f.

Si E est de dimension finie, on considére plusieurs cas :

e si 0, A, 1 sont distincts, alors P est un polynome annulateur de f scindé a racines simples sur R donc
f est diagonalisable d’apres le cours.

e si A =p =0, alors f = Ou + 0v = 0 est clairement diagonalisable.

e siA=p+#0, alors en posant w = u +v, on a f = Aw, 2 = Aw donc 2 — Af = 0 et X(X — A) est

annulateur de f et scindé a racines simples sur R donc f est encore diagonalisable.
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esipu=0etA#O0 (par exemple mais on fait de méme si A = 0 et p # 0), alors f = Au et 2 = Au

donc, & nouveau, 2 —Af = 0 donc X(X —A) est annulateur de f et scindé & racines simples sur R donc,

a nouveau, f diagonalisable.
Si E est de dimension infinie (hors programme), f est diagonalisable si et seulement si (par définition) E est

la somme de sous-espaces propres de f. On sait déja que les sous-espaces propres associés a des valeurs
propres différentes sont en somme directe. On reprend les cas précédents et on décompose un vecteur x

quelconque de E dans les deux ou trois sous-espaces propres.
e si 0,A, p sont distincts, X(X — A)(X — u) est annulateur de f et, si x € E s’écrit x = a + b + ¢ avec
a € Eo(f), b € Ex(f) et ¢ € E,(f) alors f(x) = Ab + pc et f2(x) = A%b + u?c donc, en résolvant le
fz(x) — A+ )f(x) + )\wc7 b — fz(x) — pf(x) ot c — fz(x) — M(x)

A M —w) u(p—A)
on vérifie par le calcul que ces vecteurs vérifient bien x = a+b+c et a € Eo(f), b € Ex(f) et ¢ € E,(f).

systeme, ona a = . Réciproquement,
On a bien la décomposition voulue de I'espace E = Eo(f) B EA(f) B E(f). On aurait pu aussi reprendre

la. démonstration du cours en écrivant que 1 = Lo + Ly + L, avec les polynéomes de LAGRANGE
L= (XN =) | XX =)y XX =)

0 =2)(0—m) A —n) w(k—A)
que E =1Im (Lo(f)) + Im (La()) + Im (L. (f)) et il suffit de montrer que Im (Lo(f)) C Eo(f),... ce qui se

doncid g = Lo(f) +La(f) + L. (f) ce qui montre

fait en écrivant que f o Lo(f) = }\if o(f—Aldg) o (f — nidg) = 0 car P est annulateur de f.
u

e si A = p =0, alors f = 0 est diagonalisable car E = Eo(f).

e si A =p #£0, alors X(X — A) est annulateur de f donc E = Eo(f) @ Ex(f) comme ci-dessus.

e sip=0etA#O0 (par exemple), X(X — A) est annulateur de f et on conclut de méme.

5.124) a. u? est un endomorphisme de E et (u?)? = u* = u3 ou = uwou = u? donc u? est un projecteur de E.

b. Comme P = X3 — X = X(X — 1)(X + 1) est un polynéme annulateur scindé & racines simples de u,

Pendomorphisme u est diagonalisable et E = Eo(u)®Eq (1)BE_1(u) (il est possible que 0 ou 1 ou —1 ne soit pas
valeur propre de u). En notant, car u est diagonalisable, a = mp(u) = dim(Eo(u)), b = my(u) = dim(Eq(u)),
c =m_q(u) = dim(E_q(u)), on sait que dim(E) = a+ b +¢c, Tr (u) = b —c. De plus, on a clairement
Im (u) = E1(u) @ E—1(u) donc rang (u) = dim(Im (u)) = b 4+ c¢. La condition Tr (u) = rang (u) se traduit

donc par b —c = b+ ¢ donc ¢ = 0. Par conséquent, —1 n’est pas une valeur propre de u et u+id¢ € GL(E)

2

donc (u? —u)o (u+idg) = 0 implique u?

—u =0. Ainsi, si Tr (1) = rang (u) et u> = u, u est un projecteur.
”
5.125]a. Posons w = e%, on sait que w® —1 = (w—1)(w*+w3+w?+w+1) =0donc w* + w3 +w? +w+1=0

(la somme des cinq racines cinquiemes de 1'unité est nulle). En prenant les parties réelles, puisque w* = @

et w3 = F7 on obtient la relation 2 cos (4?“) + 2cos (2?“) +1=0. Or cos (4?”) = 2cos? (%t) — 1 donc
2(2a? —1) +2a +1 =0 ce qui se simplifie en 4a% 4+ 2a — 1 = 0.

Le discriminant de cette équation est A = (24/5)% donc a = %@ Mais comme a > 0 car 0 < 2?“ <z,

G+1-2v5)-8 541
8 4

b. Le polynéme P = X* + X3 + X? + X + 1 annule A et il est scindé & racines simples dans C car on a

P=(X—-w)X—w?)(X—w3)(X—w. Ainsi, A est diagonalisable dans M, (C) mais comme A est réelle,

l'ordre de multiplicité p de w et le méme que celui de w* = @, et l'ordre q de w? est le méme que celui de

N

on a donc a = % De plus, b = cos (4?7[) =2d? 1=

o1



w3 = w?2. Puisque xa est scindé dans C, on a Tr (A) = p(w+w?*)+q(w? +w3) = 2p cos (2?7[) +2qcos (%)

d’ou Tr (A) = p_;q\@ - p—;q Si Tr (A) € Q, comme v/5 ¢ Q, on a nécessairement (par 1’absurde)

P=9 — 0 doncp=gq. Ainsi, n =p +p + q + q = 4p est un multiple de 4.

2
c. Pour n =4, en posant ¢ = sin (%‘) et d = sin (2?”), on peut utiliser les matrices de rotations (d’angle
a —c 0 O
2n 47 . . |l c a O . .
= et s respectivement) du plan pour construire Aq = 0 0 b _gq | Ppouravoir le résultat. On a
0 0 d b

bien Ai = I4 (si on fait 5 fois des rotations d’angle 2?“ et 4?” on obtient bien I'identité), puis en factorisant

A3 — Iy = (A + A3 + AZ + Ag + 1) (As — I4) et Ag — Iy est inversible car 1 n’est pas valeur propre de ces
rotations d’ott A] + A3 + A2 + A4 +I,, = 0. De plus, Tr (A) = 2a+2b = —1 € Q d’aprés la question a..
Pour n = 4p avec p > 2, A = diag(Aa4,---,A4) (avec p blocs) convient puisque Tr (A) = —p € Z C Q.

5.126 | a. Pour une matrice P = ((cl Z) € M2(K) de déterminant 1, on a P~1 = ( d _b>. On s’inspire

—C a

In

de ce résultat, puisque le déterminant de P = ( 0

D . -
I ) est 1 pour d’abord conjecturer, et vérifier par un
n

calcul par blocs direct, que P~! = (Ig 713 )

b. On définit ¢ : My (C) - M,y (C) par ¢(M) = AM — MB. L’énoncé nous propose de démontrer
que @ est surjective. Or, comme ¢ est visiblement linéaire et qu'on est en dimension finie, ¢ est un
automorphisme si et seulement si elle est injective. Soit M € Ker(¢), alors AM = MB. Comme B est
diagonalisable, il existe une base B = (X1,---,Xy) de C™ formée de vecteurs propres de B. Par définition,
Vk € [1;n], Mc € C,BXx = McXk et on a AMX, = MBXyx = AcMXy. Sion avait MXy # 0, alors Ay
serait une valeur propre de A, ce qui est impossible par hypothese car Ay est une valeur propre de B et que
Sp(A) N'Sp(B) = (. Ainsi, M s’annule sur tous les vecteurs de la base B, ce qui prouve que M = 0. Comme
@ est injective, alors elle est surjective et on a bien : VC € M, (C), 3D € M,,(C), C =DB — AD = ¢(D).

. . . I D
Soit C € Mn(C) et N = /;\ g . Pour toute matrice D € Mn(C), si on pose P = ( 61 I ), on
n

A 0 I —D A 0 1 D A AD —DB
-1 _ n n _ 5 N .
a P (O B)P_ <O In><0 B>(O In> = (0 B ) Comme, d’apres la question

précédente, il existe une matrice D € My ( C) telle que C = (D) = AD — DB, on a bien N = P! ('g g) P

0 B
c. Si A et B possedent une valeur propre commune A € C, comme xg = Xtg, A est valeur propre de A et
'B donc il existe deux vecteurs colonnes non nuls U et V de My,1(C) tels que AU = AU et BV = AV. En

donc N est bien semblable a (A O) pour toute C € Mn(R).

posant X = U'V # 0, on a AX = AUV = AX et XB = U'VB = U'(*BV) = AX donc X € Ker(p) . On vient de
montrer que si Sp(A) N Sp(B) = @ = @ n’est pas injective=> ¢ non surjective. Par contre-apposée, on a

bien établi que VC € M, (C), 3D € M,,(C), C =DB — AD = Sp(A) N Sp(B) = 0.
5.127 | Comme le polynéme X™ — 1 annule A par hypotheése et que X™ — 1 est scindé a racines simples sur C

(ses racines sont les n racines n-iemes de I'unité), la matrice A est diagonalisable dans M, (C) donc il existe
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1
0
I'unité car toute valeur propre de A est racine de tout polynome annulateur de A, notamment X™ — 1. Par
conséquent, Tr (A) = Tr (D) = z1+2z2 et det(A) = det(D) = z1z2. Ainsi, |Tr (A)| < |z1|+|z2] < 1+71 =2 donc

Tr (A) € [-2;2] et |det(A)| = |z1]|z2] = 1 donc det(A) € {—1,1}. De plus, puisque A = (2 Z) € M2(2),

. 0 . . N
une matrice P € GL,(C) telle que A = PDP~! avec D = . ) ou z1,zy sont des racines n-iemes de
2

Tr (A) = a+d € Zet det(A) = ad—bc € Z et on sait d’apres le cours que xa = X2 —Tr (A)X+det(A) € Z[X].
Les valeurs possibles de Tr (A) et det(A) montrent que xo = X* —Tr (A)X + det(A) ne peut étre que 1'un des
10 polynomes suivants : X2 —2X +1, X2 =X+ 1, X2 +1, X2 + X+ 1, X2 +2X +1ou X2 —2X — 1, X? =X — 1,
X2 -1, X2 4+X—1,X2+2X—1.

Eliminons quelques cas | En effet, si det(A) = —1, z1z2 = —1 donc z7 et z; ne peuvent pas étre conjugués
sinon z1zy = z1Z7 = |z |2 = 1. Par conséquent, z7 et z; sont des racines réelles de X™ — 1 donc ne peuvent
étre que +1. Pour avoir z1z; = —1, forcément z1 =1 = —z; ouz; = -1 = —z; dou Tr (A) =1—-1=0.

Ainsi, xa est 'un des 6 polynomes X2 —2X +1, X2 =X+ 1, X2+ 1, X2+ X +1, X2 +2X+1, X*> — 1.

Cas1:xa =X?—2X+1: comme X*> —2X + 1= (X —1)?, Sp(A) = {1} donc, comme A est diagonalisable,
A est donc semblable & la matrice I, ¢’est-a-dire A = PI,P~! =1, donc A'? = I,.

Cas 2 : xa =X? — X +1: comme A est diagonalisable et que X —X-+1 = (X+j)(X+j?), S —j,— 2} on

aA="P <_0] 0 ) P~1 donc A® = I, car (—j, —j?) € UZ Ainsi, A'?2 = 1,. Par exemple A=

Cas3:xa=X?+1: comme A est diagonalisable et que X2 + 1 = (X —1)(X + 1), S =
A=P <_01 ?) donc A* =1, car (—i,i) € Uﬁ. Ainsi, A'? = I,. Par exemple, A = ( ]

o
{~1,i}, on a
h)
pe

Cas4:xa =X?>+X+1: comme A est diagonalisable et que X2 + X +1 = (X —j)(X —j?), S )*{) i’}
onaA="P <(]) )%) P~ donc A® =1, car (j,j?) € U3. Ainsi, A'? = I. Par exemple, A = ( 301 )

Cas5: xa =X?>+2X+1: comme X? +2X+1= (X+1)?, Sp(A) = {—1} donc, comme A est diagonalisable,
A =P(—12)P~! = —1I, donc A% =1, puis A'? = 1,.

Cas 6: xa=X*>—1: comme X?> —1 = (X—1)(X+1), Sp(A) = {-1,1} donc, comme A est diagonalisable,
A=FP <_01 O) P! donc A? =1, car (—1,1) € U3. Ainsi, A'? = I,. Par exemple, A = ( 2 ] )

1 -3 =2
Fondamentalement, c’est parce les racines de ces 6 polynémes sont 1, —1,1, —1,j,j2, —j, —j?, c’est-a-dire des

racines seconde, troisieme, quatrieéme, sixieme de 'unité et que ppem (2,3,4,6) = 12, donc toutes ces valeurs
12 _

z € {1,-1,i,—1,j,i%, —j, —j*} vérifient z
Réciproquement, soit une matrice A € M;( Z) telle que xa est I'un des polynémes X2 —X+1, X241, X2 +X+1,
X2 —1, alors comme X'2 —1 = (X2 =X +1)(X? +1)(X? + X +1)(X? = 1)(X? +V3X +1)(X* = /3X + 1), d’apres
CAYLEY-HAMILTON, on a xa(A) = 0 donc, comme xa divise X'? — 1, on a aussi A'2 = I,.

Par contre, si xa = (X +1)% ou xa = (X — 1)?, on ne peut pas étre stir que A'? = I, car A pourrait ne pas

étre diagonalisable, comme dans les cas A = ((]) : ) ou A= <01 _21 )

5.128] a. Si (g,h) € C(f)? et A € K, alors (\g +h)of = Agof+hof =Aog+foh = fo(Ag+h) et

(goh)of=go(hof)=go(foh)=(gof)oh=(fog)oh=fo(goh). De plus, idg € C(f) donc C(f) # 0.
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Ainsi C(f) est un sous-espace vectoriel de £(E) stable par composition.
T
b. Si Sp(f) = {A\1,---,Ar}, comme f est diagonalisable, E = @ Ea, (f). On sait d’apres le cours que si u et f
k=T
commutent, tous les sous-espaces propres de f sont stables par u. Réciproquement, si Vk € [[1;7]], Fx = Ea, (f)

est stable par u, comme ff, = Axid f,_, ur, et fr, commutent. Ainsi, u et f commutent sur chaque sous-espace

propre Fi donc u et f commutent sur E car E est la somme des sous-espaces propres Fy.
On a bien, pour u € £(E), I'équivalence u € C(f) <= (VA € Sp(f), Er(f) est stable par u).
Par conséquent, en notant B = (Bj,---,B;) une base adaptée & la décomposition E = F; & ---F,, on a

u € C(f) < Matg(u) = diag(A1 --- Ay) (diagonale par blocs). Ainsi, en notant D le sous-espace

vectoriel des matrices de la forme précédente, application ¢ : C(f) — D définie par ¢(u) = Mat (u) est

un isomorphisme (sa linéarité est claire et I’équivalence fournit la bijectivité). Par conséquent, on en déduit

que dim(C(f)) = dim(D) = i] dim(Fx)? car D est isomorphe aussi & Maim(r,)(K) X -+ X Maim(r,)(K).
k=

c. L’application f : M — *M est linéaire et c’est une symétrie car 2 = idg donc f est diagonalisable et
E1(f) = Sn(K) (matrices symétriques) et E_1(f) = An(K) (matrices antisymétriques). Comme on sait que

dim(Sn(K)) = % ot dim(An(K)) = @ on a dim(C(f)) = (@)2 + (M)Z

a. Comme fo g = —gof, en passant aux déterminants et en notant p = dim(E), on obtient par multi-
plicativité du déterminant det(f o g) = det(f)det(g) = (—1)Pdet(g)det(f) = (—1)Pdet(g o f) = det(—g o f).
Comme det(f)det(g) # 0, on a 1 = (—1)P donc p est pair qu’on écrit p = 2n = dim(E).

b. Soit x € Eq(f), alors f(x) = x et f(g(x)) + g(f(x)) = Og donc f(g(x)) = —g(x) donc g(x) € E_1(f). On a
donc g(Eq(f)) C E_1(f) et on montre de méme que g(E_1(f)) C E1(f). Comme f est une symétrie ou parce
que le polynéme X? — 1 = (X — 1)(X + 1) annule f, on sait que E = Eq(f) @ E_1(f). Comme g est un auto-
morphisme, dim(g(Eq1(f))) = dim(E1(f)) et dim(g(E_1(f))) = dim(E_1(f)) ce qui donne avec les inclusions
précédentes dim(Eq1(f)) < dim(E_1(f)) et dim(E_1(f)) < dim(E;(f)). Ainsi dim(E;(f)) = dim(E_1(f)) =n
car dim(E) = 2n. Si on prend une base By = (ey,---,en) de Ej(f) = Ker(f —idg), alors la famille
B_1 = (f1 =g(er), --,fn = g(en)) est une base de E_;(f) = Ker(f + idg) car g induit un isomorphisme
entre E1(f) et E_1(f). Comme E = Ker(f —id g) ® Ker(f +id ¢ ), la famille B = (eq,---,en,f1,- -+, fn) €st une

base de E et, comme Yk € [1;n], g(fi) = g*(ex) = ex, Mat 5 (f) = (Ig (i ) et Mat 5(g) = <IO Ig“)
—in n

5.130) On a par calculs det(A) = det(B) = 4 # 0 donc rang (A) = rang (B) = 3, Tr (A) = Tr (B) = 5 et méme
XA =XB = X3 —5X% +8X —4 = (X — 2)?(X — 1) mais ce ne sont que des conditions nécessaires de similitude.

Cherchons si les matrices A et B sont diagonalisables ou pas. Par un théoréeme du cours, puisque xa et
xB sont scindés sur R et que dim(E;(A)) = dim(E;(B)) = 1 puisque 1 est une valeur propre simple de A

et de B, A (resp. B) est diagonalisable si et seulement si dim(E2(A)) = 2 (resp. dim(Ez2(B)) = 2). Or

-2 1 3 0 0 0
A-2I3=| 2 -1 =3]etB=|0 —4 —12 ] donc on a clairement rang (A — 2I3) = 2 alors que
0 2 2 0o 1 3

rang (B — 2I3) = 1. D’apres le théoréme du rang, comme E;(A) = Ker(A — 2I3) et E2(B) = Ker(B — 2I3), on

a donc les ordres de multiplicité géométriques de la valeur propre 2 : dim(E2(A)) =1 et dim(E2(B)) = 2.
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On peut répondre & la question posée. En effet, si A et B étaient semblables, E2(A) et Ez(B) auraient la

méme dimension, ce qui n’est pas le cas ici : A et B ne sont donc pas semblables.

1 0 0
Ainsi, A n’est pas diagonalisable alors que B l’est. Ainsi, B est semblable a D = | 0 2 0 | et on peut

0 0 2

1 0 0

montrer, c’est la théorie hors programme de la réduction de JORDAN, que A est semblableaT= [ 0 2 1

0o 0 2

34 0 0 1 0

Si on fait les calculs, on trouve A =PTP~' et B=QDQ 'avecP=|[ -3 —4 1 ]etQ=| 4 0 3

2 4 1 -1 0 -1

5.131)Si f3 + 12 —idg = 0, le polynéme P = X3 4+ X? — 1 est annulateur de f. Or P’(t) = 3t? + 2t = t(3t +2) donc

P est croissante sur | — oo; —2/3[ et R, décroissante sur | —2/3;0[. Or P( %) —% + % 1= g <0
et P(0) = —1 < 0 donc P n’admet qu’une seule racine réelle o« €]0;1[ car P(0) = -1 < 0 < P(1) = 1. P
admet aussi deux racines complexes conjuguées f et B et ona o+ p +p = —1 et app =1 = «|p|%. Soit

A = Mat 5(f) la matrice de f dans une base quelconque de E, alors P étant scindé & racines simples, A est
diagonalisable dans M, (C) et A est semblable & une matrice diagonale D avec des «, B et B sur la diagonale
(avec leurs ordres de multiplicité algébriques/géométriques). Ainsi, puisque xa = xs est scindé dans C[X] et
que Sp(A) C {a, B, B}, on an = mu(A) +mp(A) +mz(A) et Tr (A) = Tr (f) = amq(A) +Bmp(A) +Bmg(A).
Comme A est réelle, on sait que mg(A) = mgz(A) donc Tr (A) = Tr (f) = amq(A)+(B +B)mg(A) qui devient
Tr (f) = —mp(A) + a(m«(A) — mp(A)).

Si on avait « rationnel, alors on aurait o = % avec p € Z et q € N* et p et q premiers entre eux. Alors

a3 4+ a? — 1 = 0 devient p> + p?q — q° = 0 donc q(q? — p?) = p> d’olt q divise p> ce qui implique que q|1
d’apres le théoreme de GAUSS ((albe et aAb = 1) = alc). De méme, p((p?+pq) = q° donc p divise q> et, &

nouveau q|1. Ainsi, « = &1 mais ni 1 ni —1 ne sont racine de P donc a ¢ Q. Si on avait my(A) —mp(A) # 0,

Tr (f) + mg(A) - .
1 =—— B/ : absurde. A A) — A)=0d = A) est multiple de 3.
alors a (A —mp(A) € Q: absurde. Ainsi, my(A) — mg(A) =0 donc n = 3my(A) est multiple de 3

5.132 | Traitons plusieurs cas :

e Sixa a deux racines simples, alors A est diagonalisable et semblable & D = ()\01 7\0 ) ou Sp(A) = {A1,A2}
2

(avec A1 # Az). 1l existe donc P inversible telle A = PDP~'. Pour n € N*, en notant o7 et «y des racines
x1 0 \o1 42 _ ppnp-1

5 M)P , A =PBPT.
e Si xa a une racine double A et que A est diagonalisable, alors dim(Ex(A)) = 2 (I'ordre de A dans xa ) donc
A = Al,. En notant « une racine n-ieme de A et B, = «lp, on a A = B].

e Si xa a une racine double A et que A est non diagonalisable, on constate d’abord que si on avait A = 0,
on aurait xa = X? donc A? = 0 par CAYLEY-HAMILTON ce qui est contraire & 1’énoncé. Ainsi A # 0 et
dim(Ex(A)) = 1, on prend donc un vecteur Vq non nul tel que AVy; = AVy. Soit V; tel que (Vq,V2) soit
une base de C?, comme (A — Al;)? = 0 d’apres CAYLEY-HAMILTON, on a Im (A — Alz) C Ker(A — AlL) et
on conclut & Im (A — Aly) = Ker(A — Alp) par 1’égalité des dimensions grace a la formule du rang. Ainsi
AVy — AV, € Im (A — Aly) = Vect(V7) donc il existe p € C* tel que AV —AVa = uVy (p # 0 car on aurait
sinon V, € Ker(A — Aly) = Vect(V7)). En posant P la matrice passage de la base canonique de C? & la

n-iemes de A1 et A, respectivement (il en existe dans C), et en posant B;, = P (

base B = (V7,V2), et puisque AV; = AV et AVo = AV, +uVi,onaT =P AP = (?)\ ;\L> triangulaire
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supérieure. Soit « une racine n-ieme de A et B = alors en posant T' = «l, + BEq 2, on a par le

B
— b)
no™ !

binéme de NEWTON et car E%’z =0 (I, et E7,» commutent), T™ = o™, + noc“qBE],z = Al +pEr2. 11
suffit donc de poser B, = PT'P~! pour avoir A = BI'.

5.133) a. On vérifie que ni 0, ni 1, ni —2 ne sont racine de P mais que P(—1) = -1 —-2+2+1—-44+4=0cet

P(2) =32-32—-16+4+4+8+4 =0 donc —1 et 2 sont des racines de P.

b. On a donc deux racines d’un polynéme de degré 5, ce qui n’est pas suffisant. Voyons si —1 ou 2 ne serait
pas par hasard racine multiple de P. Comme P’ = 5X* — 8X3 — 6X2 +2X +4, on a P/(—1) = 9 # 0 mais
P/(2) = 0 donc 2 est racine au moins double de P. Par conséquent (X —2)%(X + 1) divise P. Apres calculs, on
trouve P = (X — 2)2(X 4 1)(X% + X + 1) qui devient classiquement P = (X — 2)Z(X 4+ 1)(X — j)(X — j?).

c. Analyse : soit M € My (R) telle que P(M) = 0. Comme P est annulateur de M, les valeurs propres
complexes de M sont des racines de P donc ne peuvent étre 2, —1,j ou j2. Comme xpy est scindé dans C[X],
on sait d’apres le cours que det(M) = ZmZ(M)(—Um‘(M)jmi(M)jzmiZ(M). De plus, comme M est réelle et
j et j2 conjugués, on sait que mj(M) = m;2(M). Ainsi, det(M) = 2m2(M)(_ymiM) car j x §2 = §3 = 1.
Alinsi, si on impose det(M) = +1, on doit forcément avoir my(M) = 0 ce qui prouve que 2 n’est pas valeur
propre de M. Ainsi M — 2I,, est inversible donc, puisque (M — 21,,)?(M + I,)(M — jI,,)(M —j?I,,) = 0, on
peut simplifier ceci, en multipliant par (M — 2I,)72, en la relation (M + I,)(M —jI,,)(M — j?I,,) = 0. Par
conséquent, le polynome scindé & racines simples Q = (X—1)(X—j)(X—j?) est annulateur de M ce qui montre
que M est diagonalisable dans M, (C). Ainsi, si M = UDU~" avec U € GL,(C) et D diagonale, on a aussi
M3 = UD3U~" et M3 est aussi diagonalisable avec —1 = (—1)3 de multiplicité m;(M) et 1 =3 = (j2)3 de
multiplicité mj(M)+m;2 (M). Ainsi, Tr (M?) = (=1) xm (M) +1x (mj(M)+m;2(M)) = —m; (M) +2m;(M).
La condition Tr (M3) = 0 impose donc my(M) = 2m;j(M). Mais comme on sait aussi que l'on a la relation

dim(R™) =n =my(M) +mj;(M) + m;2(M) = 4m;(M), on en déduit que n est un multiple de 4.

-1 0 0 0
Synthése : réciproquement, la matrice M = My = 0 -l 0 0 = 0 est réelle, de
Qyntiese : proq ) 4 0 0 -1/2 _\/g/z 0 R )

0 0 32 -—1)2
(-1)% o0 . . : ) 2n
0 R3) = diag(—1,—1,1,1) car R représente une rotation d’angle 3

dans le plan euclidien canonique, donc Tr (M3) = 0 et (X + 1)(X? + X + 1) annule M (raisonner par blocs

déterminant 1, vérifie M3 = (

2 x 2) donc a fortiori P (multiple de (X 4 1)(X? + X + 1)) annule M. Plus généralement, si n = 4p, si on pose
M = diag(Ma,---,My), alors on a bien M € M, (R) et Tr (M3) =0, det(M) = £1 et P(M) = 0.
Les entiers cherchés sont donc exactement les multiples de 4.

5.134 | a. Le polyndéme xa est scindé dans C et ses racines sont exactement les valeurs propres A1, ---, A de A.

T T
Comme x est unitaire, xa = [] (X = A )™ done xa (B) = [] (B — Akln)™ ). Comme A et B n’ont
k=1 k=1

pas de racine en commun, les matrices B — A I, sont inversibles pour tout k € [[1;7] car A, n’est pas valeur
propre de B. Ainsi, par produit de matrices inversibles, xa (B) est aussi inversible.
b. On définit ¢ : My (C) = M, (C) par ¢(X) = AX —XB. Comme ¢ est visiblement linéaire et qu’on est en

dimension finie, ¢ est un automorphisme si et seulement si elle est injective.
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Soit X € Ker(¢), AX = XB. Alors A2X = A(AX) = A(XB) = (AX)B = XB%. Par une récurrence facile, on
d d d
montre que Yk € N, AKX = XB*. SiP = > axX* € C[X], on a P(A)X = 3 axA*X = Y axXB* = XP(B).

k=0 k=0 k=0
En prenant P = xa, on obtient donc xa (A)X = Xxa (B) ce qui donne avec CAYLEY-HAMILTON, Xxa (B) = 0.

Or on a vu en a. que xa(B) est inversible, donc X = 0. Ainsi, Ker(¢) = {0} ce qui montre que ¢ est un

automorphisme de Mn (C). ¢ est donc surjectif ce qui s’écrit aussi VY € My (C), 3X € M (C), AX—XB =Y.

a. Si on note P(k) = "AKB — BA® = kaA*” pour tout entier k € N, I’énoncé se traduit par le fait que P(1)
est vraie. Or P(0) est aussi vraie car A° = I, et [,B — Bl,, = 0 = 0«l.
Soit k > 1 tel que P(k) est vraie, alors AKT1B — BAKT = A(A¥B) — BA¥+! = A(BA¥ + kaA®) — BA®FT donc
ARFTTB — BAKTT = (AB — BA)AK + kaART! = qARHT 4 kaARFT = (kK + 1)aARH! et I'assertion P(k + 1) est
vraie. Par principe de récurrence, on a bien Vk € N, AB — BA® = kaAK.
b. L’application L : M — MB — BM est clairement un endomorphisme de M, (C). Si on suppose que
A n’est pas nilpotente, alors Yk € N, A* # 0 et L(A¥) = kaA¥ d’apreés la question précédente. Ainsi,
Vk € N, ke € Sp(L). Ceci est impossible car cela ferait une infinité de valeurs propres pour un endomorphisme

en dimension finie. Ainsi, la matrice A est bien nilpotente.

X-=1 —a —Q | cyeCsi—c, | X1 —a 0 X—=1 —a 0
(5.136)Oncalculexa =| 1 X—1 1 = 1 X-1 2-X|=(X=2)| 1 X-1 —1|en
—1 0 X—-2 —1 0 X-2 —1 0 1
Ll [ X—1T  —a 0
utilisant la linéarité par rapport a la troisieme colonne. Ainsi, xo = (X—2) = 0 X—1 0]dong,
—1 0 1
X—=1 —a

en développant par rapport & la troisiéme colonne, on obtient xo = (X —2) = (X=1)*(X-2).

0 X =1

Comme xa est scindé sur R et que 1 < dim(E2(A)) < 1= m;(A) implique dim(E2(A)) =1 =m3(A), on sait

d’apreés un théoreme du cours que A est diagonalisable si et seulement si dim(E1(A)) =2 = m(A). Comme

E1(A) = Ker(A — I3), ceci est équivalent & rang (A — I3) = 3 — dim(Ker(A — I3)) = 1 par la formule du rang.
0 a a

OrA—Iz3=| -1 0 —1] estderang 1 siet seulement si a = 0 (regarder les lignes de A).
1T 0 1

Ainsi A est diagonalisable si et seulement si a = 0.

Méme si ce n’est pas demandé, si a = 0, Ez(A) = Vect((0,—1,1)) et E1(A) = Vect((0,1,0),(1,0,—1)) (en
1 0 0 1 0 O
résolvant par exemple AX = X et AX =2X) donc A =PDP 'avecD= [0 1 0 |etP=| 0 1 -1
0 0 2 -1 0 1
De méme, si a # 0, xa étant scindé sur R, A est trigonalisable et on peut montrer, théorie de la réduction
1 1 0
de JORDAN (Camille JORDAN : frangais !) hors programme, que A est semblablea T= [ 0 1 0 |. Apres
0 0 2
a 0 0
calculs, on trouve A = PTP~! avec P = a a+1 1
—a —a -1

5.137)a. f va de E = M (R) dans E et elle est linéaire par linéarité de la trace : f est un endomorphisme de E.

Si f(M) =0, alors M = —Tr (M)A or f(A) = (Tr (A) + 1)A donc f(M) = —(Tr (A) +1)Tr (M)A = 0 implique
Tr(M)=0car A #0et Tr (A)+1 # 0. Ainsi, M = 0. Par conséquent Ker(M) = {0} ce qui fait de f un
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endomorphisme injectif donc un automorphisme de M, (R) (dimension finie).

b. Pour M € M, (R), si f(M) = 0, alors M = —Tr (M)A € Vect(A). Ainsi, Ker(f) C Vect(A). Comme
f(A) = (Tr (A) +1)A =0, A € Ker(f) donc Ker(f) = Vect(A). Comme dim(Ker(f)) = 1, rang (f) = n? — 1 par
la formule du rang. Or, si N € Im (f), il existe M € E telle que N = f(M) = M + Tr (M)A, par conséquent
TN=Tr M)+Tr (M)Tr (A)=14+Tr (A)Tr (M) =0: Im (f) C {M € M (R) | Tr (M) =0} = Ker(Tr ).
Or Tr est une forme linéaire non nulle sur E, Ker(Tr ) est un hyperplan de E : dim(Im (f)) = dim(Ker(Tr )).
Par inclusion et égalité des dimensions, on a bien Im (f) = {M € M, (R) | Tr (M) = 0}.

c. On traite donc deux cas :

eSiTr (A)# —1, M+Tr (M)A =B <= f(M) = B <= M = f~1(B) donc il existe une unique solution M de

cette équation. Or Tr (M) + Tr (M)Tr (A) = Tr (B) donc Tr (M) = % et 'unique solution est donc
T
la matrice M =B —Tr (M)A =B — Tr7(mA. Au passage, on a montré que f~' : M — M — T (M)
14+ Tr (A) 14+ Tr (A)
e SiTr (A) = —1,il y a & nouveau deux cas :

e SiTr (B) # 0, il n’y a aucune solution de M + Tr (M)A = f(M) = B car B ¢ Im (f) d’apres b..
e SiTr (B) = 0, comme M = B est clairement solution, M+Tr (M)A = f(M) = B <= f(M) = f(B) donc
f(M) =B <= M —B € Ker(f) &< M —B € Vect(A) d’apres b. donc les solutions de M+Tr (M)A = B

sont les matrices de la forme B + AA avec A € R.

a. Si f est diagonalisable, on sait qu’il existe une base B de E telle que Mat 5 (f) = D est diagonale. Alors,
Mat 5 (f2) = D? est aussi diagonale donc alors f? est aussi diagonalisable par définition. De méme bien sir,
tous les endomorphismes f* sont diagonalisables pour k € N.

Pour les deux questions suivantes, on ne se place plus en dimension finie sinon I'implication est évidente
puisque qu’on sait que pour un endomorphisme en dimension finie, il est injectif si et seulement si il est
surjectif si et seulement si il est bijectif.

b. Si f3 = f et f injective, soit x € E, alors f3(x) = f(x) s’écrit aussi f(f*(x)) = f(x) donc f?(x) = x puisque f
est injective. ainsi, 2 = id ¢ et f est une symétrie donc elle est bijective.

b. Si f3 = f et f surjective, soit x € E, alors Jy € E, f(y) = x. Comme f3(y) = f(y), on en déduit que
2(x) = x donc que f est &4 nouveau une symétrie vectorielle donc un automorphisme de E.

Question de cours : soit n € N* et A € M,(K), alors A est diagonalisable si et seulement s’il existe un
polynéme scindé & racines simples annulateur de A ou si et seulement si xa est scindé dans K[X] et si pour

toute valeur propre A de A, on a dim(Ex(A)) = ma(A).

5.139) a. Si K = R, M est diagonalisable car elle est symétrique réelle. Avec les hypotheéses de 1’énoncé,

rang (M) = 2 donc dim(Eo(M)) = n — 2 et 0 est valeur propre (si n > 3 tout de méme) de M d’ordre de
multiplicité algébrique au moins égale a n—2. Il ne reste que 2 valeurs propres a trouver. Notons 0,--+,0,A1,A2
la liste des n valeurs propres de M comptées avec leurs ordres de multiplicité. Puisque M est diagonalisable,

2 2 132y n-l
(A1 +2A2)" = (AT +A7) _ S ol

n—1
Tr (M) =AM +A2 =anetTr (M?) =AM +A3 =a2+2 > af. Ainsi, \jA2 =

K=1 2 K=1
n—1
Ainsi, A1 et Az sont les racines du polynome (X —A1)(X —A2) = X2 —anX+ Y. af. Comme son discriminant
k=1
n—1 / /
vaut A =aZ +4 Y af >0,0onai = % et Ay = % (dans un ordre quelconque).
k=1

o8



b. Prenons M = ((1) ;) pour avoir a3 + 4af = 0, alors on trouve xp = X(X —2) +1 = (X = 1)%2. M est
diagonalisable si et seulement si dim(Ej(M)) = 2 c¢’est-dire si et seulement si M = I, ce qui n’est pas le cas

ici. Ainsi, cette matrice M est de la forme de ’énoncé, complexe et non diagonalisable.

c. Si K= C, deux méthodes avec polynéome annulateur ou recherche des sous-espaces propres :

Méthode 1 : on résout le systéme MX = AX pour A # 0 et X = (x1 -++ xn), Q1Xn = AX7,+**, Qn_1%n = AXn_1
et a1x1+ -+ anxn = Axn. On multiplie cette derniere équation par A et (af+---+a2 _;)xn+Aanxn = A%xp.
n—1
Soit 'équation (E) : z? — anz — k21 ai = 0. Si A n’est pas solution de cette équation, x, = 0 et X = 0 ce
qu’on ne veut pas. Traitons maintenant deux cas :
n—1
eSi Y al#£0et A=a2 +4 Z ai # 0, il existe deux solutions non nulles Ay et A et distinctes de
k=1

(E). Ainsi, en remontant les calculs en prenant par exemple x, = Ay # 0 (pour la premiere solution
)\1) ouxn, =A2 #0 (pour la seconde) on a A7 et A2 qui sont des valeurs propres associées aux vecteurs
propres (at,--+,an—1,A1) et (a1, -+, an—1,A2). Ainsi, M est diagonalisable car dim(Eo(M)) =n — 2,
qumJanlqumAanlmn—2+l+1:m

n—1
eSi Y a2 #0et A =aZ +4 Z aZ = 0, alors (E) admet une solution double A = (12—“ # 0, mais
k=1 =1

en résolvant le systéme, EA(M) = Vect(v) avec v = (a1, -+, an—1,A). Ainsi, Sp(M) = {0,A} mais
dim(Ep(M)) + dim(Ex(M)) =n—2+1=n—1 < n donc M n’est pas diagonalisable.

n—1

o Si Z] aZz =0, a, et 0 sont solutions de (E). Mais, Eq, (M) = Vect(v) avec v = (a1, "+, an_1,an)
k=
comme avant. Ainsi, Sp(M) = {0, an} mais dim(Eo(M)) + dim(E,, (M))=n—-24+T=n—1<n.
a% cee o A10n_1 ajan ajan a%an_1 a1 S
Méthode 2 : M? = : 2: : et M3 = 5
Gn-1a1 -+ 47  Gn-1Qn Gn-_1aj@n -+ 4y 747 An-_152
Anai -+ Ap-10aq Sz aiSz o an—1$2 S3

n n—1
o1 S2 = Y af et S3 = 2anS2 — aZ. Ainsi M3 — a,M? — ( > aﬁ)M = 0. Traitons deux cas :
k_ k=1

e Si Z a? = 0, X2(X — an) est annulateur de M donc Sp(M) C {0,an} avec a, # 0 par hypothése. Si

M etalt dlagonahsable qu’on ait Sp(M) = {0}, {an} ou {0, an}, on aurait X(X — an,) annulateur de M par
théoreme. Or M? — a,M # 0 avec les hypotheéses de 1’énoncé donc M n’est pas diagonalisable.
n—1 n—1 n—1 n—1
eSi S al#0et A=a+4 Y aZ #0, le polynéme X3 — apX? — ( > aﬁ)XzX(Xz—anX— > aﬁ)
k=1

k=1 = k=1 k=1
est scindé a racines simples et annulateur de M donc M est diagonalisable.

n—1 n—1 2
eSi > a2 #£0et A=a2+4 Y af =0, le polynéme X( - GT“) annule M donc le spectre de M est inclus
k=1 k=1

dans {O, O‘T“} Si M était diagonalisable, qu’on ait Sp(M) = {0}, {a—“} ou Sp(M) = {O, az—“}, on aurait

X( — az—“) annulateur de M donc M(M — az—“ln) =0 dans tous les cas. Or on vérifie que M? # QT“M.

n—1 n—1
Quelle que soit la méthode : M diagonalisable si et seulement si Z] aZ #0et a? +4 Z] az #0.
k= k=
n
5.140 |a. SiP an racines distinctes Aq, - - -, An, sachant que P est de degré n et unitaire, P = xa = xp = [[ (X—2k).
k=1

On sait que dans ce cas, A et B sont diagonalisables car les sous-espaces propres associés aux Ay sont tous
n n

des droites et que K™ = @E;\k (A) = @E;\k (B). Ainsi, les deux matrices A et B sont semblables a la
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méme matrice diagonale D = diag(A1,- -+, An), par conséquent A et B sont semblables par transitivité de la
notion de matrices semblables.
b. Soit A=0et B=Ejsin =2, alors P=yxa =xB = X" et pourtant A et B ne sont pas semblables car

elles n’ont pas le méme rang : rang (A) = 0 et rang (B) = 1.

5.141) a. A est diagonalisable car elle est symétrique réelle d’apres le théoréeme spectral. Mais sans ¢a, on voit
tout de suite que vi = (1,1) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A; = 3. Puisque Tr (A) = 2,

on en déduit que A; = —1 est la seconde valeur propre de A et on vérifie que vy = (1,—1) est un vecteur

propre de A associé & A;. On aurait bien slr pu calculer xo = (X — 3)(X 4 1) et résoudre les systemes

AX = 3X et AX = —X. Ainsi, comme (v1,v;) est une base de R? on a A = PDP™! avec P = (: ]])

et D = <z _0] ) Comme det(A) = —3, A est inversible (il suffit de dire que 0 n’est pas valeur propre de
A). D’apres les calculs précédents, comme E3(A) et E_q(A) sont des droites car 3 et —1 sont valeurs propres
simples de A, on a E3(A) = Vect(vy) et E_1(A) = Vect(va).

b. B est aussi diagonalisable car symétrique réelle, toujours d’apres le théoreme spectral pas encore vu.
Méthode 1 : comme on a clairement rang (B) = 2, le sous-espace Ker(B) est de dimension 2 par la formule
du rang et on a Eo(B) = Ker(B) = Vect(wy,wz) avec wy = (1,0, —1,0) et wa = (0,1,0,—1). De plus, comme

1 sont 0 et 2, on espére 2 X 3 =6 et 2 X (—1) = —2 comme valeurs

propres de B. Or, en posant w3 = (1,1,1,1), on a Bw3 = 6ws donc 6 est valeur propre de B. De plus, en

les valeurs propres de la matrice (:

posant wg = (1,—1,1,—1), on trouve Bws = —2wy4 donc —2 est valeur propre de B. Comme Eo(B), E¢(B)
et E_2(B) sont en somme directe, on a Eg(B) = Vect(wi,w2), E¢(B) = Vect(ws) et E_(B) = Vect(wy) donc

R* = Eo(B) @ E¢(B) © E_2(B) ; on retrouve que B est diagonalisable.

0 0 0 O 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1 =1
_ ~1 ; - =
Enfin, B= QAQ ™' avec les matrices A = 00 6 o0 et Q = 10 11
0 0 0 =2 o -1 1 =1

Méthode 2 : on pouvait aussi trouver un polynéme annulateur de B en se servant du fait que A2—2A —31, = 0
2A% 2A%\  [4A+ 6l 4A+6I
2A% 2A° ) B (4A +6ly 4A+6I,
B3 — (SAZ +12A 8AZ + 12A) _ <28A +241, 28A + 241,

T\ 8AZ+12A 8AZ+12A ) T \ 28A + 241, 28A + 241,

puisque (X — 3)(X + 1) annule A. Ensuite, B> = ( ) et on a aussi

> = 4B? + 12B donc le polynéme scindé a

racines simples X3 — 4X? — 12X = X(X + 2)(X — 6) annule bien B. Et on pouvait aussi bien sir calculer le

polynome caractéristique de B, ce qui aurait conduit apres calculs & xg = X?(X +2)(X — 6).

5.142 ] a. Par hypothese, AgBoCoDy est un parallélogramme. C’est l'initialisation.

Soit n > 1 tel que Ap_1Bn_1Cn—1Dn_1 est un parallélogramme. Alors puisque A, est le milieu de [A;,Bn] et

By le miliende [Bn_1Cn_1],0ona AyBy = AnBn_1+Bn_1By = %An,1 Brn_1 +%Bn,1 Cn_1. Ensuite, puisque

An_1Bn_1Cn_1Dn_1 est un parallélogramme, A B,, = %an Cn_1+ %Aann_] =Dn_1Ch + DnDn-1
car Cp est le milieu de [Dy—1Cn—1] et Dy le milieu de [An_1Dn—1]. Enfin, on trouve par CHASLES la
relation m = m qui prouve que A, B,,C,,Dy, est un parallélogramme. On conclut par le principe de
récurrence que Vn € N, A, B,,C;,Dy, est un parallélogramme.

b. Par construction et affixes des milieux des segments, si on note an, bn, cn et dn les affixes de
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An, B, Cn, Dy, alors il vient anyy = anzﬂ, bl = bn%, Cnal = @ et dniq = dn%.

c. Soit, pour tout entier n, Un € M4,1(R) tel que *Un = (an bn cn dn) alors Vn € N, Uny; = AUy, avec
1 1 0 O

A= 210 01 1| Par des calculs classiques mais longs, on trouve que xo = X(X—1)(X*—X+1/2). Les
1 0 0 1

valeurs propres sont donc A7 =1, A =0, A3 = 1 ;1 et Ag = A3 = 1 erl. Comme A admet 4 valeurs propres

distinctes, A est diagonalisable et les 4 sous-espaces propres : on trouve Eq(A) = Vect(vy), Eo(A) = Vect(vz),
Ea,(A) = Vect(vz) et Ex,(A) = Vect(vq) avec vi = (1,1,1,1), vo = (1,-1,1,-1), vz = (—i,1,i,—1) et
vs = (i,1,—i,—1). On a par une récurrence simple V¥n € N, U, = A™Up. Si on décompose le vecteur

Uy = (ap,bo,co,do) = A1v1 + A2va + A3vs + Aqvg, on a AUy = ATv1 + AJva + ASvsz + Afvs. Or, comme

Az2] <1, A3l < Tet|As] <1,0na hm 7\2 = Um A} = lim A} =0 donc hm U, =vq. Or comme la
n—-+oo —+o0 n—-+oo

somme des quatre coefficients des vecteurs v,,v3,v4 est nulle, onai = %0t bo ICO +do

Par conséquent : lim a, = Um b, = UWm ¢, = UWm d, = La limite du

n—-+oo n—-+oo n—-4oo n—-+oo

parallélogramme A, B,,C,;Dy, est comme attendu le centre du parallélogramme initial.

5.143 ] a. Si f € E et x € [0;1], t = Min(x,t)f(t) est continue sur le segment [0;1] donc T(f)(x) existe : T est bien

ap +bo+co+do
2 .

définie. De plus, la linéarité de T provient de celle de 'intégrale des fonctions continues sur un segment.
On peut montrer la continuité de T par le théoréeme de continuité sous le signe somme car :

(H1) ¥Vt € [0;1], x — Min(x, t)f(t) est continue sur [0;1].

(Hz2) ¥x € [0;1], t — Min(x,t)f(t) est continue sur [0;1].

(H3) Comme f est continue sur le segment [0; 1], elle y est bornée donc ||f||,[0;1] = M[(;v]c] [f(t)] existe.
tel0;

Ainsi, V(x,t) € [0; 1], [ Min(x, t)f(t)| < |[f|[co,[0:1] €t t > [|f]|oc,[0;1] €st intégrable sur [0;1].
Ainsi, T(f) est continue sur [0;1] par le théoréme de continuité sous le signe somme. Mais le théoreme de
dérivation sous le signe somme ne peut pas s’appliquer car x — Min(x, t)f(t) n’est pas dérivable.

x 1
Néanmoins, on constate que T(f f Min(x,t)f(t)dt+ f Min(x,t)f(t)dt = f tf(t)dt+x f f(t)dt et
0 X
la dérivabilité de T(f) découle du theorcmc fondamcntal de l'intégration car f et t — tf(t) sont continues sur
X X X X
[0;1]. Ainsi, comme T(f)(x) = fo tf(t)dt—x f1 f(t)dt, on a T(f)/(x) = xf(x)— f1 f(t)dt—xf(x) = — f1 f(t)dt.
On recommence et T(f) est de classe C2 sur [0;1] avec T(f)"(x) = —f(x) ((f) est méme de classe C* car f est
de classe C?). Par conséquent, T est un endomorphisme de E.
On remarque que I'aspect C? de T(f) a été démontré seulement avec I’hypothese f continue !!!
b. Soit f € Ker(T), alors T(f) = 0 donc T(f)”” = —f = 0 donc f = 0. Ainsi, Ker(T) = {0} donc T est injective
et 0 n’est pas valeur propre de T. Soit f un vecteur propre de T, alors il existe un réel A # 0 tel que T(f) = Af.

On dérive deux fois pour avoir T(f)” = Af” mais on sait que T(f)” = —f donc f’/ = —%f = pBfavec p=—1.

A
c. Soit B € R et f une solution non nulle de I'équation y” = By sur [0;1]. D’apres la question précédente,

on a donc f” = —BT(f)”. La fonction f+ BT(f) a ainsi une dérivée seconde nulle sur I'intervalle [0; 1] donc
elle y est affine. 1l existe donc (a,b) € R? tel que Vx € [0;1], f(x) + BT(f)(x) = ax +b. Or T(f)(0) = 0 donc
b = f(0). On a aussi T(f)’(1) = 0 donc f'(1) = a. Ainsi, ¥x € [0;1], BT(f)(x) = —f(x) + f'(1)x + f(0) (A).
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Analyse : supposons que f est un vecteur propre de T, IA € R, T(f) = Af et, d’apres b., A # 0 et
T(f)” =AM =ABf = —f donc AB = —1 car f # 0. Comme Vx € [0;1], (14 BA)f(x) =0 = f'(1)x+ f(0) d’apres
(A), on a ¥x € [0;1], f'(1)x + f(0) = 0 ce qui impose f(0) = (1) = 0.

Synthese : supposons que f(0) = f'(1) = 0 et B # 0, alors d’apres ce qui précede, Vx € [0;1], BT(f)(x) = —f(x)

donc T(f) = — 1. Comme f est non nulle, A = 1 est valeur propre de T et f est un vecteur propre de T.
P B

Au final, si f # 0 est solution de y”" = By, on a: (f est un vecteur propre de T) <= (B # O et f(0) = (1) = 0).
d. e Si g > 0, les solutions de y” = By sont les f : x — AeV/Bx + Be~VP* ot la condition f(0) = 0 impose
A+ B =0 donc B = —A, la condition f'(1) = 0 amene 2A+/Bch (/B) = 0 ce qui est montre que A =B = 0 et
f = 0 donc f n’est pas vecteur propre de T. Ainsi, Sp(T) C Ry.

e Si B < 0, les solutions de y” = By sont les f : x — A cos(v/—Bx) + Bsin(y/—Ppx) et la condition f(0) = 0
impose A = 0, la condition (1) = 0 améne B cos(y/—B) = 0. On a deux deux cas :

o si/—p # T [n], alors cos(y/—B) # 0 donc B = 0 et f est nulle donc pas un vecteur propre pour T.

2
esi/—p = % [n], alors B est quelconque. Posons /—p = 721 + km avec k € N (car /—B > 0) de sorte
2
que B = By = 7<% + kT[) . En prenant B = 1, la fonction fy : x — sin(y/—p x) = sin ((% + kT[)X)
-2
est vecteur propre de T associée a la valeur propre A, = —Bi = (% + krr) .
k

-2
Le spectre de T est {(% + kﬂ) ’ ke N} et les sous-espaces propres sont les droites Ex, (T) = Vect(fy).

5.144) a. Comme B et C sont semblables dans M, (C), il existe P € GL,(C) telle que B = PCP~'. Ainsi, pour
x € C,on axl, —B =xPP~! —PCP~! = P(xI,, — C)P~! donc xI,, — B et xI, — C sont semblables. Si x

n’est valeur propre ni de B ni de C, les matrices xI,, — B et xI,, — C sont inversibles par définition donc
(xIn —B)~" et (xIp — C)~! existent. On prend l'inverse dans la relation xI, — B = P(xI, — C)P~™! et on
obtient (xI, —B)™' = P(xIn — C)~"P~! donc (xIn — B)~! et (xI, — C)~" sont aussi semblables.

b. Soit A € My (C) et x € C\ Sp(A). On note Sp(A) = {A1,---,A+}. Comme A est complexe, xa est scindé

dans C[X] donc A est trigonalisable, elle est donc semblable & une matrice triangulaire supérieure T. Comme
T
XA =x7 = [[(X— )\k)“”k(A) et que le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des termes
k=1

diagonaux, il y a donc Ay, -+, A, sur la diagonale de T comptées avec leurs ordres my, (A), -+, ma,(A). La
matrice xI, — T étant triangulaire supérieure avec des termes non nuls sur la diagonale, (xI,, — T)_1 est
aussi triangulaire supérieure avec les inverses des termes diagonaux de xI,, — T sur la diagonale. Ainsi,

T
(xIn — A)~" étant semblable & (xIn — T)™", Tr (xIn —A)" ) = Tr (xIn —T)" ") = 3 ™) o par

T T
dérivée d’un produit de polynémes, on a x, = > ma, (A)(X — A )™ =T TT (X —A1)™ )il vient donc

k=1 i=1
ik
/ T _ ma, (A)=1 r A)
x e C\sp(A), Xald — s~ a) (X =) = 3 ™) g, - AT
x€ CASP(A), 200 = & Ml A T 2 X - ((x )7)

B . . . . .
5.145]a. On constate que M? = AO B(; ) . Comme M est diagonalisable, il existe deux matrices U € GLo,, (C)

et D € Mz, (C) diagonale telles que M = UDU~", alors M? = UD?U~" donc M? est aussi diagonalisable
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P(AB) 0
0 P(BA)
est diagonalisable, il existe un polynéme annulateur P de M? scindé & racines simples, alors P(AB) = 0 donc

car D? est aussi diagonale. Si P € C[X], on a clairement par blocs P(M?) = ( ) Comme M?

AB est diagonalisable, comme BA d’ailleurs car on a aussi P(BA) = 0.

b. On suppose ici AB diagonalisable, il existe donc une matrice V. € GL,(C) et une matrice diagonale
A € My (C) telles que AB = VAV~ Puisque AB est inversible, comme det(AB) = det(A)det(B) # 0, A et B
sont aussi inversibles, ainsi BA = B(AB)B~! donc, BA et AB étant semblables, BA est aussi diagonalisable avec

(
BA = (BV)A(BV)~! (BV € GL,(C)). Si W =

\0/ BO\/>7 W e GLZTL((C) car det(W) = det(V)zdet(B) ;é 0
-1
ot WM = <VO (3\3)1) (AOB B(;) (X BO\/> = <§ g donc M? est diagonalisable.

En notant Sp(M?) = {A7,---,A;}, on sait d’aprés le cours que P = ]I[ (X — Ay) est annulateur de M?
et P est scindé & racines simples. Comme det(M?) = det(A)? = det(;\:;zdet(B)z # 0, M? est inversible
donc 0 ¢ Sp(MZ). Ainsi, en notant §; une racine carrée complexe de A; (il en existe), on a & # 0 et
P(M?) =0 = 11[ (M2 = Aily) = ll[ (M — 8iIn)(M + 8i1,,) donc le polynéme Q = ]l[ (X —8i)(X + 81) est
annulateur de ;\Tet il est scindé aljzlcines simples (car £8; = £6; = 52 = A\ = Aj ;:;)2 = i=j) donc M

est diagonalisable.

c. On vient de voir par les déterminants a la question b. que M est inversible. On peut aussi, pour un vecteur

Xq
X2
car A et B sont inversibles. Ainsi, Ker(M) = {0} ce qui prouve aussi que M est inversible.

colonne X = € Man,1(C), écrire que MX =0 <= (AX; =BX1 =0) <= X1 =X2=0) <= X =0

On pouvait aussi calculer le rang ou le déterminant de M directement.

5.146 | Comme le polynéme X™ — 1 annule A par hypothese et que X™ — 1 est scindé a racines simples sur C

(ses racines sont les n racines n-iémes de I'unité), la matrice A est diagonalisable dans M, ( C) donc il existe
Z1
0
P'unité car toute valeur propre de A est racine de tout polynome annulateur de A, notamment X™ — 1. Par
conséquent, Tr (A) = Tr (D) = z1+2z2 et det(A) = det(D) = z1z2. Ainsi, |Tr (A)| < |z1|+|z2] < 1+71 =2 donc

Tr (A) € [-2;2] et |det(A)| = |z1]|z2] = 1 donc det(A) € {—1,1}. De plus, puisque A = <(C1 Z) € M2(2),

. 0 N . N
une matrice P € GL,(C) telle que A = PDP~! avec D = < . > ou z1,z7 sont des racines n-iemes de
2

Tr (A) = a+d € Zet det(A) = ad—bc € Z et on sait d’apres le cours que xo = X2 —Tr (A)X+det(A) € Z[X].
Les valeurs possibles de Tr (A) et det(A) montrent que xo = X% —Tr (A)X + det(A) ne peut étre que 1'un des
10 polynomes suivants : X2 —2X +1, X2 =X+ 1, X2 +1, X2 + X+ 1, X2 +2X+1ou X2 —2X — 1, X =X — 1,
X2 —1, X2 4+X—1,X2+2X—1.

Eliminons quelques cas | En effet, si det(A) = —1, z1z2 = —1 donc z7 et zp ne peuvent pas étre conjugués
sinon z1zy = z1Z7 = |z |2 = 1. Par conséquent, z7 et z, sont des racines réelles de X™ — 1 donc ne peuvent
étre que +1. Pour avoir z1zp = —1, forcément z1 =1 = —z; ouz; = -1 = —z; dou Tr (A) =1—-1=0.
Ainsi, xa est 'un des 6 polynéomes X? —2X 4+ 1, X2 =X+ 1, X2+ 1, X2+ X +1, X2 +2X +1, X2 — 1.

Cas1:xa =X2—2X+1: comme X?> —2X + 1= (X —1)2, Sp(A) = {1} donc, comme A est diagonalisable,

A est donc semblable a la matrice I, c’est-a-dire A = PLP ' =1, donc A'2 = I,.
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Cas2: xa = X? — X+ 1: comme A est diagonalisable et que X2 —X+1 = (X+j)(X+i?), Sp(A) = {—j, —j*}, on
2 1
-3 -1

aA=P (B) _(;2) P~ donc A® =1, car (—j, —j?) € UZ. Ainsi, A'? = I,. Par exemple, A = (
Cas3:xa =X?>4+1: comme A est diagonalisable et que X> +1 = (X — 1)(X + 1), Sp(A) = {—i,i}, on a
1 1
—2 -1

A=P <—01 ?) donc A* =1, car (—i,i) € Uﬁ. Ainsi, A'> = 1,. Par exemple, A = (

Cas4: xa =X?+X+1: comme A est diagonalisable et que X? + X + 1 = (X —j)(X —j?), Sp(A) = {j,j*},
(i o0 —2 -1

onaA =P ( 3 1

0 j?
Cas5: xa = X2 4+2X+1: comme X> +2X+1 = (X+1)?, Sp(A) = {—1} donc, comme A est diagonalisable,
A =P(—13)P~! = —I; donc A% = I, puis A'? = I,.

) P~ donc A3 =1, car (j,j*) € U3. Ainsi, A'> = I,. Par exemple, A = (

Cas 6: xa=X?—1: comme X? —1=(X—1)(X+1), Sp(A) = {-1,1} donc, comme A est diagonalisable,

— .. 2
A=P ( 01 ?) P~1 donc A2 =1, car (—1,1) € U%. Ainsi, A'? = I,. Par exemple, A = (_3 _]2>

Fondamentalement, c’est parce les racines de ces 6 polynémes sont 1, —1,1, —i,j,j2, —j, —j?, c’est-a-dire des

racines seconde, troisieme, quatriéme, sixiéme de l'unité et que ppem (2,3,4,6) = 12, donc toutes ces valeurs
12 _ 4

z € {1,-1,i,—1,j,j?, —j, —j%} vérifient z
Réciproquement, soit une matrice A € M, ( Z) telle que xa est I'un des polynémes X2 —X+1, X2 +1, X2 +X+1,
X% —1, alors comme X'2 —1 = (X2 =X+ 1)(X2+1)(X? + X+ 1)(X2 = 1)(X? +V3X+1)(X? = /3X + 1), d’apres
CAYLEY-HAMILTON, on a x(A) = 0 donc, comme xa divise X'> — 1, on a aussi A'2 = I,.

Par contre, si xa = (X + 1)2 ouxa =(X-— 1)2, on ne peut pas étre sir que A2 =1, car A pourrait ne pas

étre diagonalisable, comme dans les cas A = ((1) : ) ou A= <_01 _21 )

5.147] a. D’abord, si f € E, T(f) est bien définie sur [0;1] car les fonctions t — tf(t) et t — (1 — t)f(t) sont
continues sur le segment [0;1]. D’apres le théoreme fondamental de 'intégration, T(f) est C! sur [0;1] en

tant que somme de produit de fonctions de classe C! sur [0;1]. La linéarité de T provient de la linéarité de
Iintégrale.

Ainsi, T est bien un endomorphisme de E.

Pour tout réel x € [0;1], on a T(f)/(x) = — fo" f(H)dt + (1 — x)xf(x) + f: (1 — O)f(t)dt + x(1 — x)f(x) donc
T(f)'(x) = — fox tf(t)dt + fX‘ (1 — t)f(t)dt. On constate que T(f) est & nouveau de classe C' par le théoréme
fondamental de U'intégration et que T(f)"(x) = —xf(x) — (1 — x)f(x) = —f(x).

Soit f € Ker(T), alors T(f) = 0 donc T(f)"” = 0 ce qui montre que f = 0 avec le calcul précédent. Ainsi,
Ker(T) = {0} ce qui prouve l'injectivité de T.

b. Soit A une valeur propre de T, alors il existe une fonction non nulle f € E telle que T(f) = Af et on sait

que A # 0 car T est injective. Avec le calcul précédent, en dérivant deux fois, on a T(f)” = Af” = —f. Alinsi, f

est solution de I’équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants (Ex) : y” + %y =0.
Distinguons deux cas :

e SiA >0, il existe (a,b) € R? tel que Vx € [0;1], f(x) = acos (ﬁ) +bsin (\Lf)\) Or lexpression de

T(f) montre que T(f)(0) = T(f)(1) = 0 ce qui impose a = 0 et b # 0 (sinon f serait nulle) et % =0 [n]
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donc il existe n € N* tel que A = % et f(x) = bsin(nx) donc EA(T) C Vect(fn, : x — sin(nx)).
n

e Si A <0, il existe (a,b) € R? tel que Vx € [0;1], f(x) = ach (1—) +bsh (L) Or les conditions

vV —=A vV —=A
T(f)(0) =T(f)(1) = 0 imposent a = 0 et b # 0 (sinon f serait nulle) et sh (ﬁ) =0 : absurde.
Réciproquement, sin € N*, A = % et f @ x > sin(nnx), alors /2 +n?n?f, = 0 donc T(f,)" = 2] > fin.
nn nem

On integre deux fois sur I'intervalle [0;1] donc 3w, B) € R2, ¥x € [0;1], T(fn)(x) = %fn(x) + ax + B.
n°n

Mais en prenant x = 0 on a B = 0 car T(f,)(0) = sin(0) = 0, et en prenant x = 1 on a a« = 0 car

T(fn)(1) = sin(nm) = 0. Ainsi, T(f,) = %fn et % est bien une valeur propre de T car f, # 0.
nem nem

Par double inclusion, Sp(T) = { 2] > ‘ ne N*} et Vi > 1, Eq n2,2(T) = Vect(fy).
nem

a. La linéarité de f provient simplement de la linéarité de la dérivation polynomiale.
e Sin =0, la fonction f est nulle sur Ro[X] donc c¢’est un endomorphisme de Ro[X].
eSin>TletsiP=anX"+Q € Ry[X] avec Q € Ryn_1[X], alors f(P) = f(Q) + nanX™ ! —nan (X —1)X""1,
f(P) = £(Q) + nanX™ ! et deg(f(Q)) < Max(deg(nXQ), deg((X* —1)Q’)) < deg(Q) +1=n: f(P) € Ry[X].

Dans tous les cas, f est bien un endomorphisme de R, [X].

b. L’équation s’écrit aussi (x> — 1)y’ + (A —nx)y = 0 or 7)\(2—_71)]( =X i] + XE—] avec @ = —1t > A et
b= 7717“ qu’on obtient par exemple par identification. Comme une primitive de x > —& ] + :’_ ] est
X — X

x = aln(l —x) +bln(1 4+ x) sur | — 1; 1], les solutions de (E) : nxy — (x? — 1)y’ = Ay sur | — 1;1] sont les
fonctions y : x > A1 —x)7¢(1 +x)7% = A(1 =x)(=N/2(1 £ x)(+2)/2 Ces fonctions sont polynomiales si et
seulement si —a et —b sont des entiers naturels ce qui impose A = n — 2k avec k € [[0;n] ou si A = 0 bien sir.
c. Ainsi, les polynomes Py = (1 — X)*¥(1 + X)™~* pour k € [0;n] sont des vecteurs propres de f qui vérifient
f(Px) = (n — 2k)Px. Comme ils sont associés a des valeurs propres distinctes, la famille B = (Po, -+, Pn)
est libre donc c’est une base de Ry [X] car elle est composée de n 4+ 1 = dim(Rn[X]) vecteurs. f est donc
diagonalisable et son spectre est —n,—m +2,--- 'n —2,n.

d. Ainsi, la matrice de f dans B est D = diag(—n,—n +2,---,n —2,n) donc Tr (f) = 0 (somme des valeurs
propres) et det(f) = ﬁ (n—2k) = 0 sin est pair et det(f) = (—1)%“(1.3. coom)? = (=1)PH] ((23]37—;'])!)2 si

k=0
n =2p + 1 est impair (produit des valeurs propres). De plus, le rang de f est le nombre de valeurs propres

non nulles : rang (f) = n + 1 si n impair et rang (f) = n si n pair.

5.149 | a. L’inverse de U = ((]) : > étant U~! = (:) _11 ) (calcul facile pour n = 1), ceci nous incite & calculer
—1
I, D I, -D\ (I, -D I, D\ (I, O I, DY (I, -D
(on In) * (on In ) - (on In ) x (on In) - (on )4 oy ) Tlow 1)
b. L’énoncé nous demande d’établir la surjectivité de lapplication ¢ : Mn(C) — Mu(C) définie par
@(M) = MB — AM qui est visiblement linéaire. ¢ étant un endomorphisme d’un espace de dimension finie,
on sait donc que ¢ est un automorphisme si et seulement si ¢ est injective si et seulement si ¢ est surjective.

Le plus simple & montrer est U'injectivité. Soit donc M € Ker(g), on a donc MB = AM. En multipliant
cette relation par B & droite, on a MB2 = (AM)B = A(MB) = A(AM) = A2M. Soit un entier k > 2 tel
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que B*M = MAK, alors B¥*'M = B(B*M) = B(MAK) = (BM)A* = (MA)A* = MAK*! et, par principe de
récurrence, on peut conclure que Vk € N, B*M = MA¥ (clair pour k = 0).
400 400 400 “+o00 +o0
SiP= Y pXk e C[X], P(B)M = ( > pkBk)M = > pkB*M = 3 prMAk = M( 3 pkAk> = MP(A).
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Si on prend P = xg, d’aprés CAYLEY-HAMILTON, on obtient xp(B)M = 0 = Mxg(A) Or xp est scindé dans

T
C et ses racines sont les valeurs propres de B d’ou xg = [[ (X — A )™ (B) avec Sp(B) = {A,-++,Ar} donc

k=1
r

xB(A) = [T (A=Arly)™(B) Comme les Ay sont des valeurs propres de B et que Sp(A)NSp(B) = §, les Ay ne
k=1

sont pas des valeurs propres de A, les matrices A — A I, sont inversibles (A —Al, ¢ GLn(C) <= A € Sp(A))

donc xg(A) lest aussi (les matrices inversibles sont stables par multiplication car GL,(C) est un groupe).

Comme Mxg(A) = 0 et xg(A) est inversible, on en déduit que M = 0. Comme Ker(¢) = {0}, ¢ est injective.

Ainsi, ¢ est surjective : pour C € M, (C), il existe D € M;,(C) unique telle que (D) = DB — AD = C.

-1
I D A O 1 D A DB —-AD
. 2 n n n _
c. Soit (C,D) € (Mn(R))=, comme <On In> X (On B > X (On In> = (On B ) avec a.,
il suffit de choisir, avec la question b., la matrice D telle que ¢(D) = DB — D = C pour étre certain que les

. A C A On
matrices <0n B) et <0n B ) sont semblables.

d. Comme A et B sont diagonalisables, il existe deux matrices diagonales D et D’ de My, ( C) et deux matrices

inversibles S et T de GL,(R) telles que A = SDS™' et B = TD'T~'. Ainsi, on peut calculer par blocs et

—1
. A O0n) (S On D On S On A On . .
avoir (On B ) = <0n T ) X <0n D’) X (On T ) donc <0n B ) est semblable & une matrice

A C

diagonale d’ou, par transitivité, N =
0n B

I’est aussi d’apres la question c. donc N est diagonalisable.

a ¢
0 b
C’est clair dans ce cas car alors xn = (X — a)(X — b) est scindé & racines simples.

Pourn =1et N = ( € M, (C), la question précédente montre que N est diagonalisable si a # b.

Par contre, si a = b, on peut distinguer deux cas :
e sic =0, N = al, est diagonale donc diagonalisable.

e sic #0, comme xn = (X — a)?, Sp(N) = {a} et X — a n’annule pas N puisque N — al, = (8 g)

donc, d’apres le cours, N n’est pas diagonalisable.

e. Comme N est triangulaire supérieure par blocs, on a xn = xaxs donc Sp(N) = Sp(A) U Sp(B).

e Soit A € Sp(A) et (X1, -+, X;) une base de Ex(A). Comme N (f;) = <A;<i> = (7\2(1) =A <>;1> pour

tout i € [[1;7], le vecteur V; = (f;) € M2n (C) est un vecteur propre de N associé & la valeur propre A et

T T
la famille (Vq,---,V;) est libre car > aiVi =0 <= > oi Xy = 0. Ainsi, dim(EA(N)) = r = dim(Ex(A)).

i=1 i=1

e Soit 1 € Sp(B) et (Y1,---,Ys) une base de E(B). Cette fois-ci N ( 0 ) = (CY'

Y, BY; ) n’est pas forcément égal

a (qu > On est donc amené a chercher un vecteur Zj € My,1(C) tel que W5 = (\Z(] > € Eu(B). Or, pour
! j

tout j € [[1;s], on a NWj = (AZ]-B—;CY]' ) = (AZ]'H-;CY]' ) =pn (i] ) si et seulement (A — uly)Z; = —CYj.

Comme Sp(A) NSp(B) = () par hypothese, A — pl,, est inversible et on peut prendre Z; = —(A — ul,,) ' CY;j.
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Z;

Le vecteur Wj = (Y-
j

) € Man(C) est un vecteur propre de N associé & la valeur propre p et la famille
S S
(Wq,---,Ws) est libre car ) BjW; =0 = > BjY; = 0. Ainsi, dim(Eu(N)) > s = dim(E.(B)).
j=1 j=1
La somme des dimensions de tous les sous-espaces propresde Nest >~ dim(EAx(N))+ > dim(E.(N))
AESP(A) neSp(B)
qu'on peut minorer Y. dim(Ex(N))+ > dim(E.(N)) > > dim(Ex(A))+ > dim(E.(B)).
AESP(A) HeSp(B) AESP(A) neSp(B)
Mais comme A et B sont diagonalisables, on a > dim(Ex(A)) = > dim(E.(B)) =n+n =2n.
AESP(A) neSp(B)
Ainsi, Y. dim(Ex(N))+ >°  dim(E,(N)) = 2n (on ne peut pas dépasser strictement la dimension
AESP(A) neSp(B)
de I'espace C?™) ce qui, d’apres le cours, justifie que N est bien diagonalisable.

OnadoncP= J] X—v)= I (X—=A) ][] (X—up)quiannuleN d’apres le cours, ce qui n’est
YESP(N) AESP(A) HESP(B)

pas du tout évident si on fait le calcul matriciel par blocs car on trouve P(N) = (g OI) et rien ne disait a
priori qu’on allait prouver que C’ = 0.

a. Le polynome scindé & racines simples (dans C[X]) P = X? — X +1 = (X +j)(X +j?) est annulateur de A
donc la matrice A est diagonalisable dans M,, (C) d’apres le cours.
On sait que Sp(A) C {—j, —j?} donc, comme A est semblable & une matrice diagonale avec des —j et des —j?
sur la diagonale, on a det(A) = (—j)™=1(A) x (=j2)™-2™) | Or on sait que m_j(A) = m_;2(A) car —j et
—j? sont conjugués et que A est réelle. Ainsi, det(A) = ((—j) x (—j2))™A) = 1m(A) =1,
b. Comme A est diagonalisable, n = w_j(A) +m_j2(A) = 2m_j(A) donc n est pair. On pouvait aussi
dire que —j et —j? sont des racines troisiemes de —1 et que X3 +1 = (X + 1)(X2 — X + 1), on calcule
(A+1,)(A%? —A+1,) = A3 +1,, = 0 donc A3 = —1,,. En passant au déterminant, on a donc la relation
det(A3) = (det(A))®> = (=1)™ = 1 donc n est pair. Comme xa est scindé dans C[X], d’apres le cours,
Tr (A) = (=)m_;(A) + (=j*)m_j2(A) = m_j(A) car 1 +j+j* =0. Or n = 2m_j(A) donc Tr (A) = % e N.

Question de cours : soit A € Sp(A), alors il existe X € Mn,1(C) tel que X # 0 et AX = AX. On conjugue
et on transpose, et comme A est réelle, cela donne AX = A X, ce qui prouve, comme X # 0, que A € Sp ¢(A).

Comme le polynéme x est réel, les ordres de multiplicité de A et A sont les mémes dans A : mj(A) = mx(A).
X 0o -1

5.151) a. On calcule aisément xj(X) = =1 X 0 | =X3—1donc x; = (X —1)(X? + X + 1) n’est pas scindé
0o -1 X

dans R[X] donc J ne peut pas étre diagonalisable dans M3(R). Par contre, xj = (X — 1)(X —j)(X — j%) est

scindé & racines simples dans C[X] donc | est diagonalisable dans M3 (C).

a c b 0 1 0
b. M= | b a c | estdite circulante et on la décompose M = al3 +bJ+cKavecK=|0 0 1 ]. Or
c b a 10 0

il est visible que K = J? donc M = al3 + bJ + cJ?. Mais il existe une matrice inversible P € GL3(C) telle que
] = PDP~ " avec D = diag(1,j,j?) donc M = P(al3 4+ bD 4 cD?)P~! = PAP™! avec A = al3 + bD + cD? qui
est diagonale. Ainsi, M est diagonalisable dans M3(C).

En ce qui concerne la diagonalisabilité de M dans M3(R), comme M et A sont semblables, on a xm = xA-

Or A = diag(a+b+c,a+bj+cj?, a+bj? +cj) donc xm = (X—a—b—c)(X—a—bj—cj?)(X—a—bj? —cj).
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Raisonnons par analyse-synthese :

e Si M est diagonalisable dans M3(R), alors xm est scindé dans R[X] donc a4+ b +c¢ € R (¢a c’est toujours
vrai), mais on a aussi a + bj +¢j?> € R et a + bj? +¢j € R. En effectuant la différence de ces deux derniers
réels, on a (b —¢)(j —j?) € R et, comme j —j? ¢ R, cela impose b — ¢ = 0 donc b = c.

e Réciproquement, si b = ¢, la matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable dans M3 (R).

La condition nécessaire et suffisante pour que M soit diagonalisable dans M3(R) est donc b = c.

5.152] a. Si k € R, la matrice A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable d’apres le théoreme spectral.

Comme les colonnes 1, 3 et 4 de A sont les mémes et que les deux premieres colonnes de A ne sont pas
colinéaires, on a rang (A) = 2 donc , par la formule du rang, dim(Ker(A)) =4 —2 = 2 et 0 est valeur propre
double de A. Comme on sait que les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles appartiennent
a Im (A) = Vect(vi,v2) avec vi = ez et v = e1 + kez + e3 + es, on cherche les vecteurs propres sous la
forme v = (1,0,1,1) = v2 4+ (o« — k)v1 (parce que vy n’est pas vecteur propre de A). Ainsi, pour A € R
et x € R,ona Av = Av <= (x = A, ka +3 = A\a) <= (« = A, o> —ka —3 = 0). Les racines de

2 _Jr2
X% — kX — 3 sont A; = w et Ay = kfk—’_]z D’apres 1’équivalence précédente, les vecteurs

vi = (1,A1,1,1) et v2 = (1,A2,1,1) sont propres pour A respectivement associés aux valeurs propres Ay et

Az2. Par conséquent, Sp(A) = {0,A1,A2} et 0 est valeur propre double de Aet comme Ker(A) = Vect(vs,va)

M 0 0 O
_1 0 A2 0 O

avec vz = (1,0,—1,0) et va = (1,0,0,—1) par exemple, on a A = PDP~' avec D = o 0 0 0 et
0 0 0 ©

1 1 1 1
A A O 0
1 1T -1 0
1 1 0 -1
ce cas, comme |[vi||? =3+ A =6+ KAy, |[v2][? =3 +A3 = 6+k)\2] et Ker(q\) =E

P = . On peut bien str choisir P € O(4), c’est garanti par le théoréme spectral, dans

—O

A) = Vect(ws,wyq) avec
]

kA +6  kA2+6 V2 Ve
w3z 1wy si w3 =v3 et wqg = (1,0,1,—2) on peut prendre P = k>“]+6 k}‘%+6 1 1
1 1 0o =2
kA1+6  KkA,+6 NG
X —1 0 0
: s —1 X—k -1 -1
b. Si k € C, on effectue les opérations C; «— C; — C4 et C3 «— C3 — C4 dans xa = 0 1 X 0
0 —1 0 X
1 —1 0 0
o o x=x o —1| . .
et, par linéarité par rapport aux colonnes 1 et 3, on a xa = X 0 1 ] o | Ppuis, en développant
—1 —1 -1 X
1 —1 0 1 —1 0
par rapport & la derniére colonne, xa = X? ((—1) 0 -1 1 |+X|0 X=%k 0 ) qui se calcule en
-1 -1 -1 0 —1 1

XA = X2(=3 + X(X — k)) = X?(X? — kX — 3). Soit A = k? + 12 le discriminant de X? — kX — 3 :

e Si A # 0, alors A a une racine double 0 alors que Eg(A) = Ker(A) est de dimension 2 avec la formule
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ou & est une racine carrée

du rang car rang (A) = 2, et A a aussi deux racines simples % et %

de A. Comme ces deux nouvelles valeurs propres de A sont distinctes et non nulles, les sous-espaces
propres associés sont des droites. Ainsi, A est diagonalisable.
e Si A =0, ce qui équivaut & k = +2v/31, A admet toujours 0 pour valeur propre double avec Eo(A)

qui est un plan. Il y a une autre valeur propre double de A qui est % = 4++/3i. Par exemple si

—V3i 1 0 0
Y a ok LIRVAT S 1 , s
k=23 i, comme A 2 I4s = 0 1 V31 0 est de rang 3 car ses trois premieres

0 1 0 —31i
k

colonnes forment une famille libre, on a dim(Ex,,(A)) = 1 alors que 5 est d’ordre 2, ce qui montre

que A n’est pas diagonalisable.
Par conséquent, A est diagonalisable si et seulement si k # 4+2+/3 .
5.153)a. Si A € M2(C) et Tr (A) =0, alors xa = X?> — Tr (A)X + det(A) = X? + det(A). Traitons deux cas :
e Si det(A) # 0, alors —det(A) admet deux racines carrées non nulles § et —5 donc xa = (X +8)(X — §) est
scindé & racines simples et annulateur de A (par CAYLEY-HAMILTON) donc A est diagonalisable.
e Si det(A) = 0, alors x4 = X? donc A? =0 et A est nilpotente d’indice 1 (si A = 0) ou 2.
Par conséquent, si A € M,(C) et Tr (A) =0, A est soit diagonalisable, soit nilpotente.

1 1 0
b. Il suffit de prendre A= | 0 1 0 qui vérifie bien Tr (A) = 0 et pourtant elle n’est pas nilpotente
0 0 =2

car Sp(A) = {1,—2} (les matrices nilpotentes sont les matrices qui n’ont que 0 comme valeur propre) et pas
diagonalisable non plus car dim(E1(A)) =1 alors que 1 est racine double de xa.

10 0

5.154 | a. La matrice de p = f — id g3 dans la base canonique de R3 est P=M —I3= |1 2 -2 |. Or, apres
1 1 -1

calculs, on trouve P? = P donc p est un projecteur. Clairement rang (P) = 2 donc p est un projecteur sur le

0 0 O
plan IT = Ker(p — id g3 ) parallelement & la droite D = Ker(p). Comme P—I3 =M —2[3=|1 1 =2 |,
11 =2

le plan IT est d’équation x +y — 2z = 0. Et il est clair que le vecteur vz = (0,1,1) est dans Ker(p) donc
D = Vect(v3). Les vecteurs vi = (1,1,1) et vo = (1,—1,0) sont dans II et indépendants donc IT = Vect(vy,v2).

B = (v1,v2,v3) est une base de vecteurs propres de p.

b. Comme f = p +id gs et R3 = E1(p) @ Eo(p), on a R3 = E,(f) © Eq(f) avec Ex(f) = Eq(p) = II et
E1(f) = Eo(p) = D = Vect(v3). Comme Mat 5 (f) = diag(2,2,1), on a x¢ = (X —2)%(X — 1).

e Les sous-espaces {Ops et R3 sont clairement stables par f.

e On sait qu’'une droite est stable par f si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre ; ainsi, les
droites stables sont D et toute droite incluse dans IT car les seuls vecteurs propres de f sont dans D et II.

e Le plan II est clairement stable par f car c’est un sous-espace propre de f et tout plan de la forme
Q = Vect(v,v3) avec v # 0 € II est aussi stable par f. Réciproquement, soit Q un plan stable par f, alors
'endomorphisme g = fq induit par f dans Q est aussi diagonalisable et x4 divise x¢ = (X —2)%(X —1). On

a donc deux possibilités :
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- si xg = (X —2)?, alors Sp(g) = {2} donc, comme g est diagonalisable, Q = E»(g) C E(f) = II. Par
inclusion et égalité des dimensions, Q = II.
-sixg = (X = 1)(X —2), alors Sp(g) = {1,2}. Comme g est diagonalisable, Q = Eq(g) ® E2(g) et on
sait que E1(g) C E1(f) = D et Ex(f) C E2(f) = II. Or 1 est valeur propre de g donc Eq(g) = D et
E2(g) = Vect(v) est donc une droite incluse dans II = E,(f). Ainsi, Vect(v,v3) C Q. Par inclusion et
égalité des dimensions, Q = Vect(v,v3).

Par double implication, il y a six types de sous-espaces stables par f :
e Le sous-espace de dimension nulle {Ops }.
e La droite D = Vect(v3) = Eq1(f) = Eo(p).
e Les droites D’ = Vect(v) avec v € E2(f) = E1(p) non nul.
e Le plan IT = E,(f) = Eq(p)-
e Les plans Q = Vect(v,v3) avec v # 0 € Il = Ex(f) = Eq1(p).
e L’espace R3 de dimension 3 en entier.

”
5.155 ] a. Posons w = e%, on sait que w® —1 = (w—1)(w*+ w3 +w? +w+1) = 0donc w*+ w3 +w?+w+1=0

(la somme des cinq racines cinquieémes de 1'unité est nulle). En prenant les parties réelles, puisque w* = @

et w3 = wz on obtient la relation 2 cos ( = ) + 2cos (257[> +1=20. Or cos (457[> = 2cos? (%) — 1 donc

2(2a? —1) +2a+1 =0 ce qui se simplifie en 4a% + 2a — 1 = 0.

Le discriminant de cette équation est A = (24/5)% donc a = # Mais comme a > 0 car 0 < 257t %,
on a donc a = \/547 De plus, b = cos (457[) =2a% 1= Chl _82\/5)_8 = 7\/§4+].

b. Le polynéme P = X* + X3 + X2 + X + 1 annule A et il est scindé & racines simples dans C car on a
P=(X—-w)(X—w?)(X—w)(X—w. Ainsi, A est diagonalisable dans M, (C) mais comme A est réelle,

l'ordre de multiplicité p de w et le méme que celui de w* = @, et ordre q de w? est le méme que celui de
w3 = w2, Puisque xa est scindé dans C, on a Tr (A) = p(w+w?*)+q(w?+w3) = 2p cos ( S >+2q cos (4571)
d’ou Tr (A) = p_;q\@ - ]%1 Si Tr (A) € Q, comme /5 ¢ Q, on a nécessairement (par 1'absurde)

I%l =0donc p =gq. Ainsi, n =p +p + q + q = 4p est un multiple de 4.

c. Pour n =4, en posant ¢ = sin <25“) et d = sin (2?7(), on peut utiliser les matrices de rotations (d’angle

a —c 0 O

27 47t . . c a 0 0 . ,

5 et 3 respectivement) du plan pour construire A4 = 0 0 b _gq | Pouravoir le résultat. On a
0 0 d b

bien A3 = I4 (si on fait 5 fois des rotations d’angle 27 o 4;

on obtient bien I'identité), puis en factorisant
—I4 = (Aﬁ + Ai + Ai +As+ 1) (As — Ly) et Ay — I est inversible car 1 n’est pas valeur propre de ces
rotations d’ott A§ + A3 + A2 + Ay + 1, = 0. De plus, Tr (A) = 2a +2b = —1 € Q d’aprés la question a..
Pour n = 4p avec p > 2, A = diag(A4,---,A4) (avec p blocs) convient puisque Tr (A) = —p € Z C Q.
a. Un calcul rapide montre que xa = (X—1)%(X—2)? donc Sp(A) = {1,2}. On sait que A est diagonalisable

si et seulement si E1(A) et Ez(A) sont des plans ou encore si et seulement si (X — 1)(X — 2) annule A.
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Comme A — 14 = , d’apres le théoreme du rang : dim(E1(A)) = 2 <= rang (A — 1) = 2.

o © © O
o

o = O C

— O O 0O

0 a+b—-c b ¢
0 0 0 0 .
Avec Cy «— C3+C3—Cq, rang (A—1I4) = rang 0 0 1 o : dim(E1(A)) =2 <= a+b—c=0.
0 0 0 1
-1 a b ¢
0 -1 0 0 . ;
Comme A —2I4 = 0 -1 0 0 ,on a dim(Ez(A)) = 2 car rang (A —2I4) = 2 pour tout (a,b,c) € R>.
0 1 0 0

Ainsi, A est diagonalisable si et seulement si a +b — ¢ = 0. Ce qu’on suppose dans la suite.
0 —a—b+c 0 O

On pouvait aussi calculer (A —I4)(A —2I4) = 8 8 g g avec la méme conclusion.
0 0 0 0

b. Le polynome P = (X—1)(X—2) = X2 —3X+2 est donc annulateur de A donc I4 = 0.A+1.14, A = 1.A+0.14
et A2 =3.A —2.14 ce qui donne déja oo =0, Bo =1, 01 =1, B1 =0, x2 = 3, B3 = —2.
On effectue la division euclidienne de X™ par P ce qui donne Pexistence et 'unicité de Ry = anX+pn € Ry[X]
de degré inférieur & 1 = deg(P) — 1 tel que X™ = QP + R;,. En substituant 1 & X, on trouve 1 = ap + By car
P(1) =0, et si on remplace X par 2, on trouve 2™ = 2o, + By, car P(2) = 0. Ainsi, o, =2™ —1 et p, =2-2"
ce qui montre que Yn € N, A™ = (2™ — 1)A 4 (2 — 2™)14 puisque P(A) = 0.

(=) Supposons A diagonalisable et traitons deux cas :
e Soit A n’admet qu’une seule valeur propre A € C. Alors A = P(AL;)P~! avec P inversible donc A = Al,.
Soit Q un polynéme complexe non constant. D’apres le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, le polynome Q — A
admet une racine complexe puisqu’il n’est pas constant. Ainsi, il existe « € C tel que Q(«) = A. Il suffit de
prendre M = «l, pour avoir Q(M) = Q(«)Iz = Al = A.

A
0 A2
inversible P € GL(C) telle que A = PDP~!. Soit Q un polynéme complexe non constant, comme ci-dessus il

e Soit A admet deux valeurs propres complexes A7 # A2. En notant D = ( ), il existe une matrice

existe des complexes o et ay tels que Q(a1) = A1 et Q(a2) = Ay (autrement dit Q : C — C est surjective).

1l suffit de prendre M = P (o(c; 032) P~ pour avoir Q(M) = P <Q((<)x1) Q((()Xz)

(«<=) Supposons A non diagonalisable, alors x A ne peut pas étre scindé a racines simples donc Sp(A) = {A},

) P~ =PDP ! = A.

XA = (X —=A)? et dim(Ex(A)) = 1. Comme xa est scindé dans C[X) A est trigonalisable donc il existe

0 A
Pour réduire “ala JORDAN” et avoir 1 & la place de u : si on note u € £(C?) I'endomorphisme canoniquement

P € GL,(C) telle que A = PTP~ " avec T = <}\ H) avec | # 0.

associé & A, on a donc par CAYLEY-HAMILTON (u — Aid ¢2)? = 0 donc Im (u — Aid ¢2)) C Ker(u — Aid ¢2).
Puisque dim(Ex(A)) = 1, par le théoreme du rang, on a dim(Im (v — Aid ¢2)) = dim(Ker(u — Aid ¢2)) =1
donc Tm (u — Aid ¢2) = Ker(u — Aid ¢2). Si on prend v; € C? tel que Ker(u — Aid ¢2) = Vect(vq), alors il
existe donc v, € C? tel que (u — Aid ¢2)(v2) = vi. Comme vy ¢ Ker(u — Aid ¢2), la famille B = (vy,v2)

est libre donc c’est une base de C?. Par construction, comme u(vi) = Avq et u(va) — Avy = vy, il vient
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Al

T = Mat 5 (u) = (O N

). En notant P la matrice de passage de la base canonique de C? & B, on a par la

formule de changement bases : A = PTP~!.
Prenons le polynéme non constant Q = X2 + A et supposons l'existence d'une matrice M € M>(C) telle
que Q(M) = A. Posons N = P~TMP de sorte que M = PNP~!. On a la suite suivante d’équivalences :
QM) =M? + Al = A <= P(N? + A2)P~ ' =PTP~! <= N2 + Al = A <= N? = puEy ;. Comme E5; =0,
on a N* = 0 donc N est nilpotente. Or, il est classique que xn = X? (seul 0 est valeur propre de N) donc
N2 = 0 par CAYLEY-HAMILTON. Ceci impose donc Ez 1 = 0 qui est absurde.
Par double implication : A diagonalisable <= (VQ € C[X]\ Cy[X], IM € M(C), Q(M) = A).

a. Soit f: [0;1] — R continue, alors F: Ry — R définie par F(x) = fox f(t)dt est de classe C! sur [0;1] :
c’est la primitive de f qui s’annule en 0. Ainsi ¢ (f) = g est de classe C' (donc continue) sur ]0;1]. De plus,

F() = F(0)

par les taux d’accroissements, 1ir(1)1+ g(x) = lim = F/(0) = f(0) = g(0) donc g est aussi continue
X—

x—0t
de [0;1] dans R et ¢ est bien 'endomorphisme espéré car la linéarité provient de celle de 'intégrale.

b. e ¢ ne peut pas étre surjectif car 'image de ¢ est incluse dans 'espace des fonctions continues sur [0;1]

mais de classe C' sur ]0; 1] et il existe des fonctions continues sur [0; 1] qui ne sont pas de classe C! sur ]0;1] :

par exemple la fonction x — |1 — 2x| qui n’est pas dérivable en 1

e Soit f € Ker(g), alors Vx > 0,9(f)(x) = 0 = F(x) = 0. Ainsi F s’annule sur |0;1] donc sur [0;1] par
continuité de F en 0. Mais comme F/ = f, f = 0’ = 0. Ainsi ¢ est injective car Ker(¢) = {0} et 0 € Sp(o).

c. Si on prend la fonction constante f = 1, on constate facilement que @(1) = 1 donc 1 € Sp(¢). De
plus, soit f € E telle que ¢(f) = f. Alors Vx € [0;1], xf(x) = fox f(t)dt = F(x) ce qui donne en dérivant
xf'(x) + f(x) = f(x) donc Vx €]0;1], f'(x) = 0. Ainsi, f constante sur Uintervalle ]0;1] donc sur [0;1] par
continuité en 0 et on conclut que Eq1(¢@) = Vect(1) (fonctions constantes).

d. Analyse : soit A € Sp(e) telle que A # 1. Comme 0 n’est pas valeur propre de ¢, A € R*\ {1} et
@(f) = Af avec f € E non nulle. En dérivant la relation ¢(f) = Af ou encore F(x) = Axf(x) si x €]0;1],

f(x) = M(x) + Axf’(x) donc f est solution sur ]0; 1] de '"équation (Ex) : Axy’ + (A —1)y = 0. On sait qu’alors

1-A
Jx € R, Vx €]0;1], f(x) = ax A et la continuité de f en 0 impose (car o # 0) 1%)‘ > 0 donc A €]0;1].

1A
Synthese : réciproquement, soit A €]0; 1] et f : [0;1] — R définie par Vx €]0;1], fa(x) =x * et fo(0) = 0.
Alors f) est continue sur [0;1] car B = % > 0 donc f) € E et Vx €]0;1], @(fa)(x) = 1 fox fa(t)dt donc
x

1 7x B
o(fa)(x) = 1;“; m Jo = BX+ = Afa(x) d’ott @(fa) = Afp donc A est valeur propre de ¢ car f) # 0.

On en conclut que le spectre de ¢ vaut Sp(p) =]0; 1].

5.159] a. Si U est semblable & V, il existe une inversible P telle que U = PVP~!. Par une récurrence simple,

+oo “+o00 400
Vk € N, U* = Pvkp=1. Posons R = 3 1XX, alors R(U) = Y mUk = 37 rPVEP~! = PR(V)P~! donc

k=0 k=0 k=0
R(U) est semblable & R(V).
2 A? 2AB ) .
b. Comme AB = BA, M~ = o A2 | Par une récurrence simple et des calculs par blocs, on montre
k k—1 +o0 +o0 k k—1
k B . k B
que Yk € N*, Mk = AT KA |- SiP = pXX, alors P(M) = polan + Y. AT KA K donc
0 A k=0 k=1 0 A

72



= & k—1
A kpkAS™'B
o) PRGN L (P P
=polan + too donc P(M) = .
0 Z pkAk
k=1
c. Si A est diagonalisable et B = 0, soit P un polynéme scindé a racines simples qui annule A, alors

d’apres la question précédente il annule aussi M donc M est aussi diagonalisable. On aurait aussi pu écrire

que A = PDP~! avec P inversible et D diagonale donc, en notant Q = (](; ]2) et A = (Ig g), on a

Pt 0 A0 PDP~! 0
-1 __ _ _ _ —1 .
Q' = ( o p-! ) donc M = <O A) = ( 0 pop-1 ) = QAQ ™' et A est diagonale.

d. Supposons M diagonalisable. Comme xm = (xa)?, les spectres de A et de M sont les mémes. Si on

pose P= J] (X—A), on sait que P(M) = 0 donc P(A) = P'(A)B = 0 d’aprés la question b.. Ecrivons
AESP(M)

S
P’ = deg(P) [T (X—pui)™t, les pi ne peuvent pas étre dans Sp(A) car P n’a que des racines simples. Ainsi, les

i=1

S
matrices A — i1, sont inversibles et, par produit, la matrice P’(A) = A [] (A — nil)™t est aussi inversible
i=1

0 P(A)
diagonalisable car M l'est. On a 1’équivalence : (A est diagonalisable et B nulle ) <= M est diagonalisable.

d’ou B = 0. Enfin, les polynémes annulateurs de M étant ceux de A car P(M) = (P(A) 0 ), A est

5.160) a. Pour n > 3, en développant det(Mpn(x)) par rapport & la derniere ligne (par exemple), on obtient

x 1 o ... 0
T ox ’ :

det(Mn(x)) = xdet(Mn_1(x)) — |0 "-. "-. 1 ol On développe ce dernier déterminant selon sa
: oo ox 1
o ... 0 1 1

derniére colonne d’ott det(My, (x)) = x det(Mn_1(x)) — det(Mn_2(x)), donc on a a =x et b = —1.

. 2 1
b. Ainsi, Ay, = 2cos(0)An_1 — An_2. Or Ay = 2cos(0) et Ay = 6018(9) 2c0s(0) | = 4cos?(0) — 1.

Or sin(30) = sin(0 + 20) = sin(0) cos(20) + sin(20) cos(0) = sin(0)(2cos?® — 1) + 25in(0) cos?(6) donc,
en factorisant, on obtient sin(36) = sin(0)(4cos?(6) — 1) et, puisque 6 € R\ nZ d’ou sin(8) # 0, il

i i —1)0 i 0
vient A, = M Soit n > 3 tel que An_y = m et Ap_1 = w, d’apres la relation
sin(0 sin(0) sin(0)
i 0 i —1)6 i — si _
précédente, Ay — Zcos(e)su.l (n ) _sin ((n ) ) _ 2003(9)5171(719) sin(n 1)9). Or, en écrivant
sin(0) sin(0) sin(0)

sin((n+1)0)) +sin((n—1)0)) = sin(nd+06)+sin(nd—0) puisque sin(nd+06) = sin(0) cos(nd)+cos(0) sin(nod)
et sin(n® —0) = sin(0) cos(nd) —cos(0) sin(nd), on arrive a sin((n+1)0)) +sin((n—1)0)) = 2sin(0) cos(no)
sin (n+1)0) sin ((n—|—1)9)'

i tre bi A,y =
ce qui montre bien que Ay Sin(0) sin(0)

. Par principe de récurrence, Yn € N*, A, =

c. Mn(x) est symétrique réelle, le théoreme spectral permet de conclure que My (x) est diagonalisable.

d. Soit A € R, A est valeur propre de My (x) si et seulement si Aly, — My (x) = —Mn(x — A) n’est pas
inversible, c’est-a-dire si et seulement si xpm,, (x)(A) = (—1)"det(Mn(x —A)) = 0. Or la question b. permet
le calcul exact des déterminants des matrices My (y) si y €] — 2;2[ car 8 — 2cos(0) est surjective de
R\ nZ dans | — 2;2[. Pour rendre cette application injective aussi, on va se restreindre & 6 €]0;n[. Alors

Ap =0 < sin((n+1)8) =0 <= (n+1)0 =0 [1] <= (Tk € [1;n], (n+1)6 = kn). Par conséquent, les réels
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Ak =x — 2cos ( k_:_T]) sont des valeurs propres de My (x) pour k € [1;n] car xam,, (x) ()\k) =(-1)"An =0
n
si on prend 6 = 0y = k_:_T] # 0 [n]. Les A1, --An sont toutes distinctes et toutes valeurs propres de My (x),
n

comme My, (x) est de taille n, on a trouvé toutes les valeurs propres de My (x).

5.161) a. Si u est diagonalisable, il existe une base B de C™ telle que Mat 5(u) = D est diagonale. Comme
Mat 5 (u?) = D? est diagonale, B est aussi une base de vecteurs propres de u? qui est donc diagonalisable.

b. e Sin = 1, tout endomorphisme de C étant une homothétie, u et u? sont diagonalisables. Ainsi, dans ce
cas particulier, u? diagonalisable = u diagonalisable.

e Sin > 2, soit u€ £L(C") tel que Mat ¢qn () = Eq 2, alors A2 = 0 donc u? = 0 est diagonalisable alors
que xu = XA = X™ puisque A est nilpotente. Si u était diagonalisable, comme 0 est d’ordre algébrique n, on
aurait aussi dim(Ep(u)) = dim(Ker(u)) =n et u =0 ce qui est faux. Ainsi, u n’est pas diagonalisable.

Des que n > 2, on n’a donc plus forcément u diagonalisable si u? P’est.

c. o Six € Ker(u — Aid ¢n) + Ker(u + Aid ¢n ), alors 3(y,z) € Ker(u — Aid ¢n) X Ker(u +Aid ¢n), x =y +z
donc u?(x) = u?(y) + u?(z). Or u(y) = Ay donc u?(y) = u(dy) = Au(y) = A%y et u(z) = —Az donc
u?(z) = u(—Az) = —Au(z) = (=A)?y = A%z d’ont u?(x) = A?(y + z) = A®x et on a bien x € Ker(u? — A%id ¢n).
On a bien établi I'inclusion Ker(w — Aid ¢n) + Ker(u + Aid ¢n ) C Ker(u? — A%id ¢n).

e Si x € Ker(u? —Aidcn), x =y +2z (1) avec (y,z) € Ker(u — Aid ¢n) x Ker(u + Aid ¢n), on a donc

u(x) = Ay — Az (2) donc y = w et z = 7\x—27;1(x) en combinant les deux équations (1) et (2)

puisque A # 0. Réciproquement, si on pose y = %}TM et z = M;i}il()(), on a la relation x =y +z
2 2

et uy) = = () +Aul) _ At iulx) _ Ay et, de méme u(z) = —Az. On vient de prouver l'inclusion

2\ 2A
Ker(u? — A%id ¢n) C Ker(u — Aid ¢n) + Ker(uw + Aid ¢n).

Pour cette derniére inclusion, on aurait pu dire que X* — A2 = (X — A)(X 4 A) était un polynéme annulateur
scindé & racines simples de ’endomorphisme @ induit par u dans E,2 (u?) donc que Ex2 (u?) = Ex (@) ®E_x(T)
et on conclut car Ej(it) = Ex(u) puisque Ex(u) C Ex2(u?) et E_x(i) = E_x(u) puisque E_x(u) C Ex2(u?)
d’apres la premiere inclusion.

Par double inclusion, on a donc Ker(u? — A%id ¢n) = Ker(u — Aid ¢n) @ Ker(u 4 Aid ¢n) puisque les deux
sous-espaces propres sont en somme directe car A # —A.

d. Méthode 1 : si u? est diagonalisable, notons A1, - - -, A, les valeurs propres distinctes de u?, elles sont non
T
nulles car u? est inversible. Par définition, C" = @ Ker(u2 — Akid ¢n). D’apres la question précédente,
k=1

.

on a donc C" = EB Ker(w — 8xid ¢n) @ Ker(u + 8kid ¢n) en notant &, une racine carrée complexe de Ay.
k=1

Comme C™ est la somme directe de sous-espaces propres associés a u, par définition, u est diagonalisable.

Méthode 2 : si u? est diagonalisable et u inversible, alors Ker(u) = {0} donc 0 ¢ Sp(A). Notons Ay,---, A,
T

les valeurs propres distinctes de u? (non nulles car u? est aussi inversible). On sait que P = [] (X —Ay) est
k=1

T

annulateur de A2 d’ot1 P(A%) = [] (A? —AxI,) = 0. Notons, pour k € [[1;7], &, une racine carrée (complexe)

k=1
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de Ay, alors [ (A% — AIn) = [] (A — 8xIn)(A + 8xIy) = 0 donc le polynéme Q = [] (X — i) (X + &) est
k=1 k=1 k=1

annulateur de A. De plus, Vk € [1;7], 8k # —8k car Ay = 82 # 0 et V(i,j) € [1;7]% avec i # j, £8; # £8;
car Ay = 87 # 6)-2 = Aj. Ainsi, Q annule A et est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.
5.162|a. Comme la somme des éléments de chaque ligne vaut 1, si on pose U € My,1(R) tel que *U = (1,1,---,1),

alors AU = U donc 1 est valeur propre de A car U # 0.

n
b. Si on considere la k-ieme ligne de 1’égalité AX = X, on trouve ) ak,jxj = Axk. Par inégalité triangulaire,
j=1

n n n
on a x| = [Alxx| = \ > ak,jxj' <3 Jarglhyl < ( 3 ak,j)|xk| — |xk| dont on déduit |A| < 1 car |xk| > 0.
j=1 =1 j=1
n
Si on reprend 1'égalité de la question b. qu’on écrit maintenant (axx — A)xx = > ak,jxj, on ré-utilise
o
n n
l'inégalité triangulaire pour avoir |(axx — A)xk| = Jaxkx — Al [xx| < X |ax| %] < YO Jaxj|[xx| et, en
j=1

=

£k

Z
n
divisant & nouveau par |xi| > 0, on obtient bien la majoration |axx —A| < Y |ax,j| qui localise la valeur

-

#

n
propre A dans le disque fermé D(ay x, k) de centre ay i de rayon v = ) |axj|. Et, puisqu’on ne connait

j=1
j#k

n
pas k a priori, on vient de montrer que Sp(A) C U D(ax,k, k) (théoreme de GERSCHGORIN).
k=1

n
c. On suppose maintenant que [A| = 1. Reprenons encore I'égalité » ay jxj = Axi avec k € [1;n] I'un des
j=1

n n
< 3 Jawglixg] < (X awg ) Ixid = beidl. On
j=1 j=1

n
indices tel que |xi| = ]7\</l.céx [xi|. Alors |[Axx| = |xk| = ‘ D ak,iXj
N ]:]

n
a donc égalité dans cette inégalité triangulaire ’ Y akiXj
j=1

n
< Y Jakjllxjl, ce qui montre que les complexes
j=1
ak,1X7," -+, Ak, nXn Sont positivement liés donc, comme les ay j sont strictement positifs, montre que x1,- - -, xn,

n n
sont positivement liés. Mais on a aussi égalité dans I'inégalité > |axj||xj| < ( > ak,j) |xk| et ceci implique

=1 =1
que les [x],- -, [xn| sont tous égaux (toujours car les ay j sont strictement positifs). Ainsi, on conclut que

X1 = -++ = xn, donc que le vecteur X est proportionnel au vecteur U de a.. On conclut bien que A = 1.

d
5.163] a. Soit A € Sp(M) et P = > aiX* un polynome annulateur de M. Il existe X # 0 € My 1(C) tel
k=0
que MX = AX. On montre par une récurrence simple que Yk € N, M*X = A*X. Ainsi, on peut calculer
d d
0=PM)X = axM*X = Y apA¥X = P(A)X = 0. Comme X # 0, on a forcément P(A) = 0.
k=0

On a re-démontré une propriété du cours : les valeurs propres de M sont des racines de P annulateur de M.
b. Si M est symétrique, M*> + M — I, = 0 donc P = X?> + X — 1 annule M. Or P = (X — «)(X — B) avec
o= _1%\/5 et p = _1%\/5 donc P est scindé a racines simples d’oti, par théoreme, M est diagonalisable.
D’apres la question a., on a Sp(M) C {«,B}. Comme xm est scindé car M est diagonalisable, on a donc
xm = (X —a)P(X —B)Y avec p = mg(M) et ¢ = mp(M) et, d’apres le cours, on a Tr (M) = pa + qp et
det(M) = «PB9. Comme 0 n’est pas valeur propre de M, M est inversible.

De plus, 2Tr (M) = —p —q+ (p — q)v5 = —n + (p — q)+/5. Comme n > 0, si on avait Tr (M) = 0, on aurait
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pP—q#0et 5= Lq’ ce qui montrerait que v/5 est un rationnel : NON !
p—

Par conséquent, Tr (M) # 0 et det(M) # 0 donc Tr (M) x det(M) # 0.

c. Si on ne suppose plus M symétrique, on cherche un polynéome annulateur de degré supérieur. En
transposant, on obtient (*M)2+M = I, donc (I, —M?)2+M —1, = M* —2M? +M =0 et Q = X* —2Xx% +X
annule M. Or Q = X(X = 1)(X2+X—1) = X(X = 1)(X — «)(X — B) qui est & nouveau scindé & racines simples.
Ainsi M est encore diagonalisable.

d. Puisque (*M)? = I,, — M, en passant au déterminant, on a det(*(M?)) = det(M)? = det(I,—M) = xm(1).
Ainsi, det(M) # 0 <= xm (1) # 0 <= (1 n’est pas valeur propre de M).

Ou encore, M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

5.164 |a. Comme f est un endomorphisme de R3, x¢ est de degré 3 donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires

par exemple puisque Um x¢(t) = +oo et lim x¢(t) = —o0, x¢ admet au moins une racine réelle donc f
t——+oo t——o0

admet au moins une valeur propre réelle. D’aprés 'énoncé, X3 —1 = (X — 1)(X — j)(X — j?) est annulateur
de f donc, d’aprés le cours, le spectre de f est inclus dans Uz = {1,j,j?}. On conclut ces deux arguments
en affirmant que 1 est forcément valeur propre de f. On peut méme conclure que Sp(f) = {1} car f est un
endomorphisme d’un R-espace vectoriel.
b. Posons F = Ker(f —id g3) et G = Ker(f2 +f +id g3 ) pour simplifier. Il s’agit de montrer que R3® = F@ G.
Soit x € E,six =y+zavecx € Fet z € G,on a f(x) = f(y)+f(z) = x+f(z) et f2(x) = f2(y)+(z) = y+2(z2).
On somme ces trois relations pour avoir x + f(x) + f2(x) = 3y + (z + f(z) + 2(z)) = 3y car z € G. Ainsi,

_ x+fl)+ 2(x)

3
2 2 3 2

y = x+f(x)3+f (%) ot 5 — x —y, alors x = y + 2, f(y) = f(x) +f (3x)+f (x) _ f(x)+f3(x)+x ~y car
3 =id s donc y € F. De plus, z + f(z) + f2(z) = x —y + f(x) — f(y) + f2(x) — 2 (y) = x + f(x) + f2(x) — 3y
donc z + f(z) + f2(z) = 3y — 3y = O par définition de y. Voici pour 'existence.

et z = x —y. Voici pour 'unicité de la décomposition. Réciproquement, si on pose

On a bien établi que E = F& G.

c. On cherche donc une base B = (vi,v2,v3) de R3 telle f(v1) = v3, f(v2) = vy et f(v3) = v2. Soit a # 0 € F
et b # 0p € G, on pose vi = a+b, vz = f(v1) = a+f(b) et vo = f(v3) = a+ f2(b). Par construction, comme
3 = id g3, on a bien les relations f(v1) = v3, f(v2) = v1 et f(v3) = v2. Reste & voir si (v1,v2,v3) est une base.
Soit (7\1,7\2, }\3) € R3 tel que A1vi+A2v2+Aszvs = O, cela donne ()\1 +7\2+)\3)a—|—()\1 b—‘r}\zf(b)-i-?\gfz(b)) = Og.
Or G est stable par f car f et f2 + f +1id g commutent donc A1b + A2f(b) + A3f%(b) € G. Mais a € Fet F et
G sont en somme directe donc (A7 + A2 +A3) = A1b + A2f(b) + A3f2(b) = O ot A7 + Az + A3 = 0. Ainsi,
A1b +A2f(b) — A1F2(b) — A2f%(b) = O mais f2(b) = —f(b) — b donc —A1f(b) — A2b = 0 (1). Ceci implique
A1 = 0 sinon on aurait f(b) = —%b et b serait un vecteur propre de f ce qui est impossible car seul 1 est

valeur propre de f et b ¢ F. Alors, il reste dans (1) que A2b = 0g donc A, = 0. Enfin, comme A1 = Ay = 0,
0 1 0

on a Az =0. (B = (v1,v2,v3) est bien une base de R® et Mat s(f) = [ 0 0 1

1 0 0

X =3 0

5.165|a. Onaxa = |—1 X —1|=Xx3-3X-3donc, par CAYLEY-HAMILTON, P = X3 —3X—3 est un polynéme
-1 0 X

annulateur de A. Pour n € N, on multiplie A3 — 3A — 313 = 0 par A™ pour avoir A™+3 — 3AMT _3A™ =

et, par linéarité de la trace, uny3 — 3uny1 — 3uny = 0.
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3 0 3
1 3 0

0 3 0
ug = 3uz + 3ug = 18. Soit n > 2 tel que (un,uni1,uni2) € (N*)3, alors uny3 = 3uny1 +3u, € N* car N*

b. ug=Tr (I3) =3, u1 =Tr (A) =0 et A? = donc uz = Tr (A?) =6, uz = 3u; +3up = 9 et

est stable par somme et produit. Par principe de récurrence, on a bien Vn > 2, u,, € N*.

2

)

c. Méthode 1: déja, d’apres b., 1 st bien défini et strictement positifdesquen > 2. Onau, =6>4=2

Un

> 8 =23 us =18 > 16 = 2*. Supposons, pour un entier n > 2, que un > 2™, ungpq = 2™ et

9
Ungz = 2™2 ) alors unys = 3ung1 + 3up > 3201 432" = (% + %)2”3 = %2” > > 2™*3. Par principe

de récurrence (sur trois rangs), Vn > 2,u,, > 2™. On aurait aussi pu montrer par une récurrence similaire

que Vn > 2, un > n?. Ainsi, Vn > 2, . < Ln (ou Vn > 2, 1 < iz) donc la série > . converge par
un 2 up, n n>2 Un
comparaison a une série géométrique (1/2 < 1) (ou de RIEMANN).
Méthode 2 : comme x4 (t) = 3t>—3 = 3(t—1)(t+1), la fonction x A est croissante sur | —oo; —1] et sur [1; +o0[
et décroissante sur [—1;1] avec im XA (t) = —00, xa(=1) = =1, xa(1) = =5, xa(2) = =1, xa(3) =15 et
——0c0
tliT xA(t) = +00. Avec le tableau de variations de xa, on se rend compte que x4 n’admet qu’une seule
—+00

racine réelle a €]2;3[ et, comme x4 est réel, ses deux autres racines sont g et B (deux complexes non réels et
conjugués). Comme x4 est scindé a racines simples dans C[X], la matrice A est diagonalisable dans M3(C)
et semblable & diag(«, B, ). Ainsi, A™ est semblable & diag(«™, g™, B" ) donc u,, = Tr (A™) = «™ +p" 4B .
3
o

Comme BB = 3 par les relations coefficients-racines, on a |B|2 = 2 < % donc |B] < 2. Ainsi, ™ = o(a™)
oo

=n .
et B = o(«™) ce qui montre que u, ~ «™ donc 1 o Ln Y 1 converge car 0 < 1 < 1.
+oo +o0 Up +00 & n>2 Un &

5.166 |a. SiP € C,[X], alors deg(P(1—1X)) = deg(P) (on compose P par un polynéme de degré 1 donc on ne change

pas le degré) d’ott @(P) € Cn[X]. Pour un scalaire A € C et un couple de polynomes (P,Q) € (Cn[X])?,
e(AP+Q) = AP+ Q)(1—1iX) =AP(1 —iX)+ Q(1 —iX) = A@(P) + ¢ (Q) : ¢ est un endomorphisme de Cy[X].

d

b. Soit A € Sp(¢) et Q = Y bpX* un polynéme annulateur de ¢. Il existe P # 0 € Cn[X] tel que
k=0

@(P) = AP. On montre par une récurrence simple que Yk € N, ¢¥(P) = AP. Ainsi, on peut calculer

0=0Q(¢)(P) = kio bre*(P) = kio b AP = Q(A)P = 0. Comme P # 0, on a forcément Q(A) = 0.
]

c. Pour P € C,[X], on calcule d’abord ¢2(P) = ¢(P(1 —iX)) = P(1 —i(1 —iX)) = P(1 —i—X) dont on déduit
e*(P) = ?(P(1—i—X)) =P(1 —i— (1 —i—X)) = P(X). Ainsi, * =id ¢,[x. Par conséquent, ¢ est un
automorphisme de Cn[X] et 9" = @3 : P P(1 —i(1 —i(1 —iX))) = P(—i+ iX). De plus, X* — 1 annule ¢
et X* —1=(X—1)(X+1)(X —1)(X + 1) est scindé & racines simples donc ¢ est diagonalisable.

d. D’apres la question b., les valeurs propres possibles de ¢ sont les racines quatriemes de 'unité : 1, i, —1
et —i. Comme @(X°) = @(1) =1=1X% avec 1 =X° € C,[X], on a 1 € Sp(e).

e. On écrit P = aX + b et on reporte dans la relation ¢(P) = —iP pour avoir I’équivalence suivante :

a(l —iX) +b = —i(aX +b) <= (a quelconque et b = Q

). Ainsi, P =2X+1i—1 (en prenant a = 2 par
exemple) est un vecteur propre de @ associé & la valeur propre —i.

f. e En ce qui concerne la bijectivité de ¢, comme @ est un endomorphisme en dimension finie, il suffit de
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vérifier que ¢ est injective. Soit P € Ker(¢), alors P(1 —iX) = 0. Si P n’était pas le polynéme nul, on aurait
deg(P(1 — iX)) = deg(P) = deg(0) = —oo ce qui est impossible. Ainsi, P = 0 donc Ker(@) = {0} et @ est &
nouveau un automorphisme de Cp[X].

e Pour les valeurs propres de o, il suffit de résoudre le systeme ¢(P) = AP <= P(1 —iX) = AP avec P # 0. En
d

notant a le coefficient dominant de P et d son degré, on a donc (en identifiant les termes en X4) (—1)%a = Aa
d’ot, comme a # 0, (—1)¢ = A ce qui montre que Sp(¢@) C {1, —i,—1,i} = Uy.
e Pour les sous-espaces propres, on cherche un complexe a tel que 1 —iX + a = —i(X + a), ce qui équivaut

da= % Ainsi, @((X + a)¥) = (1 —iX + a)* = (—=1)*(X + a@)* donc (X + a)* est un vecteur propre

associé & la valeur propre (—1)* pour tout k € [0;n]. Comme la famille B = ((X+ a)k)0<k<n est de cardinal

n 4 1, de degrés échelonnés donc libre, B est une base de C,,[X]. Et la matrice de ¢ dans la base B est

diag(1, —i,—-1,1,1,—i,-- -, (=1)™) d’apres ce qui précede.

Adns, dim(E1(0)) = | 24 | aim(E-s(0)) = | 253 | aim(ea(0) = | B2 e aim(i(o) = |21,
5.167 ] a. Soit n € N* et M € My, (K), alors xm (M) = 0 (théoreme de CAYLEY-HAMILTON).
b. A°C = C = CB® et A2C = A(AC) = A(CB) = (AC)B = (CB)B = CB? car on a AC = CB par hypothése.
Par le méme principe et par une récurrence simple, on a Vk € N, A¥C = CB*. Soit P € C[X] qu’on écrit
+00 400 +o00 +o0 +oo
P= Y apXX, alors P(A)C = ( 3 akAk)C = > agA*C = Y axCB* = C( 3 akBk) = CP(B).
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
c. Sion prend P = xa, d’apreés b., on a xa(A)C = Cxa(B) et, comme xa(A) = 0 d’aprés a., on a donc
Cxa(B) = 0. Or la matrice C est non nulle par hypotheése donc cela implique que xa (B) n’est pas inversible ;

-1

en effet, si elle I'était, on aurait Cxa(B)(xa(B))”' = C = 0 ce qui est absurde. Or on peut factoriser

xa = I (X=A)"™® dans C[X] ce qui montre que [ (B — AI,)™ ) = 0. A nouveau, ceci
AESP(A) AESP(A)
implique qu’il existe A € Sp(A) tel que B — Al,, n’est pas inversible. Or AL, — B non inversible se traduit par

det(Alp, — B) = xp(A) = 0 donc A est & la fois une valeur propre de A et de B.

d. Soit A € Sp(A)NSp(B). On sait que Sp(*B) = Sp(B) donc il existe deux vecteurs colonnes X et Y non nuls
dans My 1(C) tels que AX = AX et *BY = AY. Posons C = X'Y € M, (C), alors AC = AX'Y = (AX)'Y = AX'Y
et CB = X'YB = X(*Y'B) = X*(*BY) = X*(AY) = AX'Y donc AC = CB. Or, en notant X = (xi)1<i<n €t
Y = (yj)igign, il existe ig € [1;n] et jo € [1;n] tels que xi, # 0 et yj, # 0 par hypothese. Ainsi, si
C = (c1,j)1<i,j<n, O @ ¢qj = xiy; donc ciy,j, = XiyYj, # O et la matrice C n’est donc pas nulle.

a. fa va bien de My, (R) dans M, (R) par propriété du produit matriciel et fo est bien linéaire par
distributivité de x par rapport & + dans Mn(R) : fA(AM +M’) = AAM + M) = AAM + AM' = Afa (M) +
fa(M')siA € Ret (M,M’) € M,,(R)%. Ainsi fa est un endomorphisme de M, (R).

b. e Si A% = A, alors f3 (M) = fa(fa(M)) = fa(AM) = A(AM) = (AA)M = A’M = AM = fa (M) pour
M € My (R), donc f3 = fa et fa est bien un projecteur de My (R).
e Si fa est un projecteur de My (R), alors f4 = fa donc, en particulier, 3 (In) = fa(In) ou encore A% = A.

Par double implication, A? = A si et seulement si fo est un projecteur de M, (R).

d
c. Par une récurrence facile, on montre que Yk € N, YM € M, (R), f5 (M) = A*M. SiP = > arxX* € R[X],
k=0
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d d
axfX donc YM € Mn(R), P(fA)(M) = 3 axA*M = P(A)M.
k=0 k=0

alors P(fa) =

e Si P est annulateur de A, la relation précédente montre que P(fa) = 0 don P est aussi annulateur de fa.
e Si P est annulateur de fa, alors YM € My (R), P(A)M d’apres ce qui précede donc, en particulier en
prenant M = I,;, on a P(A) = 0 donc P est aussi annulateur de A.

Par conséquent, A et fo ont les mémes polynémes annulateurs. Comme A (ou fa) est diagonalisable si
et seulement §’il existe un polyndéme annulateur de A scindé a racines simples : A est diagonalisable si et
seulement si fo est diagonalisable.

d. e Si X € My, 1(R) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors AX = AX. Construisons
par exemple la matrice M € M;, (R) dont toutes les colonnes sont égales a X, alors fa(M) = AM = AM par
calcul matriciel donc, comme # 0 car X # 0, M est un vecteur propre de fa associé a la valeur propre A.

e Si M € My, 1(R) est un vecteur propre de fa associé a la valeur propre A, alors fo(M) = AM = AM.
Comme M # 0, il existe au moins une colonne, disons la colonne Cj, qui est non nulle. Comme AM = AM,
on en déduit que ACj = AC; donc C; est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

e. La question précédente montre par double inclusion que Sp(A) = Sp(fa).

a. Soit A € Sp(A), alors il existe X # 0 dans C™ tel que AX = AX. On montre par une récurrence simple
que Vk € N, AKX = AKX, Ainsi, (A3 —A2+A—1,)X = 0.X =0 = (A3 =A% +A—1)X ce qui permet de conclure
que P(A) = 0 car X # 0 par hypothese. Les valeurs propres de A sont bien racines de P = X3 — X? + X — 1.
b. Comme P = (X —1)(X? +1) = (X = 1)(X —i)(X +1), Spc(A) C {1, —i,i}. Comme P est scindé dans C[X],
on sait que det(A) = 1M1 (A)(—{)m-i(A){mi(A) " Or, comme A est une matrice réelle et que —i = i, on sait
que m_;(A) = mi(A) car xa € R[X]. Ainsi, det(A) = ((—1) x i)™ = 1mi(A) =1,
c. De méme, Tr (A) = mq(A) + (—i)mi(A) + imi(A) = my(A) est bien un entier. On peut étre plus précis,
puisque n = mj(A) + 2my(A) et que 0 < my(A) < %, onaTr (A)e{n,n—2,n—4,...,.n—2[n/2]}.

5.170] a. Soit A € R et (x,y) € E2, f(Ax +y) = £(a)(M\x +y) — ¢(Ax + y)a par définition donc, par linéarité de ¢,
f(Ax +y) = M(a)x + L(a)y — M(x)a — l(y)a = Al(a)x — &(x)a) + (L(a)y — L(y)a) = M(x) + f(y). Ainsi, f est
un endomorphisme de E. f(a) = €(a)a — €(a)a = O¢.

{(x)

b. Soit x € E tel que f(x) = 0g = £(a)x — £(x)a. Comme {(a) # 0 par hypothese, on obtient x = @a donc

x € Vect(a). On vient de montrer que Ker(f) C Vect(a). Comme f(a) = Og d’apreés a., on a aussi a € Ker(f)

donc Vect(a) C Ker(f). Par double inclusion, on a donc Ker(f) = Vect(a).

c. Six € Ker(t), f(x) = €(a)x donc x € Eg(q)(f). Réciproquement, si f(x) = €(a)x, alors —{(x)a = O
mais, comme a # O car {(a) # 0, cela montre que {(x) = 0 donc que x € Ker(¢). Par double inclusion,

E¢(q)(f) = Ker(¢). Comme ¢ est une forme linéaire non nulle, Ker(¢) est un hyperplan de E. Comme a ¢ Ker(¢),
Vect(a) = Eo(f) et Ker(f) = Eg(q)(f) sont supplémentaires dans E. Ainsi, Sp(f) = {0,€(a)}.

d. Comme E = Eq(f) @ Eg(q)(f) donc f est diagonalisable par définition.

e. Soit x € Ker((), alors £(x) = 0 donc f(x) = £(a)x = Og par hypothese. Ainsi, f(Ker(¢)) = {0g}. Soit x € E,
2(x) = f(f(x)) = f(—L(x)a) = —L(x)f(a) = Og. Ainsi, > = 0 donc P = X? est un polynéme annulateur de f.

f. Par conséquent, comme les valeurs propres de f sont racines de n’importe quel polynoéme annulateur de f,
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Sp(f) C {0} donc Sp(f) = {0} car tout vecteur de Ker(¢) est dans Ker(f). Si f était diagonalisable, on aurait
E = Eo(f) = Ker(f) ce qui est faux puisque Ker(f) = Vect(a) d’aprés b.. Ainsi, f n’est pas diagonalisable.

5.171 | Méthode 1 : posons un, = xn +Yn +2zn, Unt1 = %un. Posons aussi vi; = xn, —yn et wy = xn, —z, de sorte

n
que vny1 = —%vn et wni1 = —%zn. On connait les suites géométriques et on a donc Vn € N u, = (g) Uo,
n n
Vn = ( — %) vo et wn = ( — Al‘) wp. Or on inverse facilement le systeme pour avoir x,, = w,
Yn = Un 2‘;“ T Wn o Zn =40 TV — ZW“. On traite donc trois cas selon wgp = xo +yo + 20 :
eSiuy>0, lim up=400, Uim vp= Um z,=0donc lUim x, = UWm yn= lUm z, = 4oc.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—+oo n—-+oo n—-+oo
eSiuy<0, lim up=-00, Uim vp= Um z,=0donc lim x,= lm yp,= lm z, = —o0.
n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo
eSiupy=0, lim uy =0, lim v,= lim z, =0donc lim x, = Um yp= Um z, =0.
n—-4oo n—-4o0o n—-4oo n—-4oo n—-4oo n—-4oo
1 2 2
Méthode 2 : on pose A = 411 2 1 2| et Uy le vecteur colonne tel que YU, = (xn Yn zn) on a Xni1 = AXp
2 21
9 8 8
Par une récurrence simple, on a Vn € N, X,, = A™X,. Comme A% = 1]76 8 9 8] =A+ %137 le
8§ 8 9
polynéme X% — X — % annule A or P = X% — X — % = (X — ASI) (X + }1) est scindé a racines simples donc A

est diagonalisable. De plus, en effectuant la division euclidienne X™ = QP + R, avec R, = an X+ by, on a
(" 3 enes (41) g o anan = 3 (1)) - 1) (D)
4 4 " 4 4 " " 3\\4 4 T e\\4 4) )

Comme Xn = (anA + bnl3)Xo, on a xn = <2 (xo + 2o + 220) + bnxo, Yyn = <(2x0 + Yo + 220) + buyo
n n
et zn = a4—”(2xo + 2yo + 20) + bnzo donc, apres calculs, x, = w;d‘_—zo (g) + ZXLgO;ZO< - 1;) ,

_ x0+Yo+20 (5)“ —Xo—l—Zyo—Zo(il)n t _ X0 Yo +2o (ﬁ)n —Xo—go—FZZo(il)n t
Un 3 a) 3 g) 3 a) 3 4) ©
on conclut avec la méme discussion selon le signe de xo + yo + zo-
5.172 | Par hypothese, P = XP — 1 est annulateur de A. Comme P admet pour racines les p racines p-iemes de
2ik7 2im

I'unité qui s’écrivent wy = w* =e 2P (avec w = e 2P ), on peut en conclure que A est diagonalisable dans
p—1
Mn(C) car le polynéme P = [] (X — wx) est scindé a racines simples et annulateur de A.
k=0
A o --- 0 ap
-1 T aj
5.173) a. Pour A € C, par définition, on a PA) = | o -, "-. . Dans ce déterminant, on
T :
o - 0 =1 A+an_1
effectue 'opération de GAUSS (transvection qui ne modifie par le déterminant) Ly +— Ly +ALy+-- N
n—1
0 0 -+ 0 A+ > apAk 1A 0 - 0
k=0 .
. . 0
. -1 A . : aj 1 n-1 "
pour avoir P(A) = ] = (=" ()\n—|— > axA )
0 k=0
. . : . . A
: : <A : 0 oo -ov 0 -1
0 -+ 0 —1  Atan
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n—1 n—1
en développant selon la premiere ligne. Ainsi, P(A) = (—1)"*! (7\“ + > ak)\k)(—1)“’1 =AT+ 3wk
k=0 =

k=0
n—1

Ainsi, comme ceci est vrai pour tout A € C, P = X™ + > apX* (A est la matrice compagnon de P).
k=0

b. Comme le polynome P est scindé sur C car C est algébriquement clos, la matrice C est trigonalisable dans

Mn (C) donc il existe une matrice inversible U € GL, (C) et une matrice triangulaire supérieure de la forme

A kooeee ok
0 A . . _
T= 2 telles que C = UTU™'. Par conséquent, on a classiquement C* = UTKU™! et,
: L %
0 -+ 0 An
comme CE et T sont semblables, les polynémes caractéristiques de ces deux matrices sont égaux. Or, comme
A] * e *
" 0 Ak . . n X e
Tk = , il est clair que xtx = P = [[ (X —A{). De plus, par stabilité de Z par somme
: . s i=1
0 --- 0 Ak

et produit et par définition du produit matriciel, on montre par récurrence que Vk € N, C* € M,,(Z). Ainsi,
comme le déterminant ne fait lui aussi intervenir que des sommes et des produits, il est clair que xcx € Z[X].
Enfin, on a bien montré que Py € Z[X] (il est & coefficients entiers relatifs).

Analyse : soit E un tel sous-espace tel que E \ GL,,(C) = {0}. Distinguons selon la dimension d = dim(E).
sid=0, onat={0}.

sid=1, alors E = Vect(A) est une droite avec A # 0 et, comme E \ GL,(C) = {0}, on a forcément A
inversible sinon A # 0 appartiendrait & E \ GL,(C) contredisant ’hypothese.

si d > 2, E contient au moins un plan F = Vect(C,D) avec (C,D) libre. Comme avant, les matrices non
nulles C et D sont forcément inversibles puisque sinon I'une d’entre elles ferait partie de E\ GL,(C)
contredisant ’hypothese. Soit A € C et A = AC — D, det(A) = det(AC — D) = det(C(Al,, — C~'D))
donc det(A) = det(C)det(Al, — C™'D) = det(C)xm(A) ot M = C~'D. Or le polynome xp est
scindé dans C[X] par le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS car deg(xm) = n > 1, il existe donc
Ao € C tel que xm(Ap) = 0 ce qui montre que la matrice A = AgC — D n’est pas inversible puisque
det(Ap) = 0. Ainsi, Ao & GLn(C), Ap # 0 car (C,D) est libre et Ap € Vect(C,D) C E ce qui prouve
que Ap € E\ GL,(C) et on a une contradiction.

Synthese : réciproquement, E = {0} ou E = Vect(A) avec A inversible vérifient la condition E\ GL,(C) = {0}

car si M = aA avec « # 0, on a det(M) = det(xA) = a™det(A) # 0 donc M € GL,(C).

Par double implication, les seuls sous-espaces E de My, (R) tel que E\ GL,,(C) = {0} sont le sous-espace {0}

réduit au vecteur nul (de dimension 0) ou toutes les droites Vect(A) avec A inversible (de dimension 1).

La situation est différente sur le corps R, il peut y avoir des plans de matrices ou seule la matrice nulle est

0 I ), alors dim(E) =2 et,siM € E

non inversible. Par exemple, si n =2 et E = Vect(I2,R) avec R = (1 0

et M #£0,onaM=xl+yR= (X _xy> avec (x,y) # (0,0) et det(M) = x? +y? > 0 donc M € GLz(R).

Y
2p
5.175) a. e Si n est pair, en notant 2p = deg(P) et P = > axX* avec azp # 0, on a P(x) ~ azpx?P donc
k=0 X—>00
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XL}?OOP(X) =4oosiayy >0et XE?OOP(X) = —o0 si azp < 0. Supposons azp > 0 (le cas azp < 0 se traite en

remplacant P par —P) de sorte que xEEoo P(x) = +o0o. Par définition de la limite, pour ¢ = 1 par exemple, il

existe a < 0 tel que Vx < a, P(x) > 1 et il existe b > 0 tel que Vx > b, P(x) > 1. Comme P est continue sur le

segment [a;b], elle y est bornée et y atteint sa borné inférieure m = l\/[lirt} P(x). En posant ¢ = Min(1,m),
xe|a;

on a Vx € R, P(x) > ¢ puisque P(x) > 1 > ¢ si x €] —o0;a] U [b;+oo[ et P(x) = m > ¢ si x € [a;b]. Ainsi,

P(R) C [c; +00[ donc P n’est pas surjective de R dans R.

2p+1
e Sin est impair, en notant 2p+1 = deg(P) et P = > axX* avec azp11 # 0, on a P(x) ~ azp1x?PH! ce
k=0 x—Fo0
i lim P(x) = t lim P(x) = —oosi Oet lim P(x)=—ocoet lim P(x)=
qui prouve que _lim (x) =4oce m (x) cosiazp1 >0et Um (x) coet lim (x) = +o0

si azp41 < 0. Supposons que azpy1 > 0 ('autre cas est symétrique), soit x € R, il existe (a,b) € R? tels

que Yy < a, P(y) <x—1 (car Um P(x) =+o00) et Vy = b, P(y) 2x+1 (car lim P(x) = —o0). Comme
X—+00 X——00

P(a) < x < P(b), par le théoréeme des valeurs intermédiaires, 3z € R tel que P(z) = x. Ainsi, P est surjective.

Par conséquent, P est surjective de R dans R si et seulement son degré est impair.

b. Si deg(P) < 0, P est constant donc P n’est pas injectif. Supposons maintenant P non constant donc

deg(P’) > 0, c’est-d-dire P’ # 0. Comme P est continue sur un intervalle, on sait d’apres le cours que

P est injective si et seulement si P est strictement monotone. Décomposons le polynéme P’ en produit de

T S t
polynomes irréductibles de R[X] en écrivant P = A [T (X— o )2™< [T (X—=Bx)2™ +! [T (X2 +arX+by)P* o
k=1 k=1

k=1
A#£0, (r,s,t) € N3, a1, -, ar sont les racines réelles de P’ de multiplicités paires 2my,---,2ms, B1,-- -, Bs
les racines réelles de P’ de multiplicités impaires et X2 +a1X+by,- -, X* 4+ a X+ by les diviseurs irréductibles

de degré 2 (avec ay, by réels et aZ —4by < 0). Si on avait s > 1, alors P’ changerait de signe au voisinage de
B1, ce qui contredirait la monotonie de P’. Réciproquement, si s = 0, P’ est du signe de A # 0 sur R et ne
s’annule qu’en des points isolés (pas sur un vrai intervalle), et ceci montre que P est bien injective sur R.
Par conséquent, P est injective sur R si et seulement si P’ n’a aucune racine réelle de multiplicité impaire.
c. Soit P € R[X] tel que deg(P) > 2. Traitons plusieurs cas :

e si P admet deux racines réelles distinctes « et B, alors P = (X — a)(X — B)Q avec Q € R[X], et on a

donc P(A) = f(A) =f(B) = P(B) =0si A = aly et B = BI,. Comme A # B, f n’est pas injective.

e si P admet une racine double réelle «, alors P = (X—«)?Q avec Q € R[X],si A = al; et B = I +E; 2

on aP(A)=f(A)=f(B) =P(B) =0 car E%,z = 0. Comme A # B, f n’est pas injective.

e si P admet une racine complexe non réelle z = z; + iz (avec z3 # 0), donc que P = (X? 4+ aX +b)Q

avec (a,b) € R? tel que a? —4b < 0 et Q € R[X] et z2 + az+ b = 0, en posant A = <Z1 —le)
2z

22

1 2221%) donc A2 + aA + bl = 0 car

(analogue des matrices de rotations), on a A% =
221z  z7 — 25

z12 — z% + 2iz1z2 + az; + iaz; + b = 0. De méme, B2+ aB+bl, =05siB = ( Z; zz) Ainsi,
—z2 21
P(A) = f(A) = f(B) = P(B) = 0 et, comme A # B, f n’est pas injective.

Comme tout polynéme de R[X] de degré supérieur ou égal a 2 est de 'une des trois formes précédentes, on

82



en déduit que si deg(P) > 2, 'application f : M(R) — M2 (R) définie par f(M) = P(M) n’est pas injective.
d. A faire.
5.176 ] a. Comme xa € C[X] est scindé d’apres le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, on sait que A est trigonal-

isable et semblable & D = diag(A1,---,A1, -, Ap, -+, Ap) ot chaque valeur propre A; est répétée ny fois si

n; est la multiplicité de A; dans le polynome xa. Pour k € N, la matrice A¥ est semblable & la matrice

P P . A\ Kk P X A\ K
D* donc Tr (AX) = Y niAk = m)\‘f(l + > &(L) ) Par hypothese, lim (1 + > L(h) ) =1 car
i=1 i—2 A1 k—+o00 i—2 M M

_ Py K
Vi € [2;p], Al 21 done Jko € N, Vk = ko, | D, h(;\\—‘) ‘ < % ce qui prouve que Vk > ko, Tr (A¥) # 0.
1 i=2 1 \Aq
Tr (AR o
Alors, pour k > ko, tx = ————~< est bien défini.
, P 0, Lk Tr (Ak)
k k “17‘11<+1
On a méme Tr (A*) ~ njAT donc ty ~ = A1 ce qui prouve que Um tx = Aj.
n a méme Tr ( )+Oon1 i done tie ~ T117\11< 1 ce qui prouve qu k—}Too " 1

1 0

0 —1 ) Il est clair que Sp(A) = {—1,1} avec A2* =1, et

b. Prenons par exemple n = p = 2 avec A = (

AZKtT = A Ainsi, comme Tr (A) =0, on ne peut pas définir t si k est impair.

Cela vient du fait que, dans ce cas particulier, [A1| = |1 =1=| = 1| = |Az|.
X—=1 0 0
X-3 -1 3
c. Onaxa=| 2 X-3 -1 |=(X=1)|", X1 =(X=N[X=-3)(X+1)—4] = (X—1)
4 4 X4
0 0 0
donc Sp(A) = {1} et on n’est pas dans le cas de la question a.. Comme A—I3=| -2 2 1 |,ona
4 —4 -2

rang (A —I3) = 1 donc dim(Ker (A —I3)) = 2 d’apres la formule du rang et, clairement, E1(A) = Vect(vy,v2)
en posant vi = (1,1,0) et v = (0,1,—2). Comme Ej(A) # C3, A n’est pas diagonalisable mais elle est
trigonalisable car xa est scindé (dans R[X] et dans C[X]). Cherchons un vecteur vz tel que Avz = vy + v3,
ou encore (A — I3)vz = v, et on constate sur la troisieme colonne de la matrice ci-dessus que vz = (0,0,1)
convient. Comme vz ¢ Ej(A) = Vect(vy,v2), on a (vi,v2,v3) libre donc B = (v1,v2,v3) est une base de

C3 et, par construction, Mat 3 (f) = T si f est I’endomorphisme canoniquement associé a A. Par formule de

1 0 O
changement de base, avecP= | 1 1 0 | la matrice de passage de la base canonique & B, on a A = PTP~!
0 -2 1

donc A et T sont semblables.

k k .
d. Comme T = I3 +E2 3 et I3E2 3 = E2 313, par le bindme de NEWTON, on aTk = (13+E2,3)k = Z (> 12',3.

i=0 \1
Mais E3 3 = 0 donc T = I3 + kEz 3. Comme A* = PT*P~' on a A* = P(I3 + kEz 3)P™' = I3 + kPE; 3P~
Kk
Mais E; 3 = T — I3 donc PE; 3P~ = P(T —13)P~! = A — I3, ce qui montre que kliT AL _ A I3 car on
— 400

a A7k _ Ig—i—k(A—Ig)
k k
sachant que les matrices I3 et A — I3 commutent et que A — I3 est nilpotente d’indice 2.

5.177]a. Si P € R[X], par composition, P(X+ 1) est aussi un polynéme réel. De plus, si (P, Q) € (R[X])? et A € R,

=A—13+ If On pouvait directement effectuer le binéme avec A = I3 + (A — I3)

alors fAP + Q) = (AP + Q)(X + 1) = AP(X + 1) + Q(X + 1) = Af(P) 4+ f(Q) donc f est linéaire. Ainsi, f est

bien un endomorphisme de R[X].
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b. Comme g = f —id g[x], g est aussi un endomorphisme de R[X.

e Soit P € Ker(g), alors P(X 4 1) = P(X), si P admet une racine complexe «, alors P(«) =0 = P(« + 1) donc
a+ 1 est aussi racine et, par une récurrence aisée, Yn € N, a+n est racine de P ce qui donnerait une infinité
de racines pour P. NON ! Ainsi, P n’admet pas de racine complexe ce qui impose que P est constant d’apres
D’ALEMBERT-GAUSS. Réciproquement, si P = A € Ro[X], f(P) = P donc g(P) =0 et P € Ker(g).

e Soit Q #0 € R[X] et n = deg(Q) € N, si P € R[X], les termes de plus haut degré de P(X + 1) et P(X) sont
les mémes donc deg(g(P)) < deg(P). Ainsi, 'application gn : Rny1[X] = R, [X] définie par gn (P) = g(P) est
bien définie et elle est linéaire par linéarité de g. D’apres la formule du rang, rang (g ) +dim(Ker(gn)) = n+2.
Or Ker(gn) = Ker(g) N Ry4+1[X] = Ro[X] donc rang (gn) = n + 1 ce qui montre que gn est surjective. Ainsi,
il existe un polynéme P € Ry, 41[X] tel que gn(P) = g(P) = Q. On peut donc conclure & la surjectivité de g.
Au final, on a Ker(g) = Ro[X] et Im (g) = R[X].

c. Puisque g est surjective, g* est aussi surjective donc Im (g*) = R[X].

Pour les noyaux itérés, on effectue une récurrence sur k. Soit k € N*, supposons que Ker(g*) = Ry_1[X].
Soit P € Ry[X], on a déja vu que deg(g(P)) < deg(P) donc g(P) € Ryx_1[X], ce qui, par hypothese de

récurrence, montre que g(P) € Ker(g*), donc que P € Ker(g**t'). Réciproquement, soit P € Ker(g*t"), ceci
d

s’écrit aussi g*(g(P)) = 0 donc g(P) € Ker(g¥) = Ry_1[X]. Si P non constant, en écrivant P = > a;X*
i=0
d .4 . -
avec deg(P) = d > 1 donc ag £ 0, g(P) = PX+ 1) — P(X) = 3" ai(X+ 1) — 3" aiXi = 3 a (z (> )
i=0 i=0 i=0 =0

par le bindme de NEWTON donc g(P) est de degré d — 1 avec un terme en X4~! qui est dag 75 Ainsi,

deg(g(P)) < k—1 montre que deg(P) < k ou encore que P € Ry [X]. Par double inclusion, Ker(gc+!) = Ry[X].

Par principe de récurrence, pour tout k € N*, Ker(g*) = Ry._1[X].
_ i .
d. Puisque Vj € [o;n], f(X)) = (X+1) = > ( )X1 onaA= ((]>> . Comme A est triangulaire
o 0<ij<n

k
supérieure avec des 1 = ) sur la diagonale, on a det(A) = 1. Ainsi, Sp(A) = {1}. Si A était diagonalisable,
elle serait semblable a la matrice diagonale n’ayant que des 1 sur la diagonale, c’est-a-dire I, 1, on aurait
donc A = I 4+1 ce qui est faux puisque n > 1. Par conséquent, A n’est pas diagonalisable.

e. Comme B = A*A, B~ = (*A)"TA"T =t(A~1)A~". Oron a clairement ' : P — P(X—1) donc A~ est la

. . ; o . T _ it [
matrice de la famille ((X—1)) . écrite dans la base canonique, ¢’est-a-dire A~ = ( —1)' )
(( ) )og;gn que, (=1) i)/ o0<ij<n

Mu.

car (X — 1) = (—1)-t (]>Xi et (1)t = (=1))*tt SiB~! = (Ci»i)o<1j<n’ par définition du produit

M:g

matriciel ¢i; =
0 k

. . . :i' . . 3 ) . .
ne considérer que le cas i < j, cij = E )1+2k+]( ) <]> =)y (l) ( J ) = (=1 (l—!_))
k k=0 \k/ \J —k j

d’apres la formule de VANDERMONDE qul se montre en identifiant le terme en X, par le bindbme de NEWTON,

=~
I

(— 1)1+k( ) 1)kH <)> Comme B et B~! sont symétriques, on peut se contenter de
(=

:l.+j . . i X i . i . j .
dans la relation Y <1+)>Xk (X+1)1+]:(X+1)1(X+1)’:( > (1>Xk‘)( > (]>sz>.
k=0 \ Kk ki=0 \K1 ko=0 \K1

Questions de cours :

e Soit X une variable aléatoire réelle positive admettant une espérance finie et ¢ > 0, alors l'inégalité
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de MARKOV annonce que P(X > ¢) < M
€

e Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre 2 et ¢ > 0, alors 'inégalité de

BIENAYME-TCHEBYCHEV est P(|X — E(X)| > ¢) < V(ZX).
€

e Soit E un espace euclidien et 1 un endomorphisme symétrique de E, alors x,, est scindé dans R[X] et il

existe une base orthonormale de E formée par des vecteurs propres de u, en particulier ’endomorphisme

u est diagonalisable.
5.178 ) a. L’endomorphisme nul de M, (R) est clairement dans C car 0 =0".

Soit (f1,f2) € C2 et (A1,7A2) € R2, alors on a A1f; + A2fy € C car pour toute matrice M € Mn(R),
(Arf1 +A2F2)(MT) = M (MT) 4+ A2f2(MT) = A1 (M) T + A2f2(M)T = (A1 + A2f2)(M)T. Ainsi, C est un
sous-espace vectoriel de £ (M, (R)) donc est lui-méme un espace vectoriel.

b. (=) Soit f € C. Soit M € S, (R), alors f(M) = f(MT) = f(M)T car f € C donc f(M) est symétrique.
Soit M € S, (R), alors f(A) = f(—=AT) = —f(AT) = —f(A)T car f € C donc f(A) est antisymétrique.

Ainsi, S (R) et A, (R) sont stables par f.

(<) Si f € L(Mn(R)) est tel que Sn(R) et Ay (R) sont stables par f, soit une matrice M € My (R) qu’on
M-—M'
2
f(MT) = f((S+A)T) = (S — A) = £(S) — f(A) et, comme f(S) = f(S)T car f(S) symétrique et f(A)T = —f(A)

car f(A) antisymétrique, on a f(MT) = £(S)T +f(A)T = (f(S)+f(A))T = f(M)T par linéarité de la transposée.

. _ _ M+MT _ oo
décompose M = S + A avec S = BT € Sn(R) et A = € An(R), comme f est linéaire,

Par double implication, f € C si et seulement si Sy (R) et A, (R) sont stables par f.

nn+1) nn—1)
2

c. On a dim(Sx(R)) = et dim(An(R)) = . Soit une base B adaptée & la décomposition

u o
Mn(R) = S (R)BAn(R), alors f € C <= (a(u,v) € Mnst) (R) X Mot (R), Mat 5 (f) = ( ) V) )
2 2
d’apres la question précédente et la traduction matricielle de ces stabilités. On peut prendre par exemple

B=(Ei,1,EnmE1 2+ B2, Encin +Enn—1,E12 —E21,- -, Encin + Enn_1). On a donc défini

2
précede montre que @ est un isomorphisme donc dim(C) = dim (M n(nt1) (R)) +dim (Mn(n,U (R)) et on
2 2

a donc dim(C) = (w)z n (n(nz— 1))2 _ nz(ni +1)

une application @ : My m41) (R) X Mpym_1) (R) = C par ¢(U,V) = f tel que Mat 3(f) = (l(;l 3) Ce qui
2

d. Soit n > 2 et f € C 'endomorphisme de M, (R) tel que Mat 5(f) = Eq 2, c’est-a-dire f = ¢ ' (E7,2). On
a f2 = 0 alors que f # 0, comme 0 est la seule valeur propre de f, on a xf = X™ mais rang (f) = 1 donc

dim(Eo(f)) = n? — 1 < n? donc f n'est pas diagonalisable.
X—=1 -3 0

5.179 ]a. Apres calculs,onaxa =| —3 X+2 1 | =(X=1)(X=3)(X+4) donc Sp(A) = {—4,1,3}. Comme
0 1 X —=1

XA est scindé & racines simples, A est diagonalisable et K3 = Ej(A) ® E3(A) @ E_4(A). On peut aussi dire

que A est symétrique et réelle donc, d’apreés le théoréme spectral, A est diagonalisable dans M3(R), donc a
fortiori dans M3(C). De plus, si K = R, toujours avec le théoréme spectral, les sous-espaces propres de A

sont des supplémentaires orthogonaux dans R3.
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On résout les trois systémes AX = X, AX = 3X et AX = —4X avec X € M3,1(K) pour trouver les trois droites
propres Ej(A) = Vect(vy), E3(A) = Vect(va) et E_4(A) = Vect(v3) avec vi = (1,0,3), vo = (3,2,-1) et

v3 = (3,—5,—1) (on constate que ces vecteurs sont bien orthogonaux dans R3). On a donc diagonalisé A en

1 3 3 10 0
A=PDP lavecP=|0 2 —5]|etD=|[0 3 0 | parformule de changement de base.
3 -1 -1 0 0 —4

Méthode 1: F = {0} et F = K3 sont clairement des sous-espaces de R3 stables par A et il n’y a pas d’autres
sous-espaces de R? de dimension 0 ou 3. On sait que les droites stables sont celles qui sont engendrées par
des vecteurs donc il y a trois droites stables : F = E1(Af) ou F = E3(Afr) ou F = E_4(Af). Comme, A est
symétrique, les orthogonaux des sous-espaces stables par A le sont aussi. Ainsi, il existe exactement trois
plans stables qui sont F = Eq(Af)t ou F = E3(Af)* ou F = E_4(Af)?, cest-a-dire F = E3(A) @ E_4(A),
F=E1(A) ®E_4(A) ou F = E;(A) ® E3(A).
Méthode 2: Soit F un sous-espace de K3 stable par A, alors A induit sur F un endomorphisme qu’on sait
étre diagonalisable d’apres le cours. On sait aussi que xa, divise xa. Traitons alors plusieurs cas :
e si dim(F) = 0, alors F = {0}.
e si dim(F) = 1, alors on ne peut avoir que xa, = X —1 ou xa;, = X —3 ou xa, = X + 4 car
deg(xa;) = 1. Comme Ar est diagonalisable, F est la somme de ses sous-espaces propres et on a donc
F=Ei(Ar) ou F = E3(Af) ou F = E_4(Af). Mais, par exemple si xa, = X — 1, 1 est valeur propre de
Ar donc vy € Fet on a F = Vect(vy) = E1(A). Ainsi, on a F=E;(A) ou F=E3(A) ou F=E_4(A).
e si dim(F) = 2, alors on ne peut avoir que xa, = (X — 1)(X —3) ou xa;, = (X —=1)(X +4) ou
XAr = (X—3)(X+4) car deg(xa;) = 2. Ar est diagonalisable donc F est la somme de ses sous-espaces
propres et on a donc F = E1(A) @ E3(A) (car vq et v, sont forcément dans F puisque 1 et 3 sont valeurs
propres de Ap) ou F=E{(A) @ E_4(A) (idem vy et v3 sont dans F) ou F = E3(A) @ E_4(A).
e si dim(F) = 3, alors F = K3.
La méthode 1 utilise la propriété de symétrie de A (mais seulement dans R3) alors que la méthode 2 est plus
générale pour trouver les sous-espaces stables par un endomorphisme (ou une matrice).
Réciproquement, ces huit sous-espaces de K3 sont stables par A car ils possedent tous une base de vecteurs
propres de A. Il existe donc exactement 8 sous-espaces de K3 stables par A.
b. La matrice 0 appartient & C(A) donc C(A) # 0 et C(A) € M3(R). Si (M,N) € C(A)? et A € R, alors
A(AM +N) = AAM + AN = AMA + NA = (AM + N)A donc AM + N € C(A). Ainsi, C(A) est un sous-espace
vectoriel de M3(R) donc lui-méme un espace vectoriel.
De plus, A(MN) = (AM)N = (MA)N = M(AN) = M(NA) = (MN)A par associativité du produit matriciel
donc C(A) est aussi stable par produit. Comme I3 € C(A), C(A) est une sous-algebre de lalgébre M3(R).
Méthode 1 : Soit M € M3(K) et N = P"TMP, alors M € C(A) <= AM = MA ce qui donne en remplacant
M € C(A) <= PDP~'PNP~! = PNP~'PDP~! <= DN = ND. Si on effectue les calculs ND et DN et qu’on

identifie, on trouve sans peine que M € C(A) <= N est diagonale.
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Méthode 2 : Si M € C(A), les sous-espaces propres de A sont stables par M, ce qui prouve que l'on a

Mvy € Vect(v), Mvy € Vect(v2) et Mvs € Vect(v3) donc il existe (a1, a2, a3) € K3 tel que Mvy = aqvi,

Mvy = apvy et Mvy = azvs. Ainsi, en notant u ’endomorphisme canoniquement associé a M et que
o O 0

B = (v1,v2,v3), comme N = Mat 5 (u) = diag(a; o2 a3),onaM=P| 0 o« 0 |P L
0 0 a3

Comme ¢ : U+ PUP~! est clairement un automorphisme de M3(C) et que la dimension du sous-espace des
matrices diagonales vaut 3, alors dim(C(A)) = 3.

c. Si M € M3(R) vérifie M2 = A, alors MA = M3 = AM donc M € C(A). Ainsi, M = PD'P~! avec
D’ € M3(R) diagonale. Or M? = A équivaut & D> = D ce qui est impossible car —4 < 0 ne peut étre le carré

d'un réel. Par contre, pour le cas complexe, si M € M3(R) vérifie M2 = A, alors MA = M3 = AM donc
M € C(A). Ainsi, M = PD’P~! avec D’ € M3(C) diagonale. Or M? = A équivaut & D'? = D et, en écrivant
D’ = diag(« B v), D’?> = D implique «? =1, B% =3 et y?> = —4 et on a donc 8 matrices D’ qui conviennent,

ce sont les D’ = diag(£1 ++/3 £2i). , il existe exactement huit matrices complexes qui vérifient M? = A,
ce sont les matrices M = Pdiag(+1 ++/3 £2i)P~ "

5.180) a. Si A est diagonalisable, en notant Sp(A) = {A1,---,A+}, il existe une matrice inversible P € GL,(R)

et une matrice diagonale D = diag(?u,--~,}\1,~--,7\n,~--,7\n) € Mn(R) telles que A = PDP~'. Alors on
a classiquement A3 = PD3P~! donc B = PD3P~! + PDP~! + PP~! = P(D3 + D + 1,,)P™! et la matrice
D' =D?+ D +In = diag(f(A1),- -+, f(A1), -, f(An), - -+, f(An)) est diagonale avec f:x — x> +x + 1.

Or, la fonction f est dérivable sur R avec f'(x) = 3x? + 1 > 0 donc elle y est strictement croissante et on a

clairement lim f(x) = +oo et lim f(x) = —o0o. On conclut avec le théoreme de la bijection que f réalise
X—+00 X——00

une bijection de R dans R donc que le spectre de B contient autant de valeurs propres que celui de A,
c’est-a-dire qu’on a Sp(B) = {f(A1), -, f(A+)} (pas de répétition).

Soit L le polynoéme d’interpolation de LAGRANGE de R,_1[X] tel que Vk € [1;r]], L(f(Ax)) = Ak ; on sait
T X — f(7\i)

!
ue L = Ax e
d 2z EI (M) — F(A)

importe peu ! Alors L(B) = PL(D')P~" = Pdiag(L(f(A1)),- -+, L(f(A1)), -+, L(f(An)), - -+, L(f(An))) P~ ce qui

(voila pourquoi on a besoin de l'injectivité de f sur R) mais 'expression

donne L(B) = PDP~! = A comme attendu.

b. Sin=1,A=(a)et B=(b)avecb = f(a) = a®> + a+1 ((a,b) € C?), on peut écrire A comme un
polynéme en B en écrivant A = U(B) avec, par exemple, U =X —b + a.

Dés que n > 2, comme la fonction polynomiale f est non injective de C dans C méme si elle reste surjective
d’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS, il va y avoir du changement. Le polynome Q = X3 + X + 1

(associé & la fonction polynomiale f) admet trois racines complexes. Comme Q' = 3X? + 1 s’annule en :I:%

et que ces deux valeurs ne sont pas des racines de Q, Q n’admet que des racines simples o, 3 et vy (avec

v = B). Posons par exemple A = diag(«, B, &, «, - - -, «) (matrice diagonale avec un mélange des racines de
+oo

Q). Alors B = diag(Q(a),Q(B), Q(«), -, Q(«)) = 0 et, quel que soit le polynéme U = > ayxX* € C[X], on
k=0

a donc U(B) = apln # A car o # B.

Ainsi, on peut trouver des matrices diagonalisables A € M, (C) avec n > 2 telles qu’en posant B = A3 +A+1,,,
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la matrice A ne puisse pas s’exprimer comme un polynéme en B.

5.181)e Sin=1¢et A= (a)#0, B=(b)#0, alors ABAB = (a?b?) # 0. Rien & signaler.
eSin=2et A#£0,B #O0 telles que ABAB = 0, alors la matrice AB est nilpotente d’indice inférieur ou égal
4 2. Mais on a aussi (BA)> = BABABA = B(ABAB)A = BOA = 0 donc BA est aussi nilpotente. Comme X3

est annulateur de BA, on sait d’apres le cours que Sp(BA) C {0} car 0 est la seule racine de X3. Mais comme
le spectre complexe est non vide d’aprés D’ ALEMBERT-GAUSS, on a donc Sp ¢(BA) = {0} ce qui montre que
XxBA = X?. D’apres le théoreme de CAYLEY-HAMILTON, on a donc (BA)? = 0 donc BABA = 0.

eSin=3et A#£0,B #0 telles que ABAB = 0, alors AB est nilpotente et, comme avant BA 1’est aussi. Mais

la méme démarche conduit & (BA)3 = 0 et on est bloqué ! On va construire un exemple tel que 'indice de

0 1 0
nilpotente de AB soit 2, et celui de BA soit supérieur ou égal & 3. Soit N=| 0 0 1 | =Eq,+Ey3,alors
0 0 0

N2 = E13#0et N3 =0 donc N est nilpotente d’indice 3. On cherche A et B non nulles dans M3(R) telle

que BA = N alors que (AB)2 =0. Sion prend A=N=Ej>+Ey3etB= =E11+E =N,

o o =
o — O
o © O

alors on a comme attendu BA = N et AB =

o © O
o o =

0
0 | =Ey,2 donc BABA = Eq 3 # 0 alors que ABAB = 0.
0

0 On_3 0 On—3
par des calculs par blocs, AB = Eq 2, BABA = Eq 3 # 0 alors que ABAB = 0.

. . N 0 N’ 0
e Sin >4, on construit par blocs A = ( ) et B = ( ) et on a comme dans le cas n = 3,

Au final : si (A,B) € Mp(R)? et A # 0, B # 0 et ABAB = 0 alors on ne peut pas avoir n = 1, on peut

conclure que BABA = 0 si n = 2 et on ne peut rien conclure sur la valeur de BABA sin > 3.

5.182) a. u et v ont bien de M, (R) dans lui-méme et sont clairement linéaires. Ainsi, u et v sont des endomor-
phismes de M, (R). Pour M € M, (R), on a u?2(M) = u(u(M)) = u(MA) = (MA)A = MA? = MA = u(M).
Ainsi, u est aussi un projecteur ce qui prouve que u est diagonalisable car le polynéme scindé a racines

2

simples P = X(X — 1) = X2 — X annule u. De méme, v> = v donc v est aussi diagonalisable.

b. Soit A € R et M # 0 € My (R) tels que w(M) = AM — MA = AM (E). En multipliant par A & gauche
(resp & droite), comme A2 = A, on a AM — AMA = AAM (1) (resp. AMA — MA =AMA (2)). Avec (1) et
(2),ona AMA = (1—A)AM = (1+A)MA. SiA # 1, alors AM = %MA donc, en reportant dans (E), on a

%MA— MA = %MA =AM d’ott MA = %M (3) siA #0et AM = %M (4). En multipliant (3)

par A a droite, comme A% = A, il vient MA = 1%AMA donc MA =0si1# 1 E}‘, c’est-a~dire si A # —1.

Ainsi, si A ¢ {—1,0,1}, MA =0 donc AM =0 et w(M) =AM — MA =0=2AM ; NON car A # 0 et M #£ 0.

Par conséquent, les valeurs propres de w ne peuvent étre que —1, 0 ou 1.

c. Comme Sp(w) C {—1,0,1}, on est amené & évaluer P(w) si P = (X + 1)X(X — 1) = X3 — X. Pour une
matrice M € Mn (R), w2(M) = w(AM — MA) = A(AM — MA) — (AM — MA)A = AM — 2AMA + MA donc
w3 (M) = w(AM — 2AMA + MA) = A(AM — 2AMA + MA) — (AM — 2AMA + MA)A et, en développant,
w3 (M) = AM — 2AMA + AMA — AMA +2AMA — MA = AM — 2AMA + MA = w(M). On a bien w3 = w
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donc le polynome scindé a racines simples P annule w ce qui prouve que w est diagonalisable.

5.183 | a. Si f € E, par opérations, comme x > % et x — % sont de classe C* de [0;1] dans [0;1], la

fonction T(f) est bien définie et de classe C* sur [0;1] donc T(f) € E. Pour (f,g) € E? et A € R, on calcule

me o] T o0 = L (o) (3) +orr o (S1)) =3 (1(3) +1(51)) + 1 o(3) +s(+5))
+

ce qui donne T(Af+g)(x) = AT(f)(x) + T(g)(x) donc T(Af+ g) = AT(f)
#1003

(X j; 3 ))) ce qui donne l'initialisation suivante :

T(g) : T est en endomorphisme de E.
_|_

)) et, par définition de T(f), on

b. Pour f € E et x € [0;1], T2(f)(x) = T(T(f))(x) = %(T(
x 2)

aTz(f)(x):;<;(f(Z> <x+1>)+%(( i
00 =3 () +1(5) 11 (052) ()

2m
Soit n > 1 tel que Vf € E, ¥x € [0;1], T™(f)(x) = L f(x + k) Par définition, comme T**! = T"oT, on

obtient T (f)(x) = T™(T(f))(x) = 2“ Z T(f ( + ) ar hypothese de récurrence puis, par définition de
k=0
2n—1 1
1 _ _1 +k k42" k k+2"
e g () () - e B ) e ().
n pAL . |
En posant j = k+2" dans la seconde somme, on a kX—:O f(%) P3N f(%) donc, en changeant
2ntT
j en k et en regroupant les deux sommes, on arrive bien a T (f)(x) = ZTjﬁ Z f ’Z‘Tj;lf)
15! K
Par principe de récurrence, Vf € E, Vn € N, Vx € [0;1], T*(f)(x) = I > f(%), cette formule étant
k=0

2°
méme valable quand n = 0 car TO(f)(x) = f(x) = io Z f(x £ k) puisque TO = id g.
k=0

n—1
c. Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN Ry, (f) = 1=2 > f(O + k];o) associée a f : [0;1] = R
n k=0 n
1
continue. D’apres un théoréme du cours, HT Rn(f) = J;) f(t)dt. D’apres b., T"(f)(0) = Ran (f). Comme
n—-+0oo

1
(Ran (f))nen est une suite extraite de (Ry (f))nen+, on a donc lim T™(f)(0) = fo f(t)dt.

n—+oo

d. Pour x € [0;1] et n € N, T™(f)(x) — T™(f)(0) = 2“ Z ( (X+k) f(%)) donc, par inégalité
k=0

2n—1
triangulaire, [T™(f)(x) — T™()(0)| < Zi“ > ‘f(x + k) - f( k )‘ Or, par inégalité des accroissements finis,

— 2" 2"

k=0

en posant M = [|f'|[ [0;1] qui existe puisque la fonction f' est continue sur le segment [0;1] d’apres le
n

théoreme des bornes atteintes, on a ‘f(%) - f(z%)’ < % Ainsi, [T™(f)(x) — T™(£)(0)] < ZZMX < ZM“

1
Ainsi, HT (T™(f)(x) = T™(£)(0)) = 0 dont on déduit que ¥x € [0;1], liT T (f)(x) = fo f(t)dt en écrivant
n—+oo n——+oo
T (f)(x) = (T™(f)(x) — T*(£)(0)) + T™(f)(0). On peut donc affirmer que la suite de fonctions (T™(f))nen

converge simplement vers la fonction constante ¢ : x +— f t)dt sur [0;1]. D’ailleurs, avec ce qui précede,

[T™(£)() — c(x)| = [T™(F)(x) = T™(£)(0) + T™(£)(0) — c(x)| < [T™(£)(x) — T™(£)(0)] + [T™(£)(0) — e(x)| donc
M 1 o M 1

T ) — ()] < M+ [Th0)©0) = [ f0ar]. Ainsi, [T(1) = ellooor < M+ [T2(0)(0) = [ f(1)at] et

1
lim (ZM“ + ’T“(f)(O) - fo f(t)dt’) = 0 donc (T™(f))nen converge uniformément vers c sur [0;1].

n—-+oo
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e. Si 1 est la fonction constante égale & 1 sur [0;1], T(1) = 1 donc, comme 1 # 0, 1 est valeur propre
de T. Soit f € E1(T), alors T(f) = f donc, par une récurrence simple, on a ¥n € N, T"(f) = f. Ainsi,

1
Vx € R, f(x) = nEToo T (f)(x) = fo f(t)dt ce qui prouve que f est constante. Ainsi, Eq(T) = Vect(1).

f. Soit k € R tel que |k| > 1. Supposons qu’il existe f € E telle que T(f) = kf. Par une autre récurrence
simple, pour x € [0;1], il vient ¥n € N, T"(f) = k™f(x). Comme (T™(f)(x))nen converge d’aprés d. et
que (K™)nen diverge, ceci impose que f(x) = 0. Seule la fonction nulle est dans Ey(f) donc k n’est pas
valeur propre de f si |k| > 1. Par le méme argument, comme ((—1)™)nen diverge, on en déduit aussi que

E1(T) = {0} donc que —1 n’est pas valeur propre de T.

g. Pour f € Eet x € [0;1], on a T(f)'(x) = %(f’(%) +f’(XJ2r1>> = w donc T(f)! = T(Zf/). Soit

;T

/ /
f € Eqy/(T), alors T(f) = % donc fz = T(f) T) et T(f') = f' ce qui, d’apres e., montre que f' est

constante. Ainsi, f est une fonction affine. Réciproquement, si on pose f : x — ax + b, alors f € E et

Vx € [0;1], T(f)(x):](ag—l—b—l—a%—&—b) :%—&—%—l—b:m‘T_"b:f(z—X)sietseulementsia+2b=0

2
ce qui montre que f(x) = b(1 — 2x). Ainsi, Ey,2(T) = Vect(g) avec g : x — 1 — 2x et % € Sp(T).

a. g est bien définie par définition de I'image de f. De plus, g est linéaire car f l’est.

e Soit x € Ker(g), alors x € H et g(x) = f(x) = 0 donc x € Ker(f). Comme H N Ker(f) = {0}, on a
x = 0 ce qui montre que Ker(g) = {0}. Ainsi, g est injective.
e Bien siir, on n’utilise pas la formule du rang pour montrer la surjectivité car on est en train de prouver
le théoréme du rang. Soit y € Im (f), alors il existe x € E tel que y = f(x). Comme E = H + Ker(f), il
existe a € H et b € Ker(f) tels que x = a +b. Ainsi, y = f(a +b) = f(a) + f(b) = f(a) = g(a) donc
y € Im (g). Ainsi, g est surjective.

L’application g : H — Im (f) définie par g(x) = f(x) est un isomorphisme.

b. Posons r = rang(f), alors dim(H) = dim(Im (f)) = rang(f) = r. Soit une base B} = (vi,---,v;) de

H, alors B’ = (f(v1),---,f(vy)) est une base de Im (f) avec la question a.. On complete pour avoir une

Bz = (f(v1), -+, f(v¢), Wrp1, -, wn) de C™. Soit (vyy1,---,vn) une base de Ker(f), comme E = H & Ker(f),

B1 = (V1,**,VryVrt1, -+, V) est une autre base de C™. Par construction , 'image des r premiers vecteurs de

. . I
B4 donne les r premiers vecteurs de B, et celle des n—r derniers donne 0 donc Mat 5, 5, (f) = ( OT g) =T

c. Si u est 'endomorphisme canoniquement associé a C, si P est la matrice de passage de la base canonique
de C™ a B; et Q la matrice de passage de By a la base canonique de C™, par formule de changement de
base, Mat cqn(u) = C = PJ;Q = PMat 5, 3, (u)Q.

d. Par hypothese, avec les notations de la question c., on a APJ,Q = PJ, QB donc (P~'AP)J, = J.(QBQ™1).
En posant A’ =P~ TAP et B’ = QBQ~'B, on a A’J, = J, B’ et, comme A et A’ (resp. B et B’) sont semblables,

o A A B B « .
on a xa = xas (resp. xg = xp’). Ecrivons A’ = ! 2) et B = T2 (avec les mémes tailles
Az Ay B3 B4

B B
des blocs que pour J;), de sorte que A’], = J,B’ se transforme en (21 g) = < 01 02> donc A7 = By,
3
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Al Az

A3z = 0 et B, = 0. La matrice A’ = ( 0 Ay

) est triangulaire par blocs donc xa» = XA = XA, XA,. De

Bq
B3
T et qu’il est en facteur de xa et de xg, A et B admettent au moins r valeurs propres en commun (comptées

. 0 N .
méme, comme B’ = < B >, on a xp’ = XB = XA, XB, = XB,XB,.- Comme le polynéme x, est de degré
4

avec leurs ordres de multiplicité).

e. Si AC = CB et que rang (C) = n, alors C est inversible donc A = CBC™', A et B sont semblables donc
XA = XxB et A et B admettent exactement n valeurs propres en commun.
X=1 0 0 x_2 1 ‘

5.185) a. En développant par rapport & la premiére ligne, xa =| -1 X—-2 -1 |=(X-1) ’ ) X 4+ 1
-2 2 X+1

donc xa = (X — 1)[(X = 2)(X+1) + 2] = X(X — 1)%. Ainsi, Sp(A) = {0,1}. Deux méthodes :

1 0 0 1 0 0 0 0 O
e Comme A(A—I3)=A2-A=[5 2 1 |]—-|1 2 1 |=|4 0 0] #0, dapres
-2 -2 -1 2 =2 -1 —4 0 0
le cours, la matrice A n’est pas diagonalisable.
0 0 0
e Comme A—I3= |1 1 1 | est de rang 2, on a dim(Ej(A)) =3 —rang (A —I3) = 1 < 2 avec
2 -2 =2

la formule du rang donc A n’est pas diagonalisable.
b. Comme xa est scindé dans R[X], on sait d’apreés le cours que A est trigonalisable dans M3(R) d’ou
l'existence de P € GL3(R) et de T € M3(R) triangulaire supérieure telles que A = PTP~!.
c. Tl est clair que vy = (0,1, —2) € Ker(A) = Eo(A) et que va = (0,1, —1) € Ker(A—I3) = E;(A). Etant donnée
la matrice T, on cherche un vecteur v3 tel que Avy = —3vi+4vy+vs, ou (A—I3)vy = —3vi+4vy = (0,1,2) et la

premiere colonne de A — I3 nous permet de prendre vz = (1,0,1). Ainsi, en posant B = (v1,v2,v3), on vérifie

0 0 1
facilement que B est une base de R3 et, par formule de changement de base, en notant P = 1 1 0]la
-2 -1 0
0 0 =3
matrice de passage de la base canonique de R34 Bet T=|0 1 4 |,ona A =PTP~! car T = Mat 5(f)
0 0 1
si f est canoniquement associé a A.
a b ¢ 0 b c—3a+4b —3g 3h —3i
d. PourN=|d e f],onaNT=|0 e f—3d+4e | et TN=|d+49 e+4h f+4i | donc
g h i 0 h i—3g+4h g h i
NT=TN <= (b=d =g =h=0,e =1ic = 3a—3e). Les matrices qui commutent avec T sont de la
a 0 3a-—3e
forme N= 1[0 e f . Cet ensemble s’appelle le commutant de T, noté C(T), c’est un sous-espace
0 0 e
vectoriel de M3(R) (c’en est méme une sous-algébre). D’aprés 'expression précédente, dim(C(T)) = 3 car
1 0 3 0o 0 -3 0 0 0
C(T) = Vect(N7,Na,N3)avec Ny = |0 0 O |, No=|0 1 0 |,N3=[0 0 1] etquelafamille
0 0 0 0 0 1 0 0 0

(N1,N2,N3) est clairement libre.
e. Soit M € M3(R) et N = P"TMP. Alors M € C(A) <= AM = MA <= APNP~! = PNP~'A donc
M € C(A) <= P TAPN = NP7TAP <= DN = ND <= (I(«, B,v) € R3, M = P(aN7 + BNz + yN3)P~ ).
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Ainsi, on a C(A) = Vect(M1,M2,M3) oit My = PN7P~', My = PN,P~! et M3 = PN3P~'. Comme
(M1, M2, M3) est libre car image de (N7,N2,N3) par 'automorphisme ¢ : N = PNP~! dim(C(A)) = 3.

a. Pour P € R[X], le polynéme ((aX + B)P)/ est bien défini donc ¢ I'est aussi. De plus, si (P, Q) € (R[X])?
etA € R,ona @(AP+Q) = ((aX+B)(AP+Q)) = (A(aX+B)P+(aX+B)Q)) = A((aX+B)P) + ((eX+8)Q)’

par linéarité de la dérivation donc ¢ est bien un endomorphisme de R[X].

b. Méthode 1 : soit A € R et P € R[X], alors ¢(P) = AP <= P + (X + B)P’ = AP. Traitons deux cas :
esiA=oa,ona@(P)=aP < (aX+B)P' =0<= P’ =0 car aX+ B 7# 0 donc E4(¢) = Vect(1) et «
est bien valeur propre de .
esiA# a,ona@(P)=AP <= (A—a)P = (aX+B)P’' (R). Si P dedegré n € N vérifie cette relation,
en identifiant le terme en X™ dans (R), on trouve A — « = an donc A = (n + 1)a. Réciproquement, si

A= (n+1)xet naP = (aX + B)P’ et si z est une racine d’ordre r > 1 de P de degré n, si on suppose

p

que z # —= alors z est racine d’ordre r de naP et d’ordre r — 1 de (X 4 B)P’ ce qui est absurde.
o
Ainsi, la seule racine possible de P est —B donc p = k(aX 4+ B)™ ou ka™ est le coefficient dominant
o
de P. On vérifie que ¢ ((aX + B)™) = (n+ 1)a(axX + B)™ = (n + 1)aP donc P est vecteur propre de @
associé a la valeur propre (n + 1)«.
Les deux cas se confondent en une méme conclusion, Sp(¢) = « N* = {«, 2q, - - -} et, pour tout entier naturel
n, le sous-espace E(ni1)«(@) est la droite Vect((aX + B)™).

Méthode 2 : soit A € Ret P € R[X], alors ¢(P) = AP <= (aX+ )P’ = (A— )P ce qui équivaut au fait que P

est solution sur R de ’équation différentielle (E) : (at+B)y’—(A—a)y = 0 qu’on résout sur 11 = } — 00; B {
«
et I = ] - E; +00 [ Comme une primitive de t }\‘[_70( est t —» A= In(Jat + BJ), les solutions de (E)
o «

A
sur Iy sont les fonctions t — Ay exp ( —% (|t + (5|)) = Ax|at + B|& " avec A, € R. Pour que cette

fonction soit polynomiale, il est nécessaire et suffisant que A ¢ N* done que A € aN* et, siA = (n+ 1)« avec
o

n € N, les polynémes P et Ay (aX + )™ coincident sur I, (ensemble infini) donc sont formellement égaux ce
qui prouve & nouveau que En41)q = Vect((«X 4+ B)™).

c. Si P € Ry[X], deg ((aX + B)P) < 1+ n donc deg (((«X + B)P)’) <1+n —1=n ce qui justifie bien que
Ry [X] est stable par ¢ donc que @ est bien définie. Comme B = ((aX + B)k)0<k<n est une famille libre

(de degrés échelonnés) de cardinal n+1 dans Ry, [X], B est une base de Ry, [X] constituée de vecteurs propres

de @ donc de ¢n. La matrice de ¢, dans la base B est la matrice diagonale diag(e,2e, -+, (n+ 1)a) donc
det(pn) = (n+ Nla™! et Tr (@) = w.

5.187 ] Soit A € Sp(M), alors xm(A) = P(A) = 0 donc distinguons deux cas :

n
e si [A| < 1, alors comme an = 1 car xpm est unitaire, on a clairement [A| < 3 |ak].
k=0
n—1 n—1
esi|A| > 1,onaA™ = — > aAk done, par inégalité triangulaire, il vient |A|™ < 37 [ai|[A[* or [A]F < AT
k=0 k=0
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donc A[™ <A™ Y |ax] et il suffit de diviser par |A| > 0 pour avoir 'inégalité [A| < > |ax| dont découle
k=0 k=0

n
I'inégalité |A| < > |ax| souhaitée.
k=0

5.188] a. f est bien définie de R™ dans R™. De plus, si A € R, x = (x1, - +,%n) € R™ et y = (y1,-+-,yn) € R™,

on a le calcul f(Ax+y) =M +y — <k§1 (Axk +yk))v =Ax — ( z:: ))v +y - (kz:] yk)v = AMf(x) + f(y).

Ainsi, f est bien un endomorphisme de R™.

b. Soit y € R™. Il est clair que si f(y) =y, alors y = f(y) € Im (f). Réciproquement, si y € Im (f), il existe
n

un vecteur x € R™ tel que y = f(x) = x — ( > xk>v. Par linéarité de f, f(y) = f(x) ( xk)f . Mais,
-1 =1

par hypothése, on a > vix =1 donc f(v) =v — 1.v = Ogn puis f(y ( > xk) ( > xk> =vy.

= k=1 k=1
Par double implication, on a bien montré I’équivalence : y € Im (f) < f(y) =
c. Soit y € Im (f) N Ker(f), alors d’apres la question précédente, on a f(y) = y car y € Im (f) mais aussi

f(y) = Ogn car y € Ker(f). Ainsi, y = Ogn d’ott Im (f) N Ker(f) = {Ogn} et Ker(f) et Im (f) sont en somme
directe. De plus, par la formule du rang dim(Im (f)) + dim(Ker(f)) = n donc ce qui précede permet de
conclure que R™ = Im (f) @ Ker(f). Ainsi, soit x = y+z € R™ avecy € Im(f) et z € Ker(z), alors

f(x) = f(y) + 0 =y d’apres b. car y € Im (f) et on a alors f2(x) = f(y) =y = f(x) donc f est un projecteur.
n n

d. Comme f(x) = x <= > xx =0carv # Ogn et que @ : x = »_ xk est une forme linéaire non nulle
k=1 k=1

(p(v) =1 #£0) sur R™, Eq(f) = Im (f) = Ker(¢) est un hyperplan de R™. Ainsi, dim(Eo(f)) =n—(n—1) =1
et v € Eo(f) donc Eo(f) = Ker(f) = Vect(v) est une droite.

n
Par conséquent, f est la projection sur Uhyperplan {(x1,---,xn) € R™ | > xx = 0} parallélement a la droite

Ker(v). Dans le cas particulier ot n = 1, f est 'endomorphisme nul de R.

d
5.189] a. Soit A € Sp(M) et P = > axX* un polynome annulateur de M. Il existe X # 0 € My,1(C) tel
k=0

que MX = AX. On montre par une récurrence simple que Yk € N, M*X = A*X. Ainsi, on peut calculer

d d
0=PM)X = axM*X = Y aA¥X =P(A)X = 0. Comme X # 0, on a forcément P(A) = 0.
k=0 k=0

On a re-démontré une propriété du cours : les valeurs propres de M sont des racines de P annulateur de M.

b. Si M est symétrique, M> + M — I, = 0 donc P = X?> + X — 1 annule M. Or P = (X — «)(X — B) avec

—14+5 5
2

o= = 71%\/5 donc P est scindé a racines simples d’ol1, par théoreme, M est diagonalisable.
D’apres la question a., on a Sp(M) C {«,B}. Comme xp est scindé car M est diagonalisable, on a donc
xm = (X—a)P(X—p)9 avec p = mg(M) et ¢ = mpg(M) et, d’apres le cours, on a Tr (M) = pa+ qp et
det(M) = o«PB9. Comme 0 n’est pas valeur propre de M, M est inversible.

De plus, 2Tr (M) = —p —q+ (p — q)v5 = —n + (p — q)/5. Comme n > 0, si on avait Tr (M) = 0, on aurait

p—q#0et 5=

Par conséquent, Tr (M) # 0 et det(M) # 0 donc Tr (M) x det(M) # 0.

, ce qui montrerait que v/5 est un rationnel : NON !

c. Si on ne suppose plus M symétrique, on cherche un polynéome annulateur de degré supérieur. En
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transposant, on obtient (*M)24+M = I, donc (I, —M?)2+M —1, = M* —2M? +M =0 et Q = X* —2X% +X
annule M. Or Q = X(X —1)(X? +X —1) = X(X = 1)(X — «)(X — B) qui est & nouveau scindé & racines simples.
Ainsi M est encore diagonalisable.

d. Puisque (*M)? = I,, — M, en passant au déterminant, on a det(*(M?)) = det(M)? = det(I,—M) = xm(1).
Ainsi, det(M) # 0 <= xm (1) # 0 <= (1 n’est pas valeur propre de M).

Ou encore, M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

a. L’application ¢ est bien définie de K,,_1[X] dans K™ et elle est clairement linéaire (il suffit de I’écrire).
Comme dim(K;,_1[X]) = dim(K™) = n, ¢ est un isomorphisme si et seulement si ¢ est injective. Or, si
P € Ker(p), on a @(P) = (P(A1),--+,P(An)) = (0,---,0) donc P(A1) = --- =P(An) =0 et A1,---,An sont des
racines de P. Il y a donc n racines distinctes d’un polynéme de degré inférieur ou égal a n, on sait d’apres
le cours que ceci implique P = 0. ¢ est donc un isomorphisme de K;,_1[X] dans K™.

Pour (B1,--+,Bn) € K™, l'unique polynéme P € K, _1[X] qui vérifie (P) = (B1,---,Bn) s’appelle le

n n
polynéme d’interpolation de LAGRANGE et on a classiquement P = Y~ 85 [] ;f — );\i )
=1 s AN

i#j

b. Soit v un vecteur propre de f associé a la valeur propre A, comme A est valeur propre simple de f, on sait
d’apres le cours que Ex(f) = Vect(v). Alors, f(g(v)) = g(f(v)) = Ag(v) donc g(v) € Vect(v) = Ex(f). Alors
3B € R, g(v) = Bv donc v est un vecteur propre pour g (associé a la valeur propre B). Par conséquent, tout
vecteur propre de f est un vecteur propre de g (mais la réciproque n’est pas forcément vraie).

c. Comme f est diagonalisable puisqu’il admet n valeurs propres distinctes en dimension n, il existe une
base B = (v1,---,vn) composée par des vecteurs propres de f. D’apres la question b., ces vecteurs sont aussi
des vecteurs propres pour g. Ainsi, B est une base de E composée de vecteurs propres communs a f et a g.
d. Avec B une des bases de codiagonalisation de la question précédente, il existe donc deux matrices
diagonales D = diag(A1,---,An) et D’ = diag(B1, -+, Bn) telles que D = Mat 5 (f) = D et D’ = Mat 5(g).
Pour P € K,,_1[X], on a g = P(f) <= D’ = P(D) <= (Vk € [1;n], Bx = P(Ax)) < (B1, -, Bn) = @(P).
D’apres la question a., il existe un unique polynéme P € K, _1[X] qui vérifie ceci donc tel que g = P(f).

e. C(f) C L(E) et €(f) est non vide car idg € €(f). De plus, si A € K et (g,h) € C(f)2, alors Ag + h € €(f)
car fo(Ag+h) =Afog+foh=Agof+hof=(Ag+h)of. Ainsi, C(f) est un sous-espace vectoriel de £(E)
(méme une sous-algebre) et la question précédente montre que application ¥ : Ky, _1[X] — €(f) définie par

P(P) = P(f) est un isomorphisme. Ainsi, dim(CR(f)) = dim(K,_1[X]) =n.

5.191] a. Soit n € N* et A € M (K), alors xa (A) = 0 (théoreme de CAYLEY-HAMILTON).
b. Si A et B sont semblables, il existe Q € GL,(R) telle que A = QBQ~'. On montre par une récurrence
+oo too
simple que Yk € N, A* = QB*Q~' donc, pour un polynéme P = 3 apX* € R[X], on a P(A) = 3 apA¥
k=0

k=0
+oo +oo
donc P(A) = 3 axQB*Q~ ! = Q( > akBk)Q*1 = QP(B)Q~! donc P(A) et P(B) sont aussi semblables.
k=0 k=0

, . Ak kAk
c. Par une récurrence simple et un calcul par blocs, on montre que Yk € N, M* = < 0 AK ) Pour
n
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—+o0 —+o0 —+oo “+o0
un polynéme P = > apX* € R[X], on a P = 3 kapX*~ " done XP' = 3 kapX* = 3 kapX®. Ainsi,

k=0 k=1 k=1 k=0
5wk 3 kot
akA ax
oo /
P(M) = Y axMk = [ =0 b donc P(M) = (PéA) A;D(/(:)\))
k=0 On > apAk "
k=0

d. Si M est diagonalisable, il existe d’apres le cours un polynéme scindé a racines simples P tel que P(M) =0
donc P(A) = 0 d’apres la relation de la question précédente (voir le bloc en haut & gauche par exemple).
Ainsi, le polynéme scindé a racines simples P annule A ce qui prouve que A est aussi diagonalisable.

e. Avec ce méme polynéme P, on a aussi AP'(A) = 0 d’apreés c. donc XP’ est annulateur de A. Si A est
une valeur propre de A, comme P et XP’ annulent A, on sait d’aprés le cours que P(A) = 0 = AP/(A). Mais
comme les racines de P sont simples par hypothese, P et P/ n’ont pas de racine commune d’olt A = 0 et 0 est
la seule valeur propre de A. Comme A est diagonalisable et que Sp(A) = {0}, la matrice A est semblable &

la matrice nulle donc A = 0.

Réciproquement, si A = 0, alors M = 0 donc M est diagonalisable. Par conséquent, la conclusion de cet

A

exercice et que M = (
On

2) diagonalisable si et seulement si A = 0.

a. La matrice M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable par le théoréeme spectral. Dans le
détail, si vi = (1,1,1), on a Mvy = 2vy, et M + I3 est clairement de rang 1 donc, par la formule du
rang, dim(E_1(M)) =3 —1 = 2. Comme E;(M) et E_7(M) sont en somme directe d’apres le cours, on a
R3 = E2(M) @ E_1(M) et la matrice M est diagonalisable par définition. Une base de vecteurs propres est

B = (v1,v2,v3) avec les vecteurs vi = (1,1,1), v2 = (1, —1,0) et v3 = (1,0, —1) par exemple. Par la formule

1 1 1 2 0 0
de changement de base, sionnoteP=|1 —1 0 |,onadoncM=PDP 'avecD=|0 —1 0
1 0 -1 0o o -1

b. Par définition des opérations matricielles, on a R(a,b) = al3 + bM.
c. D’aprés a., M = PDP~! donc M™ = PD"P~! (classique). La trace des deux matrices semblables M™ et

D™ sont donc égales et u, = Tr (M™) = Tr (D™) =2™ 4+ 2(—1)™ € N et on a clairement HT Un = +00.
n—+oo

d. R(a,b) = al3 +bPDP~! = aPP~! +bPDP~! = P(al3 +bD)P~! donc R(a,b)™ = P(al3 +bD)"P~'. Ainsi,
vin = (a+2b)™ + 2(a — b)™. Traitons trois cas :
eSia+2bel—1;1]eta—bel-1;1], ((a +2b)“)n€N et ((a— b)“)TLeN convergent et les points (a,b)

font partie d’un losange plein (avec ou sans les arétes selon que c’est < ou <) L = UVWX avec U = (1,0),
V= (— %, %), W= (-1,0) et X = (%, —%) Comme L # 0, il existe (a,b) € L tel que (vn)nen converge.
e Si(a+2b€]—1;1] et a—b ¢]—1;1]) ousi (a+2b ¢]—1;1] et a—b €] —1;1]), une des suites ((a+2b)™)

et ((a — b)“)n ¢ converge et 'autre diverge donc leur somme diverge et la suite (vi)nen diverge.
e Sia+2b¢]—1;1 et a—b ¢ —1;1], comme |a + 2b] = |a —b] <= (b = 0 ou b = —2a), on traite
a part le cas (a €] — 0o; —1]U]1;400[ et b = 0) ou la suite (vn)nen diverge car v, = 3a™ et le cas
1

((a€ } — o0 _ﬂ U] %; +o0 { et b = —2a) ol (vn)nen diverge car vy, = (24 (—1)™)(3a)™ ; sinon, les deux
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suites ((a+2b)”)Tle N €t ((a fb)“)neN divergent et 'une d’entre elles est négligeable devant ’autre donc

leur somme diverge.

Au final, on a mieux que ce qui était demandé par 1’énoncé : la suite (vn)nen converge si et seulement si la

couple (a,b) appartient au losange plein (avec ou sans les arétes selon que c’est < ou <) L = UVWX.

a. Soit Bp une base fixée de E. Pour P € GL,,(K), soit B la base de E telle que P est la matrice de passage
de By & B. Par hypothese, A = Mat g, (f) = Mat (). Mais on sait d’apres le cours que Mat (f) = P~'AP
par formule de changement de base. Ainsi, P"'AP = A donc, en multipliant par P & gauche, PA = AP.

b. Soit B € M, (K), L’application xp : A — det(Al, — B) est, d’apres le cours, une fonction polynomiale de
degré n, donc ce n’est pas la fonction nulle et il existe donc une infinité de scalaires A tel que xg(A) # 0 (c’est
méme mieux que ga, xg ne s’annule qu’en un nombre fini de valeurs, les valeurs propres de B). Ainsi, pour
ces valeurs de A, on a Al,, — B qui est inversible, donc B — Al, l'est aussi. Il existe donc A € K (on peut méme
choisir A # 0 mais ¢a n’a aucun intérét) tel que P = B — Al € GL,,(K). D’apres la question précédente, on
a PA = AP donc (B — AL,,)A = BA —AA = AB — AA = A(B — Al,) et, en soustrayant AA, BA = AB.

c. Pour k € [I;n], comme Ex A = (8§ikak,j)i<ij<n = (8j,kaik)1<ij<n = AEr i d’apres la question
précédente, on en déduit, pour j = k et i # k, que ayx = 0 et, pour i = k et j # k, que axj; = 0. Par
conséquent, en faisant varier k, la matrice M est diagonale.

Pour (i,j) € [1;n]?, comme E; ;A = AE;,j, on en déduit ai,; = aj,; (voir la case (i,j) des deux produits) donc

A = ay,1l, donc f = aj7ide. L’endomorphisme f défini comme ceci est I'homothétie de rapport aj j.

n
5.194 | a. Si X € My,1(R) vérifie ) x;Cj = 0, par définition du produit matriciel, AX = 0 donc X € Ker(A).
=1

b. Clairement, on a rang (A) = 2 donc, d’apres la formule du rang, il vient dim(Ker(A)) =5—2=3. En

notant Cq, Cz, C3, Cq, Cs les colonnes de la matrice A, on a C; —Cs = C; —C4 = C; —C3 = 0 donc les vecteurs
colonnes V7, V3, V3 sont dans Ker(A) =si 'Vi=(1000 —1),*"V, =(100 —10)et *'V3=(1 —1000).
Comme (V7, V2, V3) est visiblement libre, c’est une base de Ker(A) et Ker(A) = Vect(V;, Va2, V3).

On cherche d’autres vecteurs propres pour construire une base de vecteurs propres, or on sait que ces vecteurs
propres associés a des valeurs propres non nulles sont inclus dans I'image de A. Or Im (A) = Vect(Cy,C3)
car C; = C4 = C5 = Cy. Or on constate qu’en notant V4 = Cy tel que V4 = (1oo0o 1) ona AVy = 2Vy.
Méthode 1 : comme Tr (A) = 5, la derniére valeur propre cherchée est 1 =5—2—0—0—0 et on trouve sans
peine que AVs = Vs si Vs est tel que *Vs = (=3 111 — 3) en résolvant le systéme AX = X.

Méthode 2 : on cherche le dernier vecteur de notre base dans Im (A) mais pas proportionnel & V4 = C; donc
de la forme V5 = C3 + «C; avec « € R. Par un calcul simple, pour A € R la derniere valeur propre cherchée,
onaAVs =AVs < (A=1et a = —4) donc *V5 = (=3,1,1,1,-3) convient et Vs € E;(A).

Comme Eo(A), E1(A) et E2(A) sont en somme directe d’apres le cours, que dim(Eo(A)) = 3, dim(E1(A)) > 1
et dim(E2(A)) > 1 d’apres ce qui précede, on a forcément, puisque 34141 > 5 = dim(R>), E>(A) = Vect(V4)
et E1(A) = Vect(Vs) de dimension 1. A est bien diagonalisable par définition car R> = Eo(A)®E2(A)BE1(A)
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00 0 0 0 1 1 1T 1 =3
00 0 0 O 0 0 -1 0 1
et A=PDP lavecD=|0 0 0 0 O]JetP=f 0 0 0 0 1 [etxa=X3X-1)(X-2).
00 0 2 0 o -1 0 0 1
0 0 0 0 1 -1 0 o 1 =3
X—=1 0 1 X —1 0 2-X
a. Pour me R,onaxa,, =| -1 X-—1 1 =| -1 X-—1 2(2—X)| apres avoir effectué
m—2 2-m X—-m m—-—2 2-m X-—2
X =1 0 —1
C3—C3—Cy —2Cret xa,, = (X=2)| -1 X—1 —2| en factorisant par X — 2 dans la troisiéme

m—-2 2-m |1
colonne. On développe et xa,, = (X—=2)((X=1)(X =144 —2m)+ (m —2)(X—2)) = (X —2)(X* = mX +1).

b. Traitons les deux valeurs m=Tet m=2:
Sim=1, xa, = (X =2)(X?2 =X +1) = (X = 2)(X +j)(X 4 j?) est scindé & racines simples dans C[X]
mais n’est méme pas scindé dans R[X] donc A7 est diagonalisable dans M3( C) mais méme

pas trigonalisable dans M3 (R).

Sim=2, xa, = (X—2)(X?> =2X+1) = (X —2)(X —1)? est scindé dans R[X] donc A est trigonalisable

0o 0 -1
et Sp(Az) ={1,2}. Comme A, —I3= |1 0 —1 | est derang2, dim(E;1(A2)) =1 par la
0 0 1
formule du rang donc A, n’est pas diagonalisable.
_ 2 _
c. Le discriminant Ay, de X2 — mX + 1 vaut Ay, = m? —4. Si Ay, > 0, on pose oy = mfmé‘ et

\/m2 —
Pm = m—&—fmél de sorte que & < Bm. Si ®m =2 0u By = 2, on a (m —4)2 = m? — 4 en passant
m—4 = +v/m?2 — 4 au carré donc m? — 8m + 16 = m? — 4 soit m = % Avec les signes, o, ne vaut jamais 2
mais By, = 2 si et seulement si m = % On traite plusieurs cas :
Sim €] —2;2[, Am < 0doncxa,, estscindé a racines simples dans C[X] mais n’est méme pas scindé

dans R[X] donc A, est diagonalisable dans M3(C) mais méme pas trigonalisable

dans M3(R).
Sim =2, on a déja en vu en b. que A, est trigonalisable mais pas diagonalisable.

Sim=-2, xa,, = (X =2)(X?2 +2X +1) = (X — 2)(X + 1)? est scindé dans R[X] donc A_; est

2 0 -1
trigonalisable et Sp(A_z) = {—1,2}. CommeA_»,+I3 =1 2 —1 | estderang
4 —4

)

2, dim(E_1(A_2)) = 1 par la formule du rang donc A_; n’est pas diagonalisable.
Sim=5/2, xa,,, = (XfZ)Z(Xf %) donc Sp(As,2) ={2,5/2}, XA5,, est scindé dans R[X] donc

-1 0 -1
As/, est trigonalisable. Comme A5/, — 2I3 = 1 —1 =1 ] est de rang 2,
“1/2 12 1)2
dim(E2(As5,2)) = 1 par la formule du rang donc As,, n’est pas diagonalisable.

Sim ¢ [-2;2] U {5/2}, Ay > 0 donc xa,, est scindé dans R[X] et ses racines sont 2, am et By qui sont

distinctes. Ainsi, A, est diagonalisable dans M3(R)
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5.196 | u est bien défini de maniere unique en tant qu’endomorphisme car on a imposé I'image par u d’une base

n n n—1
de l'espace de départ R™. Six = (x1,-++,xn) € R™, x = > xkex donc u(x) = > xu(ex) = Xk€k41-
k=1 k=1 k=1
0 «vv cvr e 0
] .
La matrice de u dans la base B est donc M = Matg(u) = | o "-. °-. : |. On montre facilement
o -~ 0 1 0

par récurrence sur l'entier i que V(i,j) € [1;n]?, ul(e;) = eiqj sii+j <netui(e;) =0sii+j>n. Ainsi,
Vj e [1;n], u™(ej) =0 car j+n > n donc u™ = 0. On pouvait aussi dire que x,, = xm = X™ donc u™ =0
par CAYLEY-HAMILTON : un grand classique des matrices nilpotentes. Comme u™~'(e7) = e, # Ogn, on a
u™ ! £ 0 donc u est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotente égal exactement & n.

Analyse : soit F un sous-espace vectoriel de R™ stable par u. On peut donc définir ur : F — F’endomorphisme
induit par u dans F. Comme u™ = 0, on aussi u}f = 0 donc ur est aussi nilpotent. Si F # {Ogn}, notons
d = dim(F) > 1. Comme le polynéme caractéristique de ur divise celui de u et qu’il est de degré d, on a
Xu; = X4 donc u{il =0 par CAYLEY-HAMILTON. On pouvait aussi considérer 'indice k de nilpotence de uf,

d’'ott uk =0 et u]F‘*1 # 0, puis un vecteur x € F tel que ulF“] (x) # 0 et montrer tres classiquement que la

uk—1

famille (x,u(x),-- -, (x)) est libre dans F ce qui montre que k < d. Alors, ud = ud=*ouk =0.

Ceci signifie que Vx € F, ud(x) = ud(x) = 0 donc que l'on a linclusion F C Ker(u4). Or on sait que
Im (u?) = Vect(ud(ey), -, u(en)) = Vect(eqr1, --,en) est de dimension n — d donc, par la formule du
rang, dim(Ker(u4)) = d. Comme en_g41, -, en forme une famille libre de vecteurs de Ker(u?), on a donc
Ker(u®) = Vect(en_q+1,---,en). Ainsi, si F stable par u, on a F = Ker(u) par inclusion et égalité des

dimensions avec d € [1;n] ou F = {Ogn } = Ker(id g) = Ker(u®).
Synthese : réciproquement, si F = Ker(u?) avec d € [0;n]], comme u et u? commutent, on sait d’apres le
cours que Ker(u?) est stable par u.

Conclusion : les sous-espaces vectoriels de R™ stables par u sont exactement les n+ 1 sous-espaces vectoriels

Ker(u?) = Vect(en_q+1, -+, en) pour d € [[0;n] avec Ker(ul) = Ker(id gn) = {Opn }.

a. Sideg(P)=1,P=a(X—A)aveca € R* et A € Ret onaP(A)=0sion pose la matrice A = Al,,. Dans
ce cas, on a existence mais aussi unicité de la matrice A € M, (R) telle que P(A) = 0 car a(A — Al,) =0 si
et seulement si A = Al,, puisque a # 0.
Si deg(P) =2, P = a(X? + bX +c) avec a € R* et (b,c) € R? et on pose A = b? — 4c. Traitons trois cas :
A>0,P=aX—2A)X—272) avec (A1,A2) € R? et Ay # A2. On peut prendre A = A1, ou A = Azl
car, pour ces matrices, on a bien P(A) = a(A — A1) (A — A1) = 0.

A=0,P=a(X—A)?avecA = —% € R et A = Al convient encore.

A<0,P=aX—r1e®)(X—re"19) = a(X? —2rcos(8)X +1%) avec r > 0 et 8 Z 0 [n] (les deux racines de P

sont complexes non réelles conjuguées). On se souvient que la matrice de rotation Rg de SO2(R)
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a pour polyndome caractéristique xr, = X% —2cos(6)X + 1. On prend, pour p =l et n = 2, la
cos(8) —sin(0)
sin(0)  cos(0)
donc, avec CAYLEY-HAMILTON, on a A3 — 2rcos(8)Az + r2I; = 0 donc P(Az) = 0. 1l suffit alors

matrice Ay = tRg =1 ( > et on calcule facilement xa, = X? — 2rcos(8)X + 2
de prendre A diagonale par blocs (p blocs) en posant A = diag(Az,---,A2) € Mu(R) et on a
P(A) = diag(P(A2),---,P(A2)) =0.

Si deg(P) > 3, traitons a nouveau deux cas :

e si P admet au moins une racine réelle, il existe A € R tel que P(A) = 0 et P(Al,) = P(A)I,, = 0 donc
la matrice A = Al,, convient et vérifie P(A) = 0.

e si P n’admet pas de racine réelle, on sait d’aprés D’ ALEMBERT-GAUSS que P s’écrit comme un produit
de polynomes irréductibles de degré 2, il existe donc une décomposition P = (X? + bX + ¢)Q avec
A =1b% —4c < 0. D’apres le cas ci-dessus, il existe une matrice A € M, (R) telle que A% +bA +cl,, = 0
donc P(A) = (A% + bA +cl,)Q(A) = 0 et A convient.

Dans tous les cas, si n est pair, pour tout P € R[X] non constant, il existe A € My (R) telle que P(A) = 0.

b. Sideg(P)=1,P=a(X—A) avec a € R* et A € R et on a P(A) =0 si on pose la matrice A = Al,.

Si deg(P) =2, P = a(X?* + bX +c) avec a € R* et (b,c) € R? et on pose A = b? — 4c. Traitons trois cas :
A >0 , P admet une racine réelle A (elle peut étre double) et, si A = Al,, on a encore P(A) = 0.
A<0,P=aX—re®)(X—ret®) = a(X? —2rcos(8)X +12) avec r > 0 et 8 # 0 [n]. Comme P n’a pas

de racine réelle, il n’y a pas, en identifiant les matrices 1 X 1 aux scalaires, de matrice A € M;(R)
telle que P(A) = 0. Supposons, pour n impair quelconque, qu’il existe une matrice A € My (R)
telle que P(A) = 0, alors A% —2r cos(8)A + 121 = 0 donc (A —rcos(0)l,,)? 412 sin?(8)1,, = 0 car on
a X? —2rcos(0)X + 12 = (X — rcos(0))? + % sin?(8). Par conséquent, en passant au déterminant,
det(A—rcos(0)In)? = det((A—rcos(0)In)?) = det(—r? sin?(0)I,) = —(r*™ sin?™(0)) < 0. Comme
det(A — rcos(0)I,)? > 0, ceci fournit une contradiction et il n’existe aucune matrice A € M, (R)
telle que P(A) = 0.

Si deg(P) > 3, traitons a nouveau deux cas :

e si P admet au moins une racine réelle, il existe A € R tel que P(A) = 0 et P(Al,) = P(A)L,, = 0 donc
la matrice A = Al,, convient et vérifie P(A) = 0.

e si P n’admet pas de racine réelle, si on suppose qu’il existe une matrice A € My (R) telle que P(A),
d’apres le cours, les valeurs propres de A sont incluses dans les racines de P, ce qui justifie que A n’a
pas de valeur propre réelle. Or le polynéme xa est de degré n impair donc, comme il est unitaire, on

a lim xa(t)=—ocoet Um xa(t) =+oo donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, puisque
t——o0 t—+o0
XA est continue, il existe une racine réelle de xa, qui est donc une valeur propre de A, c’est absurde.
On en déduit que, si n est impair et si P € R[X], on a deux cas :
e si P admet une racine réelle, il existe A € My (R) telle que P(A) = 0.

e si P n’admet pas de racine réelle, il n’existe aucune matrice A € My (R) telle que P(A) = 0.
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5.198 | Comme le polynéme X™ — 1 annule A par hypothese et que X™ — 1 est scindé a racines simples sur C

(ses racines sont les n racines n-iémes de I'unité), la matrice A est diagonalisable dans M, ( C) donc il existe
Z1
0
I'unité car toute valeur propre de A est racine de tout polynome annulateur de A, notamment X™ — 1. Par
conséquent, Tr (A) =Tr (D) = z1+z2 et det(A) = det(D) = z1z. Ainsi, [Tr (A)| < |z1]|+|z2] < 1+1 =2 donc

Tr (A) € [-2;2] et |det(A)| = |z1]|z2] = 1 donc det(A) € {—1,1}. De plus, puisque A = (2 2) € M2(2),

. 0 N . N
une matrice P € GLy(C) telle que A = PDP~! avec D = ( . ) ou z1,z7 sont des racines n-iemes de
2

Tr (A) = a+d € Zet det(A) = ad—bc € Z et on sait d’apres le cours que xa = X2 —Tr (A)X+det(A) € Z[X].
Les valeurs possibles de Tr (A) et det(A) montrent que xo = X* —Tr (A)X + det(A) ne peut étre que 1'un des
10 polynomes suivants : X2 —2X +1, X2 =X+ 1, X2 +1, X2 + X+ 1, X2 +2X+1ou X2 —2X — 1, X? =X — 1,
X2 -1, X2 4+X—1,X2+2X—1.

Eliminons quelques cas | En effet, si det(A) = —1, z1zy = —1 donc z; et z; ne peuvent pas étre conjugués
sinon z1zy = z1Z71 = |z |2 = 1. Par conséquent, z1 et z; sont des racines réelles de X™ — 1 donc ne peuvent
étre que +1. Pour avoir z1zy; = —1, forcdment z; =1 = —z3 ouz; = -1 = —z; dou Tr (A) =1—-1=0.
Ainsi, xa est I'un des 6 polynomes X? —2X +1, X2 =X+ 1, X2+ 1, X2 + X +1, X2 42X +1, X? —

Cas1:xa =X?—2X+1: comme X*> —2X + 1= (X—1)2, Sp(A) = {1} donc, comme A est diagonalisable,

A est donc semblable & la matrice I, ¢’est-a-dire A = PI,P~! =1, donc A'? = 1,.

Cas 2 : xa = X? — X+ 1: comme A est diagonalisable et que X2 —X+1 = (X+j)(X+j?), S ={-j,— 2} on

aA=P <_0] (;2) P~ donc A® = I, car (—j, —j2) € UZ. Ainsi, A'? = I,. Par exemple A= 3

Cas3:xa=X?>+1: comme A est diagonalisable et que X* + 1 = (X —i)(X +1), S

1

A=P <_Ol ?) donc A* =1, car (—i,i) € [Uﬁ. Ainsi, A'? = I,. Par exemple, A = ( 1

A
{~i,i}, on a
)
p(

Cas4:xa =X?>+X+1: comme A est diagonalisable et que X2 + X +1 = (X —j)(X —j?), S

A) {),J }

3 1

onaA="P ((]) JO ) P! donc A3 =1, car (j,j?) € U3. Ainsi, A'? = I,. Par exemple, A =

Cas5: xa = X2 4+2X+1: comme X?> +2X+1 = (X+1)?, Sp(A) = {—1} donc, comme A est diagonalisable,
A =P(=I,)P7! = —1I, donc A% =1, puis A'? = 1.

Cas 6: xa=X>—1:comme X? —1=(X—-1)(X+1), Sp(A) = {-1,1} donc, comme A est diagonalisable,
— N 2
A=P < 01 0) P! donc A2 =1, car (—1,1) € U3. Ainsi, A'? = I;. Par exemple, A = ( ! >

1 -3 =2
Fondamentalement, c’est parce les racines de ces 6 polynémes sont 1, —1,1, —i,j,j%, —j, —j?, c’est-d-dire des

racines seconde, troisieme, quatriéme, sixiéme de I'unité et que ppem (2,3,4,6) = 12, donc toutes ces valeurs
12 _ 1

z € {1,-1,i,—1,j,j%, —j, —j*} vérifient z
Réciproquement, soit une matrice A € M;( Z) telle que xa est I'un des polynémes X2 —X+1, X241, X2 +X+1,
X2 —1, alors comme X'2 —1 = (X2 =X +1)(X? +1)(X? + X+ 1)(X? = 1)(X? +V3X +1)(X* = /3X + 1), d’apres
CAYLEY-HAMILTON, on a xa(A) = 0 donc, comme xa divise X'? — 1, on a aussi A'2 = I,.

Par contre, si xa = (X 4+ 1) ou xa = (X —1)2, on ne peut pas étre siir que A'? = I, car A pourrait ne pas

N . . 1 1 -1 2
étre diagonalisable, comme dans les cas A = (O 1 ) ou A = ( 0 —1 )
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a. (=) Supposons que AB est symétrique, alors AB = (AB)T = BTAT. Or A et B sont symétriques donc
AT = A et B! = B ce qui donne AB = BA.
(<=) Supposons que AB = BA, alors (AB)" = BTAT = BA car A et B sont symétriques. Mais comme
AB = BA, on a (AB)" = AB donc AB est symétrique.
Par double implication, on a bien AB est symétrique si et seulement si AB = BA.
b. e Bien str, si n = 1 toutes les matrices étant symétriques, on ne peut pas trouver de matrices A et B

symétriques dans M (K) telles que AB ne soit pas symétrique.

eSin=2 A; = (; ?) et By = <$ :), AsBy = (é ;) n’est pas symétrique, A, et B, le sont.

. . A 0 B 0 o
e Sin > 2. il suffit de poser A, = ( 02 I ) et B = < 02 I ) et on a encore A, et By, symétriques
n—2 n-2

AsB> 0

alors que ApB, = < 0 I
n—-2

) ne ’est pas.

c. Soit B = (vy,--+,vn) une base de K™ composée par des vecteurs propres communs & A et B. En posant
P la matrice de passage de la base canonique Bg de K™ a la base B et en notant a et b les endomorphismes
canoniquement associés a A et B, on a A = Mats,(a), B = Mats,(b). Par formule de changement de
base, D = Mats(a) = P"'AP et D’ = Mat 5(b) = P~'BP sont diagonales. Comme D et D’ commutent,
AB = (PDP~')(PD'P~ ') = PDD'P~! = PD'DP~! = (PD'P~')(PDP~') = BA. D’aprés a., AB est symétrique.
a. Sia=1onaf?+2f+idg = (f+idg)? = 0 donc le polyndome (X + 1)? est annulateur de f. Soit A la

matrice de f dans n’importe quelle base de E, on a aussi (X + 1)? annulateur de A et on sait qu’alors la seule

valeur propre complexe possible de A est —1, ce qui prouve que xo = (X + 1)? = x¢ car xa est scindé dans

C. Comme xs est scindé dans R[X], f est trigonalisable d’apres le cours, il existe donc une base B = (v1,v2)

= a)avecae R. Il y a deux cas :

du plan E telle que Mat 5 (f) = ( o —1

e Sia=0,alors f = —id g.

e Si a # 0, en prenant la base B’ = (avy,v2) de E, on a Mat g/ (f) = <01 _]] >

Dans les deux cas, det(f) =1 et Tr (f) = —2 donc xs = X*> +2X + 1 = (X +1)? ; on pouvait s’en douter.

b. Méthode 1 : toujours en prenant la matrice A de f dans n’importe quelle base, on a P = X? 4+ 2X + «
annulateur de A mais le discriminant A = 4 — 4« de P vérifie A < 0 donc P n’a pas de racine réelle. D’apres
le cours, les valeurs propres réelles de A sont soit z = z7 = —1+1iy/&x — 1 soit z = z; = —1 —iy/a — 1. Comme
XA est réel car A est réelle, z1 et z; étant conjuguées, elles ont la méme multiplicité dans xa ce qui fait que
Xt =XA = (X—2)™(X—2)™ = (X? + 2X + o)™ donc n = deg(x¢) = 2m est pair.

Méthode 2 : f2+2f+aid g = (f+idg)?+(a—1)id g donc (f+id¢)? = (1—«)id g. En passant au déterminant,
on a det((f+idg)?) = (det(f+idg))? = (1 —a)™. Or det(f+idg) € R donc (det(f+idg))? = (1 — )™ >0
ce qui montre que n est pair car 1 — o < 0.

c. Soit e € E un vecteur non nul (il en existe car E est un plan) et ey € E défini par e; = f(ez) + e2. Soit
(A, 1) € R? tel que Aey + ey = O, alors A(f(ez) +e2) +uex = Af(ex) +(A+pn)ex = 0g. Or (ez,f(ez)) est libre
car f ne possede aucune valeur propre réelle d’apres b., ainsi A = A+ p = 0 donc A = p = 0 ce qui montre

que (e1,ez) est une base de E. Comme f(ez) = e7 — ez et f(e) = f(f(e2) + e2) = f2(e2) + f(ez2) = xey car
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. s s . . 1
f24-f+aid g = 0, par définition de la matrice d'un endomorphisme dans une base, Mat 5 (f) = < i —2) =A.

d. Soit ez € E un vecteur non nul (il en existe car dim(E) > 2) et e; € E défini par e; = f(e2) + ez. Comme
ci-dessus, on montre que (e7,ez) est une famille libre de E et que f(ez) = e1 — ez et f(ej) = xez. Comme
Vect(e,ez) # E, il existe un vecteur non nul e4 € E \ Vect(er,ez2). Soit e3 € E défini par e3 = f(eq) + eq.
A nouveau, on montre que (e3,es) est une famille libre de E et que f(eq) = e3 — es et f(e3) = xeq. Si
Aer+Azez+Azes+Ases =0 (1), on applique f & (1) pour avoir ahjez+Az2(e1—ez)+oAzea+As(ez—es) =0 (2).
En effectuant A4(1)—2A3(2), on a Ag(A1e1+Aze2+A3e3+Aseq) —Az(0cA1ea+A2(e1—ez)+orzes+As(e3—es)) =0
donc (MAg—2A2A3)er + (AoAg —adiA3 +A2A3)ex + (7\% +A7)es = 0. Mais, par construction, (ey, ez, es) est libre
donc ?\% + 7\121 = 0 ce qui, montre, comme Az, A4 sont réels, que A3 = A4 = 0. Il ne reste que Aje; +Azex =0

donc A1 = Az =0 car (er,ez2) est libre. Ainsi, Ay = A2 = A3 = A4 =0 et (e1,e2,e3,e4) est libre.

Sin =4, on a trouvé une base B = (e1, ez, e3, e4) telle que Mat 5 (f) = (/3 i)

Sin >4, on continue en prenant eg € E \ Vect(eq, ez, €3,e4), on pose es = f(eg) + e et on a f(eg) = €5 — eq,

f(es) = aeg et (e1,ez,e3,eq,es5,eq) libre. Par récurrence, en notant n = 2p, on construit une famille libre
B = (e1, -, ean) telle que Vk € [1;n]], feak—1) = xeak, f(eax) = e2x—1 — e2x. Comme dim(E) =n =2p, B

est une base de E et on a Mat 5(f) = diag(A,---,A) avec p fois le bloc sur la diagonale.

5.201) a. Comme A est triangulaire supérieure, xa = X?(X — 1)(X — 2). Les colonnes 1,2 et 4 de A forment une

famille libre donc rang (A) = 3 et dim(Eo(A)) = dim(Ker(A)) =1 # 2 par la formule du rang ce qui montre

que A n’est pas diagonalisable. Comme x est scindé sur R, A est trigonalisable dans M4 (R).

0o 1 -1 1 -1 1 -1 1
o1 0 0 0

Comme A — Iy = 0 0 —1 -1 et A —2I4 = 0 0 —2 —1 et que 1 et 2 sont des valeurs
0o 0 0 -1 o o0 o0 =2

propres simples de A, on a E1(A) = Vect(vy) et E2(A) = Vect(v2) avec vi = (1,0,0,0) et v2 = (1,1,0,0).

De méme, comme rang (A) = 3, on voit que Eo(A) = Vect(vz) avec v3 = (1,0,1,0). On cherche v4 tel que

1T 1 —1 1 X 1
. . . R 0 2 0 0 y 0
Avg = v3 (réduction de JORDAN) et on trouve en résolvant ce systeéme 00 0 —1 1= par
0o 0 o0 0 t 0
T 1 1 =1 1 0 0 0
o1 0 0 0 2 0 0 . .
exemple, v4 = (—1,0,—1,1). Posons Q = 0 0 1 —1 et T= 00 0 1l Comme Q est inversible
0 0 0 1 0O 0 0 0
car det(Q) = 1, la famille B = (vq,v2,v3,v4) est une base de R et on a, par formule de changement de base,

comme Avy = v, Ava = 2vy, Av3 =0 et Avg =v3, A =QTQ .

b. Comme AM = MA, on a aussi A2M = MA? donc Ej(A) = Ker(A — I4), E2(A) = Ker(A — 2I4) puis
10 0 0
2 2 0.2 0 0 41 2
Eo(A) = Ker(A) et Ker(A<) sont stables par M. Comme A< = Q 0 0 0 olQ Ker(A<) = Vect(vz,va).
0 0 0 0
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a 0 0 O
. . e 0b o0 0
On traduit matriciellement ces stabilités par M = Q 0 0 ¢ d Q™ '. Or AMvs = MAvs = Mv3 = cv3
0 0 0 e
a 0 0 O
. 0b 00| 1 ., . .
et AMvg = A(dv3 + evq) = ev3 donc ¢ = e. Ainsi, M = Q 0 0 c d Q~'. Réciproquement, on vérifie
0 0 0 ¢
que ces matrices commutent avec A ce qui montre que le commutant de A est de dimension 4, engendré par

QE1,1Q 7", QE22Q 7", Q(E3,3 +E44)Q " et QE34Q .

+oo
Soit P = Y axX¥ un polynéme quelconque.

k=0
Analyse : on suppose que M = P(A), or comme A = QTQ ', on a classiquement M = QP(T)Q_1, on calcule
“+o00o
0 0 0
P POy 0 0 o
+o0 0 PR2) o 0 O
= k pr—
P(T) 0 kgo a2 0 0 | donecM=0Q 0 o PO) P0) Q.
0 0 ap aj 0 0 0 P(0)
0 0 0 ap

Synthese : soit @ : R3[X] — R définie par ¢(P) = (P(1),P(2),P(0),P’(0)). ¢ est clairement linéaire et si
P € Ker(¢p),ona P(1) =P(2) = P(0) = P’(0) = 0 donc 1 et 2 sont racines au moins simples de P et 0 racine au
moins double de P donc P = X?(X—1)(X—2)U avec U € R[X] mais la condition deg(P) < 3 impose U = 0 donc

Ker(@) = {0}. ¢ est donc injective, et comme dim(R3[X]) = dim(R*) = 4, ¢ est un isomorphisme. Ainsi,
a 0 0 0 PA) 0 0 0

oo o], B 0 P2 o0 0 o
comme M = Q 0 0 ¢ d Q ',onaM=Q 0 o P0) P(0) Q™' = P(A) en prenant le
00 0 ¢ o 0 0 PO

polynome P = ¢~ '(qa,b,c,d) € R3[X].
On en conclut qu’il existe P € R[X] (méme plus précisément P € R3[X]) tel que M = P(A) si AM = MA.

a 0 0 O
o ) ) . b 0 0| 7 .
c. Si M = A, AM = M“M = MM* = MA donc on peut écrire M = Q 0 0 ¢ d Q' d’apres b..
0 0 0 ¢
2 2
a 0 0 O a 0 0 0 1 0 0 O
0 b 0 0 0 b2 0 0 0200
. . 2_ _ 7] _ _ .
Ainsi, M = A = QTQ™ ' <— 00 ¢ d 0 0 2 2¢al = 1o 0 o 1 ce qui donne
00 0 ¢ 0o 0 o0 ¢ 0000

a==41,b=+v2 ¢c=0et 2cd = 1 mais ceci est impossible. Par conséquent, il n’existe aucune matrice
M € M4 (R) telle que M? = A.
5.202]e Sin=1et A =(a)#0, B=(b) #0, alors ABAB = (a?b?) # 0. Rien & signaler.

eSin=2et A0, B #0 telles que ABAB = 0, alors la matrice AB est nilpotente d’indice inférieur ou
égal & 2. Mais on a aussi (BA)> = BABABA = B(ABAB)A = B x 0 x A = 0 donc BA est aussi nilpotente.

Comme X3 est annulateur de BA, on sait d’apres le cours que Sp(BA) C {0} car 0 est la seule racine de X3.
Mais comme le spectre complexe est non vide d’aprés D’ ALEMBERT-GAUSS, on a donc Sp ¢(BA) = {0} ce qui
montre que xpa = X2. D’apres le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, on a donc (BA)? = 0 donc BABA = 0.

e Sin=3et A#£0,B#0 telles que ABAB = 0, alors AB est nilpotente et, comme avant BA l'est aussi.
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Mais la méme démarche conduit & (BA)3 = 0, on va construire un exemple tel que l'indice de nilpotente de

01 0
AB soit 2, et celui de BA soit supérieur ou égal 8 3. Soit N=| 0 0 1 | =Ej+E2 3, alors N? = Ei3#0
0 0 0
et N3 = 0 donc N est nilpotente d’indice 3. On cherche A et B non nulles dans M3(R) telle que BA = N
1 0 0
alors que (AB)? = 0. Si on prend A = N = Eio+Ex3etB=(0 1 0] =E;1+E;, =N alorsona
0 0 0

comme attendu BA =N et AB = = Ej,» donc BABA = Eq 3 # 0 alors que ABAB = 0.

o © O
oS o O

1
0
0
. . N’ 0
e Sin >4, on construit par blocs A = et B = et on a comme dans le cas n = 3,
0 On 3 0 On—3

par des calculs par blocs, AB = Eq 2, BABA = Eq 3 # 0 alors que ABAB = 0.

a. Par hypotheése L # 0 et C # 0 donc, en notant C = (ci,1)1<i<n €t L = (€1,5)1<j<n, il existe ip € [1;n]
tel que ci,,1 # 0 et il existe jo € [1;n] tel que €15, # 0. Mais CL = (myj)i1<ij<n = (¢1,101,5)1<i,j<n donc
Miyje = Cio,11,5, 7# 0 et CL # 0. Par conséquent, A 4 I, = CL # 0 donc A # —I.

b. A% = CLCL — 2CL + I,, par le binéme car CL et I, commutent, or LC = (x)1<ij<1 € Mi(R) avec
o= Z ck,1l1,x = Tr (CL). En assimilant M;(R) et R, o = Tr (LC) = LC donc A? = LC(CL) — 2CL + I,
d’olt A2 (LC=2)(A+1n)+ Iy = (LC—2)A+ (LC — 1)I,. Ainsi, on a bien A%+ (2—LC)A + (1 —LC)I, = 0.
c. A est une matrice de symétrie si et seulement si A2 = I, <= (2 — LC)A + (1 — LC)I,, = —I,, d’apres b.
donc A2 =1,, <= (2 — LC)(Al,) = 0. Mais A + I,, # 0 d’aprés a. donc A? = I,, <= LC = 2.

d. A € Sp(A) est racine de tout polynéme annulateur de A d’apres le cours, or P = X? + (2 — LC)X + 1 —LC
est de degré 2 et il est annulateur de A d’aprés b. donc P(A) = A + (2 —LC)A+1—LC = 0.

e. On factorise P = (X +1)(X +1 —LC) et LC # 0 donc P est scindé a racines simples sur R ce qui prouve
d’apres le cours que A est diagonalisable et que Sp(A) C {—1,—1+ LC}.

e A+ 1, = CL est clairement de rang 1 car C # 0 et L # 0 donc, avec la formule du rang, E_j(A) est
un hyperplan. Or L est la matrice dans la base canonique d’une forme linéaire ¢ non nulle ce qui montre
que Ker(L) = Ker(p) C Ker(CL) ce qui montre avec inclusion et égalité des dimensions que ’hyperplan

Ker(A + I,) = Ker(CL) = Ker(L) = Ker(¢@) = E_1(A) est d’équation Z 01,5%5 = 0.
i

o Ker(A+(1—LC)I,) = Ker(CL—LCIy,) = E_j41c(A) est forcément une droite car R™ = E_1(A)DE_141c(A)
puisque A est diagonalisable. Or (A4 (1—LC)I;;)C = CLC—«C mais C(LC) = «C donc E_q41¢c(A) = Vect(C).

5.204) a. Soit A € C, on effectue dans xa(A) opération de GAUSS Ly <— Ly + ALy + ALz + -+ A" 'L, et
n—1 n—1
on développe par rapport & la ligne n, xa(A) = (—1)™+! (?\“ + > akAk) x (=T =A"+ 3 apAk donc
k=0 k=0
xA =X"+an1 X" T+ 4 ao (en fait A est une matrice compagnon).
b. Pour tout complexe A, le rang de A — Al,, est au moins égal & n — 1 grace a la sous-diagonale de 1

échelonnés sur les n — 1 premieres colonnes. Par la formule du rang, la multiplicité géométrique de toute

valeur propre A de A vérifie donc dim(Ex(A)) =n —rang (A —Al,) < 1.
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(«<=) Si xa est scindé a racines simples, d’apres le cours, A est diagonalisable dans M,, (C).
T

(=) Réciproquement, si A est diagonalisable dans My (C), en écrivant xa = [[ (X—2;)
=1

sont les valeurs propres distinctes de A, on sait d’apres le cours que Vj € [[1;7], my;a) = dim(Ex;(A)).

™5 (A Gl Ay, e Ay

D’aprés ce qui précede, on a donc 1 < my;(a) = dim(Ex;(A)) < 1 donc my;ay) = 1. Toutes les valeurs
propres de A sont donc simples, on en déduit que r =n et que xa est scindé & racines simples dans C[X].
Par double implication, A est diagonalisable si et seulement si xa est scindé a racines simples.

a. Par construction, comme cette famille B engendre F, B est une famille génératrice de F.

Considérons l'application w : E — E définie par u(f) = f”. u est clairement un endomorphisme de E et

Yk € [1;1], u(fy) = k*fi donc, comme i, # 0, la famille B est constituée de n vecteurs propres de u associés
A des valeurs propres différentes 1,4, ---,n?. Ainsi, (f1,-++,fn) est libre d’apres le cours. De méme, comme
u(gx) = k?gx et que gy # 0, la famille (gq,---,gn) est aussi libre dans E.

Soit (A1y-- - Any 11y -y tn) € R2™ tel que A7fy + -+ 4+ Anfn + n1g7 + - + pngn = 0, alors la fonction
f=afi 4+ +Afn = —(m1g1 + - + tngn) est & la fois paire et impaire donc elle est nulle et on
aAfr 4+ -+ Afn = g1 + - + pngn = 0. Mais les libertés de (f1,---,fn) et (g1,---,gn) prouvées
précédemment montrent que Ay = --- = A, = 43 = - = un = 0, ce qui prouve que B est libre.

Par conséquent, B est une base de F et on a donc dim(F) = 2n.

b. @ est linéaire par linéarité de la dérivation et va bien de E dans E car si f : R — R est de classe C*, la
fonction f” — 3f' 4 2f est aussi C*° de R dans R. Ainsi, ® est un endomorphisme de E. Pour tout k € [1;n],
on a ®(fy) = k*fi — 3kgy + 2fx € F (1) et ®(gy) = k?gy — 3kfy +2gx € F  (2). Ainsi, comme B engendre
F, on constate que F est stable par ®, ce qui nous permet de définir I’endomorphisme induit ¥ : F — F défini
par U(f) = ®(f) = f/ — 3f' 4+ 2f et ¥ est bien un endomorphisme de F.

c. Sion somme (1) et (2), par linéarité de ¥, on a ¥(fi +gx) = (k? —3k+2)(f +gx) = (k—1)(k—2)(fx +gx)
donc, comme ay = f + gk : x = e* # 0, ay = (k—1)(k —2) est une valeur propre de F pour tout k € [1;n].
De méme, si on soustrait (1) et (2), on obtient W(fx — gx) = (k* + 3k + 2)(fx. — gx) = (k + 1)(k + 2) donc,
comme by = fx — gi : x > e ¥ £ 0, B = (k + 1)(k + 2) est une valeur propre de F pour tout k € [1;n].
La famille B’ = (a1, -+, an, b1, -+, byn) est libre car elle est formée de vecteurs propres (non nuls) associés
a des valeurs propres différentes de 'endomorphisme de dérivation D : E — E défini par D(f) = ' car
D(akx) = kay et D(bx) = —kby. Ainsi, comme dim(F) = 2n, B’ est aussi une base de F et ce qui précede
montre que c’est une base formée de vecteurs propres de ¥ donc ¥ est diagonalisable.

Les valeurs propres de ¥ sont (comptées avec leur ordre de multiplicité) les oy, -+, an,B1,- -, Pn, SOit

0,0,2,6,12,20,---,(n —1)(n — 2),6,12,20,-- -, (n = 1) (n = 2),n(n = 1),n(n+ 1), (n + 1)(n + 2).

n

Comme 0 est valeur propre de ¥, ¥ ¢ GL(F) donc det(¥) = 0. Par contre, Tr (¥) = > (ax + by) donc
k=1
n n 3 2
T (0) = 3 (=)= 2+ (+ )k +2) = 3 (@ +4) = MOFNEED 4y and 50’ 4 13n
k=1 k=1

5.206 | (=) Supposons A diagonalisable et traitons deux cas :

e Soit A n’admet qu’une seule valeur propre A € C. Alors A = P(AL;)P~! avec P inversible donc A = Al,.
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Soit Q un polynéme complexe non constant. D’apres le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, le polynéme Q —A
admet une racine complexe puisqu'’il n’est pas constant. Ainsi, il existe « € C tel que Q() = A. Il suffit de
prendre M = «l, pour avoir Q(M) = Q(«)Iz = Al = A.

M
0
inversible P € GL,( C) telle que A = PDP~'. Soit Q un polynéme complexe non constant, comme ci-dessus il

e Soit A admet deux valeurs propres complexes A7 # A2. En notant D = < }\O ), il existe une matrice
2

existe des complexes a7 et oy tels que Q(a1) = A1 et Q(x2) = Az (autrement dit Q : C — C est surjective).

11 suffit de prendre M =P (o:)] 0?2) P~ pour avoir Q(M) = P (Q(gq) Q((()Xz)) P~ =PDP ! = A.

(«<=) Supposons A non diagonalisable, alors x o ne peut pas étre scindé a racines simples donc Sp(A) = {A},

XA = (X —A)% et dim(Ex(A)) = 1. Comme xa est scindé dans C[X], A est trigonalisable donc il existe

0 A
Pour réduire “a4 la JORDAN” et avoir 1 & la place de  : si on note u € £( C?) I'endomorphisme canoniquement

P € GL2(C) telle que A = PTP~! avec T = <A u) avec | # 0.

associé & A, on a donc par CAYLEY-HAMILTON (u — Aid ¢2)? = 0 donc Im (u — Aid ¢2)) C Ker(u — Aid ¢2).
Puisque dim(Ex(A)) = 1, par le théoreme du rang, on a dim(Im (u — Aid ¢2)) = dim(Ker(u — Aid ¢2)) =1
donc Im (u — Aid ¢2) = Ker(u — Aid ¢2). Si on prend vi € C? tel que Ker(u — Aid ¢2) = Vect(vy), alors il
existe donc v, € C? tel que (u — Aid ¢2)(v2) = vi. Comme va ¢ Ker(u — Aid ¢2), la famille B = (v1,v2)

est libre donc c’est une base de C?. Par construction, comme u(vi) = Avq et u(va) — Avy = vy, il vient

T = Mat 5 (u) — (7‘ 1

Y ) En notant P la matrice de passage de la base canonique de C? & B, on a par la

formule de changement bases : A = PTP~!.

Prenons le polynéme non constant Q = X? + A et supposons l'existence d’une matrice M € M,(C) telle

que Q(M) = A. Posons N = P~"MP de sorte que M = PNP~!. On a la suite suivante d’équivalences :
QM) = M2 +Al; = A < P(N2 + AL)P~! = PTP7! <= N2 + Al; = A <= N? = puE;;. Comme
E%J =0, on a N* = 0 donc N est nilpotente. Or, il est classique que xn = X? (seul 0 est valeur propre
de N) donc N? = 0 par CAYLEY-HAMILTON. Ceci impose donc E; 1 = 0 qui est absurde. Ainsi, pour
ce polyndome Q = X? + A et pour toute matrice M € M,(C), on a Q(M) # A. On a donc montré que
(VQ € C[X]\ Co[X], IM € M(C), Q(M) = A) est faux.

Par double implication : A diagonalisable <= (VQ € C[X]\ Co[X], IM € M>(C), Q(M) = A).

a. Pour k = 0, on a bien AB® — B°A = 0.B® car B® = I,,. Pour k =1, AB' —B'A = AB —BA =B = 1.B!
par hypothese. Soit k > 1, supposons que AB* — BKA = kBX, alors AB¥*! = AB¥ x B = (B*A + kB¥) x B
par hypothése de récurrence donc AB**! = AB¥ x B = (BXA + kB¥) x B = B¥ x AB + kB**!. Mais comme
AB = BA + B, en reportant, on a AB¥t! = B* x (BA + B) + kB**! = B*TTA 4 (k + 1)B*+! qui s’écrit aussi
ABKHT — B*TA = (k4 1)B**! : I'hérédité est établie.

Par principe de récurrence, on a montré que Vk € N, AB* — BXA = kBk.
b. Soit L : My (C) — M, (C) définie par L(M) = AM — MA. Il est clair que L est un endomorphisme de

M, (C). Or la question précédente montre que Yk € N, L(B¥) = kB¥ ce qui prouve que k est une valeur
propre de L si BX # 0. Comme il est impossible qu'un endomorphisme en dimension finie (dim (M (C)) = n?)

ait une infinité de valeurs propres, il existe forcément une valeur k € N* telle que B¥ = 0, et donc forcément

106



B! =0 sii> k. Par conséquent, B est bien nilpotente.

5.208 | a. Soit A € C, on effectue dans xa (A) I'opération de GAUSS Cp, <— Cp +ACn_1+A2Cp_2+---+A""1Cy et

on développe par rapport & la colonne n, xao (A) = (—1)"*! (?\“ —ni1 an,kkk) X (=T = Am— ni:] Ak AS
donc xo = X" — ;X! — ... —a, (en fait A est une matrice cc];;l(ioagnon). =

b. Pour tout complexe A, le rang de A — Al, est au moins égal a n — 1 grace a la sous-diagonale de 1
échelonnés sur les n — 1 premieres colonnes. Par la formule du rang, la multiplicité géométrique de toute
valeur propre A de A vérifie donc dim(Ex(A)) =n —rang (A — Aly) < 1.

On va montrer que A est diagonalisable si et seulement si xa est scindé a racines simples.

(«<=) Si xa est scindé a racines simples, d’apres le cours, A est diagonalisable dans My (C).
T

(=) Réciproquement, si A est diagonalisable dans My (C), en écrivant xa = [[ (X—2;)
j=1

sont les valeurs propres distinctes de A, on sait d’apres le cours que Vj € [1;7], ma;a) = dim(Ex,; (A)).

m?\j(A) 0i1)\1)"'))\r

D’apres ce qui précede, on a donc 1 < my;(a) = dim(Ex;(A)) < 1 donc my;ay) = 1. Toutes les valeurs
propres de A sont donc simples, on en déduit que r =n et que xa est scindé & racines simples dans C[X].
Par double implication, A est diagonalisable si et seulement si xa est scindé a racines simples.

X-2 =2 1

5.209)a. xa = | 1 X-=5 1 =X=-2)(X=5)(X—=2)+1) — (=2(X —2) + 1) en développement par

0 -1 X—-2
rapport & la premiére colonne. Ainsi, xa = (X —2)(X? = 7X+11) +2X —5 = X3 —9X2 + 27X — 27 = (X — 3)3
(binéme de NEwTON). Comme xa est scindé dans R[X], A est trigonalisable dans M3(R). Par contre,
comme E3(A) = Ker(A —313) # R3 donc dim(E3(A)) # 3 (Uordre de multiplicité de 3 dans xa) car A # 313,
A n’est pas diagonalisable dans M3(R) (ni bien siir dans M3( C)).
b. Comme Sp(A) = {3} d’apres a., si x est un vecteur propre de A, alors Ax = 3x donc la droite D = Vect(x)
est stable par A. Réciproquement, si la droite D’ = Vect(y) est stable par A, on a y # O3 car D’ est une

droite et Ay € D donc IA € R, Ay = Ay donc y est un vecteur propre de A donc A =3 et y € D ce qui
-1 2 -1
montre que D’ = D. Par conséquent, la seule droite stable par A est D. Comme A —3I3=| -1 2 —1 ],
o 1 -1
on voit que (1,1,1) est dans le noyau de A — 313 donc D = Vect(x) avec x = (1,1,1).

c. Soit une base B’ = (a7, az) de P qu'on compléte en une base B = (a7, az,a3) de R3. Par stabilité de

! _ /
t ) oit A = Mat 5(a). Ainsi, xa = det(XI; — A) = | X274

0 A 0 x — x| dome

P, on a Mat (a) = (

xA = (X — A)xar ce qui justifie que xa+ divise xa (et en plus que A = 3).
d. Comme P est de dimension 2, x/ est unitaire et de degré 2 et il divise xq = (X —3)3 donc xa = (X —3)2.
Par CAYLEY-HAMILTON, (a’ — 3idp)? = 0 donc ¥x € P, (a’ —3id p)?(x) = (a — 3id g3 )?(x) = 0 et on a bien
I'inclusion P C Ker ((a — 3id g3)?).
-1 2 -1 -1 1 0
e. CommeA—3l3=| -1 2 —1],ona(A-33)2=| -1 1 0 | donc (A—3I3)% et (a—3id g3)? sont
o 1 -1 -1 1 0
de rang 1 ce qui montre avec la formule du rang que dim(Ker((a —3id g3)?) = 2. Par inclusion et égalité des
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dimensions, on a P = Ker ((a — 3id g3)?).
Dans cet exemple, il y a seulement quatre sous-espaces stables par a : {0} de dimension 0, D = Ker (a73id R3)

de dimension 1, P = Ker ((a — 3id 3)?) de dimension 2 et R? de dimension 3.

X —1 -3 X —1 -3
a. xa=1|-2 X-—-1 3 =|-2 X-1 3 apres avoir effectué Ly «— L3 + Ly. On factorise par
2 —1 X =5 0 X—-2 X-=2
X —1 -3 X 2 -3
X — 2 dans la troisieme ligne ce qui donne xpo = (X—2)| -2 X—-1 3 |[=(X—-2)|-2 X—4 3 |apres
0 1 1 0 0 1

Cz «— C2 — C3. On développe par rapport & la troisieme ligne et on a xa = (X —2)(X(X —4)+4) = (X —2)3.
Ainsi, comme les valeurs propres de A sont les racines de xa, il vient Sp(A) = {2}.
b. A est diagonalisable si et seulement si dim(Ez(A)) = 3, ce qui équivaut a A = 213, ce n’est visiblement

pas le cas. Ainsi, A n’est pas diagonalisable.

-2 1 3
c. A—2I3=| 2 —1 =3 ] est visiblement de rang 1 donc, avec la formule du rang, dim(E;(A)) = 2.
-2 1 3

Un simple coup d’ceil & A — 213 nous permet d’écrire E»(A) = Vect(u,v) avec u = (1,2,0) et v = (0,3, —1).
Le théoréme de la base incompléte montre I'existence de w € R3 tel que (i, v, w) soit une base de R3. Bien

sir 100% des vecteurs w conviennent mais si on prend par exemple w = (1,0,0), la matrice de la famille

1 0 1
B = (u,v,w) dans la base canonique vaut P= | 2 3 0 | et det(P) =2 # 0 donc P est inversible ce qui
0o —1 0

prouve que B est bien une base de R? alors que u et v sont des vecteurs propres de A.

d. Puisque xa est scindé dans R[X], la matrice A est trigonalisable dans M3(R) d’apres le cours. Comme

la premiere colonne de A vaut Aw = (0,2,—2) = 2v — 2u + 2w, et comme Au = 2u et Av = 2v par
2 0 =2

construction, par la formule de changement de base, ona A =PTP T avecT= |0 2 2 car, en notant
0 0 2

u I’endomorphisme canoniquement associé & A, Mat 5 (u) =T = P~TAP.

a. fa va de My (R) dans M,, (R) par propriété du produit matriciel et f5 est bien linéaire par distributivité
de x par rapport & + dans Mn(R) : fA(AM +M') = AAMM + M) = AAM + AM/ = AMfA (M) + fa (M) si
A€ Ret (M,M’) € My (R)?. Ainsi fo est un endomorphisme de M, (R).
b. (=) Si A2 = A, alors f4 (M) = fa(fa(M)) = fa(AM) = A(AM) = (AA)M = A?M = AM = fo (M)
pour M € My, (R), donc f3 = fa et fa est bien un projecteur de My (R).
(<=) Si fa est un projecteur de Mn(R), f3 = fa donc, en particulier, f4 (In) = fa(I,) d’olt A2 = A.

Par double implication, A% = A si et seulement si fa est un projecteur de My (R).

d
c. Par une récurrence facile, on montre que Yk € N, YM € M, (R), f§(M) = A*M. SiP = Zo axX* € R[X],
k=

alors P(fa) = Y. axff donc YM € M, (R), P(fa)(M) = > axA*M = P(A)M.

d d
k=0 k=0

e Si P est annulateur de A, la relation précédente montre que P(fA) = 0 donc P est aussi annulateur de fa.

e Si P est annulateur de fa, alors YM € My (R), P(A)M d’apres ce qui précede donc, en particulier en
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prenant M = I,,, on a P(A) = 0 donc P est aussi annulateur de A.
Par conséquent, A et fao ont les mémes polynémes annulateurs. Comme A (ou fa) est diagonalisable si
et seulement §’il existe un polyndéme annulateur de A scindé a racines simples : A est diagonalisable si et

seulement si fa est diagonalisable.

d. Si X € My, 1(R) est un vecteur propre de A associé & la valeur propre A, alors AX = AX. Construisons
par exemple la matrice M € M, (R) dont toutes les colonnes sont égales & X, alors fa(M) = AM = AM par
calcul matriciel donc, comme M # 0 car X # 0, M est un vecteur propre de fa associé a la valeur propre A.
e. SiM € My, 1(R) est un vecteur propre de fa associé & la valeur propre A, alors fo(M) = AM = AM.
Comme M # 0, il existe au moins une colonne, disons la colonne Cj, qui est non nulle. Comme AM = AM,
on en déduit que ACj = AC; donc C; est un vecteur propre de A associé & la valeur propre A.

f. Les deux questions précédentes montrent par double inclusion que Sp(A) = Sp(fa).

d

5.212] a. Soit A € Sp(M) et P = > axX* un polynome annulateur de M. Il existe X # 0 € My,1(C) tel
k=0

que MX = AX. On montre par une récurrence simple que Yk € N, M*X = A*X. Ainsi, on peut calculer

d d
0=P(M)X = Y axM*¥X = 3 axA*X = P(A)X = 0. Comme X # 0, on a forcément P(A) = 0. Ainsi, toute
k=0

= k=0
valeur propre A de M est racine de tout polynome annulateur P de M.

b. Si M est symétrique, comme M'T = M, on a M24+M—1,, = 0 donc P = X2+X—1 annule M. Classiquement,
P=(X—a)(X—B)avec &« = _]%/5 et p = _1%\/3 donc P est scindé a racines simples. Par théoreme,
M est diagonalisable dans My ( C).

c. Si on ne suppose plus M symétrique, on cherche un polynéme annulateur de M de degré supérieur. En
transposant la relation, on obtient (M")2 +M = 1I,, donc (I, —M?)2 + M — I, = M* —2M? + M =0 et le
polynéme Q = X* — 2X%2 + X annule M. Or Q = X(X — 1)(X? + X — 1) = X(X — 1)(X — «)(X — B) qui est &
nouveau scindé a racines simples. Ainsi M est encore diagonalisable dans My, (C).

d. Puisque (MT)? = I, —M, en passant au déterminant, on a det((M?)7) = det(M)? = det(I,,—M) = xm(1).
Ainsi, det(M) # 0 <= xm (1) # 0 <= (1 n’est pas valeur propre de M).

Ou encore, M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

d
5.213] a. Soit P = 3 apX* un polynéme annulateur de A et A une valeur propre de A, alors il existe un vecteur
k=0
colonne X # 0 tel que AX = AX. Par une récurrence simple, on montre que Yk € N, AKX = AkX. Ainsi,

d d
P(A)X = Y axAkX = ( 3 ak7\k>X = P(A)X = 0 car P(A) = 0 donc, comme X # 0, on obtient P(A) = 0.
k=0 K=0

Les valeurs propres de A sont racines de tout polynéme annulateur de A.

b. Comme xA est unitaire par construction et scindé sur C par D’ ALEMBERT-(GAUSS, si aq,---,a, sont les
T T

valeurs propres distinctes de A, on peut écrire xa = [] (X — ai)™e:A) d'ott xa(B) = J[ (B — ajly)™e: (A,
i=1 i=1

Comme GL,(C) est un groupe multiplicatif, on a xa(B) € GLy(C) <= Vi € [1;n], B — ailn € GL,(C).

On peut aussi le justifier par le déterminant (qui est une fonction multiplicative), en écrivant que l'on a

XA(B) € GL(C) <= det(xa(B)) # 0 < ]I[ (det(B — ailn))™ei(A) £ 0 = Vi e [1;7], det(B — ail,) #0.

i=1
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Or B—ailn € GL(C) car det(B —ailn) = (—1)™xB(ai) # 0 puisque a; étant une valeur propre de A, elle ne

peut pas étre une valeur propre de B car on a supposé Sp(A) NSp(B) = (. On a donc bien x (B) inversible.

c. Par hypotheése, AX = XB. Alors A?X = A(AX) = A(XB) = (AX)B = XB2. Par une récurrence facile, on
d d a

montre que Yk € N, AKX = XB*. SiP = Y axX* € C[X], on a P(A)X = 3 axA*X = Y axXB* = XP(B).

k=0 k=0 k=0
En prenant P = xa, on obtient donc xa (A)X = Xxa (B) ce qui donne, avec CAYLEY-HAMILTON, Xxa (B) = 0.

Or on a vu en b. que xa(B) est inversible. Il ne reste donc plus que X = 0.

d. On définit ¢ : My (C) = Mn(C) par ¢(X) = AX —XB. Comme ¢ est visiblement linéaire et qu’on est en
dimension finie, ¢ est un automorphisme si et seulement si elle est injective. Soit X € Ker(¢), on a AX = XB
et, avec la question précédente, X = 0. Ainsi, Ker(¢) = {0} ce qui montre que ¢ est un automorphisme de
Mn(C). Cette bijectivité s’écrit, comme attendu, YM € M, (C), IX € M, (C), AX — XB = ¢(X) = M.

a. Pour (A, ) € R? et (M,N) € M, (R)?, on a f(AM + uN) = B(AM + uN) — (AM + uN)B qu’on développe
en f(AM + uN) = A(MB — BM) + u(NB — BN) = Af(M) + pf(N) donc f est linéaire, et comme va bien de
Mn (R) dans lui-méme, f est un endomorphisme de M, (R).

b. Ona Tr (A) = Tr (AB — BA) = Tr (AB) — Tr (BA) = 0 par linéarité de la trace et d’aprés la propriété
classique V(U, V) € M, (R)2, Tr (UV) = Tr (VU).
Pour tout entier k € N*, on pose l'assertion P(k) = “A*B — BA® = kAk”.
Initialisation : I’énoncé se traduit par le fait que P(1) est vraie car AB — BA = A.
Hérédité : soit k > 1 tel que P(k) est vraie, AXTTB—BAK+! = A(AKB)—BAXT! = A(BAK+KAK)—BAKH!
par hypothese de récurrence et AXT1B—BAKt! = (AB—BA)AK4KkARKT!T = ARFT LAkt — (k4-1) AR
donc l'assertion P(k 4 1) est vraie.
Par principe de récurrence, on a bien Vk € N*, AXB — BAK = kAX. Ainsi, par linéarité de la trace, on a
Vk € N*, kTr (A¥) = Tr (A*B) — Tr (BA¥) donc Tr (A¥) = 0.
c. Si on suppose que A n’est pas nilpotente, alors Yk € N, A¥ #£ 0 et f(A¥) = kA* d’apres la question
précédente. Ainsi, Vk € N, k € Sp(f). Ceci est impossible car cela ferait une infinité de valeurs propres pour

I’endomorphisme f en dimension finie. Ainsi, la matrice A est bien nilpotente.

X—-3 3 -2 X—-3 3 -2
5.215|a. xa = 1 X—-5 2 |= 1 X—-5 2 apres avoir effectué Ly «— L3 —L,. On factorise par
1 -3 X 0 2—-X X-=2
X—=3 1 -2
X—2 dans la troisieme ligne et on effectue C; +— C2+C3 et on arrive axa = (X—=2)| 1 X—-3 2| En
0 0 1
développant par rapport & la troisieme ligne, on arrive par identité remarquable & xa = (X —2)?(X —4) donc
1 -3 2
Sp(A) ={2,4}. CommeA—-2I3=| -1 3 —2 | estderangl,onadim(E2(A)) =3—1=2=m,(A) donc
—1 3 -2
A est diagonalisable. D’apres la matrice A — 213 précédente, une équation du plan E;(A) est x—3y+2z =0 et
-1 -3 2
E2(A) = Vect(vy,vz) avec vi = (3,1,0) et vy = (—2,0,1) par exemple. De méme, A—4I3 = -1 1 =2
—1 3 —4

est de rang 2 (on le savait car 4 est valeur propre simple de A) et E4(A) = Vect(vs) avec vz = (—1,1,1).
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3 =2 -1

b. D’apres la question précédente et avec la formule de changement de base, sion pose P= [ 1 0 1
0 1 1
2.0 0 V2 0 0
etD=1]0 2 0|,onaA =PDP'. SionposeD = 0 V2 0],onaD? =D etsion pose
0 0 4 0 0o 2
1

R=PD'P~! onaR?=PDP'PD'P~' =P(D')?P~! = PDP~! donc R? = A.

c. Comme A est diagonalisable et Sp(A) = {2,4}, le polynéme P = (X — 2)(X — 4) est annulateur de
A. Si R € M3(R) vérifie R> = A, alors P(R?) = P(A) = 0 donc (R? — 2I3)(R? — 413) = 0 et le polynome
Q = (X2 =2)(X?—4) = (X—V2)(X++/2)(X—2)(X+2) est annulateur de R et scindé & racines simples dans R[X]
donc R est diagonalisable dans M3(R). On peut méme dire d’aprés le cours que Sp(R) C {—v/2,v/2,—2,2}.
d. Si R € M3(R) vérifie R? = A, alors RA = R?> = AR donc les sous-espaces propres de A sont stables
par R, ce qui justifie que les sous-espaces Ez(A) et E4(A) sont stables par R. On en déduit que dans la

base B = (v1,v2,v3) adaptée & la décomposition R3 = E»(A) @ E4(A), la matrice de ’endomorphisme

B 0

associé a R est diagonale par blocs, donc que R = P ( 0 A

)P1 avec A € R et B € M2(R). Alors
B2 0 2 0 : :

R =P ( 0 }\2) Pl =vp < 02 4) P~ = A si et seulement si B2 = 2I; et A> = 4. On ne peut donc
prendre que A = +2 mais par contre il existe une infinité de matrices B telles que B2 = 2I,, par exemple

B = /2S¢ pour tout 6 € R avec Sg = <cos(6) sin(6)

. . , s 2
sin(0) — cos(e)) qui est la matrice d’une réflexion du plan R-.

1l existe donc une infinité de matrices R € M3(R) telles que R? = A.

X =3 0
5.216]a. Onaxa =|—-1 X —1|=Xx3—-3X-3donc, par CAYLEY-HAMILTON, P = X3 —3X —3 est un polynome
-1 0 X

annulateur de A. Pour n € N, on multiplie A3 — 3A — 313 = 0 par A™ pour avoir A™*3 — 3AMT _3A™ =

et, par linéarité de la trace, uny3 — 3uny1 — 3uny =0.

303
b. ug=Tr(I3) =3, u1=Tr(A)=0et A>= |1 3 0] doncuy =Tr (A?) =6, u3 = 3u; +3up =9 et
030

ug = 3uz + 3wy = 18. Soit n > 2 tel que (un,uni1,uns2) € (N*)3 alors uni3 = 3uny1 + 3un € N* car N*
est stable par somme et produit. Par principe de récurrence, on a bien Vn > 2, u, € N*.

c. Comme x/; (t) = 3t> —3 = 3(t — 1)(t + 1), la fonction xa est croissante sur | — oo; —1] et sur [1;4o0] et
décroissante sur [—1;1] avec tETooXA(t) = —o00, xa(—1) = =1, xa(1) = =5, xa(2) = -1, xa(3) = 15 et
tEToo xA(t) = +00. Avec le tableau de variations de xa, on se rend compte que xo n’admet qu’une seule

racine réelle o €]2;3[ et, comme x4 est réel, ses deux autres racines sont B et p (deux complexes non réels et
conjugués). Comme xa est scindé a racines simples dans C[X], la matrice A est diagonalisable dans M3( C)
et semblable & diag(«, B, B). Ainsi, A™ est semblable & diag(a™, ™, B") donc uy, = Tr (A™) = «™+p" 4B .
d. Comme «Bp = 3 par les relations coefficients-racines, on a |B|? = i < % donc |B| < 2. Ainsi, ™ = o(a™)

o(a™) ce qui montre que u, ~ «™ donc 1~ Ln Ainsi, la série numérique 1
+oo Up +00 n>2 Un
1

positifs converge par comparaison a une série géométrique car 0 < — < 1.
o

—n N
et B a termes

+o0
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I — . L.
5.217 a. Par blocs, pour A € C*, on a xg(A) = ‘ AIH MA . On fait 'opération (par blocs) Cy1 +— C1 + %
—in n
N — & —A A \" 2 2
et on a xg(A) = A = det(Aln) x det(Mn - X) — A" x (X) det(A\In — A) = xa(A2). On a
0 Al

donc xg = xa (X?) car ces deux polynémes coincident sur C*. Ainsi, le spectre de B est constitué des racines
carrées complexes des valeurs propres de A.

n

b. Soit ay,--+,an les valeurs propres de A. Comme det(A) = [] ax # 0, a1, -, an sont distinctes et
k=1

non nulles. Pour k € [[1;n], notons Ax une racine carrée de oy, alors les valeurs propres de B sont les

A1, —A1, -+, A, —An d’apres a. et elles sont distinctes car Ax # —A et qu’on ne peut pas avoir A; = %A car

sinon leurs carrés o et o seraient égaux. Ainsi, B a 2n valeurs propres distinctes donc B est diagonalisable.

c. Supposons B diagonalisable, alors B = QAQ ™" avec A € M, (C) diagonale et Q € GLy,(C). Alors

A 0

B% = QA%Q ™! donc B? est aussi diagonalisable. Mais B? = < 0 A

>. Soit R un polynoéme scindé a racines

R(A) 0

0 R(A)) = 0 donc R(A) = 0 donc A est diagonalisable car elle

simples qui annule B2, alors R(B%) = <
a un polynéme annulateur scindé a racines simples.

d. Prenons A = 0, alors A est on ne peut plus diagonalisable car elle est diagonale. Mais xg = X?™ = (X—0)?"
donc, d’apres le cours, B est diagonalisable si et seulement Ker(B) = Eo(B) est de dimension 2n, c’est-a-dire

si et seulement si B = 0. Mais non, donc B n’est pas diagonalisable alors que A 1’est.

R(A) 0

0 R(A)> = 0 pour un polynoéme annulateur R

e. Si A est diagonalisable, comme avant, R(B?) = (

N
scindé & racines simples de A. Ainsi, B? est diagonalisable. Posons R = [] (X — ) avec «1, - - -, &, distincts.

Aucun des o n’est nul car oy est une valeur propre de A et que A est inversible. Notons §x une racine

carrée de oy pour k € [1;7]. Alors, comme avant, 81, —51,- -, 8y, —8; sont distincts donc le polynéme
T

Q = I (X — 8x)(X + 8x) annule B car R(B?) = f[ (B2 — alzn) = kli[1 (B — 8xI2n)(B + Sklan) = Q(M) = 0

et Q est scindé a racines simples donc B est diagonalisable.

a. Par définition, ce reste R de I’énoncé a un degré majoré par 3 donc ¢ va bien de E dans E. Pour (P,Q) € E?
et (A1) € R, X2(AP--1Q) = ACX2P)+1(CQ) = AUD-+6(P))+1(VD+(Q)) = (\U-+aV)D+(A(P)+1b(Q)
avec des polynomes réels U,V qui sont des quotients dans la division euclidienne par D. Comme le polynome
Ad(P) + udp(Q) est de degré inférieur ou égal a 3 car deg(Adp(P) + nd(Q)) < Max(deg($(P),$(Q)) < 3,
il est le reste de la division euclidienne de X?(AP + uQ) par D (et AU + uV en est le quotient). Ainsi
G(AP 4+ uQ) = Ad(P) + nd(Q) et ¢ est bien un endomorphisme de E.

b. Clairement ¢(1) = X? et ¢(X) = X3 car X2.1 = D.0 + 1 et X2.X = D.0 + X3. Comme X?X? =X* =D 41,
on a ¢(X?) = 1. Enfin X?X3 = XD + X donc ¢(X3) = X. Ainsi, la matrice ¢ dans la base canonique est A =

0
? . Aprés C; +— C1 +XC3 et C; +— C, + XCy4 puis développement par rapport aux premiere
0

— O © O

0
1
0
0

o © O =
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X o -1 0 0 (e 0
N o x o =1 _| o X 0 X*-1| ) 2
et derniére colonnes, xp = xa = 10 x olTIx—1 o x 0 = X=1)*X+1)~.
o -1 0 X 0 -1 0 0

Par conséquent, Sp($p) = {—1,1} et ¢ est diagonalisable si et seulement si A Pest, c’est-a-dire si et seulement
(X—=1)(X+1) = X2 — 1 est annulateur de A. Or A? = I par calculs donc ¢ est diagonalisable. Bien sfir, on
pouvait dire que A étant symétrique réelle, elle est diagonalisable par le théoreme spectral.
Soit P € E, déterminons les sous-espaces propres associés a 1 et —1 :
e $(P) = P < (U € R[X], X?P = UD + P) <= (X?P — P est un multiple de X* —1). Avec les
congruences, (P) =P <= (X2 —1)P =0 [D] <= P =0 X2+ 1] car D = (X2 — 1)(X? + 1) donc
Eq(¢) = Vect(X? +1,X(X? 4+ 1)) est un plan (on le savait déja avec 1'égalité des ordres).
e $(P) = —P <= (X* — 1 divise X?P + P) d’olt $(P) = —P <= (X2 +1)P =0 [D] <= P =0 [X* — 1]
car D = (X2 +1)(X? — 1) donc E_q(¢) = Vect(X? —1,X(X? — 1)) est encore un plan.

c. A2 =14 donc A est inversible et A~! = A donc ¢ est inversible et ¢~ = ¢.
5.219) a. Si u est diagonalisable, il existe une base B de C™ telle que Mat s(u) = D est diagonale. Comme

Mat 5 (u?) = D? est diagonale, B est aussi une base de vecteurs propres de u? qui est donc diagonalisable.

b. @ Sin =1, tout endomorphisme de C étant une homothétie, u et u? sont diagonalisables.

e Sin > 2, soit u€ £L(C") tel que Mat ¢qn(u) = Eq 2, alors A2 = 0 donc u? = 0 est diagonalisable alors
que xu = XA = X™ puisque A est nilpotente. Si u était diagonalisable, comme 0 est d’ordre algébrique n, on
aurait aussi dim(Eo(u)) = dim(Ker(u)) =n et u =0 ce qui est faux. Ainsi, u n’est pas diagonalisable.
Ainsi, la réciproque de la question précédente est vraie si n = 1 et fausse dés que n > 2.

c. (D) Six € Ker(u—Aid ¢n) + Ker(uw+ Aid ¢n), alors 3(y,z) € Ker(u —Aid ¢n) x Ker(u+Ad ¢n), x =y +z
donc u?(x) = u?(y) + u?(z). Or u(y) = Ay donc u?(y) = u(dy) = Au(y) = A%y et u(z) = —Az donc
u?(z) = u(—Az) = —Au(z) = (=A)?y = Az d’on u?(x) = A?(y +z) = A®x et on a bien x € Ker(u? — A%id ¢n).
On a bien établi 'inclusion Ker(uw — Aid ¢n ) + Ker(u + Aid ¢n ) C Ker(u? — A%id ¢n).

(C) Soit un vecteur x € Ker(u? — A%id ¢n) :

Analyse : supposons que x =y +z (1) avec (y,z) € Ker(u — Aid ¢n) X Ker(u+ Aid ¢n ), par linéarité de u on

au(x) =My —2Az (2) doncy= u(x)z}—\&— AL u(x) en combinant (1) et (2) puisque A # 0.
o u() + ax M —u(x) - Cuwt(x) FAaux)  AxAu(x)
Synthese : siy = — et z= 5 onax=y +zetuly) = T = Ty =My
—u? 2
et, de méme u(z) = A —wi() _ =M —Az.
2A 2A

On vient de prouver linclusion Ker(u? — A%id ¢n) C Ker(w — Aid ¢n ) + Ker(u + Aid ¢n).

Par double inclusion, on a donc Ker(u? — A%id ¢n) = Ker(u — Aid ¢n) @ Ker(u 4 Aid ¢n) puisque les deux
sous-espaces propres Ker(u — Aid ¢n) et Ker(u+ Ald ¢n) sont en somme directe puisqu’associés & des valeurs
propres différentes car A # —A.

d. Méthode 1 : si u? est diagonalisable, notons A1, - - -, A, les valeurs propres distinctes de u?, elles sont non
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.
nulles car u? est inversible. Par définition, C" = @ Ker(u2 — Akid ¢n). D’apres la question précédente,
k=1

.

on a donc C" = EB Ker(uw — 8xid ¢n) @ Ker(u + 8kid ¢n) en notant &, une racine carrée complexe de Ay.
k=1

Comme C™ est la somme directe de sous-espaces propres associés a u, par définition, u est diagonalisable.

Méthode 2 : si u? est diagonalisable et u inversible, alors Ker(u) = {0} donc 0 ¢ Sp(A). Notons Ay, ---,Ar
T

les valeurs propres distinctes de u? (non nulles car u? est aussi inversible). On sait que P = ] (X — Ax)
k=1
T
est annulateur de u? d’ont P(u?) = [] (u? — Axid cn) = 0. Notons, pour k € [[1;], 8§ une racine carrée
k=1
T T T
(complexe) de A, alors [] (W —Axid ¢n) = [] (u—=6kid ¢n)o(u+6xid cn) = 0 donc Q = ] (X—8x)(X+8x)
k=1 k=1 k=1

est annulateur de u. De plus, Vk € [1;1], 8k # —6k car A, = 8 # 0 et V(4,j) € [1;7]% avec i # j, £8; # £8;
car Ay = 5% % 6)-2 = Aj. Ainsi, Q annule u et est scindé a racines simples donc u est diagonalisable.

a. L’application ¢ est bien définie de K,,_1[X] dans K™ et elle est clairement linéaire (il suffit de 1’écrire).
Comme dim(K;,,_1[X]) = dim(K™) = n, ¢ est un isomorphisme si et seulement si ¢ est injective. Or, si
P € Ker(p), on a ¢(P) = (P(A1),---,P(An)) = (0,--+,0) donc P(A;) = --- = P(Ay) = 0 et A7,---, A, sont
des racines de P. Il y a donc n racines distinctes d’un polyndéme de degré inférieur ou égal & n — 1, on sait
d’apres le cours que ceci implique P = 0 ce qui prouve que ¢ est injective.
Par conséquent, ¢ est donc un isomorphisme de K, _1[X] dans K™.
Pour (B1,--,Bn) € K™, l'unique polynéme P € K, _1[X] qui vérifie ¢(P) = (B1,---,Bn) sappelle le

n

n
polynéme d’interpolation de LAGRANGE et on a classiquement P = Y~ B5 [] ;f = })‘\i .
=1 =AM
i#j

b. En général, si deux endomorphismes f et g commutent, les sous-espaces propres de 'un sont stables par
Pautre. En effet, si v € Ex(f) pour une valeur propre A de f, alors f(g(v)) = g(f(v)) = g(Av) = Ag(v) donc
g(v) € Ex(f), ce qui prouve que Ex(f) est stable par g.

Plus spécifiquement ici, soit v un vecteur propre de f associé a la valeur propre A, comme A est valeur

propre simple de f, on sait d’aprés le cours que Ex(f) = Vect(v). Alors, f(g(v)) = g(f(v)) = Ag(v) donc
g(v) € Vect(v) = Ex(f). Alors 3 € R, g(v) = Bv donc v est un vecteur propre pour g (associé a la valeur
propre B). Tout vecteur propre de f est un vecteur propre de g (la réciproque n’est pas forcément vraie).

c. Comme f est diagonalisable puisqu’il admet n valeurs propres distinctes en dimension n, il existe une
base B = (vi,---,vn) de E composée par des vecteurs propres de f. D’apres la question b., ces vecteurs sont
aussi des vecteurs propres pour g donc la base B est composée de vecteurs propres communs a f et a g.

d. Avec B une des bases de codiagonalisation de la question précédente, il existe donc deux matrices
diagonales D = diag(A1,---,An) et D’ = diag(B1, -, Bn) telles que D = Mat 5(f) = D et D’ = Mat 5(g).
Pour P € K,_1[X], on a g = P(f) <= D’ = P(D) <= (Vk € [I;n], Bx = P(A)) <= (B1, -+, Bn) = @(P).
D’apres la question a., il existe un unique polynéme P € K;,_;[X] qui vérifie ceci donc tel que g = P(f).

e. C(f) C L(E) et €(f) est non vide car idg € €(f). De plus, si A € K et (g,h) € C(f)2, alors Ag + h € €(f)
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car fo(Ag+h) =Afog+foh=Agof+hof=(Ag+h)of. Ainsi, C(f) est un sous-espace vectoriel de £(E)
(méme une sous-algebre) et la question précédente montre que application ¥ : K;,_1[X] — €(f) définie par

P(P) = P(f) est un isomorphisme. Ainsi, dim(€(f)) = dim(Ku_1[X]) = n.

a. Soit k € Net x € Ker(u¥), alors u*(x) = 0g donc u**+1(x) = uw(u®(x)) = w(0g) = 0 donc x € Ker(uk*1).
On a bien montré I'inclusion Ker(u*) Cy er(u**") pour tout entier k € N.
b. On a clairement Ker(uP) = Ker(uP), et Ker(uP*!) = Ker(uP) par hypothése, donc Ker(uPTt) = Ker(uP)
est vrai pour £ = 0 et { = 1 : voila pour l'initialisation. Si on suppose, pour un entier ¢ > 1, que
Ker(uP**) = Ker(uP), alors on sait déja, par transitivité de Iinclusion et avec la question précédente,
que Ker(uP) C Ker(uPT1"). Soit x € Ker(uPT*T"), alors uP+t¢+1(x) = uPT(u(x)) = 0 donc il vient
u(x) € Ker(uP*!). Par hypotheése de récurrence, on a donc u(x) € Ker(uP) donc uP(u(x)) = uP+!(x) = 0¢
donc x € Ker(uP*!) = Ker(uP). On a établi 'autre inclusion Ker(uP+*+1) C Ker(uP). Par double inclusion,

on a donc Ker(uPH¢+1) = Ker(uP) et I'hérédité est prouvée.
Par principe de récurrence, on peut conclure que V¢ € N, Ker(uP+t) = Ker(uP).

c. Comme u est nilpotent, A = {k € N* | uk = 0} n’est pas vide, cette partie non vide et minorée de N

admet donc un minimum noté q par 1’énoncé. Ainsi, u9 =0 car q € A et u9™' £0carq—1¢ A.

Soit M la matrice de u dans une base quelconque B de E. Alors M9 = 0 donc X9 annule M. Soit A une
valeur propre complexe de M, elle fait donc partie des racines de X9, elle ne peut donc valoir que 0. Ainsi,
Spc(M) = {0} car un spectre complexe ne peut pas étre vide par D’ ALEMBERT-GAUSS. On en déduit que

xm= II  (X=2)™M =X"done xu = xm = X"
AESP (M)

d. Par CAYLEY-HAMILTON, on a u™ = 0 donc n € A. Comme q = Min(A), on a donc q < n.
5.222] a. B2 = 3B donc B3> = 3B? = 9B. Si on suppose que B™ = 3" "B pour n > 1, on a B™*! = B™B donc
B! =3n~1B.B =3""1B? = 3"~ 1(3B) = 3™B. Par principe de récurrence, on a ¥n € N*, B™ = 3"~ 1B,

n n
b. Comme A = aB + I3 et que I3 et B commutent, on a A™ = > ok (E) B = I3 + ( 3 ak (n>3k1)]3

k=0 k=1 k
s . AL Y\ k—1 1T /n "
par le bindme de NEWTON et d’apres la question précédente. Or Y a* y 3T = 3 > K (3a)* qu’on
k=1 k=1
I 143a)"—1 n_
transforme en Y a* (2)3“—’ = % donc A™ = I3 + %B.
k=1

c. Sia=0,onaA =1I3 doncVn € N; A™ = I3 est tres simple. On suppose dans la suite que a # 0.
Comme B2 = 3B, on a A? = (aB + [3)? = a?B? + 2aB + I3 = (3a? + 2a)B + I3 = (3a + 2)(aB) + I3 donc
A? = (3a+2)(A—13)+13 = (3a+2)A — (3a+1)13. Ainsi, P = X2 —(3a+2)X+(Ba+1) = (X—(3a+1))(X—1)
annule A. Comme a # 0, P est annulateur de A et scindé a racines simples donc A est diagonalisable, ce qui

se déduisait aussi directement du théoreme spectral car A est réelle et symétrique.

Mais pour les puissances de A, on écrit la division euclidienne de X™ par P, a savoir X™ = Q,P + R, avec

R, = anX + by, et on évalue en 1 et 3a + 1 pour avoir 1 = an + by et 3a+1)" = an(3a+ 1) + by, done

n_ _ n
a = (3a+1) L b — Ba+1)—(Ba+1) .
3a 3a

Et comme P(A) = 0, en remplagant X par A dans la
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Ba+1)"—1

(Ba+1)— (3a—|—])n13.

division euclidienne, on a A™ = A+
3a 3a
X+1 3 2 X+1
5.223] a. Pour P = aX? +bX + ¢ € Ry[X], on a ®,(P) = fx (at? + bt + c)dt = % + b% + ct} donc
X

®,(P) = %((x+1)3 -Xx3)+ %((XH)Z —X}) +e(X+1-X) = %(3x2 +3X+1)+ %(zx+1) +c € Ry[X]. La
linéarité de @, donc de ®,, provient de la linéarité de I'intégrale. Ainsi, ®, est un endomorphisme de R;[X].

b. Comme ®,(X?) = X% +X + %, Dy(X) =X+ % et ®,(1) =1, si on note B, = (1,X,X?) la base canonique

1 1/2 1/3
de Ry[X], on a Mat 5, (®2) =0 1 1 |. Ainsi, xo, = (X — 1) donc 1 est la seule valeur propre de
0 0 1

®,. Comme Eq(P;) # Ry[X] car ®, #id g, (x], @2 n’est pas diagonalisable.

c. Comme en a., la linéarité de ®, provient de celle de ®, qui découle de la linéarité de l'intégrale. En
X+1 k+1 } X+1

n o .
notant P = Y7 axX* € Rp[X], on a &, (P) = ®(P) = f ( 2 aktk>dt - [ 2 e
k=0 o " X k=0 k=0 k+1
n X+ 1)kt — xkr
aussi @, (X) = > ak(( 1) X )

qui s’écrit

€ Ru[X] car Vk € [0;n], (X + 1)+ — x*T € R, [X] apres

K=0 k41
simplification des termes en X**1. Ainsi, ®,, est un endomorphisme de R[X].
k+1 _ yk+1 kK /k+1 xt k=1 /K +1 xt
Comme en question b., puisque ®,, (X¥) = (X+1) X = + =x+3 +
k+1 i=0 1 k+1 i=0 1 k+1

car <k: ]) =k + 1, la matrice de ®,, dans la base canonique By, = (1, X,---,X") de R, [X] est triangulaire
supérieure avec des 1 sur la diagonale. Ainsi, xg, = (X —1)™ alors que ®,, # id g [x] dés que n > 1 car par
exemple @, (X) # X. On a donc deux cas :

e sin =0, & = id g,[x) donc Py est diagonalisable.

esin > 1, &, n'est plus diagonalisable mais seulement trigonalisable.

(5.224) a. xa = >(§ X—11 —13 = X(X=1D)(X=4)+3)— (3= (X—1))) = X3 —5X2 + 7X — 4 + X donc
-1 1 X-—4
xA = X3 —5X2 + 8X — 4 en développant par rapport & la premiere ligne. 1 est une racine évidente de xa
donc xa = (X —1)(X? —4X+4) = (X —1)(X —2)%. Comme xa est scindé dans R[X], A est déja trigonalisable
dans M3(R). D’apres le cours, A est diagonalisable <= dim(E2(A)) =2 <= (X — 1)(X — 2) annule A.

-2 1 -1
e A—2I3 = o -1 3 n’est pas inversible car 2 est valeur propre de A et clairement pas de rang 1
1T =1 2

(les deux premieres colonnes ne sont pas proportionnelles) donc A — 213 de rang 2 done, par la formule du

rang, E3(A) = Ker(A — 2I3) est de dimension 1 donc A n’est pas diagonalisable.
-1 1 -1 1T =1 2

e On aurait aussi pu, comme A—I3 = 0 0 3 |, calculer (A—1I3)(A—2I3) =3 -3 6] #0
1 -1 3 1T -1 2

avec la méme conclusion : A n’est pas diagonalisable.
b. Dans la matrice A — 213, en notant C1,C;, C3 ses colonnes, on a C1 4+ 3C, 4+ C3 = 0 donc, comme on sait
déja que E2(A) est une droite, on a Ez(A) = Vect(va) avec v = (1,3,1).

c. La matrice A — I3 est de rang 2 donc dim(E;(A)) =3 —2 =1 par la formule du rang ; on le savait déja
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étant donné que 1 est racine simple de xA. Comme la somme des deux premieres colonnes de A — I3 est

nulle, on a Eq(A) = Vect(vy) avec vi = (1,1,0).

Si on veut effectivement trigonaliser la matrice A, on cherche un vecteur v3 tel que Avs = 2v3 + v, ce qui

-2 1 —1 X 1
revient & résoudre le systéme (A — 2I3)X = V3 ou o -1 3 X |y | =13] = V2 et on trouve
1 -1 2 z 1
1T 1 -1
sans peine parmi l'infinité de solutions, par exemple v3 = (—1,0,1). Posons P = |1 3 0 |, comme
0 1 1
det(P) =1+ 0, P est inversible donc B = (vq,v2,v3) est une base de R3 et P est la matrice de passage de la
1 0 0
base canonique de R3 & B. Par formule de changement de base, A =PTP~ " avec T= [ 0 2 1
0 0 2

Analyse : soit F un plan de R3 stable par A. En notant u ’endomorphisme de R3 canoniquement associé &
A, on peut induire u dans F et on note ur I’endomorphisme induit. On sait que x,,, divise x,,. Ainsi, on n’a
que deux possibilités, xu, = (X — 1)(X — 2) ou xu, = (X —2)%.
e Si xu; = (X —1)(X —2), comme Xy, est scindé & racines simples, ur est diagonalisable donc
F = Ey(ur) ® E2(up). Or Eq(ur) C Ej(u) et Ex(up) C Ez(u) donc, par inclusion et égalité des

dimensions, Ej(ur) = Eq(u) = Vect(vi) et E2(ur) = E2(u) = Vect(vz) donc F = Vect(vy,v2).

e Si xu; = (X —2)?, par CAYLEY-HAMILTON, (ur — 2id¢)? = 0 donc F = Ker((ur — 2idf)?). Or
1 0 0
Ker((up —2id £)?) C Ker((u—2id g3)?) et (A—213)2 =P(T—213)?P"' =P | 0 0 0 | P~' est derang
0 0 0
3 =2 3
1 (ou directement (A —2I3)> = [ 3 —2 3 |) donc, par la formule du rang, dim(Ker((A —213)?) = 2.
0 0 0

Par inclusion et égalité des dimensions, F = Ker((ur — 2id §)?) = Ker((u — 2id g3)?) = Vect(va,v3).

Syntheése : comme on a montré que u(vy) = vi, u(v2) = 2vy et u(vsz) = 2vz + vz, les plans Vect(vy,v2) et

Vect(vz,v3) sont stables par u.

1l existe donc exactement deux plans stables par A, ce sont Vect(vq,vy) et Vect(va,v3).

5.225 | Soit A une valeur propre de A, il existe donc un vecteur u # 0 € C™ tel que Au = Au. Considérons

un indice p € [1;n] tel que |uy| = 11\41_?( [ui] = |u||lee > 0. Sion écrit la ligne p du systeme Au = Au,
<in
n n
on a ». ap;juj = Aup qui s’écrit aussi (A — app)up = — > apjuj. En passant au module, par inégalité
j= j=1
i#p

n n
triangulaire, on a donc [A — ap p| [up| < Y- Japj|[uj] < D2 |ap,j| [up| par définition de p. Comme [uy| > 0,

< =

#

o -

-
n n

il vient A —app| < > |ap,j| et ona A € {z e C ’ |z —appl < D |ap,j\}. Mais comme p dépend de A
7 ot

et n’est pas unique, on peut juste dire que le spectre de A est inclus dans une réunion de disque fermés,

Sp(A) C O {ze C

i=1 j#L

n
|z —aii|l < > |a~1)j|}. C’est le théoreme de GERSCHGORIN.
i=1
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5.226 | Notons s ’endomorphisme de R? canoniquement associé a S.

X-=5 3
3 X+5

scindé & racines simples sur R donc S est diagonalisable dans M;( R) et S est semblable & D1 = D(v/34, —/34).

a. Comme xs = = (X=5)(X+5)—9 = X2 —25—9 = X?—34, on a Sp(S) = {—/34,/34}. xs est

D’apres le théoreme spectral, comme S est symétrique réelle, elle est méme orthosemblable a D1.
b. Soit vi = e et v; = Sv; = Se; = 5e7 — 3e2. La famille B = (v,v;) est clairement libre donc c’est une
base de R? car dim(R?) = 2. Comme Svy = 5Se7 — 3Sez = 5(5e1 — 3e2) — 3(—3e71 — 5e2) = 34ey = 34vq, on

aMatz(s) =N = <0 34

10 ) Par formule de changement de base, S = PNP~! en notant P = (] > ) la

0 -3
matrice de passage de la base canonique de R? & B. Ainsi, S est semblable & N qui est & diagonale nulle.

c. L’application ¢ est clairement linéaire, ce n’est pas un automorphisme de M;(R) car D(1,2) # 0 € Ker(d).

0 34 0 34 a b

10 )T d(A) avec A = 10 puisque si M = ¢ d)

dJ(M)_((]) g) <(cl 2)(2 3) <c1> (z))_<zac zbcl><(c1 §Z>_<? 304)_<S Ob)'

En notant C = PD(1,2)P~" et D = PAP~!, on a CD — DC = PD(1,2)P~'"PAP~! — PAP~'PD(1,2)P~ donc

Par contre, N € Im(¢) car N = on a

CD —DC =P(D(1,2)A — AD(1,2))P~! = P$(A)P~! = PNP~! d’ol1 S = CD — DC avec (C,D) € (M2(R))>.

a. Comme u? =idg,onaTr (v) = Tr (vouou) =Tr ((vou)ou) = Tr ((—uov)ou) = —Tr (uovou) donc
Tr (v) = =Tr ((wov)ou) = —Tr (wo(uov))) = —Tr (v) (car Tr (fog) = Tr (g of) pour tout endomorphismes
f et g d’un espace de dimension finie) d’ott Tr (v) = 0. Bien siir, par symétrie, Tr (u) = 0.

b. Par hypothese, u et v sont des symétries donc elles sont diagonalisables car X2 = (X —1)(X 4 1) est scindé
a racines simples sur R et annulateur de u et de v et Sp(u) C {—1,1} et Sp(v) C {—1,1}. Comme la trace est
la somme des valeurs propres comptées avec leurs ordres de multiplicité, 1 et —1 sont donc valeurs propres
doubles de u et de v. Ainsi, Eq(u),E_7(u),E1(b) et E_7(v) sont des plans.

c. On au(v(x)) =uov(x) = —vou(x) = —v(u(x)) = —v(x) car u(x) = x donc v(x) € E_1(u). De méme,
v(y) € E_1(u). Soit (A,n) € C? tel que Av(x) + wv(y) = O, il vient —Ax — py = O en appliquant u ce qui
donne A = p = 0 car (x,y) libre. Ainsi, (v(x),v(y)) est une famille libre de E_j(u) qui est un plan donc
(v(x),v(y)) est une base de E_7(u).

Comme E = Eq(u)®E_1(u) puisque u est une symétrie de E, et que (x,y) est une base de Ej(u) et (v(x),v(y))

une base de E_j(u), la famille B = (x,y,v(x),v(y)) est une base de E adaptée & la décomposition précédente.

De plus, on a déja vu que uov(x) = —v(x) et uov(y) = —v(y) et on a aussi uov(v(x)) = u(x) = x car v = id g
0 0o 1 0 X 0 -1 0
A . 0 0 0 1 0o X 0 -1
et, de méme, uov(v(y)) =y. Ainsi, A = Matg(uov) = 10 o ol®XA=lT 0 x ol En
0 -1 0 0 o 1 0 X
0 0 -1 0
0 0 0o -1 . .
effectuant C; +— C;+XC3 et C2 +— C2+XCq,0naxa = X2 41 0 X 0 puis on développe par

0 X24+1 0 X

-1 0 ’ = (X2—|—1)2 donc Sp(uov) = {—i, i}.

rapport & la premiére colonne deux fois et on a xao = (X2 +1)? 0 —1
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i o 1 0
Comme A + ily = 1 (; ? 2) est de rang 2 car C3 = —iCy, C4 = —iCz et que (Cy,C3) libre,
0o -1 0 i
-1 0 1 0
. . A« . 0 -1 0 1
E_i(uov) = Vect(vy,v2) avec vi = ix +v(x) et v = iy + v(y). De méme, A —ily = 1 0 —-i o

o -1 0 —i
avec C3 = iCy, C4 = iC; et (Cy,Cy) libre, donc Ei(uov) = Vect(vs,v4) avec vz = ix — v(x), v4 = iy — v(y).
Comme dim(E;(A)) + dim(E_i(A)) = 4 = dim(C?), I'endomorphisme w o v est diagonalisable. On pouvait
aussi constater que (wov)? = (wov)o(uov) =uo(vou)ov=—uo(uov)ov=—u?ov? = —id¢ donc que

X241 = (X41)(X —1) est annulateur de uwov et scindé & racines simples dans C donc uov est diagonalisable.
a. Par hypothese, pour tout x € R, comme f est continue et intégrable en —oo, F(x) existe donc la fonction
F est bien définie sur R. De plus, Vx € R, F(x) = ffoo f(t)t+ fox f(t)dt et f est continue sur R donc, par le
théoréme fondamental de I'intégration, F est de classe C! sur R et Vx € R, F/(x) = f(x) car x ~— fox f(t)dt

est la primitive de f s’annulant en 0.

b. Pour une fonction polynomiale P, t — P(t)e' est continue sur | —oo; x| pour tout x € Ret P(t)e' = o (lz)
— 00

t
par croissances comparées donc L(P)(x) existe ce qui montre que L est bien définie sur E. La linéarité de

L provient de la linéarité de l'intégrale. Soit, pour tout k € N, la fonction px : R — R définie par
pr(t) = t* de sorte que E = Vectren(pk). On a L(po)(x) = e™* fjoo toetdt = e *[e']*,, = 1 donc
L(po) = po. De plus, pour k € N*, en posant u = py et v : t — e', les fonctions u et v sont de classe C' sur
] — o005 %] et Jim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par intégration par parties, on a la relation
Vx € R, L(p)(x) = e*"<[tket}’iw — 7 etdt) = x* — KL(pr_1)(x) d'ott L(px) = pi — kL(p_1) (1).
Comme L(pp) € E, la relation (1) permet de montrer par récurrence que Vk € N, L(px) € E. Ainsi, comme
la famille (py)xen engendre E, ceci montre bien que L est un endomorphisme de E.

c. La relation (1) permet aussi de montrer par récurrence que si on note Ey le sous-espace des fonctions
polynomiales de degrés inférieurs ou égaux a n, alors E,, est stable par L. En effet, Ey est stable par L car
L(po) = po- Deplus, pourn € N* siE,,_ est stable par L, et si P = anpn+qn—1 avec an € R, qn_1 € En_1,
L(P) = anL(pn) +L(dn-1) = an(pn +nl(pn-1)) +L(dn-1) = anpn + (nanl(pn—1) +L(qn-1)) € Ex d’apres
(1) et par hypothese de récurrence.

Soit A € R une valeur propre de L, alors il existe une fonction polynomiale P € E telle que L(P) = AP. Si
on note n = deg(P), on a P € E et on peut considérer 'application induite L,, : E,, — E,; définie par

Ln(P) = L(P) et L(P) = AP = L,,(P) donc A est valeur propre de L. D’apres la relation (1), la matrice de Ly,
dans la base canonique B = (po,---,pn) de E, est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale car
L(px) = px — kL(px_1). Ainsi, xp, = (X = )™ et Sp(L,) = {1}. Ainsi, la seule valeur propre de L est 1
car L(po) = po et que po # 0.

Soit P € E tel que L(P) = P, alors Vx € R, e * -/‘—Xoo P(t)etdt = P(x). Avec la méme intégration par parties

qu’en b., e"‘([P(t)et]’ioo - f

X

P’(t)etdt) = P(x) qui se simplifie en Vx € R, fx P'(t)etdt = 0. 11 suffit
—oo
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de dériver cette relation avec la question a. et on a ¥x € R, P’(x)e® = 0 donc P/(x) = 0 et P est constante

car R est un intervalle. Par conséquent, 1 est la seule valeur propre de L et E7(L) = Vect(po)-

5.229 | a. Dans le calcul de det(A), on développe par rapport & la derniére colonne et, si D = diag(by,---,bgq—1),

on a det(A) = (—1)9T"agdet(D) donc det(A) = (—1)9Faq H by # 0 car les réels aq,by, -, bg_1 sont

strictement positifs. AlIlSl A est inversible et 0 n’est pas valeur propre de A.

(1] + aby; ajap +azby, --- ©r- o ajaq
biay bras - brag
bibs 0 0
b. On calcule A% = 0 . . . et on se rend compte que les
0 0 bg-ibg-2 O 0

deux premieres lignes de A2 ne contiennent que des termes strictement positifs tout comme la premiére ligne

de A ne contient que des termes strictement positifs. Soit k € [1;q — 1] tel que les k premieres lignes de A®
ne contiennent que des termes strictement positifs. Avec des notations évidentes, en écrivant AXT1 = AAK,
L (A1) > aiLy(A%) > 0 et Vj € [2;k + 1], Lj(A*F!) = bj_1Lj_1(A¥) > 0 par hypothese de récurrence.
Ainsi, les k4 1 premieres lignes de A1 ne contiennent que des termes strictement positifs. Par principe de

récurrence, cette propriété est vraie pour tout k € [[1; q]] donc A9 a tous ses coefficients strictement positifs.

c. Soit A € Spc(A) et Ex(A) = Ker(A — Alq) le sous-espace propre associé. Comme les q — 1 premieres

ar—A ay - - oaq
by A 0 e 0

colonnes de la matrice A — Alq = 0 : forment une famille libre (grace aux
: R
0 <+ 0 bgo1 —A

by # 0 échelonnés), on a rang (A —Alq) > q — 1. Puisque rang (A —Al4) < q car A — Alq n’est pas inversible
par hypothese, rang (A —Aly) = q — 1. D’apres la formule du rang, q = dim(Ker(A —Alq)) +rang (A — Alq)
donc dim(Ex(A)) = 1. Les sous-espaces propres associés aux valeurs propres complexes de A sont des droites.

On en déduit que A est diagonalisable dans M4( C) si et seulement si xa est scindé & racines simples.

X—a; —apy --- —aq
—by X 0 0
d. Dansle calcul de xao = 0 . |, on ne change pas le déterminant en effectuant
: . . . 0
0 0 —bgo1 X
P X X2 x4a-! .
lopération de GAUSS Cq +— Cq+ —"—Cq_1+—"——Cq_2+---+—"——Cy et on obtient la valeur
bg-1 bg—2bg-1 by ---bg-1
X—a; —az - P
—b; X 0 0
1 .
) x4-1 (q x4-7 )
XA = . . " | avec P = —F——(X —a71) — —2——a;) —ag. On
0 . . . : b1---bq,1( ) jZ:Zb) “bg_1 ) q
X 0
0 0 —bg1 0
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-1
développe ensuite par rapport & la derniére colonne et, comme en a., on a xz = (—1)9%! ( I1 (—bj))P donc
j=1

q i1 .
XA = X9 — Z ( H bk)anq_J.

j=1 “k=1
Méthode 1 : on constate que xa a son premier coefficient (celui en X9) qui est strictement positif et tous les

. L. fe s . -1 . A cii s
autres sont strictement négatifs. Les dérivées successives X/A) cee ,xs\q ) de x o vont avoir la méme propriété.

Par exemple ng—” = q!X — (q — 1)lay. Ainsi, Xs\q_” s’annule une unique fois sur R% (en aq_1 = ).

Ceci montre que xs\q_z) est strictement décroissante sur [0; oq—2] et strictement croissante sur [og—1;+00[

alors que xf{k])(o) < 0 et que tliT x%qu)(t) = +o00. Ceci montre que xS\qu) ne s’annule qu’une seule fois
— 100

. . -1 ) R
sur R} en aq_2 > ag—1. On continue les tableaux de variations de ng ), xs\q ), <+ XAy XA avec la méme

conclusion & chaque fois, x%) ne s’annule qu’une fois sur R pour k € [0;q — 1].

q ,i=] ) q i=1 .
Méthode 2 : posons Q = XIxa(1/X) =1 - > ( bk>an’. Comme Q' = — Z]( bk)a]-XJ’1 et
j=1 NK=1 j=1 Vk=1
que tous les ay,---,aq,b1,---,bq_1 sont strictement positifs, la fonction polynomiale Q' reste strictement
négative sur l'intervalle R donc Q y est strictement décroissante. Puisque Q(0) =1 > 0 et . liT Qt) = —o0
—+o0

car le coefficient dominant de Q est strictement négatif, la fonction Q s’annule une unique fois en g sur

R%. Comme Vt >0, Q(t) =0 <= xa(1/t) =0, xa s’annule une unique fois sur R* en 1/uo.
Quelle que soit la méthode, xo ne s’annule qu’une seule fois sur R donc, comme les valeurs propres de A

sont les racines de xa, A admet une unique valeur propre strictement positive.

a. Soit P € E, on a deg(P(1)(X? — X) + P(=1)(X? + X)) < 2 donc le polynéme T(P) appartient bien & E. De
plus, si (P,Q) € E? et A € R, on a par définition T(AP + Q) = (AP + Q)(1)(X? — X) + (AP + Q)(—1)(X* + X)
qui devient T(AP + Q) = (AP(1) + Q(1))(X* — X) 4+ (AP(=1) + Q(—1))(X? + X) et on a enfin la relation
TAP + Q) = A(P(1)(X? = X) + P(=1)(X? + X)) + (P(1)(X? = X) + P(=1)(X? + X)) = AT(P) + T(Q) donc T est
bien un endomorphisme de E. Comme Yk € [0;n — 1], T(X¥) = X2 — X 4+ (—=1)¥(X? +X), on a T(X*) = 2x?

si k est pair et T(X¥) = —2X si k est impair. Ainsi, en notant By = (1,X,---,X™) la base canonique de E, on
0 ... .o 0
o -2 0 =2
2 0 2 0

aMatg,(T)=A= 0 o 0 |. Les colonnes d’indice pairs (resp. impairs) sont égales.
0 +or ve e 0

b. Visiblement, rang (T) = rang (A) = 2 donc dim(Ker(T)) = dim(E) —2=n+1—2 =n — 1 avec la formule
du rang. On sait que Im (T) est engendré par les images par T des vecteurs de By donc Im(T) = Vect(X, X?)
et il est clair que les vecteurs P = X% — 1 pour 2k < n et Qx = X?**1 — X pour 2k + 1 < n sont dans le
noyau de T car T(X?¥) = T(1) = 2X? et T(X?**1) = T(X) = —2X. Ainsi, selon la parité de n :
e Sin = 2p est pair, B = (P1,Q1,---,Qp—1,Pp) est une famille de degrés échelonnés donc libre de
n —1=2p — 1 vecteurs de Ker(T) donc B est une base de Ker(T).

e Sin =2p+1 est impair, B = (P1,Q1,---,Pp, Qp) est une famille de degrés échelonnés donc libre de
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n — 1 = 2p vecteurs de Ker(T) donc B est une base de Ker(T).
c. On a déja vu que 0 était valeur propre de T. Comme on a vu que T(X?) = 2X?, 2 est valeur propre de

T. De méme, T(X) = —2X donc —2 est aussi valeur propre de T. Ainsi, Sp(T) = {—2,0,2} et Eo(T) = Ker(T)
est de dimension n — 1, Ex(T) = Vect(X?) et E_»(T) = Vect(X) sont des droites. Comme la somme des

dimensions des sous-espaces propres vaut dim(E), T est diagonalisable.

5.231)| a. La deuxieéme colonne de A vaut j fois la premieére car j> = 1 et la troisieme vaut j? fois la premiére,
ceci justifie que rang (A) = 1 car la matrice A est non nulle. Ainsi, d’apres la formule du rang, on a

dim(Ker(A)) = 3 —rang (A) = 2 donc dim(Ep(A)) = 2 ce qui montre d’apres le cours que 0 est racine au
moins double de xa. Ainsi, xa = X3 — Tr (A)X? car X? divise xa. Comme Tr (A) = 1+j +j?> = 0, on
a xa = X2 donc Sp(A) = {0} et A est nilpotente d’apres le théoréme de CAYLEY-HAMILTON. Comme
dim(Eo(A)) = 2 # 3 =mp(A), A n’est pas diagonalisable (par ce raisonnement, la seule matrice nilpotente
diagonalisable est la matrice nulle).

b. Comme Im (A) = Vect(vq) avec vi = (1,j,j?) et que v; € Ker(A), onaIm (A) C Ker(A) et A> = 0. On peut
compléter (vi) en une base de Ker(A), prenons par exemple vz = (j, —1,0) de sorte que v3 € Ker(A) et que
(v1,v3) est une base de Ker(A) car on a clairement (vi,v3) libre. Comme Av, = vq en prenant vi = (1,0,0)
en regardant la premiere colonne de A, et que B = (v1,v2,v3) car (v1,v3) libre et vo € Vect(vi,v3) = Ker(A),
on a Mat 3(a) = Ey 2 en notant a 'endomorphisme de C3 canoniquement associé a A. En notons P la

matrice de passage de la base canonique de C3 & B, on a par formule de changement de base A = PELZP_1
11

avecP= | j 0 —1| (B est & nouveau une base de C> car det(P) = —j? # 0).
i 0 0
c. Soit B € M3(C), on pose C = P~'BP d’oll B=PCP~! et on a l’équivalence AB = BA <= E;2C = CEq 2.
1,1 ¢1,2 €13 C2,1 €22 €23 0 c1p O
Or en notant C = €21 €22 ¢23 |, onaE2C = 0 0 0 et CE12 = 0 c210 O
€3,1 €32 €33 0 0 0 c31 0
donc E1,C = CEy ) < (cz,1 = 1,1 —€22 = €23 = €31 = 0). Ainsi, les matrices qui commutent
C1,1 €12 €13
avec E1 sont de la forme C = 0 ¢, 0 donc ’ensemble des matrices qui commutent avec

0 c32 c33

E1,2, noté C(Eq2), vérifie C(Eq,2) = Vect(E1,1 + E2,2,E3,3,E1,2,E1,3,E32) est de dimension 5 car la famille
(E1,1 +E2,2,E3,3,E1,2,E1,3,E3,2) est clairement libre. De plus, l'application ¢ : C(E;,2) — C(A) définie par
@(C) = P~TCP est linéaire, injective car P~'CP = 0 = C = 0 et surjective d’apres I’équivalence qui précede.
Comme ¢ est un isomorphisme, il conserve la dimension donc dim(C(A)) = dim(C(E;2)) =5.

a. En transposant la relation M2 +MT = I,, (MT)24+M = I, donc (I, ~M?)?2+M—1,, = M* —2M?+M =0
et le polynome Q = X* — 2X2 4+ X annule M. Or Q = X(X — 1)(X2 + X — 1) = X(X — 1)(X — «)(X — B) avec
o= _]%/5 et B = _1%‘/5 donc Q est scindé a racines simples. Ainsi M est encore diagonalisable dans
Mn(C) et Sp(M) C {0,1,«, B} d’apres le cours.

b. Etant donnée la question, on s’attend & un réponse négative. On va commencer par le cas simple n = 2.

Soit M € M2 (C) telle que M # MT et M2 +MT = I,. Distinguons selon les valeurs propres de M avec a..
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Si Sp(M) = {A} avec A € {0,1,, B}, alors comme M est diagonalisable d’apres a., M est semblable a

Al donc M = Al ce qui est impossible car M n’est pas symétrique.

Si Sp(M) = {0,1}, comme M est diagonalisable, M = PDP~! avec P € GL2(C) et D = <1 O> donc

0 0
MZ = PD?P~! = M car D2 = D. Ainsi, MZ4MT = M+MT = I, ce qui montre que M = (](/12 17;)
4) — a? — o . i
OrM? =M = <<1/ )a ¢ (1/4)(ia2>' Ainsi, i— a? = % donc a? = —él‘ d’'oll a = i%. Ilya
donc deux matrices vérifiant ces conditions, M1 = % (1 _11> et My = % (_11 })

Si Sp(M) = {«, B}, comme M est diagonalisable, (X — «)(X — B) = X% + X — 1 est annulateur de M

donc M?% + M — I, = 0. Mais ceci est impossible car M2 -1, =-—-MT #* —M.
Si Sp(M) = {0, a}, de méme, X(X — &) = X? — aX annule M d’ot M? = aM et aM + MT =1, (1).

En écrivant M = (ccl Z), la relation (1) montre que M = cxji- ] I,, absurde car M non symétrique.
Si Sp(M) = {0,8}, de méme, X(X — B) = X? — pX annule M d’ott M?> = M et pM +MT =1, (1).
En écrivant M = (ccl Z), la relation (1) montre que M = 5 l_ ; I,, absurde car M non symétrique.
Si Sp(M) = {1, «}, comme avant, (X—1)(X—«) = X2 —(a+1)X+« annule M, d’ott M? = (a+1)M+«l,
et (a+1)M+MT = (1—a)I; (1). En écrivant M = (cl Z), la relation (1) montre que M = " l_ 212,

absurde car M non symétrique.
Si Sp(M) = {1, B}, comme avant, (X—1)(X—p) = X2 —(B+1)X+p annule M, d’ot M? = (B+1)M+BI,

:
B+2

a

et (B+1)M+MT = (1—-8)I (1). En écrivant M = (c , la relation (1) montre que M =

127
absurde car M non symétrique.

Les seules M € M, (C) telles que M # MT et M? + MT =1, sont My =1 (1 _]l> et Mz—1( ], l>.

2 2\—1 1
Sin=2p avec p € N* il suffit de poser M = diag(My,,---,M;,) avec (i1,---,ip) € {1,2}P et on a
T L
M? = diag(Tn — M{ ,---, 1o = M{ ) = Tn — (dlag(Mi,,---,Mi,)) = In — MT et M n’est pas symétrique.

Sin=2p+1avecp € N* il suffit de poser M = diag(a, Mi,,---, My, ) avec (i1,---,ip) € {1,2}P et on a
M? = diag(a?, Iy — M{ ,--+, 1, — M{p) =1, — (diag(oc,Mh,---,Mip))T =, —Mlcara?+a=1etM
n’est pas symétrique.
La réponse a la question posée est :

Sin =1, oui, car toutes les matrices de M;(R) sont symétriques.

Sin > 2, non, la matrice M n’est pas forcément symétrique si elle vérifie les conditions M € My (C)

telle que M2 + M T = I,,, avec les contre-exemples vus ci-dessus dans les cas n pair ou n impair.

5.233| a. Si f € E, par opérations, comme x > % et x — % sont de classe C> de [0;1] dans [0;1], la

fonction T(f) est bien définie et de classe C* sur [0;1] donc T(f) € E. Pour (f,g) € E? et A € R, on calcule

W el = (o (3 o (1) = 0 £ 0) #2603 o)

ce qui donne T(Af+ g)(x) = AT(f)(x) + T(g)(x) donc T(Af+g) = AT(f

b. Pour f € E et x € [0;1], T2(f)(x) = T(T(f))(x) =

)+ T(g) : T est en endomorphisme de E.
T(f) (%) +T(f) (X; 1 )) et, par définition de T(f), on

N =
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( ( x+2 ) + f(x 1‘ 3))) ce qui donne l'initialisation suivante :

oo = (10D + (5) + 303
2000 = L (1(%) +o(2E0) 4 (222) 4 5(x£3)),

n_j
Z f(%nk) Par définition, comme T™*! = T"oT, on

Soitn > 1tel que Vf € E, Vx € [0;1], T ()(x):z—n
k=0

—1

obtient T"1(f)(x) = T™(T(f))(x) = 7 > OT(F) (S“%) par hypothése de récurrence puis, par définition de
k=0

2n—

1
1 k k42" 1 k k42"
LI 000) = ey X (35 +1(EkHh ))=2n+1 z f("+ )+ z (k).

2n 1 Ko 2nt1 n
En posant j = k+2™ dans le seconde somme, ona Y, f (Hi"_) Z f (u) donc, en changeant
k n

S Zn-H 5 2n+1
P K
j en k et en regroupant les deux sommes, on arrive bien a T (f)(x) = ST kZ:O f ’2‘7:’;1 )
1! K

Par principe de récurrence, Vf € E, ¥n € N, Vx € [0;1], T™(f)(x) = I kzo f(%), cette formule étant

1% K
méme valable quand n = 0 car TO(f)(x) = f(x) = . Z f(x 5 ) puisque T =idg.
c. Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN Ry, (f) = Z (O + k1;0) associée a f : [0;1] — R

- n

1
continue. D’aprés un théoreme du cours, lim Ry (f) = fo f(t)dt. D’apres b., T"(f)(0) = Ran (f). Comme

n—+oo

1
(Ran (f))nen est une suite extraite de (R (f))nen+, on a donc lim T™(f)(0) = fo f(t)dt.

n—-+4oo
d. Pour x € [0;1] et n € N, T™(f)(x) — T"(f)(0) = Z ( (X+k) f(%)) donc, par inégalité
15! K K
triangulaire, [T™(f)(x) — T™(f)(0)| < 7 > ‘f(xz": ) - f(2n> ‘ Or, par inégalité des accroissements finis,
k=0
en posant M = [|f'|[ [0;1] qui existe puisque la fonction f' est continue sur le segment [0;1] d’apres le
théoréme des bornes atteintes, on a ‘f(x;k> - f(z%)’ < % Ainsi, [T™(f)(x) — T™(£)(0)] < 21212]\47( < ZM“

1
Ainsi, l_l)TJ'T_l (T™(f)(x) = T™(£)(0)) = 0 dont on déduit que V¥x € [0; 1], 1_13_1 T (f)(x) = fo f(t)dt en écrivant
T(f)(x) = (T™(f)(x) — T*(£)(0)) + T™(f)(0). On peut donc affirmer que la suite de fonctions (T™(f))nen

converge simplement vers la fonction constante ¢ : x > f t)dt sur [0;1]. D’ailleurs, avec ce qui précede,
T = (Il = T (F)(x) = TH(F)(0) + TH(1)(0) — ()] < [TH(A)(x) = TH(A(O)] + [T™(H)(0) — e(x)| done
T ) — ()] < M+ [Trn)©0) — f] fo)ar]. Ainsi, [T = clloo o < B+ [T2(0)(0) = [ ()at] et

1
lim <2Mn + ’T“(f)(O) - fo f(t)dt’) = 0 donc (T™(f))nen converge uniformément vers c¢ sur [0;1].

n-+oo
e. Si 1 est la fonction constante égale & 1 sur [0;1], T(1) = 1 donc, comme 1 # 0, 1 est valeur propre
de T. Soit f € E¢(T), alors T(f) = f donc, par une récurrence simple, on a Vn € N, T"(f) = f. Ainsi,
Vx € R, f(x) = nl—i>T—ir-Loo T(f)(x) = fo] f(t)dt ce qui prouve que f est constante. Ainsi, E1(T) = Vect(1).

f. Soit k € R tel que |k| > 1. Supposons qu'’il existe f € E telle que T(f) = kf. Par une autre récurrence
simple, pour x € [0;1], il vient ¥n € N, T"(f) = k™f(x). Comme (T™(f)(x))nen converge d’apreés d. et

que (k™)nen diverge, ceci impose que f(x) = 0. Seule la fonction nulle est dans Ey(f) donc k n’est pas
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valeur propre de f si |k| > 1. Par le méme argument, comme ((—1)™)n¢cn diverge, on en déduit aussi que
E1(T) = {0} donc que —1 n’est pas valeur propre de T.

g. Pour f € E et x € [0;1], on a T(f)'(x) = %(f’(%) +f/(x—§1)) = w done T(f) = T(Zf/>. Soit

/ /
f € Eqy/2(T), alors T(f) = % donc % =T(f) = @ et T(f') = f ce qui, d’apres e., montre que f est
constante. Ainsi, f est une fonction affine. Réciproquement, si on pose f : x +— ax + b, alors f € E et

Vx € [0;1], T(f)(x):%( +b+ax";] +b) :%+%+b:a7‘7+b:@sietseulementsiaJer:O
) =

ce qui montre que f(x) = b(1 — 2x). Ainsi, Ey,2(T) = Vect(g) avec g : x — 1 — 2x et % € Sp(T).

5.234) a. Pour « € R, on écrit 1+ e — ret®n sous forme trigonométrique en posant v, = 0‘—2 > 0 et
n

) _ neinon
(%)

+
N

sin(6n) _ tnsin(0n)
cos(0n) tan(6n) = T cos(04) cos(e = =. On a donc (

4 i
n) on n

aven (147 (’) () =

))equen +2+n+0n2 ona —1In(1+

donc lim Zin (1+ ) 0 et, comme lime'=1,0ona lim =1,
n—+oo 2 n t—0 n—+oo

0, = Arctan (ﬁ) € ] .7 car
n 2’

3
2
Comme rj; —exp( ( + &
o2
7

De plus, n6, = n Arctan (ﬁ> = n(g + o(%)) = o +o0(1) donc lim né, = « Par continuité de cos
n/ +oo n n +oo n—+00

. . . . n .
et sin, comme e"%" = cos(n@,) +isin(nd,), Um e = el* Par produit, lim (1 + ﬂ) =e'*,
n—+oo n—-+oo n

b. Sia =0, A, = I, est déja diagonale.

_ 2 . .
Sia#0,onaxa, = X—1 a/n :(x_1)2+(9) :(X_1+&)<X—1—ﬂ) donc on obtient
n n n

—a/n X—1

Sp(An) = {1 + i—a,1 — i—a}. Comme A, admet deux valeurs propres distinctes, A, est diagonalisable
n n
et il existe un matrice inversible P € GL,(C) telle que A,, = PD,P~! avec D, = diag(l + i—a,1 — i—a>.
n

n
( —ia/n —a/n

Comme A, — (1 + La)lz = .
n a/n —ia/n

), on constate qu’un vecteur propre associé a la valeur propre

14+ 19 est vy = (1,-1). De méme, v2 = (1,1) est un vecteur propre associé a la valeur propre 1+ a ooy
n n

. : _ 1 1 .
A, — (1 _ &)Iz — (la/n a/n>. On peut donc prendre P = ( , i) ci-dessus.

n a/n  ia/n

. . 1 0
c. Sia=0, Al =1, donc la suite (A]Y)n>1 converge vers I, = (O 1) = Ro.

. n . n
Si a #0, d’apres b., AT = PD"P~! et DI = diag((1 + %) , (1 - %) ) donc la suite (D} )n>1 converge
vers la matrice D = diag(e'®, e~ ') d’aprés a.. Comme @ : M PMP~! est linéaire en dimension finie,

elle est continue (c’est un automorphisme de M, (C)) done, par caractérisation séquentielle de la continuité,

(@(D™M))n>1 = (AM) 1 converge vers @(A) = PDP™! = 11 e 0 1t donc la
n//nz n/nz -1 i 0 e '@ 2\1 —i
os(a) —sin(a) > _ R,

. n ¢
suite (A7 )n>1 converge vers (sm(a) cos(a)

5.235) (i) = (iv) : supposons (i). Par labsurde, si A était une valeur propre commune & A et & B, A serait
aussi une valeur propre de BT car Sp(BT) = Sp(B) et il existerait deux vecteurs non nuls U € My, 1(C)

tel que AU = AU et V € Mn,1(C) tel que BTV = AV. Alors, en posant X = UV € M, (C), on aurait
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AX —XB = AUVT —uvTB = (AU)VT —UuB'™V)T = auv’ —Uu(Av") = 0 donc UVT = 0 d’aprés (i). Mais
ceci est impossible car si UT = (w7 ---un) et VI = (v -+ vy), 3(3,j) € [1;n]?, wi # 0 et vj # 0 et alors, si
X = (xi,j)1<i,j<n, O & xi,j = uqvj # 0. On conclut ce raisonnement par I’absurde : il n’existe aucune valeur

propre commune a A et a B.

iv) = (iii) : supposons (iv). En posant Ay, ---A; les valeurs propres distinctes de la matrice B, on écrit
T T

xB = [I (X =)™« () done, par les propriétés des polynémes de matrices, xg(A) = [] (A = Axln) ™ (B),
k=1 K=1

Or, pour un complexe A, la matrice A — Al est inversible si et seulement si A n’est pas une valeur propre de
A. Ici, A1, -+, A n’étant pas des valeurs propres de A puisque ce sont des valeurs propres de B, les matrices
A — A, -y A — A I, sont toutes inversibles. En tant que produit de puissances de matrices inversibles,
xB(A) est donc inversible (GLy,(C) est une groupe multiplicatif).

iii) = (ii) : supposons la matrice xa(B) inversible. Soit X € Mn(C) tel que AX = XB. On a alors
A%X = XB® = X et ATX = XB' par hypothese. Si on suppose que A¥X = XB* pour un entier k > 1, alors
ARTTIX = A(AKX) = A(XB¥) = (AX)B* = (XB)Bk XB¥+1. Par principe de récurrence Vk € N, AkX = xB*.
Si on écrit xg = Z b XX, alors xp(A) = Z brAX donc xp(A)X = Z b AKX = Z bR XB* = Xxg(B). Or
xg(B) =0d’ aprez le théoreme de CAYLEY HAMILTON donc XB(A)X = 0 Comme XB (A) est inversible, on
en déduit que X = 0 comme attendu.

i) = (i) : supposons (ii) et soit I'application ¢ : My (C) — My (C) définie par ¢(X) = AX — XB. ¢ est
clairement linéaire donc c¢’est un endomorphisme de My (C). L’hypothese VX € My (C), AX=XB = X =0
traduit le fait que Ker(@) = {0} donc que ¢ est injective. Comme dim (M, (C)) = n? est fini, ¢ est donc un

automorphisme de M, (C), ce qui se traduit bien par (i).
5.236] a. Soit (A,B) € M2(C)? tel que AB = BA. On va considérer différents cas :

e Si xa admet deux racines distinctes A7 et A, on sait d’apres le cours qu’alors A est diagonalisable et

il existe donc P € GL(C) telle que A = PDP~! avec D = diag(A1,A2). Posons D’ = P~'BP, on a
I’équivalence AB = BA <= PDD’P~! = PD'DP~! <= DD’ = D’D. Or, par un calcul matriciel direct,
on montre que DD’ = D'D équivaut & D’ = diag(p1, p2) diagonale. En posant Q 'unique polynéme
d’interpolation de LAGRANGE de R[X] tel que Q(A1) = w1 et Q(A2) = p2, on a Q(D) = D’ donc
Q(A) =PQ(D)P~! =PD’P~! =B et B est bien un polynéme en A.

e Si xp admet deux racines distinctes, on conclut par symétrie que A est un polynéme en B.

e Sixa admet une racine double A mais que A est diagonalisable, alors dim(Ex(A)) = ma(A) = 2 donc
Ker(A —Aly) = C? et A = Al de sorte que A = Q(B) avec Q = A.

e Si xp admet une racine double u mais que B est diagonalisable, B = ul; et B = Q(A) avec Q = p.

e Sixa.xp admettent respectivement pour racine double A, u et que ni A ni B ne sont diagonalisables,

on sait néanmoins que A et B sont trigonalisables car xa et xp sont scindés sur C et il existe une

. A
matrice P € GL2(C) telle que A = PTP~! avec T = (0 i) avec a # 0. En notant B = (vq,v2)

la base de C? telle que P est la matrice de passage entre la base canonique et la base B, on a donc
Avi = Av; donc, comme AB = BA, ABvy = BAvy; = ABv; donc Bvy € Ex(A) = Vect(vy) ce qui prouve
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qu’il existe o« € C tel que Bvy; = avy. Mais comme p est la seule valeur propre de B, on a forcément

« = u. Comme Tr (B) = 2y, on a forcément, par la formule de changement de base, B = PT'P~! avec

T = (g ﬁ) avec b # 0. Par exemple, comme T’ = bry (u — Q) I, on a aussi en multipliant par
a a

P & gauche et P~ & droite, B = 2A + (u - M)Iz =Q(A)avec Q =T = bxu— 22 donc B est un
a a a a

polynoéme en A (mais A est aussi dans ce cas un polynéme en B).
Dans tous les cas, si (A,B) € M»(C)? tel que AB = BA, B est un polynéme en A ou A un polynéme en B.
b. Prenons A = Ej et B = Ej 3, alors AB = BA = 0. Comme A2 =0, si Q = %O qX* € C[X], on a
Q(A) = qolz + q1A € Vect(I3,A) donc 'ensemble des polynomes en A, noté C[A], vé?i?i% C[A] = Vect(I3,A)
car il est clair que Vect(I3,A) C C[A]. De méme, comme B? = 0, on a C[B] = Vect(I3,B). Par conséquent,
A ¢ C[B] et B ¢ C[A] donc A n’est pas un polynéme en B et B n’est pas un polynéme en A.
c. Prenons & nouveau A = E; > et B = E; 3, alors AB = BA = 0, R[A] = Vect(I3,A) et R[B] = Vect(I3,B)
donc, puisque A ¢ Vect(13,B) et B ¢ Vect(I3,A), donc A (resp. B) n’est pas un polyndéme en B (resp. A).
Le polynéme P = X2 — 6X + 8 = (X — 2)(X — 4) est annulateur de A donc, d’apres le cours, Sp(A) C {2,4}.
De plus, comme P est scindé & racines simples, A est diagonalisable, donc det(A) = 2m2(A)gma(A) Papres
le cours. Comme det(A) = 32 = 2! x 4% par hypothese, on a forcément m,(A) = 1 et mq(A) = 2. 1l existe
donc une matrice Q € GL3(R) telle que A = QDQ ™! avec D = diag(2,4,4).
Comme ¥ : M3(R) — M3(R) définie par p(M) = QMQ ™ est clairement linéaire et qu’elle est bijective car
QMQ~ ' =N <= N = Q7'MQ pour N € M3(R), ¢ est un isomorphisme de M3(R), qui transforme donc
une base en base, donc la base canonique By = (Em,E]yz,E1,3,E2‘1,E2‘2,E2)3,E3,1,E3,2,E3‘3) en une base
B=(QE1;1Q ", QE12Q 7, QE1,3Q 7, QE21Q 7, QE2,2Q 7, QE2,3Q7 1, QE31Q T, QE32Q T, QE3,3Q 7).
L’application @A est aussi un endomorphisme de M3(R) et on sait que sa trace est la trace de sa matrice
dans n’importe quelle base de M3(R), en particulier en notant M = Mat 5 (@A), ona Tr (pa) = Tr (M). Or,
¢ 0A(QE11Q7") = QDE11Q7! =2QE1,1Q ! car DEq,; = 2Eq 3.
* 0A(QE12Q7") = QDE; 2Q ! =2QE;2Q " car DEy 2 = 2E1 5.
)= QDE;3Q " =2QE;3Q " car DEy 3 = 2 3.
* 0A(QE2,1Q7") = QDE21Q ! =4QE2,1Q " car DEy 1 =41 1.
) = QDE2,2Q " =4QE,,Q " car DE;, = 4Eq 2.
* 0A(QE2,3Q7") = QDE;3Q ! =4QE2,3Q " car DEy 3 =4 3.
Q") =QDE3; Q" =4QE3,1Q " car DE3;; = 4E3 1.
) = QDE32Q " =4QE3 Q" car DE3; = 4E3 5.
* 0A(QE33Q ") = QDE33Q " =4QE33Q " car DE3 3 = 4E3 3.
Ainsi, M = diag(2,2,2,4,4,4,4,4,4) donc Tr (pa) = 30.

® PA

5.238) a. Si k € R, la matrice A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable d’apres le théoreme spectral.

Comme les colonnes 1, 3 et 4 de A sont les mémes et que les deux premieres colonnes de A ne sont pas

colinéaires, on a rang (A) = 2 donc , par la formule du rang, dim(Ker(A)) =4 —2 =2 et 0 est valeur propre
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double de A. Comme on sait que les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles appartiennent
a Im (A) = Vect(vi,va) avec vi = ez et vo = ej + kez + e3 + eq, on cherche les vecteurs propres sous la
forme v = (1,,1,1) = v2 4+ (o« — k)v1 (parce que vy n'est pas vecteur propre de A). Ainsi, pour A € R
et x € R,ona Av = Av <= (x = A, ka +3 = A\a) <= (« = A, o> —ka —3 = 0). Les racines de

2 _Jr2
X% — kX — 3 sont A; = k—'_fk—’_]z et Ay = kfk—’_]z D’apres ’équivalence précédente, les vecteurs

vi = (1,A1,1,1) et v = (1,A2,1,1) sont propres pour A respectivement associés aux valeurs propres Ay et

Az2. Par conséquent, Sp(A) = {0,A1,A2} et 0 est valeur propre double de Aet comme Ker(A) = Vect(vs,va)

AM 0 0 O
_1 0 A2 0 O

avec vz = (1,0,—1,0) et va = (1,0,0,—1) par exemple, on a A = PDP~' avec D = o 0 0 0 et
0 0 0 O

1 1 1 1
A A O 0
1 1T -1 0
1 1 0 -1
ce cas, comme |[vi||? =3 +A =6+ KAy, |[v2][? =3 +A3 = 64—k)\21 et Ker(/;\) =E

P = . On peut bien str choisir P € O(4), c’est garanti par le théoréme spectral, dans

(A)

Vect(wsz, wyq) avec

—O

T
kA1+6  kA+6 V2 V6
Pl 22 0 0
w3z 1wy si w3 =v3 et wqg = (1,0,1,—2) on peut prendre P = k>“1+6 k}‘%+6 1 g
11,y =2
kKA +6  kA.+6 NG
X —1 0 0
. L -1 X—k —1 -1
b. Sik € C, on effectue les opérations C; +— C; —C4 et C3 +— C3 —C4 dans xa = 0 1 X 0
0 —1 0 X
1 —1 0 0
L 0 x=x o —1] . .
et, par linéarité par rapport aux colonnes 1 et 3, on a xa = X 0 1 ] o | puis; en développant
—1 —1 -1 X
1 —1 0 1 —1 0
par rapport & la derniere colonne, xao = X? ((—1) 0 -1 1 |+X|0 X—=%k 0 ) qui se calcule en
-1 =1 =1 0 -1 1

XA = X2 (=3 + X(X —k)) = X?*(X? — kX — 3). Soit A = k? 4 12 le discriminant de X? — kX — 3 :
e Si A # 0, alors A a une racine double 0 alors que Eo(A) = Ker(A) est de dimension 2 avec la formule

du rang car rang (A) = 2, et A a aussi deux racines simples kTH et kT_é ol § est une racine carrée

de A. Comme ces deux nouvelles valeurs propres de A sont distinctes et non nulles, les sous-espaces
propres associés sont des droites. Ainsi, A est diagonalisable.
e Si A =0, ce qui équivaut & k = +£2v/31, A admet toujours 0 pour valeur propre double avec Eg(A)

qui est un plan. Il y a une autre valeur propre double de A qui est % = ++/3i. Par exemple si

—V3i 1 0 0
S ke T V3 1 . s
k = Z\@ i, comme A 7 Iy = 0 1 7\/§i 0 est de rang 3 car ses trois premieres
0 1 0 —V31
colonnes forment une famille libre, on a dim(Ey,2(A)) = 1 alors que % est d’ordre 2, ce qui montre
que A n’est pas diagonalisable.

Par conséquent, A est diagonalisable si et seulement si k # 42+/3 .
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sin(a) + sin(2e)
5.239 | Pour « € R, on constate que la somme des trois colonnes de A donne la colonne | sin(«) + sin(2«) | donc
sin(a) + sin(2«)

X —sin(2a)  —sin(w)
on effectue 'opération de GAUSS Cy <+— C1+C2+C3 dans xp = | — sin(2«) X —sin(a) |eton
—sin() 0 X — sin(2w)
X —sin(2a) — sin(a) —sin(2a)  —sin(«)
obtient xo = | X — sin(2«) — sin(«) X —sin(«) | et on utilise la linéarité du déterminant par
X — sin(2a) — sin(«) 0 X — sin(2x)
1T —sin(2a) —sin(x)
rapport & la premiére colonne pour avoir xa = (X —sin(2a) — sin(«)) | 1 X —sin(a) |. Ensuite
1 0 X — sin(2x)
1 —sin(x) —sin(«)
L +— Ly—Ljet L3 +— L3—Ly et xa = (X—sin(2a) —sin(a)) [0 X+ sin(2a) 0 . En

0 sin(2a) X — sin(2a) + sin(«)
développant par rapport & la premiére colonne, xa = (X—sin(2a)—sin(«)) (X+sin(2a)) (X—sin(2a)+sin(a)).
Posons A1 = —sin(2a), A2 = sin(2«) + sin(a) et A3 = sin(2a) — sin(«) de sorte que A1,A2,A3 sont les trois

valeurs propres réelles de A.
o A\ = Ay <= 25in(2a) + sin(a) = 0 <= sin(a)(4cos(a) +1) =0 <= (« =0 [n] ou a« = +ap [271])
en posant oo = Arccos ( - %) car sin(2a) = 2 cos(a) sin(a).
e A = A3 < 25in(2a) — sin(a) = 0 <= sin(a)(4cos(a) — 1) =0 <= (« =0 [n] ou a = +oy [271])

en posant o1 = Arccos (%) ~ 1,32 (ou ~ 76°) et ap = m— aq par les propriétés de la fonction Arccos.

e\ =73 < sin(«x) =0<= a =0 [n].

Nous pouvons maintenant distinguer plusieurs cas :
o Si o # 0,7, +ap, +1 [27], alors d’apres les équivalences précédentes, A possede trois valeurs propres
réelles distinctes donc A est diagonalisable dans M3 (R).

e Si a =0 [n], alors A = 0 donc A est diagonalisable.

e Si o = «p [27, cos(a) = _411 et sin(a) = /1 — cos?(a) = %, sin(2a) = 2 sin(«) cos(a) = _Vi5

8

S~—
|

donc A} = \/%5 ~ 0,48 et A3 = f‘/sj - \/TTS - f% ~ —1,45 alors Sp(A) = {\/%5,7%} et A
8 4 8
est valeur propre double de A. Or A — A1I3 = *\(TTS 0 \/4—% — 0 \/gj 0

Bk

donc A —Al3 = *T -

V15

4

est clairement de rang 2 car les lignes 1 et 2 sont égales

ol uls
(&) «
|
el
N

et les deux dernieres sont indépendantes. Par la formule du rang dim(Ker(A —A113)) = 1 donc A n’est
pas diagonalisable mais seulement trigonalisable dans M3 (R) car xa est scindé sur R.

e Si o = —ap [27], la matrice A est I'opposée de celle du cas précédent donc elle n’est pas non plus
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diagonalisable mais seulement trigonalisable.

e Si x = oy [27], cos(a) = éll et sin(a) = /1 —cos?(a) = @, sin(2a) = 2sin(a) cos(a) = @
donc A1 = —\/TTS ~ —0,48 et Ay = % + % = @ ~ 1,45 alors Sp(A) = { - %,%} et
8 4 8
A1 est valeur propre double de A. Or A — A\ 13 = \{?TS 0 ‘/4—% + 0 \/gj 0
B, B |, . B
4 8 8

donc A — A\ I3 = est encore de rang 2 car les lignes 1 et 2 sont égales et les

o[ ol S
9] 9] 9]
0wl el

(S]] (S]]
RESN S
9] 9] 9]

deux dernieres sont indépendantes. Par la formule du rang dim(Ker(A — A113)) = 1 donc A n’est pas

diagonalisable mais seulement trigonalisable dans M3(R) car xa est scindé sur R.

e Si o = —aq [27], la matrice A est I'opposée de celle du cas précédent donc elle n’est pas non plus

diagonalisable mais seulement trigonalisable.

En conclusion, A est diagonalisable dans M3 (R) pour toute valeur de « réelle sauf si & = 4 Arccos (i }1)

(4 valeurs) auquel cas A n’est que trigonalisable dans M3(R).
-
5.240] a. Soit (A,B) € G? tel que p(A) = @(B). Soit une matrice M € F qu'on écrit M = > AxMy, alors
k=1

T T T
Tr (AM) = Tr ( > )\kAMk) = ATr (AMy) par linéarité de la trace donc Tr (AM) = > ATr (BMy)
k=1 k=1 k=1

car (A) = @ (B) donc Vk € [1;7], Tr (AMy) = Tr (BMy). Comme on a aussi Tr (BM) = > A Tr (BMy), on
k=1

en déduit que Tr (AM) = Tr (BM). En particulier, en posant M = B~', on a M € G C F par hypothese donc
Tr (AB™") =Tr (BB™') = Tr (I,) = n. Or toute matrice de G est diagonalisable car le polynéme XP —1 scindé

a racines simples dans C est annulateur de toute matrice de G. Comme les racines de XP —1 sont les éléments

de U, qui sont de module 1 et que Tr (AB~!) =n = > ma(AB~1)A est la somme de toutes les valeurs
AESP(AB-T)
propres de AB™!, n = S ma(ABTA| = S ma(AB Al = > ma(AB7!) = n.
AESP(AB—T) AESP(AB—T) AESP(AB—T)

D’apres le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire, les valeurs propres de AB~! sont positivement colinéaires,
la seule possibilité est qu’on ait Sp(AB~') = {1} et m1(AB~") = n, ce qui montre que AB~! = I,, donc que
A = B. Par conséquent, I’application ¢ est bien injective.

b. Par définition d’un sous-espace engendré, pour tout k € [[1;7], il existe une famille finie Fi de vecteurs

de G telle que My = > AmM. Pour A € G et k € [I;r], on a AMy = Y. AMAM et AM € G par
MeTy MeTy

hypothese. Comme XP — 1 annule AM par hypothese, AM est diagonalisable et sa trace vaut la somme de

ses valeurs propres. Comme ces valeurs propres sont toutes incluses dans U, qui a p éléments, Tr (AM) ne
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peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. Ainsi, Tr (AMy) = > AmTr (AM) ne prend qu’un nombre
MeTFy

fini de valeurs car Fy est fini et que les Ay sont fixés. Comme @(A) = (Tr (AMy),---,Tr (AM,)) pour tout
A € G et que Tr (AMy) ne prend qu’'un nombre fini de valeurs pour tout k € [[1;r]], ¢(A) ne peut prendre
qu’un nombre fini de valeurs donc Im (¢) est fini.

c. Comme ¢ est injective, sa restriction ¢ : G — Im (@) est toujours injective mais devient aussi surjective
donc ¢ est bijective. Ceci montre, comme Im (¢) = Im (¢) est fini d’apreés la question b., que ’ensemble G

est aussi fini et qu'on a card (G) = card (Im (¢)).
5.241 ) a. Si f est diagonalisable, il existe une base B de E telle que Mat 5 (f) = D est diagonale. Comme on a aussi
Mat g (f?) = D? est diagonale, B est aussi une base de vecteurs propres de f? qui est donc diagonalisable.

b. Si n =1, tout endomorphisme de E étant une homothétie, f et 2 sont diagonalisables. Ainsi, dans ce cas
particulier, 2 diagonalisable = f diagonalisable.

Sin>2, soit f € L(E) tel que Mat (f) = Eq 2, alors E%,z = 0 donc f2 = 0 est diagonalisable. De plus,
Xf = XE,, = X" puisque Ej > est triangulaire supérieure. Comme, par la formule du rang, on obtient
dim(Eo(f)) = dim(Ker(f)) = n —rang (f) = n — 1 # n qui est l'ordre de multiplicité algébrique de 0 dans x¥,
I’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

Des que n > 2, on n’a donc plus forcément f diagonalisable si 2 1'est.

c. Une inclusion : si x € Ker(f—pid g)+Ker(f+pid g), alors I(y,z) € Ker(f—uid g) x Ker(f+pidg), x =y+z
donc f2(x) = f2(y) + f2(z). Or f(y) = ny donc f2(y) = f(uy) = uf(y) = u?y = Ay et f(z) = —uz donc
u?(z) = u(—pz) = —pu(z) = (—u)?y = Az d’'ott f2(x) = u?(y +z) = Ax et on a bien x € Ker(f?> —Aidg). On
a bien établi 'inclusion Ker(f — pid g) + Ker(f + pid ) C Ker(f? — Aid ¢ ).

L’autre inclusion : si x € Ker(f> —Aidg), x =y +2z (1) avec (y,z) € Ker(f — pidg) x Ker(f + uidg), on

a donc f(x) = py —pz (2) doncy = ]C(X)Zﬂ et z = ux;i}\f(x) en combinant les deux équations (1) et
v
(2) puisque p # 0. Réciproquement, si on pose y = f(x)zﬁ et z = ux;if(x)’ on a la relation x =y +z
v
2 2
et fy) = o) +ufl) _ wixtufly) _ py et, de méme f(z) = —pz. On vient de prouver l'inclusion

2u 2un

Ker(f2 — Adg) C Ker(f — pidg) + Ker(f + pidg). Pour cette derniere inclusion, on aurait pu dire que
X% —A = (X — p)(X + ) était un polyndéme annulateur scindé & racines simples de I’endomorphisme f induit
par f dans Ex(f?) donc que Ex(f?) = E,(f) @ E_ () et on conclut car E,,(f) = E,(f) puisque E,(f) C Ex(f?)
et E_,(f) = E_,.(f) puisque E_,(f) C Ex(f?) d’aprés la premiere inclusion.

Par double inclusion, on a donc Ker(f* —Aid g) = Ker(f — pid g ) @ Ker(f + pid ) puisque les deux sous-espaces
propres sont en somme directe car p # —.

d. Méthode 1 : si % est diagonalisable, notons ?\1r,~ -+, Ar les valeurs propres distinctes de 2, elles sont non
nulles car 2 est inversible. Par définition, E = @ Ker(f? — Axid ). D’aprés la question précédente, on a

k=1
T

donc E = @ Ker(f — puxid g) @ Ker(f + pid £) en notant py une racine carrée complexe de A,. Comme E est
k=1
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la somme directe de sous-espaces propres associés & f, par définition, f est diagonalisable.
Méthode 2 : si f? est diagonalisable et 2 inversible, alors f est aussi inversible et Ker(f) = {0} donc 0 ¢ Sp(f).
T

Notons Aq,---,A; les valeurs propres distinctes de f2. On sait que P = [] (X — Ax) est annulateur de 2
k=1

T
d’ott P(f2) = J] (f* — Axidg) = 0. Notons, pour k € [1;7], ux une racine carrée (complexe) de Ay, alors
k=1
T T T
IT(F> = Mide) = J] (f — uxidg) o (f + pxidg) = 0 donc le polynéme Q = [ (X — u)(X + wy) est
k=1 k=1 k=1
annulateur de f. De plus, Vk € [1;7]], i # —pk car Ax = ug # 0 et V(i,j) € [1;7]% avec i # j, £p; # +p

car Ay = uiz #* p,jz = Aj. Ainsi, Q annule f et est scindé a racines simples donc f est diagonalisable.

a. Soit E un espace vectoriel et p € £(E), on dit que p est un projecteur de E si pop =p? = p.
b. Pour (i,j) € [1;n]?, on sait que Eiz)]- = Ei,jEij; = 8i;Eij. On a deux cas :
e Sii=j, on a donc Eiz’i = E;; donc Ei; est une matrice de projecteur.
e Sii+#j, on adonc Eiz’j =0 # E;,; donc E;j n’est pas une matrice de projecteur.
c. Soit M € M, (R) diagonalisable, alors il existe P € GL,(R) et D = diag(Aq,---,An) diagonale telles que

n n
M = pPDP~! = P( 3 AkEk,k)P—‘ = Y MAPEx P~ ". Posons, pour tout k € [1;n], Px = PEx P, alors
k=1 k=1

n
P = PEi]{P*1 = PEx kP! = Py donc Py est une matrice de projecteur et, grace a la relation M = > Ay Py,
k=1
donc M est une combinaison linéaire de matrices de projecteurs.

d. sm:(1 0

1 o ), A% = A donc A est, d’apres le cours, la matrice de la projection sur Im (A) = Ker(I —A)

0 0

parallelement & Ker(A). Comme I — A = (_] .

), Im (A) = Vect((1,1)) et Ker(A) = Vect((0,1)).

De méme, si on pose B = ((]) (1)>7 on calcule B2 = B donc, d’apres le cours, B est la matrice de la projection

sur Im (B) = Ker(Iz — B) = Vect((1,0)) parallelement a Ker(B) = Vect((1,—1)).
e. Sin =1, toutes les matrices de M;(R) étant diagonalisables car diagonales, une matrice écrite comme

combinaison de matrices de projecteurs est toujours diagonalisable dans M (R).

. . 0 -1 o . . . .
Sin > 2, la matrice M = A —B = (] 0 ) est combinaison linéaire de matrices de projecteurs d’apres
la question précédente mais xpm = X% + 1 n’est pas scindé sur R donc M n’est pas diagonalisable dans

M O2n—2

(par blocs), alors M’ = A’ — B’ avec
On—2,2 On_2

M3 (R). Plus généralement, si on pose M’ = (
Al = (O A Og‘“2> et B = (O B Og,nz) donc A2 = A’ et B> = B’ par calcul par blocs
n-—2,2 n—-2 n—2,2 n-2

et xp = XU T2(X? 4 1) n'est pas scindé sur R donc M’ n’est pas diagonalisable dans My (R) bien que
combinaison linéaire de matrices de projecteurs. Ainsi, si n > 2, une matrice écrite comme combinaison de

matrices de projecteurs n’est pas toujours diagonalisable dans M,, (R).

d
5.243 ] a. Soit A une valeur propre de A, alors il existe X # 0 € My, 1(C) tel que AX = AX. Sionpose P = > apX¥,
k=0

d
on a d’abord A*X = A*X par une récurrence classique et simple ce qui donne 0 = 0X = P(A)X = > apA*X
k=0
d
ou encore ( > ak)\k)X =P(A)X =0. Comme X # 0, on a P(A) = 0 donc A est une racine de P.
k=0
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b. xa est scindé sur C d’apres le théoréeme de D’ ALEMBERT-(GAUSS et ses racines sont les valeurs propres
T

N
de A d'ott xa = ] (X —Ak)™ ) ayec Sp(A) = {A1,--+,Ar} donc xa(B) = [] (B — Axln)™ ). Comme

les Ax ne sont pas des valeurs propres de B par hypothese, les matrices B — A¢I,, sont inversibles (en effet
B — Aln € GLn(C) <= A € Sp(B)) donc xa(B) l'est aussi (I’ensemble des matrices inversibles est stable par
multiplication car GL,(C) est un groupe). Ainsi, xa(B) € GL,(C).

c. (<) SiM =0, on a clairement AM = MB = 0.

(=) Si AM = MB, on a A’M = A(AM) = A(MB) = (AM)B = (MB)B = MB2. Soit k > 2 tel que
AKM = MBKX, alors A¥t'TM = A(AM) = A(MB*) = (AM)B* = (MB)B* = MB**! et, par principe de

m
récurrence, on peut conclure que Yk € N, AKM = MB¥* (clair pour k = 0). Si P = Y pX* € C[X],
k=0

m m m m
P(AM = ( 3 pkAk)M = Y prAKM = 3 pMBk = M( 3 pkBk) = MP(B). Si on prend P = xa,
k=0 k=0 k=0 k=0
d’aprés CAYLEY-HAMILTON, on obtient Mxa (B) = 0 Or xa (B) est inversible d’apres b. donc M = 0.
d. L’application ¢ : My (C) — M, (C) définie par (M) = AM — MB est clairement linéaire, est un
endomorphisme de M, (C) qui est de dimension finie, on sait alors que ¢ est un automorphisme si et
seulement si elle est injective. Soit M € Ker(), on a donc AM = MB donc M = 0 d’apres c.. Ceci prouve
que ¢ est injective donc que ¢ € GL(My(C)). Ainsi, pour une matrice C € My, (C), il existe une unique

M € My (C) antécédent de C par ¢, c’est-a-dire une unique matrice M € My, (C) telle que AM — MB = C.
5.244 | a. Si « € R, A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans My (R) d’apres le théoréeme spectral.

b. Par définition, pour j € [2;n], la colonne j-ieme colonne de A, notée Cj, vaut « fois la (j — 1)-ieme colonne
de A, c’est-a-dire Cj = aCj—_7. Comme la premiere colonne de A n’est pas nulle car a2 = % =1, on
a donc rang (A) = 1. D’apres la formule du rang, on a dim(Ker(A)) =n —1 > 0 et 0 est de multiplicité au

moins n — 1 de sorte que xa = X" (X — A) avec A € K puisque xa est scindé dans C par le théoréme de

n .
D’ ALEMBERT-GAUSS. Puisque xo = X™ — Tr (A)X™! grace au cours et que Tr (A) = > «?'=2  la derniére
i=1

n
valeur propre est A = Y «?'=2. Ainsi, les valeurs propres de A sont 0,---,0,Tr (A).
121 o) YY)

n—1 fois

c. Traitons deux cas :

Tr (A) =0 : dans ce cas, xo = X™ donc A™ = 0 par le théoréme de CAYLEY-HAMILTON. Comme A # 0, on
a vu ci-dessus que dim(Ker(A)) =n — 1 # n donc A n’est pas diagonalisable (la seule matrice
nilpotente diagonalisable est la matrice nulle).

Tr (A 0 : comme xa est scindé sur C et que les ordres de multiplicité des deux valeurs propres de A sont

égales aux dimensions des sous-espaces propres associés donc Aest diagonalisable, c’est-a-dire

semblable & Tr (A)En n, par exemple.

n .
Ainsi, A est diagonalisable <= Tr (A) = > «?'"2#0. OnaTr (A)=n#0si a = £l et, si a*> # 1, 0n a
i=1
2n
Tr (A) = “27_11 donc A est diagonalisable si et seulement si « est un racine (2n)-ieme de 'unité différente
x

de 1 et de —1. En conclusion, A diagonalisable <= o € Uy \ {1,-1}.
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X-3 3 -2 X-3 3 22-X)

5.245| a. On calcule xao = 1 X-5 2 |= 1 X—=5 0 avec l'opération C3 +— C3 — 2Cq et
1 -3 X 1 -3 X—=2
apres avoir factorisé par X — 2 dans la troisieme colonne et effectué 'opération Ly +— L; + 2L3, on trouve
X—1 -3 0
xa=X=2)] 1T X=5 0/l=X=-2)[X=1)(X=5)+3] =(X=2)(X* —6X+8) = (X—2)*(X—4)
1 -3 1
1 -3 2
apres développement par rapport a la derniére colonne. Comme A —2I3 = [ —1 3 =2 | est clairement
-1 3 =2

de rang 1, on en déduit que dim(Ker(A — 2I3)) = 2 avec la formule du rang donc l'ordre de multiplicité
algébrique de 2 est égal & la dimension du sous-espace propre Ez(A), ce qui permet de conclure par le cours

que la matrice A est diagonalisable (car dim(E2(A)) 4+ dim(E4(A)) = 3).

-1 -3 2
b. On constate que C; = C2+Czdans A—4I3=| —1 1 =2 |. Comme 4 est une valeur propre simple
—1 3 —4
1 -3 2
de A, E4(A) = Vect(vy) avec vi = (1,—1,-1). De plus, A —=2I3 = [ =1 3 =2 | donc Ez(A) est le plan
-1 3 =2

de R3® d’équation x — 3y + 2z = 0 et, par exemple, E(A) = Vect(vz,v3) avec va = (3,1,0) et vz = (2,0, —1).
c. Comme R3 = E4(A) D E4(A) car A est diagonalisable, B = (v1,v2,v3) est une base de R donc, en notant
P la matrice de passage de la base canonique & la base B, on a A = PDP~! avec D = diag(4,2,2).

11 suffit de prendre R = PAP~" avec A = diag(2,v/2,v2) et on a A2 = D donc R? = PA?P~! = PDP~! = A,
Si R € M3(R) vérifie R? = A, comme (X—2)(X—4) est annulateur de A car Sp(A) = {2,4} et A diagonalisable,
(R?—213)(R?—413) = (R—+/213)(R++/213)(R—213)(R+2I3) = 0 donc le polynéme (X—+/2)(X++/2)(X—2)(X+2)
scindé a racines simples dans R est annulateur de R donc R est diagonalisable dans Mz (R).

X-2 =2 1

5.246 ) a. xao = | 1 X-=5 1 =X=-2)(X=5)(X—=2)+1) — (=2(X —2) + 1) en développement par

0 -1 X—-2
rapport & la premiére colonne. Ainsi, xa = (X —2)(X? = 7X+11) +2X =5 = X3 —9X% + 27X —27 = (X — 3)3
(binéme de NEWTON). Comme xa est scindé dans R[X], A est trigonalisable dans M3(R). Par contre,
comme E3(A) = Ker(A —313) # R3 donc dim(E3(A)) # 3 (ordre de multiplicité de 3 dans xa) car A # 313,
A n’est pas diagonalisable dans M3(R) (ni bien str dans M3(C)).

b. Comme Sp(A) = {3} d’apres a., si x est un vecteur propre de A, alors Ax = 3x donc la droite D = Vect(x)
est stable par A. Réciproquement, si la droite D’ = Vect(y) est stable par A, on a y # Ops car D’
est une droite et Ay € D’ donc IA € R, Ay = Ay donc y est un vecteur propre de A donc A = 3 et

y € E3(A). Par conséquent, les seules droites stables par A sont celles qui sont incluses dans E3(A). Comme
-1 2 -1

A—=3I3 = -1 2 =1 est derang 2, et qu'on constate que (1,1,1) est dans le noyau de A — 313, on a
o 1 -1

E3(A) = Vect(x) avec x = (1,1,1). Il existe donc une seule droite stable par A, et c’est D = Vect(x).

c. Soit une base B’ = (a7, az) de P qu'on compléte en une base B = (a7, az,a3) de R3. Par stabilité de
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oAl , I - - XI; — A/ *
ou A’ = Mat /(a’). Ainsi, xq = det(XI3 — A) = 0 X — A donc

Al %
P, on a Mat ¢ (a) = ( o A
xA = (X — A)xas ce qui justifie que xa+ divise xa (et en plus que A = 3).
d. Comme P est de dimension 2, o est unitaire et de degré 2 et il divise xqo = (X —3)3 donc xo = (X —3)2.
Par CAYLEY-HAMILTON, (a’ — 3idp)? = 0 donc Vx € P, (a’ —3idp)?(x) = (a — 3id g3)?(x) = 0 et on a bien
Iinclusion P C Ker ((a — 3id g3)?).

-1 2 =1 -1 1 0
e. CommeA—-3I3=| -1 2 —1],ona(A=3I3)2=| -1 1 0 | donc (A—3I3)% et (a—3id gs)? sont

o 1 -1 -1 1 0

de rang 1 ce qui montre avec la formule du rang que dim(Ker((a —3id g3)?) = 2. Par inclusion et égalité des
dimensions, on a P = Ker ((a — 3id g3 )?).

Dans cet exemple, il y a seulement quatre sous-espaces stables par a : {0} de dimension 0, D = Ker (a—3id Rs)

de dimension 1, P = Ker ((a — 3id 3)?) de dimension 2 et R? de dimension 3.

5.247 | a. La matrice A, symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans My, (R) d’apres le théoréme spectral.
1 1 . .
b. A; = (] 2) donc xa, = (X —1)(X —2) — 1 = X?> = 3X + 1. Les racines de xa, sont classiquement
A= % ~2,6leth = % ~ 0,38 donc, d’apres le cours, Sp(Az) = {A1,A2}.

c. Pour n > 3, dans le calcul du déterminant P, = xa,,, on effectue les opérations de GAUSS Cy +— Cyx —C;

X — 1 —X S .. —X
—1 X =1 0 cee 0
pour k € [[2;n] et on a P, = : 0 X—-2 . : . On développe ensuite par rapport
. : o
—1 0 0 X—mn+1
-1 X—-1 0 e 0
: 0 X-2 :
a la derniére colonne et on a Py = (X —n + 1)P_7 + (=)™ 1(=X) | : : 0
: : 0 X—mn+2
- 0 e o 0
Dans ce dernier déterminant, apres développement par rapport a la derniere ligne pour obtenir la relation
n—2 n—2
Pn=(X=n+1)Py_1+ (=1)"X(=1)"""1(=1) T] (X —k) donc P, = (X —n+1)Pn_1 — [] (X — k).
k=1 k=0

d. Initialisation : d’aprés la question b., Py = X% — 3X + 1 vérifie bien (—1)°P2(0) =1, (=1)"P2(1) =1 ont
le méme signe que P2(0) = 1 qui est du signe de (—1)% et on a P2(1) = —1 et P(2) = —1 < 0.

Hérédité : soit n > 3, supposons que Vk € [[0;n—2], le réel (—1)*P,,_1(k) a le méme signe que P, _71(0) qui est
du signe de (—1)™~1 et que P,(n—1) < 0 et Py (n) < 0. D’aprés c., P (0) = —(n—1)P,,_1(0) a un signe opposé
a celui de P,,_1(0), donc du signe de (—1)™. Pour k € [1;n — 2], (=1)*Pn(k) = —(=1)*(n —k — 1)Pr_1(k)
donc (—1)*P, (k) = —(n —k — 1)(=1)*P,,_1(k) est du signe opposé & celui de (—1)¥P,,_1(k), donc du signe
opposé & celui de (—1)™~! par hypothese de récurrence, donc du signe de (—1)™. De plus, pour k =n — 1,
()" "Pn—1) = = (=) T = 1)(n = 2)---1 = (=1)™(n — 1)! est bien du signe de (—1)™. Enfin,
Pa(n—1)=—(n—-1)!<0et Ph(n) =Prp_1(n) —nl<o.

135



Conclusion : on a montré par principe de récurrence que Vn > 2, Vk € [0;n — 1], (=1)¥P,(k) a le méme
signe que Py (0) qui a le méme signe que (—1)™ et P(n — 1) < 0 et Py (n) < 0.

e. Comme P;, est une fonction continue et que P, change strictement de signe sur tous les intervalles ]0; 1],
11;2[, ....)n—2;n— 1] d’apres ce qui précede, par le théoreme des valeurs intermédiaires, P, s’annule au moins
une fois sur tous les intervalles |0;1[, ]1;2[, ...,Jn — 2;n — 1], ce qui fait déja n — 1 racines distinctes de Py,.
De plus, Pr(n) < 0 et, comme Py, est unitaire et de degré n, tEToo Pn(t) = 400 done, d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires encore, Py, s’annule au moins une fois sur Jn; +oo[, ce qui fait en tout n racines
distinctes de P, qui est de degré n.

Comme P,, = xa, est scindé a racines simples sur R, la matrice A, est diagonalisable dans My (R) et tous

ses sous-espaces propres sont des droites.
5.248 | Par hypothese, le polynome P = X3 — 3X — 5 est annulateur de A. Comme P’ = 3(X% — 1), la fonction

polynomiale P est croissante sur | — co; —1] et [1; 4+00[ et elle est décroissante sur [—1;1]. Comme P(—1) =3

et P(1) = —7, d’apres le théoréme de la bijection, la fonction P ne s’annule qu’'une seule fois en o sur R

car elle est strictement négative sur | — oo; 1[ et qu’elle réalise une bijection de ]1;+oo[ dans | — 7; +o0|

car tli;n P(t) = +oo. De plus, comme P(2) = =3 < 0 = P(a) < 13 = P(3), on a « €]2;3[. Comme
— 400

P € R[X], on note B et B (avec Re(B) > 0) les deux autres racines complexes de P. Or on sait que

les valeurs propres de A sont des racines de P donc Spc(A) C {«,B,B}. Puisque P est scindé & racines
simples sur C, A est diagonalisable dans M, (C) et det(A) = am“(A)Bmﬁ(A)Emﬁ(A) (en notant ma(A)
la multiplicité de A dans xa) d’aprés le cours. Comme A est une matrice réelle, mz(A) = mg(A) donc
det(A) = am“(A)(Bg)m@(A) - “ma(A)|[3|2mrs(A) > 0.

a. (=) Supposons que F est stable par M. Montrons que F* est stable par MT. Soit X € F- et Y € F,
alors (MTX[Y) = (YIMTX) = YTMTX = (MY)TX = (MY|X) = 0 car X € F+ et MY € F car F est stable par M.
Ainsi, F- est stable par MT. On vient de montrer que, pour tout sous-espace F de E et toute matrice M de
M, (R), on a F stable par M = F* stable par M.
(<=) On applique ce qui précede & (F£,MT) et F* stable par MT = (F1)+ = F stable par (MT)T = M.

Par double implication, F est stable par M si et seulement si F- est stable par MT.

Xx=0/2) o —(172) X—(1/2) —(1/2)
b. Onaxa = (1(/’2) Xg1 X_(zs/z) _(X_])‘ (1/2)  X—(3/2)

a la deuxiéme colonne. Ainsi, xo = (X—1) [(X - %) (X —

en développant par rapport

) + l] = (X—1)3. Soit F un sous-espace de R3 :

3
2) g

dim(F) = 0 Alors F = {0} est stable par A.
dim(F) =1 Alors F est une droite et F est stable par A si et seulement si F est engendrée par un vecteur

-1 0 1
propre de A. Or, comme A — I3 = % 0 0 0],ona Ej(A)=Ker(A—13) = Vect(v,v2)
-1 0 1

avec vi = (1,0,1) et v2 = (0,1,0). Ainsi, toutes les droites stables F par A sont les droites
F = Vect(v) avec v =avy + by et (a,b) # (0,0). Il y en a une infinité.
dim(F) = 2 Alors F' est une droite et F est stable par A si et seulement si F' est stable par AT. Or
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AT — 13 = 15 0 0 0 | doncEq(AT) = Ker(AT — I3) = Vect(vs,v2) avec vz = (1,0, —1).

Ainsi, F est un plan stable par A si et seulement si FX = Vect(avs + Bvz) avec («,B) # (0,0),
c’est-a-dire si et seulement si F a pour équation F : oax + By — az = 0 avec (&, B) # (0,0). Il y
en a aussi une infinité.

dim(F) = 3 Alors F = R? est stable par A.
5.250] a. Si A et B dans M,,(C) sont semblables, il existe P € GL,(C) telle que A = PBP~! par définition. Soit

A une valeur propre de A, alors il existe X # 0 € My,1 C) tel que AX = AX. On a donc PBP~'X = AX donc
BY = AY en posant Y = P~'X. Comme X # 0 et P inversible, Y # 0 donc A est une valeur propre de B. On
vient de montrer que Sp(A) C Sp(B). Par symétrie, Sp(B) C Sp(A) et, par double inclusion, Sp(A) = Sp(B).
b. Supposons que M admette une valeur propre A non nulle. D’apres la question a., A est une valeur propre

de 2M, ce qui fait que % est une valeur propre de M. Par récurrence, pour tout n € N, le réel an est

une valeur propre de M. Cela ferait une infinité de valeurs propres de M, ce qui est absurde car les valeurs
propres de M sont les racines de xm, et il y en a au maximum n.

On vient de montrer que M ne peut avoir que 0 comme valeur propre. Comme M admet au moins une
valeur propre avec le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, on a Sp(M) = {0}. Toujours d’apres ce théoréme,
on a donc xp = (X — 0)™ car xm est scindé dans C[X], unitaire et de degré n. D’apreés le théoréme de

CAYLEY-HAMILTON, il vient M™ = 0 donc M est nilpotente.

0 1
0 0

0 2

0 0 On a M? = 0 donc M est nilpotente

C. Soith( >:E1,2#06M2((C) desortequeZMz(

1 0

1 0 . . 1
), on a P inversible et P7' = <O 12

0 2
2M = P~'MP donc que M et 2M sont semblables.

et non nulle. Si on prend P = < ) et on vérifie facilement que

d. Soit M € M3(C) nilpotente telle que rang (M) = 1.

Méthode 1 : comme la matrice M est de rang 1, il existe une matrice colonne C # 0 € My, 1(C) et une
matrice ligne L # 0 € My n(C) telles que M = CL. Ainsi, M* = C(LC)L = (LC)(CL) = LCM. Or
LC = Tr (LC) = Tr (CL) = Tr (M) de sorte que M? = Tr (M)M. Mais si A est une valeur propre de M, il
existe X # 0 € Mp,1(C) tel que MX = AX et M3X = A3X = 0 donc A3 = 0 et A = 0. Ainsi, Sp(M) = {0}
donc, comme M est trigonalisable donc semblable & une matrice triangulaire avec des 0 sur la diagonale, on
a Tr (M) = 0 donc M? = 0. Ainsi, comme M x M = 0, on a Im (M) C Ker(M).

Méthode 2 : soit Xz # 0 un vecteur de Im (M) de sorte que Im (M) = Vect(Xz) car Im (M) est une droite.
Comme Im (M) est stable par M, il existe o € C tel que MX; = aX;. Mais comme M est nilpotente, 0 est
a nouveau la seule valeur propre de M donc o = 0 car Xz # 0. Ainsi, X € Ker(M) donc Im (M) C Ker(M).
Dans les deux cas, on a prouvé que Im (M) C Ker(M). Si (X2) est une base de Im (M), par le théoreme
de la base incomplete, il existe X; € C3 tel que (X1,X2) est une base de Ker(M) car Ker(M) est un plan
d’apres la formule du rang. Soit X3 € C3 un antécédent de X, € Im (M) par M de sorte que MX3 = X,. La

famille B = (X7, X2,X3) est de cardinal 3 = dim(C3) et elle est libre car (X7,X2) est elle-méme libre et que
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X3 ¢ Vect(X7,X2) = Ker(M) puisque X, # 0. Ainsi, B est une base de C3 et, en notant m ’endomorphisme
de C3 canoniquement associé & M, on a E; 3 = Mat 5 (m) par construction. Comme E; 3 et M représente le
meéme endomorphisme dans deux bases différentes, M est semblable a E; 3.

Comme M et 2M sont nilpotentes et de méme rang 1, ce qui précéde montre que M et 2M sont semblables
a Bz 3. Comme la relation de similitude est une relation d’équivalence, M est semblable & 2M.

e. Soit M € M, (C) nilpotente d’indice n, alors M™~T 2 0 et M™ = 0. Il existe donc X # 0 € C™ tel que
MM TX 0. Si (X, MX, - -, MM 1X) était liée, il existerait une famille (Ag, -+, An_1) # (0,---,0) € C™ telle

n—1

que Y AgMKX = 0. On pourrait définir entier i = Min({k € [[0;n — 1] | Ax # 0}) € [[0;n — 1] de sorte que
k=0
. n71 .
I’on aurait Z MMEX = 0. On multiplierait (1) par M™~ '~ & gauche pour avoir E MMM T=ikx — 0 et

k=i
il ne resterait que A;M™ "X = 0 car M™ = 0. Or ceci est impossible car A; # 0 et M“ ]X # 0 par hypothese.

On a montré par 'absurde que B = (X, MX, - - -, mn-! X) est libre donc c’est une base de C™ car son cardinal
est égal a la dimension de C™. En notant m I’endomorphisme de C™ canoniquement associé a M, on a
M = PJP~! avec P la matrice de passage de la base canonique & la base B et ] = Mat ¢(m) = (84,4+1)1<i,j<n
la matrice avec des 0 partout sauf sur la sous-diagonale ou il y a des 1. Comme 2M est aussi nilpotente
d’indice n, ce qui précede montre que 2M est aussi semblable & | donc, par transitivité et symétrie de la

relation binaire de similitude, M et 2M sont semblables.

L’application f : E = Rp_1[X] = Rn_1[X] telle que VP € Ry_1[X], f(P) = P(X — 1) est bien définie
car si deg(P) < n —1, on a deg(P(X — 1)) = deg(P) < n — 1. De plus, si (P,Q) € (Ry_1[X])? et A € R,
fAP+ Q)= AP+ Q)(X —=1) =AP(X — 1)+ Q(X — 1) = Af(P) + f(Q) donc f est linéaire ce qui montre que
f est un endomorphisme de R,_1[X]. De plus, f est classiquement un automorphisme de E car, en posant
g:P—P(X+1),onaaussige L(E)et fog=gof=idg doncg=rf"".

Par une récurrence simple on a Yk € N, f*: P — P(X — k) et g™ : P > P(X 4+ n). L’énoncé nous propose
donc d’exprimer g™ = f~™ comme un polynome en f de degré inférieur ou égal a n — 1.

Comme dim(R,_1[X]) = n, le polynome caractéristique de f est de degré n et unitaire et, d’apres le

théoreme de CAYLEY-HAMILTON, x¢(f) = 0. Il existe donc des coefficients bg,---,by avec by = 1 tels
n

que Y byf® = 0. Pour étre précis, comme la matrice de f dans la base canonique B = (1,X,---,X™) est
k=0

A = Mat g(f) = ((1)""L <]>> qui est triangulaire supérieure et ne contient que des 1 sur la
0<i,js<n—1

n
diagonale, on a xf = (X — 1) = Y (—1)"~k (:) X* ce qui donne les valeurs des by.
k=0
4l . k(M ek - k(™) ek . k=1 T) k-1 .
On en déduit que 3 (—1) ff=ide+ > (-1) f :Odoncf0<2(—l) f )zldg,et
K=0 k K=1 k K=1 k
n

ceci prouve que =1 = U(f) avec U = 3 (—1)k"! (2) X1 avec deg(U) =n — 1.
k=1
Par conséquent, g™ = ™ = (f~1)™ = (U(f))™ = (U™)(f) car on a U(f) o V(f) = (UV)(f) d’aprés le cours

pour des polynoémes U et V. Effectuons la division euclidienne de U™ par x, ce qui donne U™ = Q X x¢ + R
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avec deg(R) < deg(xs) = n donc deg(R) < n — 1. Il existe donc des coefficients ao, -, an—_1 réels tels que

n—1 n—1

R= > axX¥ et on a U™(f) = Q(f) o x¢(f) + R(f) = R(f) donc g™ = > axf*. On évalue ceci en tout P € E
k=0 k=0
n—1 n—1
et on a donc g"(P) =P(X +n) = > arf*(P) = > axP(X — k).
k=0 k=0
5.252 | a. Comme xa est unitaire par construction et scindé sur C par D’ ALEMBERT-GAUSS, si ay, -, a, sont les
T T

valeurs propres distinctes de A, on peut écrire xa = [[ (X — ay)™etA) dott xa (B) = I1(B - aily)mei (A,

i=1 i=1

Comme GL,(C) est un groupe multiplicatif, on a xa(B) € GL,(C) <= Vi € [1;n], B — ailn € GL,(C).
On peut aussi le justifier par le déterminant (qui est une fonction multiplicative), en écrivant que l'on a

XA(B) € GLn(C) <= det(xa(B)) # 0 < ﬁ (det(B — ailn))™atA) £ 0 <= Vi€ [1;7]), det(B — ail,) #0.

i=1

Or B—ailn € GL(C) car det(B —ailn) = (—1)™xp(ai) # 0 puisque a; étant une valeur propre de A, elle ne
peut pas étre une valeur propre de B car on a supposé Sp(A) NSp(B) = (. On a donc bien x (B) inversible.

b. Par hypothése, AX = XB. Alors A2X = A(AX) = A(XB) = (AX)B = XB2. Par une récurrence facile, on

d d d
montre que Yk € N; AKX = XB¥. SiP = Y axX* € C[X], on a P(A)X = Y axA*X = > axXB* = XP(B).
k=0 k=0 k=0
En prenant P = xa, on obtient donc xa (A)X = Xxa (B) ce qui donne, avec CAYLEY-HAMILTON, Xxa (B) = 0.

Or on a vu en b. que xa (B) est inversible. Il ne reste donc plus que X = 0.
c. On définit ¢ : M (C) — M, (C) par ¢(X) = AX — XB. Comme ¢ est visiblement linéaire, @ est un
endomorphisme d’un espace de dimension finie, donc ¢ est un automorphisme si et seulement si elle est
injective. Soit X € Ker(¢), on a AX = XB et, avec la question précédente, X = 0. Ainsi, Ker(p) = {0} ce
qui montre que @ est un automorphisme de M, (C). La bijectivité de ¢ permet de conclure que, comme
attendu, YM € M (C), IX € M, (C), AX —XB = ¢(X) = M.
a. ¢ est bien définie car si (un)nen- est une suite réelle, la suite v = (v )nen+ définie par v, = % i Uk
est aussi une suite réelle. De plus, siu = (un)nen € E, v = (vn)nen+ € Eet A € R, en notant w = (p(L]L{—T—]?\\)),

n n n
onavne N, w, =1 > (uk +Avk) = 1 S uk + A X 1 > vk donc @o(u+ Av) = @(u) + Ap(v) ce qui
N k=1 n =1 =1
montre la linéarité de ¢. Ainsi, ¢ est un endomorphisme de E.

n n
Injectivité : soit u € Ker(¢@), on a donc ¥Vn € N*| 1 > ux =0donc Y ug =0. Ainsi, pour n € N* on a
M x=1 k=1
n n—1
Un = ( > uk> — ( > uk) =0 et u=0. Comme ¢ est linéaire et Ker(¢) = {0}, ¢ est injective.
k=1 k=1
Surjectivité : soit v € E. Raisonnons par analyse/synthese :

n
e Siu € E est un antécédent de v par @, on a Vn € N* nv,, = > ux. Ainsi, uj = vy et, pour n > 2,
k=1
n n—1
Up = ( > uk) — ( > uk) =nvy, — (n—1)vp_1.
k=1 k=1
e Soit (un)nen+ définie par u; = vy et ¥n > 2, uy = nvy, — (n — 1)vn—1. Pour n € N*| par télescopage,
n n mn
nvy — vy = Y (kv — (k — 1)vi_1) donec nvy = > uy car u; = vy donc vy, = 1 S ux et v=o(u).
k=2 k=1 M =1

Toute suite v € admet un antécédent u € E par ¢ donc 'application ¢ est surjective.
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@ est donc un endomorphisme bijectif de E, donc un automorphisme de E.

n
> uyx donc

b. Analyse : soit A € R et u = (un)nen+ € E tels que @(u) = Au, alors ¥n € N*| Au, = 1
N k=1

n—1
(MA—=Nun = > ux  (Rn). Traitons deux cas :
k=1

e SiVn € N*, nA # 1, alors la relation (Ry) donne (A —1)u; =0 donc u; =0 car A —1 % 0. Si, pour un

entier n > 2, on a établi que uy = -+ = un,—1 = 0, la relation (R,;) montre que (nA — 1)u, = 0 donc
que u,, = 0 car nA — 1 = 0. Par principe de récurrence, on a donc Yn € N*, u;, =0doncu=0et u

n’est pas un vecteur propre de ¢ donc A n’est pas une valeur propre de .

e Sidpe N* A=1/p, en résolvant @(u) = Au pour u = (un)nen+ € E, on trouve comme dans le cas

précédent que Vn € [1;p —1]|, un = 0 avec les relations (Ry),-- -, (Rp—1). Puis, avec (Rp), on n’a aucun
n—1

renseignement supplémentaire car on a 0 = 0. Ensuite, pour n > p, (Ry) donne (n —p)up =p >, ux.
k=p

Par exemple, pour n =p+1, up 1 = pup = (p ]i ])up puis, pour n =p +2, 2up 2 = p(up +upy1)

| _
donc wpsy = rp+1),  _ +D! <p+1)' Si on & Vk € [pid], w = (k 1)up bour
P

2 P A -1)? p—1 —1
. . [k —1 q
un entier q > p, alors Rq4q donne (q + 1 — plugyr = p( > : )up =7 up (formule
k=p P— P
.. | | q
des colonnes). Ainsi, ugi1 = 9:p u, = 9: U, = ( )u . Par
) T @-p)lpla+1-p) T D@ +1-p! T \p-1)7

k—1

principe de récurrence, on a Vk = p, ux = ( 1)up. Ainsi, A = 1 est bien valeur propre de o.
p— P

On vient d’établir que Sp(¢@) = {l ’ p € N*} et que, pour tout p € N*, on a Eq,,(¢) = Vect(uP) ol
P

uP = (uh)nens = (O,---,O,I,P,M,-ﬁ est définie par Vn € N*, ub = (;::)

a. P(2) =25—4.244223+822-82=32—64+16+32—16 =0 et, comme P’ = 5X* —16X3 +6X2 + 16X 8,
on a aussi P/(2) = 5.2* —16.234+6.22 +16.2—8 = 80 — 128+ 24432 —8 = 0. Ainsi, 2 est racine au moins double
de P et 0 est clairement racine de P ce qui montre que P = X(X—2)2Q avec deg(Q) = 2 d’olt Q = aX?+bX+c.
En identifiant le terme en X°, on a a = 1, celui en X donne ¢ = —2 et celui en X? permet d’avoir b = 0. Par
conséquent, P = X(X — 2)%(X? —2) = X(X — 2)%(X — V2)(X + V2).

b. Analyse : sin € N*, M € M, (R), P(M) = 0 et Tr (M) = 0, comme P est annulateur de M, on sait
d’aprés le cours que Sp(M) C {0,2,v/2,—+/2}. Puisque Spc(M) C R, xm est scindé sur R donc, d’apres
le cours, Tr (M) = mo(M).0 + ma(M).2 + m 5(M).v2 + m_ 5(M).(=v2) = 2a + (b — ¢)V2 en notant
a=myM) € N, b=m M) € Net c=m_ 5(M) € N. Comme Tr (M) =0, on a2a+ (b—c)y2=0.
Si on avait a # 0, on aurait /2 = % € Q ce qui est absurde car on sait que v/2 est un irrationnel.
Ainsi, a = 0 donc Tr (M) = (b —c)v2 et b = ¢c. Comme m3(M) = 0, 2 n’est pas valeur propre de M
donc M — 2I,, est inversible et la relation M(M? — 21,,)(M — 2I,,)? = 0 se résume & M(M? — 2I,,) = 0 en
multipliant par (M —21,)~2 (tout commute). Le polynome R = X(X? —2) = X3 —2X = X(X —v/2)(X+1/2) est

scindé & racines simples et annulateur de M qui est donc une matrice diagonalisable dans M;, (R). Comme

140



On—2b On—2b,p On_2b,b
mo(M)+m 5(M)4+m_ 5(M) =n,oname(M) =n—2bet, ennotant D = | Opn—20  V2Ip 0b
Ob,n—2b Op —V/21y,

(par blocs), il existe une matrice P € GL,(R) telle que M = PDP~! (P est la matrice de passage entre la
base canonique de R™ et une base de R™ formée de vecteurs propres de M (dans le bon ordre).

On—2b On—2b,b On_2v,b

Synthese: sin € N*, b€ Ntelque2b <netM =P | 0n_2b,b V21 Op P~ !avecP € GLn(R),
Ob,n—2b Op —V/2Iy,
On—2vb On—2b,p On_2b,b } On—2b On—2v,b On—2v,p
onaM3=P|0n2bb V2 Op Pl =P On2vp  2V2D Ob P~1 = 2M donc
Ob,n—2b Op —V/2I Ob,n—2b Op —2/21

R(M) =0 d’ott P(M) = (M —2[,,)?2R(M) =0 et Tr (M) = (vV2 —+/2)b =0.
Pour n € N*, les matrices M € My (R) telles que P(M) = 0 et Tr (M) = 0 sont donc toutes les matrices de

la forme précédente, ¢a en fait beaucoup !
5.255 | a. La construction par blocs montre qu’on multiplie par 2 la taille de la matrice a chaque étape, et comme

la taille vaut 1 quand n vaut 0, par une récurrence simple, la taille de A, vaut 2™ pour tout entier n € N.

1 0
si on effectue l'opération de GAUSss C, «— Cz — C; (par blocs) pour le calcul du déterminant de A1,
An 0

An —An
récurrence, on a donc det(Ag) =1, det(A1) = —1 et Vn > 2, det(A,) =1 # 0 donc A,, est inversible ce qui

b. La matrice Ag = (1) est de rang 1, Ay = <] ) est inversible donc de rang 2. Pour tout n > 1,

on a det(An41) = donc det(An 1) = det(A,)det(—A,) = (=1)2" det(A,)? = det(A,)?. Par

montre que son rang vaut 2™.
c. Par une récurrence simple, on établit que toutes les matrices A;, sont réelles et symétriques donc, par le
théoréme spectral, A,, est diagonalisable. Sp(Ag) = {1} et, comme xa, = X> — X — 1, Sp(A7) = {«, B} avec

o= 1%6 (le nombre d’or) et B = 1%6 qui vérifient a+pB = 1 et af = —1 (relations coefficients/racines).

Apres calculs, on trouve xa, = X? — X3 —4Xx2 =X +1 = (X +1)2 (X _ 3 +2\/§) (X _ 3 _2\/5) donc
Sp(A2) = {—1,a%,p%}. Comme «B = —1, on a donc Sp(A,) = {«?, aB, f?}. La récurrence arrive :
Initialisation : on vient de voir que Sp(A™) = {a'p) | i+j =n} pour n =0,1,2.
Hérédité : soit n > 2 tel que Sp(A™) = {a'p) | i+j=n}.

(C) Soit A une valeur propre de Apiq. On sait que A # 0 d’apres b. car A, inversible. Il existe un

vecteur colonne V = (>Y() non nul (écrit pas blocs 2™ 4+ 2™) tel que An41V = AV, ce qui équivaut

aARX+ ALY =AX (1) et AxX =AY  (2). En reportant (2) multiplié & gauche par A, dans (1)
multiplié par A, on obtient AA,X + AZX — A2X = 0 = (An — Alzn) (An - %Ip)X (car aff = —1
x

1,01 _x+p 1
etoc+[3 b — ).

A # 0 et on aurait alors V. = 0 : NON ! Ainsi, X # 0 donc (An — AIZH) (An — %Izn) n’est pas
o

Si on avait X = 0, on aurait aussi Y = 0 d’aprés (1) car

inversible ce qui prouve que An — 21on ¢ GLan(R) ou Ay — %IZH ¢ GLan (R) (car GLzn(R) est un
o

groupe multiplicatif). Par hypothese de récurrence, on a donc A ¢ Sp(An) = {aip) | i+j =n}ou
o
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A € sp(An) = {«ipi | i+j =n}. Dans les deux cas, que A = «'t'pJ ou A = «'pi*! avec i +j = n,

B
ona(i+1)+j=n+Tloui+(j+1)=n+1etonabiene {a'pl' |/ +j =n+1}
(D) Réciproquement, soit A € {«!' pJ" |1/ +j/ = n + 1}. Considérons deux cas :

e Sit"=0,=n+1TetA=p""". Comme p™ € Sp(A,) par hypothese de récurrence, soit

X
X
un vecteur propre X € Egn(An) (donc X # 0), en posant V.= | AnX | = | x | # 0, alors
Bn+1 B
AnX + AnX (Bn 4 Bn71 )X Bn+1x
Anp1V = B < o >( N )(5“+‘V<:ar[32[3+1donc
( AnX ) X pMX

A= B! € Sp(Anyq) car V est un vecteur non nul tel que A, 11 = BTV,

e Sit'e[l;n+1],onar=a'pl’. Comme «''~'pi" € Sp(A,) par hypothese de récurrence, soit

X
un vecteur propre X € Ey—1557(An) (donc X # 0), en posant V.= | AnX | = | x | #0,
(xi/ B)/ o
AnX 4 AnX (a1 + o' 2pI")X o' pI'X o
= = ! ! = ! =/ fr— 1 J
alors An 1V AX o < o~ 1p)'X > <oc‘ ~Tpj X> at BV car

o =a+1donc A = ocilfsj/ € Sp(An41) car V est un vecteur non nul tel que A, 1 = oci/[ij/v.
Dans les deux cas, A € Sp(An4 1) et, par double inclusion, on a bien Sp(An ;1) = {a¥' p)" [{/+j = n+1}.
Par principe de récurrence, on a établi que ¥n € N, Sp(A,,) = {a'p) | i +j=n}.
5.256] a. Posons F = {fqp : 2+ az+ bz | (a,b) € C?} et vérifions que E = F.

(Q) : soit f € E, alors Vz € C, f(z) = f(Re(z).1 + Im(z).i) = Re (2)f(1) + Im (z)f(i) car f est R-linéaire et

que (Re(z),Im (z)) € R? et (1,i) € C2. Avec les formules d’'EULER, f(z) = Z_ng(l) + Zz;izf(i) =az+bz

aveca:@Jr%e (Cetb:f(z—])f%e(c. Par conséquent, f = fq, et E CF.

(D) : soit f € F, il existe (a,b) € C? tel que Vz € C, f(z) = fqp(z) = az+bz. Pour (z,2/) € C?et (A, n) € R?,
f(Az + uz') = a(Az + pz’) + b(Az + pz’) = Aaz + paz’ +Abz + pbz’ = A(az + bz) + p(az’ +bz’) = M(z) + pf(2')
donc f est R-linéaire et f € E. Ainsi, F C E.

Par double inclusion, on a bien établi que E = F = {fqp : z+> az+ bz | (a,b) € C?}.

b. Soit B = (1,i) la base canonique du R-espace vectoriel C, comme f(1) = a+ b et f(i) = ai — bi
donc f(1) = (Re(a) + Re(b)).1 + (Im(a) + Im (b)).i et f(i) = (—Im(a) + Im(b)).1 + (Re(a) — Re(b)).i,

_ {Re(a)+Re(d) —Im(a)+Im(b)
Mat 5 (fa,p) = <Im(a) +Im(b) Re(a)— Re(b)

c. D’apres la question précédente, xr, , = X? — Tr (fa,5)X + det(fq,p) = X? — 2Re (a)X + |a]? — [b]%. Soit A

> d’ott Tr (fa,p) = 2Re (a) et det(fq,p) = |a|* — [b|*.

le discriminant de x¢, ,, comme A = 4Re (a)? —4(|a]? — [b]*) = 4(|b|? — Im (a)?), on traite trois cas :

Si [b| > [Im (a)| , A > 0 donc x¢, , admet deux racines simples réelles ce qui prouve que fq p est diago-

nalisable sur C considéré comme un R-espace vectoriel.

Si|b| < [Im (a)| , A <0 donc x¢, , admet deux racines simples complexes non réelles (et conjuguées) ce

qui prouve que fq p n’est diagonalisable sur C considéré comme un R-espace vectoriel

car X, , n'est méme pas scindé dans R[X].
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Si|b|=|Im(a)] , A =0etxs,, = (X—Re(a))? donc Sp(fa,p) = {Re(a)}. Or, d’aprés le cours, fqp

est diagonalisable si et seulement si fq p — Re (a)id ¢c2 = 0, c’est-a-dire si et seulement

si Mat g(fq,p) — Re (a)l = ( Re (b) ~Im (o) + Im (b)> = 0. Cette condition

Im (a) + Im (b) —Re (b)
impose Re (b) = Im (a) = Im (b), c’est-a-dire b=0et a € R.
Ainsi, fq p est diagonalisable si et seulement si ([b|] # [Im(a)| ou (b = 0 et a € R)). Dans ce dernier cas,

fa,0 est ’homothétie de rapport a.

5.257 ] a. Méthode 1 : soit f Pendomorphisme de Ry[X] dont la matrice dans la base canonique de Ry[A] est

la matrice A. Par définition, f(1) = X, Vk € [1;N — 1], f(X*) = Kyt 4 %Xkﬁ et f(XN) = xN-1.

N
N N
Pour P = axX® € Rn[X], par linéarité de f, on a f(P) = aof(1) + ( > akf(Xk)> + anf(XN) donc
k=0 k=0
N—1 K N — Kk ;N N MY
f(P) = aoX+an XN+ 3 ak(g—xk*‘4—44:;—xk+‘):: =3 kX 4+ 3 @XM - 3 ke NXRT
k=1 N N N = k=0 N =
/ 2 2
: P X°P 1 — X pr
donne f(P) = = 4 xp — 22 —xp 4 1=X"pr,
ce qui donne f(P) N + N + g
0 & 0 0
0 &
Méthode 2 : A7 = Do o se reconnait aisément, c’est la matrice de 'endomorphisme
: . 1
0 -+ -+ 0 0

/
f1:P— Pﬁ de l'espace E = Ry[X] dans la base canonique B = (1,X,---,XN) car Vk > 1, f1(X¥) = %Xk’].

0 0 v o 0
- . .

La matrice A; = | 0 NTA . . i | est obtenue & partir de A en échangeant 1'ordre des lignes et
: . . .0
o -+ 0 L o0

des colonnes. Ceci signifie que A; = PA1P ou P est la matrice qui contient des 1 sur la “seconde” diagonale
et des 0 partout ailleurs : P = (pi,j)1<i,j<N+1 avec pij = 1 sii+j = N+ 2 et pyj = 0 sinon. Or P

Xka

est la matrice de 'endomorphisme g de E qui envoie X* sur et on constate que 'on a l'expression

g:P— XNP(%). Ainsi, A, est la matrice dans la base canonique B de E de f = go f; og. Or, pour un

polynéme P € E, il vient f; o g(P) = 1—(X]\'P(l))l = XN_'P(l) — EP’<l>, ce qui donne finalement
N X X N X

2—N 2
12(P) = g((f1 0 9)(P)) = XN (X' NP(x) = Xo=P(X)) = xP(X) — Xop/(x).
2
Au final, comme A = A7 + Ay, = Mat 3(f) ot f = 1 + f2 : P»—>XP+%P’.

b. Cherchons les éléments propres de f.

Analyse : soit un réel A € R et un polynéme P € E tels que f(P) = AP, on a donc (1 — X?)P’ — N(A —X)P = 0.

La fonction polynomiale P est donc solution de '’équation différentielle (E) : (1 —t?)y’ = N(A — t)y. Or

A=t _A+1 1 A= 1
1 -2 2 1+t 21—t

. Ainsi les solutions de (E) (sur 'intervalle | — 1; 1] par exemple) sont les
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NQA+1) NO=N N(A+1)

y:t—=oa(l+t)” Z (1—t)" Z  quisont des fonctions polynomiales non nulles si o # 0 et 5 =k
et w = Kk’ sont des entiers naturels avec k + k' = N. Ainsi, il existe k € [[0; N] tel que A = % — 1 est

valeur propre de A associé au vecteur propre P = (1 4+ X)*(1 — X)N=k € RN[X]. A est bien diagonalisable.
Synthese : pour tout k € [[0;N], posons A, = % —Tlet P = (14+X)0 = X)N=F € Ry[X], les calculs
précédents montrent que f(Px) = AxPx avec Py # 0 donc A est une valeur propre de f.

Conclusion : A est diagonalisable car A € My4+1(R) admet N + 1 valeurs propres distinctes, on peut méme

affirmer que tous les sous-espaces propres Ex, (A) sont des droites et Ex, (f) = Vect(Py).

N
De plus, comme A est diagonalisable dans My41(R) donc xa est scindé sur R, on a Tr (A) = > A donc

k=0
N
T (A) = 3 (% - 1) = % X w — (N +1) =0 (ce qu'on savait déja car il n’y a que des 0 sur la
k=0
N
diagonale de A) et det(A) = [] (% - 1) donc det(A) = 0 si N = 2p est pair car A, = ;l —1=0et
k=0 p
det(A) = ﬁ (Zik - 1) B Py kR (—1)p+! ]E[ 2icl . (p+1)! (calcul classique en
k=0 \2p + 1 k=0 2P+ Zo2p+1  2P(2p+1)PT'p!

faisant intervenir les termes pairs manquants) si N = 2p + 1 est impair.

5.258] a. Soit M € My, (C) nilpotente, il existe p € N tel que MP = 0. Soit A € Sp(M), il existe X # 0 € Myu,1(C)

tel que MX = AX. On montre par une récurrence simple que Yk € N, M¥X = A¥X. Pour k = p, on a donc
MPX = 0 = APX donc AP = 0 car X # 0 d’ou A = 0. Ainsi, la seule valeur propre de M est 0 et, comme xm

est scindé dans C par le théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS, on a xpm = X™.
Seul nous intéresse le fait que xpm soit scindé dans C, ce qui montre d’apres le cours que M est trigonalisable
dans M, (C) donc qu’il existe P € GL,(C) et T triangulaire supérieure avec des 0 (seule valeur propre) sur
la diagonale telles que M = PTP~!. Alors det(I,, + M) = det(I,, + PTP~") = det(P(I,, + T)P™') = det(I, +T)
car In + T et P(I, + T)P_1 sont semblables. Comme I, + T est triangulaire supérieure avec des 1 sur la
diagonale, on a det(I, + T) =1 = det(I, + M).
On pouvait aussi dire que —M est aussi nilpotente donc x_pm = X™ et det(l, + M) =x_m(1) =10 = 1.
b. Si U est inversible, on a U + V = U(I,, + U~"V) donc, par multiplicativité du déterminant, on obtient
det(U + V) = det(U)det(I, + U~"V) = det(U)det(I, + M) en posant M = U~'V. Comme UV = VU,
on a aussi U™V = VU™ en multipliant par U~" & gauche et a droite donc Vk € N, M* = u=*vk par
récurrence simple et, comme V est nilpotente, M est aussi nilpotente car V" = M™ = 0 par le théoreme de
CAYLEY-HAMILTON puisque xy = xm = X™. D’aprés a., det(In + M) =1 donc det(U + V) = det(U).
c. Soit n € N*, (U,V) € (M, (C))? tel que UV = VU et V nilpotente. Traitons trois cas :

e Si U inversible : dans ce cas, d’apres b., det(U + V) = det(U).

e SiU=0: dans ce cas, det(U+ V) = det(V) = 0 = det(U) car V est nilpotente donc non inversible.

e Si U n’est pas inversible et U #£ 0: on a det(U) = 0. Comme U et V commutent par hypotheése, Ker(U)

est stable par V. Proposons deux approches :

e Soit B1 une base de Ker(U), Ker(U) # {0} car U n’est pas inversible, dim(Ker(U)) =p > 1. On
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compleéte B en une base B de C™ et, si on note u et v les endomorphismes de C™ canoniquement

associés & U et vV, Mat ¢ (u) = <8 g) et Mat g(v) = (g [E)) car Ker(U) est stable par v.

CeMy(C)et (B,E) € My_p(C)avecp > 1 et n—p =rang (U) > 1. Comme v est nilpotent, C
CTL

et E sont nilpotentes car V' =0 = < 0 E*“ implique C™ =0 et E™ = 0. Ainsi, det(C) =0

C A+D

et, comme U+ V = (0 B4E

), det(U + V) = det(C)det(B + E) = 0 = det(U).

e Comme v est nilpotent, w = vker) (I’endomorphisme induit par v dans Ker(u)) est aussi
nilpotent donc non inversible et il existe un vecteur x € Ker(u) tel que w(x) = v(x) = 0. Ainsi,
x € Ker(u) N Ker(v) donc (u+ v)(x) = 0 et, comme x # 0, u+ v n’est pas inversible donc
det(u+v) = det(U+ V) =0 = det(U) + det(V).
Ainsi, pour tout n € N*, si (U, V) € (M, (C))? vérifie UV = VU et V nilpotente, alors det(U + V) = det(U).
a. Soit u un endomorphisme sur un K-espace vectoriel de dimension finie.

CNS 1 : u est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynéme P a coefficients dans K, annulateur de
u et scindé a racines simples sur K.
CNS 2 : u est diagonalisable si et seulement s’il existe x,, est scindé sur K et si pour toute valeur propre A

de u, la dimension du sous-espace propre Ej(u) vaut Pordre de multiplicité de A dans le polynéme xy,.

X+2 —4 —1
b. Dans la calcul de xao = 1 X—3 —1 |, on effectue 'opération de GAUSS L; «— L1 — L, pour
3 -3 X-=2
X+1 —=X-1 0 1 —1 0
avoir xa = | 1 X—-3 -1 |=(X+1)|1 X—=3 =1 | par linéarité du déterminant par rapport
3 -3 X -2 3 -3 X-=-2

a la premiere ligne. Ensuite, avec C; «— C; 4+ C;1 et en développant par rapport a la premiere colonne,
1 0 0

-2 —1 -
XA =X+1)|1 X=2 -1 =(X+l)‘x ’:(X—F])(X—Z)Z. Ainsi, Sp(A) = {-1,2}.
0 X—=2
3 0 X-=2
—4 4 1
c. —1 est valeur propre simple de A donc E_1(A) est une droite. Comme A —2I3 = [ —1 1 1| est
-3 3 0

clairement de rang 2 car ses deux derniéeres sont non colinéaires et ses deux premieres forment une famille
liée, par la formule du rang, dim(E2(A)) =3 —2 =1 # 2 alors que 2 est la multiplicité algébrique de 2 en

tant que valeur propre de A : ceci montre que A n’est pas diagonalisable.

1 4 1
d. La valeur de A —2I3 montre que E;(A) = Vect(v2) avec vy = (1,1,0). Comme A+I3=| —1 4 1 ],o0n
-3 3 3

voit que E_q(A) = Vect(v1) avec vi = (1,0,1) car la somme de la premiére et de la troisiéme colonne de A+13

est nulle. On cherche un vecteur v3 tel que Avz = 2v3 4+ v, (par exemple), c’est-a-dire (A —2I3)vz =vy. Oril

est clair que le vecteur e3 est un antécédent de v, par A (la troisiéme colonne de A — 213 vaut v2). On choisit
1 1 0

donc v3 = e3 = (0,0,1). Onpose P = [ 0 1 0 | la matrice de la famille B = (vq,v2,v3) dans la base
1 0 1

canonique (e7,ez,e3) de R3. Comme det(P) = 1 # 0, la famille B est une base de R3 et, par construction,
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-1 0 0
A=PTP TavecT=| 0 2 1| (réduction de JORDAN).
0o 0 2

a. Soit A € C une valeur propre de M, il existe donc X # 0 € M4,1(C) tel que MX = AX. Par une
récurrence simple, on a Vk € N, M*X = A*X donc (M3 —4M)X = M3X —4MX = A3X —4AX = (A3 —4A)X = 0
alors que X # 0 donc P(A) =A% —4A = 0 et A est une racine de P.

b. Comme P = X(X? —4) = X(X — 2)(X +2), on a donc Sp(M) C {—2,0,2} d’apres la question précédente.
Comme P est scindé a racines simples sur R et que P est annulateur de M, la matrice M est donc diagonalisable
dans M4(R). Elle est donc semblable & une matrice D contenant dans sa diagonale les valeurs propres de
M. Mais Tr (M) = Tr (D) = 0 donc la multiplicité de 2 est égale a celle de —2. Il y a donc trois cas :

e Les valeurs propres de M sont 0,0,0,0 donc D =0 et M = 0.

e Les valeurs propres de M sont 0,0,2, —2 donc il existe une matrice inversible P € GL4(R) telle que

M = PDP~ ! avec D = diag(0,0,2, —2).

e Les valeurs propres de M sont 2,2, —2, —2 donc il existe une matrice inversible P € GL4(R) telle que

M = PDP~! avec D = diag(2,2,—2,—2) (et M est alors inversible).

Réciproquement, les matrices évoquées ci-dessus vérifiant bien M € M4 (R) avec M3 —4M = 0 et Tr (M) = 0.

X—=1 1 -2
a. Dansxa =| —2 X+4+2 —4 |, on effectue 'opération de GAuUss Cy «— C; + C; et, par linéarité du
-3 3 X—-6
X 1 -2 1 1 -2
déterminant par rapport a la premieére colonne, on obtient xa =|X X+2 —4 |=X|1 X+4+2 —4
0 3 X—6 0 3 X—6

On effectue L, «+— L, — L7 et on développe par rapport & la premiere colonne pour obtenir la factorisation
1 1 -2

XA = X0 X+1 -2 =X ’
0 3 X—6

X+1 -2

3 x—6‘:X((XH)(X_GHG):XZ(X—5)-

Comme 5 est une valeur propre simple de A, E5(A) est une droite. On a clairement A de rang 1 car ses deux
premieres colonnes sont opposées et non nulles et que sa troisieme colonne est deux fois la premiere. Par la
formule du rang, dim(Ker(A)) = dim(Eo(A)) =3 —1 =2 = mo(A) donc, par un théoréme du cours, A est
diagonalisable dans M3 (R).

X3 —A  —A
0 XIz — A
par blocs. Comme le spectre de C est I'ensemble des racines de xc, on a donc Sp(C) = Sp(A).
XI3 — 0A  —BA
YA X3

b. Comme XIg—C = < >, onayc = det(XI3—A)? = Xi\ avec les propriétés du déterminant

c. Dans xg = ‘ ‘, on effectue 'opération de GAUSS par blocs C; «— C; + C3, et ensuite

car « + f = y. Par

L, «— Ly — Ly, on arrive a xg = ‘Xh n (OH_ﬁ)A —hA = ‘Xls —YA —hA

XI5 — YA XI5 0 XI3 + BA
blocs, on obtient dont xp = det(XIz —yA) x det(XI3 4+ BA) = y™(—B)"det((X/y)Iz —A) x det((—X/B)Iz3 —A)

donc xg = (—=1)"B™y"xA (%)XA( - %) Par conséquent, Sp(B) = (=B Sp(A)) U (v Sp(A)) = {0, —5B,5v}

car A € Sp(B) <= xB(A) = 0 <= ()m(%) =0ou XA<_ %) = O) = (% € Sp(A) ou —% € Sp(A)).

On pouvait aussi expliciter xg = X*(X + 58)(X — 5y) mais ce qui préceéde est plus général.
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. (X . oo [(aA BAY (X)) _ [0
d. Soit X € Ker(A) et Y = (O) En effectuant un produit par blocs, BY = (YA 0 ) (O) = (O)

car AX = 0 donc Y € Ker(B). De méme, VX € Ker(A), Z = € Ker(B). Considérons les parties

X
X 0 .
F= { <0> ’ X e Ker(A)} et G = { <X> ’ X e Ker(A)}. Comme Ker(A) est un sous-espace vectoriel de

R™, on montre que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R?™ isomorphes & Ker(A) par l'intermédiaire des

applications linéaires ¢ : Ker(A) — F et ¥ : Ker(A) — G définies par ¢(X) = (z) et p(X) = <§> Or F et

G sont en somme directe car si Y = i; €FNG,onaX; =0carY € Get Xy =0carY € F. Par conséquent,
avec ce qui précede, F@® G C Ker(B) donc dim(F @ G) = dim(F) + dim(G) = 2 dim(Ker(A)) < dim(Ker(B)).

e. Avecx =1, B =2ety =3,0n abien y = a+ p donc on déduit de d. que dim(Ker(B)) > 4. Or la
multiplicité de 0 dans xp est égale & 4 donc, d’apres le cours, dim(Ker(B)) < 4 et on a donc dim(Ker(B)) =4

et, avec 'inclusion précédente, on a Ker(B) = F @ G avec, puisque Ker(A) = Vect(wi,w3) avec les vecteurs

1 2
wi=|[T1],w2a=1{ 0 |,F=Vect(dp(wr),d(wz)) = Vect(vi,vz2) et G = Vect(Pp(w1),P(wz)) = Vect(vs,va)
0 —1
1 2 0 0
1 0 0 0
0 -1 0 0 .
avecvi = | o = d(wr), va = o | = d(wz), vz = = P(wi) et vg = > | = P(wz). La famille
0 0 1 0
0 0 0 -1
(v1,v2,v3,v4) est donc une base de Ker(B).

Les autres valeurs propres de B dans ce cas sont —10 et 15 et sont simples car xg = X*(X 4+ 10)(X — 15). On

peut chercher des vecteurs propres associés a ces deux valeurs propres de maniere classique en raisonnant

par blocs et en résolvant les systemes BY = —10Y et BY = 15Y en posant Y = <§1 ) par blocs. Mais on peut
2

aussi voir la matrice B comme le produit de KRONECKER des deux matrices M = <; é) et de la matrice
—4 -1 2
A, noté B = M ® A (c’est un cas particulier de produit tensoriel). Comme A —5I3 = 2 -7 4], on
3 =31
1
constate que E5(A) = Vect(ws) avec w3 = | 2 | ou on le prouve en résolvant un systéme linéaire. De plus,

3

Xm = X2 =Tr (M)X+det(M) = X?—X—6 = (X—3)(X+2) donc Sp(M) = {—2,3}. Comme M+2I; = (; ;)

E_2(M) = Vect(ay) avec aj = (_23> Puisque M — 31, = (;2 _2 ), E3(M) = Vect(az) avec ap = (1 )

3 1
2 1
4 2
Avec le produit de KRONECKER, on considére vs = aj @ w3 = _63 et vg = a2 ®ws = ‘? et on vérifie
—6 2
-9 3

que Bvs = (—2) x5vs = —10vs et Bvg = 3 X 5vg = 15v¢ de sorte que E_19(B) = Vect(vs) et E15(B) = Vect(vg).

Ainsi, B = PDP~" avec D = diag(0,0,0,0,—10,15) et P la matrice de passage de la base canonique de R® &
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la base B = (vi1,v2,v3,Vv4,Vs5,Vg).

5.262 ) a. Si U et V sont semblables, il existe Q € GL,,(R) telle que U = QVQ~'. On montre par une récurrence
+oo too

simple que Vk € N, U* = QV¥Q~! donc, pour un polynéme P = > apX* € R[X], on a P(U) = > aqU¥
k=0 k=0
+o00 +o0
donc P(U) = 3 axQVkQ~! = Q( > aka)Q*1 = QP(V)Q ™! donc P(U) et P(V) sont aussi semblables.
k=0 k=0
. A 5 AZ 2A2 . .
b. OnaM =M = 0 A et on calcule M~ = o A2 ) On conjecture et on démontre par une
k Kk
. . k
récurrence facile que Yk € N*, Mk = (}t) /:\k )
+oo " +oo ©
=k = KX A* kAK kz—:o awt K=0 kA
c. Alors,pourP = ) axX“ € RX|,P(M) = > axM* = " ak( 0 AK ) =| oo
k=0 k=0 k=0 0 S Ak
k=0

qui s’écrit plus simplement P(M) = <

P(A) AP/(A) ) .

0 P(A)

d. Si M est diagonalisable, il existe d’apres le cours un polynéme scindé a racines simples P tel que P(M) = 0
donc P(A) = 0 d’apres la relation de la question précédente (voir le bloc en haut a gauche par exemple).
Ainsi, le polynome scindé a racines simples P annule A ce qui prouve que A est aussi diagonalisable.

e. Si A est inversible et diagonalisable, montrons que M n’est pas diagonalisable. Si elle I’était, il existerait
un polynéme scindé a racines simples P tel que P(M) = 0. Avec les calculs précédents, on aurait donc
P(A) = AP’(A) =0 ce qui donne P(A) = P/(A) = 0 car A est inversible. Par d’'D’ ALEMBERT-GAUSS, il existe
une valeur propre A (éventuellement complexe) de A, et on aurait donc P(A) = P’(A) = 0 ce qui est absurde
car P est scindé a racines simples. Ainsi, si A est diagonalisable et inversible, M n’est pas diagonalisable.

f. Avec le méme polyndéme P qu'en d., on a aussi AP'(A) = 0 donc XP’ est annulateur de A. Si A est une
valeur propre de A, comme P et XP’ annulent A, on sait d’apres le cours que P(A) = 0 = AP’(A). Mais comme
les racines de P sont simples par hypothése, P et P’ n’ont pas de racine commune d’ott A = 0 et 0 est la seule
valeur propre de A. En effet, 0 est valeur propre de A car A n’est pas inversible. Comme A est diagonalisable
et que Sp(A) = {0}, la matrice A est semblable & la matrice nulle donc A = 0.

Réciproquement, si A = 0, alors M = 0 donc M est diagonalisable. Par conséquent, la conclusion de cet

A

A est diagonalisable si et seulement si A = 0.
On A

exercice est que M = (

a. Soit A € C une valeur propre de A, il existe X # 0 € My,1(C) tel que AX = AX. Une récurrence simple
montre que Vk € N, A¥X = AKX, Ainsi, (A3 — A2 + A — )X = 0X = 0 = A3X — A?X + AX + X donc
(A3 = A2 +A+1)X =0 et, comme X # 0, on a A> — A2 +A+1=P(A) =0 et A est bien une racine de P.
b. Comme P =X3 —X?2 +X—1=(X-1)(X2+1) = (X = 1)(X+1)(X — 1), la question précédente montre que
Sp(A) C {1,i,—i}. Comme P est scindé a racines simples sur C et que P est annulateur de A, la matrice A

est diagonalisable dans My (C) et on sait qu'alors det(A) = [[ A™ ). Posons a = m1(A), b = mi(A)
AESP(A)
et c = m_i(A). Comme —i est le conjugué de i et que A est une matrice réelle, on sait d’apres le cours que

b =c. On a donc det(A) = 19i°(—1)¢ =1 car i(—i) = 1.
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c. De méme, comme A est diagonalisable dans Mn (C),onaTr (A) = >  ma(A)A = ax1+bx(i)+bx(—1)
AESP(A)

carb=cdonc Tr (A)=a€ N.

+oo —+oo
5.264|a. Soit P = > aiX* un polyndome annulateur de A, alors > axA* = 0. Soit A une valeur propre de A, alors
k=0

k=0
il existe X # 0 € My,1(C) tel que AX = AX. Par une récurrence simple, on montre que Vk € N, AKX = AkX,
—+oo —+oo
ce qui montre que P(A)X = 0X =0 = > axA*X = Y apA¥X = P(A)X. Comme P(A)X =0 et X # 0, on a
k=0 k=0

donc P(A) = 0 donc A est une racine de P : Sp(A) est inclus dans I'ensemble des racines de P.
b. AU =U=UB° et AU = A(AU) = A(UB) = (AU)B = (UB)B = UB? car on a AU = UB par hypothése.

Par le méme principe et par une récurrence simple, on a Vk € N, A¥U = UB¥. Soit P € C[X] qu’on écrit

“+o00 “+oo +oo +oo +o0
P= Y aX¥, alors P(A)U = ( 3 akAk)U = Y agAfU = Y aUBk = u( 3 akBk) = UP(B).
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

c. Sion prend P =xa, d’aprés b., on axa (A)U = Uxa (B) et, comme xa (A) = 0 par CAYLEY-HAMILTON, on
aUxa (B) = 0. Or la matrice U est non nulle donc cela implique que xa (B) n’est pas inversible ; en effet, si elle
I’était, on aurait Uxa (B)(xa(B))~' = U = 0 ce qui est absurde. Par le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, XA

est scindé sur C et on peut écrire xa = [] (X —=A)™ ) ce qui montre que  [[ (B —AL,)™ W) =o.
AESP(A) AESP(A)

Ceci implique qu'il existe A € Sp(A) tel que B — AL, n’est pas inversible. Or Al,, — B non inversible se traduit
par det(Al, —B) = xg(A) = 0 donc A est & la fois une valeur propre de A et de B.
d. Soit A € Sp(C) N Sp(D). On sait que Sp(DT) = Sp(D) car xp = xpr donc il existe deux vecteurs
colonnes X et Y non nuls dans My, 1(C) tels que CX = AX et DTY = AY. Posons M = XYT € M,,(C), alors
CM = CXYT = (CX)YT = AXYT et MD = XY'D = X(YTD) = X(DTY)T = X(AY)T = AXYT donc CM = MD.
Or, en notant X = (xi)1<i<n €t Y = (yj)1<i<n, il existe ip € [1;n] et jo € [1;n] tels que xq, # 0 et yj, # 0
par hypothese. Ainsi, si M = (mij)1<i,j<n, 00 @ myj = x3y; donc my, j, = Xi,Yj, 7 0 et on a bien M # 0.
a. Comme XI3 — A est triangulaire inférieure, on a xao = det(XIz — A) = (X = 1)(X — 4)(X — 9) donc
Sp(A) = {1,4,9} car les valeurs propres de A sont les racines de son polynéme caractéristique.

Comme xA est scindé a racines simples sur R, on sait qu’alors A est diagonalisable dans M3(R) et que ses

0 0 0
sous-espaces propres sont des droites. Or A — I3 = [ 3 3 0 | et on constate que E7(A) = Vect(vy) avec
5 5 8
1 -3 0 O
vi=|—-1]. Deméme A—4I3=| 3 0 0| et on a clairement E4(A) = Vect(v2) avec v = | 1
0 5 5 5 —1
-8 0 O 0
Enfin, A —9I3=| 3 —5 0 | et on voit que E9(A) = Vect(v3) avec v3 = | 0 |. Ainsi, A = PDP~! avec
5 5 0 1
1 0 0 1 0 0
P=|-1 1 0] etD=diag(,4,9)={0 4 0].
o -1 1 0 0 ¢
b. Si M € M3(R) vérifie M? = A, alors MA = M3 = AM donc, comme A et M commutent, on sait

d’apres le cours que les sous-espaces propres de A sont stables par M. Ainsi, comme v; € E;(A), on a

Mv; € E1(A) = Vect(vy) donc il existe A7 € R tel que Mvy = Ajvy ce qui fait de vi un vecteur propre de M
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aussi. De méme, v, et vz sont aussi des vecteurs propres de M associés respectivement aux valeurs propres

Mmoo 00
A2 et A3. Ainsi, on a M = PD'P~! avec D’ = diag(A1,A2,A3) = [ 0 A2 0 | donc M est diagonalisable.
0 0 Az

c. Analyse : si M € M3(R) vérifie M? = A, on a vu a la question précédente que P~'MP = diag(A1,A2,A3)
avec (A1,A2,A3) € R3 donc P~"M?P = diag(A3,A3,A%) = P~TAP = D = diag(1,4,9) d’aprés b. donc A? =1,
A3 =4 et A2 =9 en identifiant. Ainsi, M = P diag(&1,42+3)P~".

Synthese : si M = P diag(£1,42 £ 3)P~! € M3(R), on a clairement M? = P diag(1,49)P~" = PDP~! = A.
Comme ¢ : M +— PMP~! est un automorphisme de M3(R) et que les 8 matrices diag(41,+2,43) sont

distinctes, il existe exactement 8 matrices M qui vérifient M € M3(R) telles que M? = A et ce sont les

matrices P diag(#1,42,43)P~'. On peut les expliciter avec P~! = mais est-ce bien nécessaire 7

—_ — -
[ )
—_ O O

5.266 | a. Déja f est bien un endomorphisme de E car on sait d’apres le cours qu'une application linéaire de E
dans F est entierement caractérisée par les images par f des vecteurs d’une base de E, ici la base B.

n
Soit x = > xqe; un vecteur de E et A € K. On cherche les éléments propres de f avec la suite d’équivalences
i=1
' n n n n n
f(x) = Ax <= > xif(ei) = A D xqey < ( xiei) +su = ) (Axi)ei en posant s = Y xi ce qui s’écrit
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
aussi f(x) = Ax <= (Vi € [1;n], xi +s = Axq) en identifiant les coordonnées sur la base B. Deux cas :

n n n
e SiA=1,0nadonc f(x) =x <= Y xi =0 donc, en posant H = {x = > xei | Yoxi= 0} qui est
i=1 i=1 i=1

n n
un hyperplan de E car ¢ : Y xiei — Y x; est une forme linéaire non nulle sur E (car f(u) =n #0)
i=1 i=1
et que H = Ker(), on a Eq(f) = H donc 1 est valeur propre de f car n > 2 donc dim(H) =n—1 > 1.
e SiA#1,0onadonc f(x) = Ax <= (Vi € [I;n], xi = X $ 1) = x = ﬁu. Les seuls autres
vecteurs propres de f, a part les vecteurs non nuls de H vus ci-dessus, sont donc des vecteurs de la

n n

forme au avec o # 0. Or f(u) = > f(ey) = ( > ei) +nu = (n+1)udonc il n’y a qu'une autre valeur
i=1 i=1

propre a part 1 et c’est n + 1 avec En11(f) = Vect(u) d’apres ce qui précede.

b. Comme dim(Eq1(f)) + dim(En41(f)) = n = dim(E) et que Eq(f)et En4q(f) sont en somme directe, on
E = E1(f) @ Eny1(f) donc f est diagonalisable avec Sp() = {I,n+1} et xf = (X = )" (X —n —1).

c. Comme x¢ est scindé sur K, on sait d’apres le cours que det(f) = ][] A = 41 et quion a aussi
AESP(T)
TT(f)= > ma(A=n—-1)x1+1x(n+1)=2n
AESP(f)

5.5 Officiel de la Taupe]

Les matrices triangulaires réelles par exemple (les diagonales en particulier) vérifient cette propriété.
Supposons que A proposée dans ’énoncé vérifie cette propriété, puisque les éléments diagonaux de A sont
a+1,3 et —1, et qu’ils doivent étre valeur propre de A : det(A —313) = det(A+13) = det(A — (x+1)I3) = 0.
Or det(A +13) = —4a(a — 1) donc & = 0 ou & = 1. Réciproquement que ces deux valeurs conviennent.

On aurait aussi pu calculer xa = 3 = X)(X —a = 1)(X+1) —a(a—1)) = 3 = X)(X* —aX —a? — 1) en
développant par rapport a la seconde colonne.
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Or nous avons I'équivalence : (A vérifie (P)) <= (xa = B=X)(X+1)(X—a—1) = (3-X)(X? —aX—a—1)

donc (A vérifie (P)) <= a = a? <= (x =0oua=1).

Si A est diagonale, bien siir qu’elle vérifie la propriété (P).

Réciproquement, si A est symétrique réelle qui vérifie (P), d’apres le théoréme spectral elle est orthosemblable

a la matrice diagonale D = diag(a,1,--+,an,n) par hypothese : A = QD'Q avec Q € On(R). Ainsi

n

T (A?) = Tr (*AA) = 1<Z< aiz’]- (classique) mais on a aussi Tr (A2) = Tr (QD?'Q) = Tr (D?) = kzl af
ILIRN =

donc ai; = 0 sii#j et la matrice A est bien diagonale.

5.268] A = *(*A) = Y(A?) = (*A)? = A% donc X* — X est annulateur de A. Si A7 = 0 est valeur propre de A,

comme on sait que Tr (A) = A1 + A2 ol A et Az sont les deux valeurs propres (éventuellement complexes)
de A, alors A; = Tr (A) € R. Or les valeurs propres sont des racines de tout polynéme annulateur, donc de
Xt =X =X(X=1)(X=j)(X —j?) et ce sont donc 0 et 1.

Si on avait A; = 0, on aurait xa = X? car det(A) = 0 donc A% = 0 d’aprés CAYLEY-HAMILTON puis A = 0
avec YA = A? et ceci contredit ’hypothese.

Par conséquent A; = 1 et comme A possede 2 valeurs propres distinctes : A est diagonalisable et donc

semblable & (g ?) car c’est une symétrie et xo = X2 — X.

Pour aller plus loin, comme A% = A, on a *tA = A donc A est une symétrie orthogonale du plan R2.
5.269 | Tout d’abord, pour n = 1, il est clair que si Tr (A) =0, alors A = A = 0.
D’aprés CAYLEY-HAMILTON, on a xa(A) = 0, or xa(A) = (=1)"A™ + --- 4 det(A)l,. Ainsi, il vient :
Tr (xa(A)) = ndet(A) = 0 donc det(A) = 0. Ceci assure que 0 est valeur propre de A.
En notant f 'endomorphisme canoniquement associé a A, il existe donc une base B = (vi,---,vn) de R™

]E g) ou B € My_1(R) et L € My n—1(R). Comme on
sait que A et A’ sont semblables et que la trace de deux matrices semblables est la méme, on a donc aussi

B 0 K
donc Vk € [1;n], Tr (B¥) = 0.
Ly O

telle que vy, € Ker (f). Ainsi Mat 5(f) = A’ = (

Vk € [1;n], Tr (A’%) = 0. Or, par calculs par blocs, on a A’* = (

. s . . . _ _ 0 0
Si on suppose donc la propriété vraie pour les matrices de taille n — 1, B™ T =0 donc A1 = (L O)
n—1

et en multipliant par A’, A’™ = 0. Ainsi, comme A™ et A’™ sont semblables, A™ = 0 et I’hérédité est établie.

5.270 | Cet entier existe car 'ensemble A est non vide : F = {0} € A ; les dimensions sont majorées par n?.

De plus, F = S (R) (matrices symétriques) fait partie de A d’apres le théoréme spectral. Ainsi d > w
Si F est un sous-espace de M, (R) de dimension m > w, alors posons G = T (R) le sous-espace

nn—1)

des matrices triangulaires supérieures avec des 0 sur la diagonale. On sait que dim(G) = 7

. Ainsi,

d’apres la formule de GRASSMANN : dim(FN G) = dim(F) + dim(G) — dim(F+ G) > m+ M —n?>0

car F+ G C M, (R). Par conséquent : FNG # {0} et il existe donc une matrice M # 0 qui est & la fois dans F
et dans G. Mais comme xpm = (—=X)™, on a M™ = 0 d’apres CAYLEY-HAMILTON. Si M était diagonalisable,
comme elle n’admet que 0 comme valeur propre, elle serait semblable a la matrice nulle donc elle serait
elle-méme nulle, or M # 0. Ainsi, M n’est pas diagonalisable et F ¢ A.

nn+1)

En conclusion, tout sous-espace de dimension m > — n’est pas dans A donc d = n(n+1)

2

5.271) Si on a PDP~! = QD’Q ', alors en élevant & la puissance n, on : ¥m € N, PD™P~! = QD’™Q~'. On

m k m k
somme ces relations et on obtient : PS,,P~" = QS. Q™" avec S;p = % et S, = > Dk' . Mais comme
k=0 K k=0 K
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m k m k
K = diag(dk,---,dX), on a S, = diag( > %, . Z ?d ) donc, comme la convergence d’une suite de
k=0 K

matrices équivaut a la convergence la suite de ses coefﬁments : lUm Sy, = diag(ed, -, edn) = exp(D)
m—+o0

par définition. De méme, on a bien siir UT S’ = exp(D’). Mais I'application u: A — PAP~! est linéaire,
m—+o0

donc continue (en dimension finie) et on en déduit que lim u(Sy) = u( lim Sm> ce qui se traduit par
Mmoo m-—o00

lim PS,,P~! =Pexp(D)P~'. Bien siir, on a aussi : lim QS/. Q™' = Qexp(D)Q~'. Comme on a pour
m—-+4oo m—-+o00

tout m € N la relation PD™P~! = QD'™Q ', en passant & la limite, il vient Pexp(D)P~' = Q exp(D)Q ™!
par unicité de la limite : ceci prouve la définition correcte de exp(M) si M € D, (C).

Si D = diag(dy,---,dn) est une matrice diagonale, en dérivant case par case (on décompose dans la base
canonique), on a (exp(tD))/ = diag(dset®, -+ dnetdn) = Dexp(tD) = exp(tD)D. De plus, encore une fois,
I'application u : A — PAP~! est linéaire et on vient de voir que f : t + exp(tD) est dérivable donc, d’aprés la
proposition 13.7 (survolée en effet mais ¢a sert), comme exp(tM) = u(exp(tD)) si M = PDP~! par définition,
Papplication g : t — exp(tM) est aussi dérivable car g =uof et :

g'(t) = (wof)(t) = u(f'(t)) = PD exp(tD)P~! = Pexp(tD)DP~" = Mexp(tM) = exp(tM)M..

Avec (My,N,R) € D (C)? x M, (C) et Y(t) = exp(tM)Rexp(tN), on a g : t = exp(tM) et h : t — exp(tN)
dérivables et B : My (R)? — M, (R) définie par B(A,A’) = ARA’ qui est bilinéaire. D’apres la proposition
13.8 : Y est dérivable et Y'(t) = B(g’(t), h(t)) + B(g(t),h'(t)) = M exp(tM)Rexp(tN) + MR exp(tN)N d’apres

t

les calculs précédents. Ainsi : Y(t) — Y(0) = j; Y'(s)ds d’apres la proposition 13.28 car Y est de classe C'.
t

Comme Y'(s) = MY(s) + Y(s)N, Y(0) = R et exp(0.M) = I, : Y(t) — R = f (MY(s) + Y(s)N)ds puis par

linéarité Y(t) = f MY(s)ds+ f s)Nds. Par linéarité du produit matriciel par une matrice fixée (A — MA

t t
et A — AN), on a d’apres la proposition 13.21 (ii) : Y(t) —R=M fo Y(s)ds + (fo Y(s)ds) N.

Le fait que ||.|| (c’est la norme 1) est une norme est classique. De plus, avec ||AB|| = ‘ Z ai kbk,)‘
1<L,]<n
n

onalAB< 3 aplbrgl = 3 ( 2 )lbk,j|=|\/\|lz|bk,j|<||A||||B\|~

1<i,j<n k=1 j=1 Y 1<i,k<n j=1
M = PDP~! avec D = diag(dy,---,dn) et que dj,---,d, sont tous strictement négatifs par hypothese,
on a exp(tM) = Pdiag(et®1, ... et )P~ mais Vk € [1;n], lim e'd% =0 donc lim exp(tD) = 0 (pas-

t—+o0 t——+oo

sage par les composantes). Mais on a [|exp(tM)|| < |[P||||exp(tD)|||[P~"|| d’aprés ce qui précéde donc
lim exp(tM) = 0. De méme : 1lim exp(tN) = 0 et on a bien lim Y(t) = 0 avec la majoration
t—+oo t—-+o0 t—+o0
YWl = [lexp(tM)R exp(tN)|| < || exp(tM)][ [[R[}[| exp(tN)]].

Méme si ce n’est pas explicitement au programme, on va se servir ici du fait que si 'intégrale d’une fonction
vectorielle est absolument convergente sur un intervalle, alors elle y est convergente : c’est la généralisation
de la notion d’intégrabilité d’une fonction aux fonctions vectorielles. Or en ordonnant les valeurs propres de
M par dj < -+ < dn <0, on a ||diag(etdr, .-+ etdn)|| = O(etdn) donc || exp(tM)]| = O(e'dn). De méme

avec N = QD’Q ™" dont les valeurs propres sont d} < --- < dfy < 0 et || exp(tN)]| = 0(etdn). On en déduit
o0

que, ||Y(t)]| = O(eldntd)t) ot comme dy, 4 d/, < 0, ||Y|| est intégrable sur Ry. D’aprés ce qu'on a admis :
oo

“+o0
Y est intégrable sur R donc l'intégrale Xy = j;) Y(t)dt est convergente ce qui assure la limite finie voulue.

Passons a la limite (par continuité des applications linéaires) dans Y(t) —R =M f s)ds+ f >

on obtient d’apres les derniers renseignements : —R = MXo + XoN. Avec X = —Xy, on a déja 'existence.
L’application : f: Z — MZ + ZN est un endomorphisme de M,,(R) ; on vient de montrer ci-dessus qu’il
est surjectif (le résultat ne dépendait pas de la valeur de R). Comme on est en dimension finie, f est un
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automorphisme et on a bien : 3!X € M, (C), MX + XN = R avec une expression intégrale de 'unique
solution. Par ailleurs, on aurait pu écrire : soit Bpm = (Xi)i1<ign une base de vecteurs propres (associés
aux A;) de M et By = (Yj)1<j<n une base de vecteurs propres (associés aux pj) de *N (par les ordres de
multiplicité de N qui sont égaux & ceux de *N, la matrice *N est aussi diagonalisable). Posons B = (X;'Y;),
alors f(X;'Yj) = AiXi'Y; — w5 XitYj = (Ay — pj)X;i'Y; donc B contient n? vecteurs propres de f. Comme dans
la premiere partie du DS7, comme Bpq et By sont des bases, la famille B est une base de My, (R) qui est
constituée de vecteurs propres de f. f est ainsi diagonalisable avec pour valeurs propres les A; — uj qui par
hypothese sont de partie réelle strictement négative donc certainement non nuls. Par conséquent f est un
automorphisme ce qui montre le résultat final indépendamment de tout ce qui a été fait avant.

n
5.272 | xr = [ (X = Ax) ol les Ax sont les valeurs propres de f comptées avec leur multiplicité algébrique.

o Comme dim(Eo(f)) = n —2 grice au théoréme du rang, 'ordre de multiplicité algébrique de 0 est supérieur
ou égal & son ordre géométrique donc x5 = (—1)" X" 2(X=A1)(X—=A2) = (=1)"X""2(X2—01X+02) olt A7 et A2
sont les deux derniéres valeurs propres de f (peut-étre 0 encore) et 01 = Aj+Az et 02 = AqA2. Or on sait que f
est trigonalisable dans M, (C) donc la matrice de f dans une base est triangulaire avec n—2 fois 0 puis A1, A2
sur la diagonale. Par conséquent, la matrice de f2 est de la méme forme (avec des carrés) et Tr (f2) = A +23
Alors MAs = %((7\1 A2 — (A2 +>\§)). Finalement : x; = (—1)"X"~2 (xz —Tr (OX+ L (Tr ()2 = Tr (fz))).
o Ici dim(Eo(f)) =n—3, donc xr = (—1)" X 3(X —=A1)(X = A2)(X =A3) = (=1)"X"3(X3 — 01X? + 02X — 03)
oll A1, A2 et Az sont les trois derniéres valeurs propres de f (peut-étre 0 encore) et o7 = A1 + A2 + A3,
02 = MA2 +A1A3 +A2A3 et 03 = AjA2A3. Comme f est trigonalisable dans My (C), on a Tr (f2) = A +23 —i—?\%

et Tr (f3) = A3 + A3 + A3 comme avant. On trouve & nouveau o = %((7\1 FA2+A3)2 — (A + A3+ ?\é))

Mais on a aussi (A7 + A2 4+ tA3)3 = A3 + A3 + A3 +3(A1A% + AAZ 4+ AoA2 + AaA3 + A3A% + A3A3) + 6N 1A2A; et
(A1 +2A2+2A3) (AT +A3 +A2) = MAZ +A1A3 +A2AT +A2A5 +A3AT +A3A3 + AT +A3 +A3 ce qui permet d’affirmer
Tr ()3 = Tr (£3) + 3(Tr (F)Tr (F2) — Tr (3)) + 603.

Finalement : x; = (—1)"X"3 (X3 = Tr (X2 + L (Tr ()2 =T (1) X+ L(Tr (£)% +2Tr (1) =3Tr (07T (12)) ).

5.273 | En identifiant matrice et endomorphisme canoniquement associé, on a Im (A) = Vect(Y) avec Y # 0 car

rang (A) = 1. Comme toutes les colonnes de A sont proportionnelles & Y car elles représentent Cj = AE; ol
(E1, -+, En) est la base canonique de C™, il existe des scalaires x1,---,xn tels que Cj = x;Y. Mais alors en
notant X la matrice colonne telle que 'X = (x1 -+ xn) on a A = Y'X.

Ainsi A% = Y*XY'X mais *XY € M;(C) donc, en identifiant les scalaires et les matrices 1 x 1, on obtient :
XY = Tr (*XY) = Tr (Y'X) = Tr (A) donc A2 = Tr (A)Y'X = Tr (A)A.

Comme V'ordre géométrique de 0 (qui vaut n — 1 par hypothese) est inférieur & son ordre algébrique, on a
xA = (=1)™X™ (X — A7) oll A7 est la derniere valeur propre de A (qui vaut peut-étre aussi 0). Mais on sait
que xa = (—=1)™(X™ =Tr (A)X™*~T+...). En identifiant, on a Ay = Tr (A) d’ott xa = (—=1)"X"" (X = Tr (A)).
A+1Iy €GLy(C) <= det(A+ 1) #0 <= xa(—1) #0 <= Tr (A) + 1 # 0 d’apres ce qui précede.

Si Tr (A) # —1, les deux polynomes X + 1 et X2 — Tr (A)X (annulateur de A) sont premiers entre eux donc on
peut trouver un couple de BEZouT : (X% —Tr (A)X) — (X+1)(X—(Tr (A)+1)) = Tr (A)+1. En "évaluant” en
la matrice A (polynémes de matrices) et en divisant par Tr (A) +1#0,ona (A + 1) =1, — W
a. Considérons le reste de la division euclidienne de xa par X —A : xa = (X —A)P 4+ Pxa (7).

Alors xa(A) = (A — Aln)P(A) +xa(A)In. Or d’apres le théoreme de CAYLEY-HAMILTON : xa(A) = 0.

De plus xa(A) # 0 car A n’est pas valeur propre de A. Ainsi: (A — AIn)(m) = I ce qui garantit que
X

A(N)

(A=Al = P('?A)) est bien un polynéme en A (et méme de degré inférieur ou égal & n — 1). On pouvait
A

aussi utiliser xa_ar,, et se servir du fait quun polynome en A — Al est un polynome en A.

b. Soit k € N* et Ay, -+, Ak qui ne sont pas dans le spectre de A. Posons, pour i € [[1;k], le polynéme

k . n

d’interpolation de LAGRANGE P; = [] (H) Notons aussi P = [] (X —A;). Alors comme toutes les
j=1 i— N i=1

j#i
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matrices (A —AiIn)1<igk sont inversibles car les (A;)1<igk ne sont pas des valeurs propres de A : la matrice

k
P(A) = J] (A —Ailn) est inversible et Vi € [1;k], (A —AiIn)Pi(A) = P(A) donc (A —Ail,) "' = P(A)"TPi(A).
i=1
k
La famille (Pq, - - -, Px) constitue une base de Ry_1[X] carsi > «iPi = 0, en évaluant en A;, on trouve o; = 0.
i=1
Par conséquent, en notant 7 un polynéme annulateur unitaire de A de degré k, le polynéme P — 7 est dans

Ry_1[X] car ces deux polynomes sont de degré k et unitaires. Ainsi il existe des constantes (cy,- -, cx) telles
k k
que P—mt = > c¢iP;. En évaluant en la matrice A, cela donne P(A) —7m(A) = > ¢iPi(A) = P(A). Il suffit de
i=1 i=1
k
multiplier tout ceci par P(A)~! pour obtenir grace & ce qui précede > ci(A — Ailn) " = 1,.
i=1

5.275) a. On constate qu'avec L telle que 1;; =1 si i <j et 1;; = 0 sinon, on a A = LU en prenant U = *L.

n—1
b. On a clairement L = Y N¥ et comme N™ = 0, on a classiquement L~ = I, — N.
k=0
Ainsi U™! = (*1)"T =Y(L~") = I, — 'N. Par conséquent, on a A~ =U~"L™" = (I,, — *N)(I, — N)
c. Apres calculs, on constate que A~ = (bij)igij<n avec by =1, by = 2 si k € [25n]], by; = —1 si

li—j| =1 et byj = 0 sinon. Il faut calculer le polynéme caractéristique de A~ par une récurrence d’ordre 2.

5.276 ) Si A est inversible et M € M,,(C), comme on travaille dans C, la matrice N = MA~" posséde au moins
une valeur propre A € C donc xn(A) = det(Al, — N) = det(A~")det(AA — M) = 0 donc P est fausse.

Si A n’est pas inversible, son rang r vérifie r < n — 1 et on sait que A est équivalente a J; d’ou 'existence de
deux matrices inversibles P et Q telles que A = PJ,Q .

det(P)
aet(Q)

Soit M € M, (C), pour A # 0, on a det(AA — M) = det(AJ, — N) avec N = P"'MQ.

1 . .
Comme J, = ( Or g>, on pose N = (g I 0 ) et alors det(AJ, — N) = A" # 0. Ainsi P est vraie.
n—r

5.277) a. On calcule en développant xap par rapport & la seconde ligne et on trouve xp = (X — 1)%(X — 2)2.

On sait que M est diagonalisable ssi rang (M — I4) = 2 et rang (M — 2I4) = 2 (les ordres de multiplicité
algébriques sont égaux aux ordres de multiplicité géométriques). Or rang(M —14) =2 <= a =b +c et
rang (M — 2I4) = 2 dans tous les cas. Ainsi M est diagonalisable si et seulement si a =b + c.

b. Si a =b+4c, M? =3M — 214 car U = (X — 1)(X — 2) est annulateur de M. Division euclidienne de X™ par
U : X™ = QU+ R avec deg(R) < 1 donc R = anX + by, et M™ = Q(M)U(M) + anM + bnls = anM + byl
Or on aR(2) =2" et R(1) =1donc an =2™ — 1 et by =2 —2™

5.278 ] a. Si M € My (R) est inversible, alors M = lim M avec M € GL,(C).

n—-+oo
Si M € My (R) n’est pas inversible, alors 0 est racine de xm et en notant o = {|A| | A € Spr(M), A # 0} > 0,
on a pour tout p suffisamment grand (tel que 1 x) Mp = M — 1, € GLn(C) car XM(l) # 0 par
p p p

construction de «. Ainsi: M = lim M,,.
p—+o00

Dans les deux cas, M est la limite d’une suite de matrices inversibles donc GL,(R) est dense dans My, (R).
b. On considere deux cas :

e Si A est inversible, on a BA = A~! (AB)A donc BA et AB sont semblables et xap = xga donc les spectres
de ces deux matrices sont les mémes.

e Si A n’est pas inversible, A, = A — iln € GL,(C) (si p assez grand). Par le premier cas : XA, B = XBA, -
Il reste a passer a la limite en constatant que les applications M — MB et M +— BM sont continues car

linéaires en dimension finie donc lim A,B = ABet lim BA, = BA, que le déterminant est continue donc
p—+o0 p—+o0
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que pour A € R fixé: lim det(A,B—Al,) = det(AB —Al,) et lim det(BA, —Al,) = det(BA —Al,). De
p—+oo p—+oo
tout ceci on déduit que VA € R, xas(A) = xpa(A) donc xaAp = XBA-
5.279) a. Pour P € R, [X], la fonction f : t — P(t)e' est continue sur | — oo;x| et on a f(t) = o(tiz> par

t——oo
croissances comparées car, si P # 0, P(t) = O(t%) olt d = deg(P) et tEToo td+2et = 0. Ainsi, f est intégrable
sur | — oo;x] d’ot la convergence de I'intégrale f_xoo P(t)etdt.

b. L’énoncé confond par un abus de notation habituel le polynéme L(P) et la fonction polynomiale L(P) (on
va le montrer). L’existence, pour P € R, [X], de la fonction x — L(P)(x) a été établie en a. mais on ne sait
pas encore que c’est une fonction polynomiale, et encore moins qu’elle est de degré inférieur ou égal a n. La
linéarité de L provient de la linéarité de l'intégrale ; toutes les intégrales sont convergentes quand on calcule
L(AP 4+ 1Q)(x) quand on prend (P, Q) € (R,[X])%. Reste & vérifier que L va bien de R, [X] dans lui-méme.
Pour k € N* et x € R, L(X¥)(x) = e f_xoo tfetdt. On pose u:t > tX et v:t+ et qui sont bien de classe

C" sur | — oo;x] et vérifient Lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées et on obtient, par intégration par
——00

X x x
parties, L(X¥)(x) = e™* <[tket} — f ktk_letdt> =xk —ke™™ f
— 00 —00

. thTetdt = x* — L(X* ") (x) (R).

Etant donné que Vx € R, L(X°)(x) = e * f_xoo etdt = e *[et]* = 1, donc que L(X°) est la fonction
constante qu’on identifie au polynéme L(X®) = 1 = X°, la relation (R) permet, par récurrence, de montrer
que toutes fonctions L(X¥) sont bien polynomiales et qu’on peut écrire Vk > 1, L(X¥) = X* — kL(X*~1). La
récurrence précédente permet aussi d’établir que, pour tout k € N, L(X¥) est de degré k et unitaire (car
kL(X*™1) ne participe pas au terme de plus haut degré de L(X*)).

Au final, L est bien un endomorphisme de R,[X]. De plus, la matrice A de L dans la base canonique de
R, [X] est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale car L(X¥) = X* —kL(X*~1) et que kL(X*™1) est
de degré inférieur ou égal & k — 1 donc strictement inférieur a k.

Comme xi =xa = (X —1)™ est scindé sur R, L est diagonalisable si et seulement si 'ordre de multiplicité
géométrique de la valeur propre 1 est égal a n : c’est-a-dire dim(Ker(L —id g, [x])) = n. Or ceci équivaut a
L=idg,x. Or L(X°) =L(1) =1=X%et L(X') = L(X) = X — 1 # X' donc on peut conclure finalement que

L est diagonalisable si n = 0 et non diagonalisable si n > 1.

5.280 ) a. Il est clair que R est un endomorphisme de E = M, (C).
b. Il est aussi clair que R* = idg donc U = X* —1 = (X = 1)(X + 1)(X — i)(X + 1) est annulateur de R et
comme U est scindé a racines simples, R est diagonalisable.
c. La matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1 est vecteur propre associé a la valeur propre 1.
Sin =1 bien sur 1 est la seule valeur propre de R. Supposons dorénavant n > 2.
La matrice ne possédant que des coefficients nuls sauf a1;1 = ann = 1€t a1 n = an,1 = —1 est vecteur
propre associé a la valeur propre —1.
La matrice ne possédant que des coefficients nuls sauf a1 1 =1, ann = =1, a1 n = —i et an,1 =i est vecteur
propre associé a la valeur propre —i.

La matrice ne possédant que des coefficients nuls sauf a;.1 =1, ann = =1, a1 n =i et an,1 = —1i est vecteur
propre associé a la valeur propre i.

Ainsi, si n > 2, le spectre de R est Uy.

155



5.281] On sait que A est trigonalisable donc il existe P inversible et T triangulaire supérieure telles que A = PTP~!.

On décompose T = D + N avec D = diag(A1,---,An) (avec Aq,---, Ay strictement positif) et N nilpotente.
Comme M ~ P~TMP est linéaire donc lipschitzienne, {AP | p € Z} bornée implique que {P~'APP | p € Z}
est bornée. Or P~TAPP = (D +N)P. Or les coefficients diagonaux de (D -+ N)P sont les A}, -+ AR ; pour que

cet ensemble soit borné, il est nécessaire que tous les Ay soient égaux a1 (si Ay > T ona lim )\E = +o00 et
p—+oo

sidk < 1, alors lim Af = +o0).
p——o0

k=0 \k
S'il existe un terme non nul ci,; dans la matrice N™=T alors dans la case (i,j) de TP, on aura un coefficient

n—1
Alors T =1, + N or N est nilpotente et on a donc Vp =2 n, TP = > <p)Nk.

équivalent a < L ])ci,j qui n’est pas borné. Alors N™~! = 0 et on montre de méme que N = N? = ... =

N2 =0. Ainsi T=1,, et A = I,,.
-1

P ,
5.282a. SiP € Ry,_[X], on écrit P = > piX* et on a alors :

i=0

p—1 P P ,p=] ) P
P = 3 pi 3 A= 3 (X pidk)vie= 2 POMvi.
i=0 k=1 i=0 k=1

k=1

P
b. Si on prend Py = [] (X —Ax) € Rp[X], alors Po(u) = 0 d’apres ce qui précede. On en déduit que u

annule un polyndme scindé a racines simples donc que u est diagonalisable. De plus, si P € R[X], on écrit sa
P P
division euclidienne par Py : P = PoQ + R donc P(u) = R(u) = > R(Ax)vik = Y P(Ai)vi car R € Ry[X].
k=1 k=1

P
c. Po annule u donc Sp(u) C {A1,---,Ap}. Soit Py = [] (X —=A;), alors Pi(u) = Pi(Ai)vi # 0 par hypothese et
j=1
iv
(u—Aiid g) o Pi(u) = 0 donc u — Ajid g n’est pas inversible et A; est bien valeur propre de u. Par conséquent
Sp(u) = {A1,---,Ap}. Classiquement, l'idéal annulateur de u est Py R[X].
d. A faire.
5.283 ) Le polynome P = X3 — 4X2 +4X = X(X — 2)? est annulateur de A donc Sp(A) C {0,2}. Comme A est

trigonalisable dans My, (C), A est semblable & une matrice triangulaire avec des 0 et des 2 sur la diagonale.
Mais comme Tr (A) = 2, il n’y a qu’un 2 sur la diagonale et donc dim(E2(A)) = 1.

1 4 12 . .
5.284 | a. Posons C = (] ]>, alors xc = X2 —2X — 3 = (X + 1)(X — 3) est scindé & racines simples donc C

est diagonalisable. Comme E_;(C) = Vect((—2,1)) et E3(C) = Vect((2,1)), ona C =P <_0] g) P~ avec

P= 22 . Posons Q = ~2n 2 , comme P~ =1 12 , on vérifie (par blocs) que Q est
1 1 In I 4 1 2

inversible avec Q1 = Zl‘ <in 2;? ) et Q-'BQ = <_0A 3(;\) donc B est semblable & B’ = <_0A 33\)
n T 4n

b. Si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible U telle que A = UDU™! et avec V = (l(')l 3),

-1
vl = (uo u91 ), onaV~! <_0A 3(3\) V= <_OD 3?3) diagonale donc B est diagonalisable.
Si B est diagonalisable, il existe un polynoéme scindé & racines simples R tel que R(B) = 0. Comme B et B’
R(—=A) 0

0 R(3A)
a racines simples et annule A donc A est diagonalisable.
c. Puisque B est semblable & B’, xg = xp' = det(XI + A)det(XI, —3A) = (—1)"3"xa (—X)xa (X/3). Ainsi,

sont semblables, on a aussi R(B’) = > = 0 donc en posant S(X) = R(—X), S est aussi scindé

Sp(B) = (—Sp(A)) U (3Sp(A)). Supposons que A € Mz(R) est diagonalisable, alors il existe une base
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(X1,X2) de R? formée de vecteurs propres de A : par exemple AX; = A1 X7 et AX2 = A2X2. Alors en notant

Y = <>§)‘ ) Y, = <>§)2), Y; = (;1 > Yy = (;), on a B'Y; = —A1Y1, B'Y2 = —A2Y2, B'Y3 = 3A1Y3 et

B'Ys4 = 3XA,Y4 et il est facile de vérifier que (Y1, Y2, Y3, Ya) est libre dans M4 1 (R) donc que c’en est une base
qui est une base de vecteurs propres de B/, et une base de vecteurs propres de B est donc, d’apres ce qui
précede, (QY1,QY2,QVY3,QY4) (qui est une famille libre donc une base de R* car Q est inversible).

f est clairement linéaire ! En notant H = Ker(Tr ) I’hyperplan des matrices de trace nulle, on |y = id .

De plus, f(I,) = (1—n)I;, donc I, est vecteur propre associé & a valeur propre 1—n # 1. Ainsi, dim(E;(f)) =
n? —1et dim(Ej_n(f)) =1 et f est diagonalisable.

5.286 | f est clairement linéaire.

SiM = (2 2) et A€ R, f(M) =AM <= d —Aa =2b —Ab = 2¢ — Ac = a — Ad = 0. On traite deux cas :
SiA=2,0nab et c quelconque et a = d =0 donc dim(E(f)) = 2.
SiA#2,b=c=0eta=AadoncsiA# +tl,onaa=d=0et Ex(f)={0}. SiA=1,0onaa=detE(f)
est la droite engendrée par I, SiA = —1, 0on a a = —d et E_;(f) est la droite engendrée par (2) _01 )
Comme dim(E;(f)) + dim(E1(f)) + dim(E_1(f)) = 2+ 1+ 1 = 4 = dim(M2(R)), f est diagonalisable et
inversible car 0 n’est pas valeur propre de f.

5.287 | En transposant (*M)? +M = I,, donc (I, — M2)2 + M — I, = M* —2M2 + M = 0 donc P = X* — 2X? + X
annule M. Or P = X(X — 1)(X? + X — 1) qui est scindé & racines simples dans R. Ainsi M est diagonalisable.

Comme det(M?) = det(I, — *M) = det(I, — M), on a I, — M inversible car M l’est pas hypotheése. On
en déduit que M(M — I,)(M? + M —I,;) = 0 et en se servant de l'inversibilité de M et M — I, on a
M2 =1, —M =1, — *M donc M est symétrique. M est donc une matrice orthosemblable a une matrice

—14+V5  =1=15
2

diagonale avec des sur la diagonale.

2
1 =3 2
5.288) a. On calcule xa = (X — 2)%(X — 4) avec I'indication. Comme A —2I3 = | —1 3 =2 | est de rang 1,
-1 3 =2

Pordre de multiplicité géométrique de 2 est 2 avec le théoreme du rang et la matrice A est diagonalisable car
dim(E2(A)) 4+ dim(E4(A)) = 3.

b. Par lindication, E4(A) = Vect(v1) avec vi = (1,—1,—1) et avec la matrice A — 2I3, E2(A) est le plan
d’équation x — 3y 4+ 2z = 0 donc Ez(A) = Vect(vz,v3) avec va = (3,1,0) et v3 = (2,0, —1).

c. En notant P la matrice de passage de la base canonique & la base (v1,v2,v3), on a A = PDP~! avec
D = diag(4,2,2) donc il suffit de prendre R = PAP™! avec A = diag(2,v2,v2).

Si R vérifie R2 = A, alors comme (X — 2)(X — 4) est annulateur de A, on a (R? — 2I3)(R? — 4I3) = 0 donc
(X—v/2)(X4++v/2)(X—2)(X+2) est annulateur de R et scindé & racines simples dans R donc R est diagonalisable.

5.289 | Cette matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable. Elle est de rang 1 sin = 1.

Sin > 2, A est de rang 2 donc 0 est valeur propre d’ordre n — 2 avec le théoreme du rang et le théoreme
spectral. On note A1 et Ay les deux autres valeurs propres réelles. On a Tr (A) = n = A1 + A2 et comme A

est semblable & D = diag(0,---,0,A1,A2), on a Tr (A2) = A2 + A3 = n(n — 1)6(2“ —1)

(M 4222 = (AT +A3) _ én’—n(n—1)(2n—1)
2 12 '

5.290] a. Soit x un vecteur propre de f associé & la valeur propre A. f(g(x)) = g(f(x)) = Ag(x) donc g(x) € Ex(f)

qui est une droite par hypothese donc g(x) et x sont proportionnels et il existe « € R tel que g(x) = ax donc

. On trouve Aj,A, car

ce sont les racines de X% — (A1 4+ A2)X +A1A2 avec AjAp =
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x est aussi vecteur propre pour g. Comme f est diagonalisable dans une base de vecteurs propres, cette base
est aussi une base de vecteurs propres pour g : c’est donc une base de diagonalisation commune.

b. Il existe donc une base B telle que Mat 5 (f) = diag(A1,---,An) = D et Mat 5(g) = diag(ett, -+, ) =D’
avec A1, - - -, oy distincts deux & deux. Soit le polynéme d’interpolation de LAGRANGE P € Ry, _1[X] tel que
Vk € [1;n], P(Ak) = ox. Alors P(D) = D’ donc P(f) = g.
T
5.291) a. Si M? est DZ, il existe un polynéme P = [] (X — A;) scindé & racines simples (on peut I'imposer
i=1

unitaire) qui annule M2. En notant p; 'une des racines carrées de A; (il en existe dans C), on a donc
T T T

PM?) =0 = [[(M? = Ailx) = [] (M — uili)(M + uilx) donc le polynéme Q = [ (X — wi)(X + uy) est
i=1 i=1 i=1

annulateur de M et SARS (fu; =y = uiz =M=7A= ujz =—> i=7j) donc M est diagonalisable.

o B!

b. Il est clair que NN’ = N'N = I, avec N’ = <A] 0

c. On calcule N2 = (AB 0 )

) donc N est inversible.

0 BA
e Si N est diagonalisable alors on peut écrire N = UDU™" avec U € GL,,(C) et D diagonale donc il vient
N? = UD2U~" et N? est aussi diagonalisable. Alors il existe un polynéme annulateur scindé & racines simples
P(AB) 0
0 P(BA)
e Réciproquement, si AB est diagonalisable, il existe une matrice U € GL,(C) et une matrice diagonale D
telles que AB = UDU™! donc BA = B(AB)B~! = (BU)D(BU)~' donc BA est aussi DZ car BU € GL,(C).

u o D
0 BU 0
inversible, on sait d’apres a. que N est aussi DZ.

P tel que P(N?) =0 = ( ) donc P(AB) = 0 ce qui montre que AB est DZ.

En posant V = ), onaV e GLy(C)et VIIN2V = ( g) donc N? est DZ et comme N est

On a montré ’équivalence : N est diagonalisable si et seulement si AB l’est.
5.292 | Le polynéme caractéristique de | est X3 — 1. La seule valeur propre réelle de J est 1 donc J # I3 n’est pas

diagonalisable sur R. Par contre X3 — 1 = (X — 1)(X — j)(X — j?) est scindé & racines simples donc | est
diagonalisable sur C.

5.293 | La matrice A est antisymétrique. Si n =1 elle est nulle donc diagonalisable.

Sin > 2, A est de rang 2 donc 0 est valeur propre d’ordre au moins n — 2 avec le théoreme du rang. On
note Ay et Az les deux autres valeurs propres complexes (xa est scindé dans C). Ona Tr (A) =0=A; + A2
et comme A est semblable & une matrice triangulaire supérieure avec 0,---,0,A1,A2 sur la diagonale (A est
trigonalisable dans M, (C)), on a Tr (A%2) = A2 + A3 = —2(n — 1) donc Ay = iyn—1T et A\ = —iy/n—1
valeurs propres simples de A donc A est diagonalisable car dim(Eo(A)) 4+ dim(Ea, (A)) + dim(Ex, (A)) =n.

5.294 | Le polynome P = X3 4+ X — 1 est scindé & racines simples dans C car P’ = 3X2 + 1 a pour racines ﬁ et \_/—%
qui ne sont pas racine de P. Ainsi, A est diagonalisable dans M,, (C). Par contre, comme P’ est une fonction
polynomiale strictement croissante, P n’admet qu’une seule racine réelle o €]0;1[ (car P(0) < 0 < P(1)) et A
n’est diagonalisable que si A = «l,.

Les autres racines de P étant B et B avec B € C\ R, les ordres de multiplicités de B et de B sont les mémes
dans P (en tant qu’ordre algébriques) donc les mémes en tant qu’ordre de multiplicité géométrique. Alors la
matrice A s’écrit A = PDP™! avec P € GL,(C) et D diagonale avec des «, des p et des B sur la diagonale

mais autant de p que de B. Ainsi, det(A) = a®BPB° = «|p|2® > 0 car a > 0.

e Soit A € Ret (P1,P2) € R[X]Z, on écrit les divisions euclidiennes de APy et AP, par B : AP = BQ7 + Ry
et AP, = BQ2 + Ry avec deg(R1) < deg(B) et deg(R2) < deg(B) ; par définition on a Ry = ®(P1) € Ry[X] et
Ry = ®(P2) € Ru[X].
Alors A(AP7 4+ P2) = A(BQ1 +R1) + (BQ2 + R2) = (AQ7 + Q2)B + R en posant R = ARy + Ry.
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Or deg(R) < Max(deg(R1),deg(R2)) < deg(B) donc R est le reste de la division euclidienne de A(APy + P2)
par B ce qui prouve que ®(APy + P2) = AD(Py) + ®(P2) : ® est bien un endomorphisme de Ry, [X].

e Soit P € Ker(®), alors 3Q € R[X] tel que AP = BQ. On a donc B|AP or A et B sont premiers entre eux
donc B|P d’apres le théoréme de GAauss. Mais comme deg(B) =n + 1 et P € R, [X], ceci impose P = 0. On
en déduit que P est injective et comme c’est un endomorphisme en dimension finie : ® € GL(R,[X]).

e On pouvait aussi raisonner par les racines des polynomes étant donné que ceci n’est pas au programme :
soit o une racine de B de multiplicité k, alors comme A et B sont premiers entre eux, « n’est pas racine de A

ce qui prouve que « est racine de P de multiplicité au moins k. Mais cela fait, en comptant toutes les racines

de B avec leur ordre de multiplicité, au moins n + 1 racines de P € R,,[X], ceci impose encore P = 0.

n
e Si B est scindé & racines simples, on peut écrire B =A [[ (X — ax) avec A 0 et oo < + -+ < atp.
k=0

SiA=XetB=X*—1 alors si P = aX+b, on a AP = aX? + bX = aB + bX — a donc ®(P) = bX — a et ®
est une symeétrie de valeurs propres 1 et —1 avec des vecteurs propres X + 1 et X — 1.

Ceci nous fait penser aux polynémes d’interpolation de LAGRANGE.
Soit, pour j € [0;n], le polynéme Lj = [] (M

iA N T X
AoLo + -+ + ALy =0, en évaluant en «; on trouve A; = 0.

). On sait que (Lo, -, Ln) est une base de Ry [X] car si

On écrit la division euclidienne ALj = BQj + Rj avec deg(Rj) < n. On évalue en oy pour i # j et on trouve
Rj(ei) = 0. De plus, en évaluant en oy, on a A(xj) = Rj(«j). On connait n + 1 valeurs du polynéme
Rj € Ry [X], ce qui nous permet d’affirmer que Rj = A(ay)L;. Ainsi ®(Lj) = A(xj)Lj et (Lo, -+, Ln) est une
base de vecteurs propres de ® avec les valeurs propres associées A (o), -+, A(an) : © est donc diagonalisable.
eSiA=aXPt! —(a+1)XP+1et B=(1-X)? onan=1doncsiP=aX+ap, AP =BQ + R avec
R =1b1X+ by, il vient A(1)P(1) =R(1) et A’'P+ AP’ =B’Q + BQ’ + R’ donc A’(1)P(1) + A(1)P/(1) = R/(1) ce
qui donne, comme A(1) =0 et A’(1) = a —p le systéme suivant : by +bo = (a —p)(a; + ap) — by = 0. Alors

la matrice de ® dans la base canonique est M = (a — p) <_11 _1] )

Sia=7p, =0 donc @ est diagonalisable.
Sia#p, M2 =0et M #0, et classiquement ® n’est pas diagonalisable.

5.296 | Le polynome P = X3 — X — 1 est annulateur de A et, comme P’ = 3X? — 1, la fonction polynomiale P est

: 1 1 bt 1 1 1 2
crolssante sur } — 00; ——} et {—; +oo[ et décroissante sur {— —= —} Or P( — —) =—==—-1<0
V3 V3 V33 V333
montre que P n’admet qu’une seule racine réelle a €]1;2[ car P(1) = —1 < 0 < 5 = P(2). Comme P est réel,

P = (X—a)(X—z)(X—2) est scindé a racines simples dans C[X], A est diagonalisable dans M, (C) et, comme
A est réelle, on sait que les sous-espaces propres associés aux valeurs propres z et z sont de méme dimension

T (AX = zX <= AX = zX si X € My,1(C)). Ainsi, A est semblable dans M, (C) & la matrice définie par

xlg 0 0
blocsD= | 0 zI, 0 | avecs=dim(E«(A)).
0 0 zIy

Comme A et D semblables : det(A) = det(D) = «®2"z" = a¥|z|" > 0 car « > 0.

5.297 | Si f est une fonction polynomiale de P, alors u(f) l’est aussi car en notant f, : x — x™, on a le calcul

159



n
x + T kXT\.fk
1 fx+T n (X—&—T)nJﬂ _ 1 (X—|—T)n+] - kzz:o( )
= — t'hdt = = = : P oest
(m+NDT n+1 (x+T)—x n+1
stable par u. La linéarité de u provient de celle de 'intégration : u est bien un endomorphisme de P.
d
Soit f = > aqfaq avec ag # 0 une fonction polynomiale de degré d > 0, le calcul précédent montre, comme
k=0

u(fy) est une fonction polynomiale de degré n unitaire, que u(f) est de méme degré que f et de méme

coefficient dominant (ici oq).
Sif € Ker (u), f =0 car si deg(f) > 0 on a deg(u(f)) > 0 donc u(f) # 0. Ainsi Ker(u) = {0} <= u injective.
Si l'on restreint u & P, (ensemble des fonctions polynomiales de R dans C de degré inférieure ou égal a n),

on obtient u, : P, — Py qui est aussi un endomorphisme injectif donc bijectif (en dimension finie).
Tout f € P fait partie d'un P;, et posséde donc un antécédent par u,, et donc par u : ainsi u est surjective.

Au final : u est bien un automorphisme de P.
Comme u conserve le degré et le coefficient dominant de ses polynomes, la seule valeur propre possible est 1

en identifiant les coefficients dominants dans w(f) = Af.
De plus, u(1) =1 donc 1 est bien valeur propre de u : par conséquent Sp(u) = {1}.

Comme les matrices sont d’ordre 2, on a A2 — Tr (A)A + det(A)I; =0, A2 — Tr (A)A + det(A)I, = 0 mais
aussi (A +B)% —Tr (A +B)(A +B) + det(A + B)I; = 0. On en déduit que A%, B2, (A + B)? sont des matrices
de Vect(I2,A,B). Or par hypothese, on a AB € Vect(Iz,A,B). Comme (A 4 B)? = A% + AB +BA +B2, on a
BA = (A +B)? — AB — A? — B? € Vect(I2, A, B) donc il existe trois réels x, y, z tels que BA = xI, +yA + zB.

5.299 | Soit A une valeur propre de A, alors il existe X # 0 tel que AX = X. Le systéme s’écrit Vi € [1;n]], ixi +

> xk = Axq ou encore Vi € [[1;n], Z xk = A+ 1 —1i)x;. S'il existe un i € [1;n] tel que A = i — 1, alors

k#i
n
> xx =0puisVj#1i,onax; =0doncx; =--- =x, = 0ce qui est impossible. Ainsi Vi € [[1;n], A # i—1et,
k=1
n L n—1 —
en posant s = kZ::1 xk # 0, il vient Vi € [[1;n], xi = M—T donc s = 12:1 Xy = 2y }\ . kZ =
car s # 0.

1 1

Réciproquement, si Z =1, en posant Vi € [1;n], xi = (qu1 existe), on remonte les calculs :

—~A—k A+1—
AX = AX avec X # 0 donc A est valeur propre de A.
n—1 1
Par conséquent : A est valeur propre de A si et seulement si Y P 1.
k=0 A~
n-2
Soit f : t Z —— — 1 qui est définie et continue sur Dy = R* U ( U ki k + 1[) Uln — 1;400[. Pour
= k=0
tout entier k € [[O;n —2,ona lim f(t) =+ocoet lim f(t) = —oo donc f s’annule au moins une fois sur
t—kt t—(k+1)—

Jk;k + 1 par le TVI (en fait une seule car f est aussi strictement décroissante sur cet intervalle). Cela fait
donc au moins n — 1 valeurs propres réelles de A, la derniére ne peut étre que réelle car A est réelle et que

la trace est la somme des valeurs propres. Mais on a méme im f(t)=—1et lUm f(t) = +oo donc f

—+00 t—(n—1)+
s’annule aussi sur |n— 1; 4+00[ et on a nos n valeurs propres réelles distinctes de A qui est donc diagonalisable

(A symétrique réelle donc ce n’est pas une surprise).

160



On pouvait aussi dire que la résolution du systéme nous a montré que tous les sous-espaces propres étaient
ryap)

A4+1—1i/1<ig<n
réelle, la somme des dimensions des espaces propres vaut n ce qui fait encore n valeurs propres distinctes.

de dimension 1 (engendré par le vecteur ( ). Comme A est diagonalisable car symétrique

5.300 | Soit A une valeur propre de T, alors il existe une fonction non nulle f telle que T(f) = Af ce qui équivaut &

Vx € R, f(x+1) = Af(x).

Comme f est non nulle, on a forcément A # 0 car sinon Vx € R, f(x+1) =0.

Soit xo € R tel que f(xo) # 0, alors par une récurrence simple, on montre que Vn € N, f(xo +n) = A™f(x0).
Mais on sait que f admet une limite finie en +o00 ce qui impose A €] — 1;1].

11 suffit de connaitre f sur [0;1] pour la connaitre partout si on a f(x + 1) = Af(x).

e Soit f la fonction constante égale & 1, alors f # 0 et T(f) = f donc 1 est valeur propre de T.

e Soit A €] — 1;1[\{0} et f: R — R définie par f(x) = |A|* sin(nx). La fonction f est clairement continue sur
R. De plus, f est non nulle et Vx € R, f(x +1) = A[*! sin(rmx + ) = —[A| [A|¥ sin(nx) = Af(x). On a donc
T(f) = Af et f # 0 donc A est valeur propre de T.

Conclusion : le spectre de T est | — 1;1] \ {0}.

5.301 Si u est injectif, alors u est un automorphisme de E car E est de dimension finie donc wov = 0 implique

v=u"lo(uov) = 0. Tout vecteur propre de u (il en existe car E est un C-espace vectoriel donc ., est

scindé dans C et posseéde des racines) est aussi vecteur propre de v.

Si u n’est pas injectif, Ker(u) # {Og} ; on suppose toujours que wov = 0. Si v = 0 on fait comme avant,
sinon Im (v) # {Og} et soit x un vecteur propre pour ’endomorphisme v induit dans Im (v), il existe « € C
tel que v(x) = ax et x € Im (v) C Ker(u) donc x € Ker(u) et u(x) = Og = Ox. x convient.

Supposons que wov = au + pv avec («, ) € C?, alors (uw — Bidg) o (v — «idg) = apid .

e si af = 0, par le cas précédent et u — Bid g et v — «id g ont un vecteur propre commun donc u et v aussi.

® sinon, soit x un vecteur propre de u, alors x est aussi un vecteur propre de u—pid ¢ qui est un automorphisme

(car «p # 0). Ainsi, il existe un complexe A € C* tel que u(x) — fx = Ax d’ot (v — Bidg)~'(x) = %x or

xp

(u—pide)~ ! = iﬁ(v — aid g) done v(x) — oax = X et x est aussi un vecteur propre de v.
0.4

On passe en mode matriciel et cela revient & montrer que si (A,B) € Mu(C)? et AB € Vect(A,B) alors
3P € GLn(C) et Ta, Tg deux matrices triangulaires supérieures telles que A = PTAP ! et B = PTgP .

On le fait par récurrence sur n. Si n =1, c’est évident.

Sin > 2 et quon suppose la propriété vraie jusqu’a n — 1, si (A,B) € M,,(C)? et AB € Vect(A,B) alors

d’apres la question b., il existe un vecteur propre commun & A et B donc une matrice inversible Q (dont

o . , 1 [0 *
la premiére colonne contient les coordonnées de ce vecteur propre commun) telle que Q~'AQ = 0 A/
&

et Q7'BQ = (0 ;,) Or, par calcul par blocs, on a A’B’ € Vect(A’,B’) donc il existe P’ € GL,,—1(C)

et Th, T4 de taille n — 1 et triangulaires supérieures telles que A’ = P'TAP'~! et B’ = P'T;P’~!. En posant

P=Q ((1) :,), Ta = (g Tﬂ; ) et Tg = (g T*, ), on a bien P € GL,,(C), Ta et Tg triangulaire supérieure
A B

et A =PTaP ! et B=PTgP . L’hérédité est établie et la conclusion suit.

5.302 | On suppose que la taille de ces matrices est n. Dans le calcul de D(t) = det(M + tJ) ou J est la matrice

ne comportant que des 1, on effectue les opérations de GAUSS Cx +— Cx — Cy pour k € [[2;n] et les t
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disparaissent de toutes les cases sauf sur la premiere colonne. Ensuite, on développe le déterminant selon
n .

la premiere colonne et on obtient D(t) = (a +t)A71 + > (=1)"1 (b + t)Ai,1 ol les Ay 1 sont les mineurs
2=1

associés aux cases (i,1) qui sont des constantes (relativement a t) d’apreés ce qui précede. Ainsi, la formule

précédente montre que le degré du polynéme D est inférieur ou égal a 1.

n

Or on a D(—b) =det(M —bJ) = [[ (a—b) = (a —b)™ car M — bJ est triangulaire inférieure avec des a — b

sur la diagonale. De méme, D(—c) = (a — ¢)™. On connait deux valeurs (puisque b # ¢) du polynéme D et

comme deg(D) < 1, D est donc le polynéme d’interpolation de LAGRANGE associé et sait qu’alors

D(t) = D(—b)—tFCe | p(_¢)—ttb _ (a=¢)*(t+b)=(a—Db)"(t+c)

—b+c —c+b b—c
_ n _ _ n
On en déduit que det(M) = D(0) = b(a C>b c(a—b) .
—c
A—a —c¢c - —c d+t S+t - I+t
— _ . / / / / :
Or,siA € C, xm(A) = _b )\' “ . ' = |° —.Ft a.—I—t avec a = A — a,
: " . —c : " c +t
b -+ —b A-a o+t o b4t d
VAN N SV RN i} _ no_ _ n
b = —b, ¢/ = —c, t' =0. AinsixM(A):D(O):b(a c)b/ c/(a )" cA—a+b) :(7\ a—&-c).
— ¢ c_

D’abord A = a — ¢ n’est pas valeur propre de M car xm(a —¢) = —c(b —c)™ .
Comme ¢ # 0, pour A € C\ {a — c}, on a I’équivalence :

= w)n _b _ i0 L A—a+b _ 1/n i(0+2km) o
A)=0 =2= ke [o 1 = = 2.
M) =0 = (A=0EL)T = b pei® s e foin -1, A=0ED —pine T gy

a—b—(a—c)z
1 — 2z

Ainsi xm(A) = 0 < Fk € [0;n — 1], % =z <= Tk eO;n—-1], A= = Ax
—a+c

a—b—(a—c)z

(on a bien zx # 1 car b # ¢). L’application ¢ : z — ;
—Z

est injective sur C \ {1} car

a-b—(a—c)z_a-b—(a—c)z

— _ ) = [
g T — (b—c)(z—7)=0<=2z=7.

Ainsi, puisque les zyx sont distincts deux a deux, les Ay le sont aussi ce qui fait n valeurs propres complexes

distinctes pour la matrice M qui est donc diagonalisable.

Soit E de dimension n, u € £(E) de rang 1. dim(Ker(u)) =n — 1 par le théoréme du rang.
e Si la droite Im (u) n’est pas incluse dans Ker(u), soit (er,---,en_1) une base de Ker(u) et soit en # Og tel
que Im (u) = Vect(en) ; u(en) € Im (1) = Vect(en) donc il existe A, € K\ {0} tel que u(en) = Anen. La
base (er,- -, en) est une base de vecteurs propres de u, Tr (u) = A, # 0 et u est diagonalisable.
e Si Im (u) C Ker(u), alors soit en—_71 # O tel que Im (u) = Vect(en—1) et e, un antécédent de e, —7 par u.

On complete la famille libre (en—1) de Ker(u) en une base (e1,---,en—1) de Ker(u). Comme e, ¢ Ker(u),
(e1,---,en) est une base de E et la matrice de u dans cette base est E_1 5 donc Tr (u) = 0. De plus, u? =0

car Im (u) C Ker(u) donc u n’est pas diagonalisable car elle est nilpotente et non nulle (classique).

En considérant les deux cas : u de rang 1 est diagonalisable si seulement si u est de trace non nulle.

5.304 ] La linéarité provient de celle de la forme linéaire ® et il est clair que si x € E, alors u(x) € E. Ainsi u est
bien un endomorphisme de E. Soit H = Ker ®, par le théoréeme du rang, comme Im ® = R est de dimension
1 car ® est une forme linéaire non nulle, dim H = dim E — 1 donc H est un hyperplan de H. Soit x un vecteur

non nul de H (il en existe dés que n = dim E > 2), alors u(x) = x donc 1 est valeur propre de u.
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Comme x¢ # O, si x € E, x € Ker(u —idg) <= @(x)xo =0 <= x € H: Eq(u) est de dimension n — 1.

Si u est diagonalisable, u possede une autre valeur propre A # 1, alors il existe un vecteur non nul x tel que
u(x) = x + ®(x)xp = M donc x = %xo € Vect(xo) et xo est aussi vecteur propre de u associé a la valeur
propre A. De plus, u(xo) = (1 + ®(x0))x0 = Axp donc ®(xp) # 0 car A # 1.

Réciproquement, si ®(xo) # 0, comme u(xp) = (1 4+ P(x0))xo on a dim(E1(u)) =n —1 et dim(Ex(u)) =1 en
notant A = 1+ ®(xp) # 1 car Ex(u) contient la droite Vect(xp) et est en somme directe avec H. Alors u est
diagonalisable car E = Eq(u) & Ex(u).

Au final : u est diagonalisable si et seulement ®(x¢) # 0.

5.305 | La linéarité de ® découle de celle de la fonction trace, et il est clair que si M € M, (C), ®(M) € M, (C) :

ainsi ® est bien un endomorphisme de M, (C).

Soit M € Ker(®), M+Tr M)l = 0= M = —Tr (M) ; M = Al siA = —=Tr (M). Or (1) = (n+1)I, #0
donc (M) =A(n+ 1)l =0 = A=0= M = 0. On a donc établi que Ker(®) = {0} donc P est injectif.

Comme on est en dimension finie, ® est un automorphisme de M, (C) donc rang (®) = dim(M, (C)) = n?.
Pour M € M, (C), on a @*(M) = (M + Tr (M)Ip) = ®(M) + (n + 1)Tr (M)I or Tr (M)I, = ®(M) — M
donc ®?(M) = ®(M) + (n +1)(®(M) = M) <= ®?(M) — (n +2)®(M) + (n + 1)M = 0.

Par conséquent, le polynéme P = X? — (n +2)X +n + 1 est annulateur de ®.

Comme P = (X — 1)(X —n + 1) est scindé a racines simples, ® est diagonalisable. On a déja vu que ®

était un automorphisme de M, (C). Comme ®? — (n +2)® = —(n + 1)idg si E = M, (C), on obtient
1 ide — S (N ide — =i -1 _1 ide —

(I)O<n+l((n+2)ldE <I>)> <n+1((n+2)1dg <I>)>o<1> id g donc @ n+1((n+2)ldE <I>)
9. . . -1 _ 1 ( . ): . Tr (M)

ce qui s’écrit aussi &' (M) o mM+2)M — d(M) M i L.

5.306 | Par hypothese, la matrice B = P(A) est diagonalisable car son polynéme caractéristique est scindé a racines

simples. Ainsi, si f est Pendomorphisme canoniquement associé & A et g = P(f), g admet n valeurs propres

distinctes B1 < -+ < Bn et les sous-espaces propres de g sont des droites Eg, (g) = Vect(vk) ; B = (vi,---,vn)
est une base de vecteurs propres de g.

Comme fog = foP(f) =P(f)of) = gof, les Eg,(g) sont stables par f. Ainsi, pour k € [[1;n], il existe

ax € R tel que f(vi)axxvi car f(vk) € Ep, (g). La base B est donc aussi une base de vecteurs propres de f

qui est donc diagonalisable.

5.307 | Tout d’abord N — I, est clairement de rang 2 donc 1 est valeur propre de multiplicité géométrique n — 2
et E1(N) = Vect(ez, --,en—1). Les deux derniéres valeurs propres A et Ay (éventuellement complexes),
vérifient Tr (N) = (n —2) x 1+ A1 + A2 =net Tr (N2) = (n —2) x 12+ A2 + A2 = n + 2 (calculer N2).

(A1 +2A2)2 = AT — A3
2
A1 =0 et A; = 2 par exemple ; ¢’était clair avec les conditions A1 + A2 = 2 et }\% + ?\% =4.

Ainsi : M Ay = = 0. Ainsi A7 et A, sont les racines de X* — 2X + 0 = X(X — 2) donc

11 est aussi clair que le vecteur vo = (1,0,---,0,—1) est propre associé & la valeur propre 0.
Soit X € Mn,1(C) tel que NX = 2X, alors x1 +xn = 2x1, Vk € [2;n—1], x1 +xk +xn = 2xk €t X1 +Xn = 2xn.
On prend par exemple x; = 1 et on trouve x, =1 et Vk € [2;n — 1], xkx = 2. Le vecteur v = (1,2,---,2,1)

est propre associé & la valeur propre 2. Eo(N) = Vect(vo), E2(N) = Vect(v2) : N est diagonalisable.
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5.308 ) Si M € GL,(C) est diagonalisable, il existe P € GL,(C) et D € GL,(C) diagonale telles que M = PDP~!,

on a alors M? = PD?P~! avec D? diagonale donc M? est diagonalisable.
Réciproquement, si M? est diagonalisable avec M € GL,(C) alors M? admet un polynéme annulateur
T

scindé a racines simples (on le prend unitaire) P = [] (X — ax) avec i, -+, ar distincts deux & deux.

;
Ainsi P(M?) = 0 <= [] (M? — axI,) = 0. En notant §, une racine carrée complexe de ay, on a donc
k=1

T T
1T (M — 8¢15) (M + 8xIn) = 0 donc le polynéme Q = [] (X — 6x)(X + 8x) est annulateur de M et scindé &
k=1 k=1

racines simples car 8y # 0 et «; # a5 = 83 # £5; si i #j. On en déduit que M est diagonalisable.

Ainsi, pour M € GL,(C), M est diagonalisable si et seulement si M? ’est.

0
0 0

nement classique) et M? = 0 donc la matrice M? est diagonalisable.

5.309 | Soit A € Sp(f), alors il existe un vecteur non nul x tel que f(x) = Ax. Il vient alors f2(x) = A%x, f3(x) = A3x

Non : soit M = < ), la matrice M n’est pas diagonalisable car M est nilpotente et pas nulle (raison-

et f1(x) = AMx. Comme f* = 2, on a A*x = Ax <= (A* — A%)x = 0 mais comme x # 0, on a donc
A =22 = A € {~1,0,1}. Par conséquent, on a bien Sp(f) C {—1,0,1}.

Comme par hypothese 1 et —1 sont des valeurs propres de f, on a dim(Eq(f)) > 1 et dim(E_1(f)) > 1. Comme
f est un endomorphisme de R3 et que les sous-espaces propres associés & des valeurs propres différentes sont
en somme directe, E_1(f) @ Eq(f) est au moins de dimension 2 et E_1(f) ® E1(f) C E_1(f) ® Eo(f) ® Eq1(f).
On a donc dim(E_1(f) @ Eo(f) D Eq(f)) = dim(E_11(f)) + dim(Eo(f)) + dim(Eq1 (f)) € [2;3].

e Si f est un automorphisme, alors 2 o (f> —id) = 0 implique > = id donc f est une symétrie, X? — 1 est
annulateur de f et scindé a racines simples donc f est diagonalisable.

e Sinon, par l'encadrement précédent, 1T < dim(Eo(f)) < 1 et dim(E_;(f)) = dim(Eo(f)) = dim(E;(f)) =1,
f a trois valeurs propres simples donc f est diagonalisable car E_1(f) @ Eo(f) @ E1(f) = R3. Son polynome
caractéristique est forcément x¢ = (X +1)(X — 0)(X — 1) = X3 — X donc > = f.

Toujours est-il que f est diagonalisable dans les deux cas.

5.310) Si f € E, il est clair que ®(f) € E. Par la linéarité de la dérivation, ® est un endomorphisme de E.

2
M+ (avec o € R) donc le spectre de @ est

2
X
Ax+5

Les solutions de (E) : ®(y) =y’ —xy = Ay sont lesy : x — ae
R et tous les sous-espaces propres Ex(®) sont des droites engendrées par les fonctions fj : x — e
Soit y € E, alors y € Ker(®?) <= ®(y) € Ker(®) <= (3x € R, ¥x € R, y'(x) —xy(x) = oce%).
On résout (F) :y —xy = oceXT2 par variation de la constante et on trouve y : x — (ox + B)e%. Ainsi
Ker(®?) est un plan engendré par les fonctions clairement indépendantes fq : x e% et fa i x> xe%.

5.311 ] A est symétrique réelle donc diagonalisable d’apres le théoreme spectral. —2 est clairement valeur propre
et rang (A +2I3) = 1 donc E_3(A) est le plan d’équation x +y +z = 0 donc une base orthonormée de E_»(A)
est par exemple (vi,v2) avec vi = (L 0 —]—) et vu = (]— -2 ]—) Le vecteur w3 = (1,1,1) est

p p(1>2) 1 \/E))ﬁ 2 \@a \/g)\@ 3 ()a)

normal & ce plan donc forcément vecteur propre d’apres le théoréeme spectral et Aws = ws donc une base

11
orthonormale de vecteurs propres de A est B = (vy,v2,v3) avec vz = (i —= —)
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Soit Xn € M3,1(R) tel que *Xn = (un vn wr), alors on a par hypothése Xn41 = AXy, or A = PD'P avec P
la matrice de passage de la base canonique & la base B et D la matrice diagonale diag(—2,—2,1). Par une
récurrence facile, on a Vn € N, X, = A™Xg et A™ = PD"™'P. Si on pose Y, = 'PXp, on a Y, = D™Y, et
léquivalence (Y )nen converge si et seulement si (Xyn)nen converge. Par conséquent, (Xn)nen converge si
et seulement si les deux premieres composantes de Yy sont nulles (a cause des (—2)™ de D™). Avec la valeur

de P : (Xn)nen converge <= up —wo = up — 2vo + wo = 0 <= up = vo = wo (les suites sont constantes).

5.312) On calcule facilement xpm (X) = (X —1)[(X = 1)? —z].

e Si z =0, alors 1 est la seule valeur propre de M (d’ordre 3), donc M est diagonalisable si et seulement si
E1(M) est de dimension 3 c’est-a-dire si M = I3 ce qui est faux. Dans ce cas, M n’est pas diagonalisable.
e Siz #0, soit § # 0 une de ses racines carrées, alors le spectre de M est {1,1+ 8,1 — 8} et M possede trois

valeurs propres simples donc M est diagonalisable.

0 0 0
eSiz=0,onaM=I3+Navec N= |1 0 0 |. N? est la matrice nulle donc ¥n > 2, N™ = 0. Comme
1.0 0

I3 et N commutent, on a M™ = (I3 + N)™ = I3 + nN.
. i0
o Siz =e'? alors d’apres ce qui précede : Sp(M) = {1,1+ 65,1 — 5} avec § = e7
X
5.313) Soit f : Ry — R continue, alors F : Ry — R définie par F(x) = fo f(t)dt est de classe C' : clest la
primitive de f qui s’annule en 0. Ainsi T(f) est de classe C' (donc continue) sur R% . De plus, par les taux
d’accroissements, lim T(f)(x) = lim F(x) = F(0)
x—0+ x—0+ X
R et T est bien I’endomorphisme espéré car la linéarité provient de celle de I'intégrale.

= F/(0) = £(0) donc T(f) est aussi continue de R, dans

T ne peut pas étre surjectif car 'image de T est incluse dans ’espace des fonctions continues sur R, mais
de classe C! sur R% et il existe des fonctions continues sur R, qui ne sont pas de classe C T sur R%.

Soit f € Ker(T), alors Vx > 0, T(f)(x) = 0 = F(x) = 0. La primitive F de f s’annule sur R* donc sur R, par
continuité en 0. Mais comme F' = f, on en déduit que f = 0. Ainsi T est injective car Ker(T) = {0}.

Soit A € R* et u(f) = Af avec f € E non nulle. Comme vu précédemment, 0 n’est pas valeur propre de
T. En dérivant la relation u(f) = Af ou encore F(x) = Axf(x), on obtient f(x) = Af(x) + Axf'(x) donc f est
solution sur R* de I"équation (E) : Axy’ 4 (A —1)y =0 donc Jx € R, Vx >0, f(x) = ocx¥ et la continuité
de f en 0 impose (pour « # 0) ]%)‘ > 0 donc A €]0;1]. Réciproquement, soit A €]0;1] et fo : R — R

1—

A
définie par Vx >0, falx) =x" 2 et f;\(O) =0siA<1etfi(0)=1. Alors fa est continue sur Ry et, en
_ 1A _1 1[tRF xP
posant = )\ >0, ona Vx>0, T(fa)( f fa(t)dt = x[ ] Bl Afa(x). Il vient donc

T(fn) = Afa (ga marche méme en 0). Ainsi : Sp( ) =|0; 1].
5.314 | u est bien linéaire par linéarité de la dérivée donc u € L(R[X]).

Si A € R est valeur propre de u, alors il existe un polynéme P non nul tel que u(P) = AP. Posons n > 0

le degré de P et a # 0 le coefficient dominant de P, alors P = aX™ + --- donc P/ = naX™ ! + ... et
u(P) = (X — a)P = anX™ + ---. En identifiant les deux polynémes u(P) et AP sur leurs termes en X", on
trouve que an = Ao donc A = n car « # 0.

Réciproquement, A € N est bien valeur propre de u car u((X — a))™) = (X —a)[n(X —a)" '] =n(X —a)™ et
(X—a)™ # 0. De plus, si u(P) = nP, Vx € R, (x—a)P’/(x) —nP(x) = 0 donc P est solution de (x—a)y’+ny =0
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qu’on résout sur Iy =] — oo; af et Iz =]a;+o0] en trouvant y(x) = ax(x — a)™ sur Iy ; mais par unicité du
coefficient dominant, on a a1 = «, = a donc Vx € R, P(x) = a(x — a)™ (méme en x = a par continuité
notamment). Les deux polynémes P et (X — a)™ coincident sur R donc P = o(X — a)™.
Par conséquent le spectre de u est N et Vn € N, E;,(u) = Vect((X — a)™) est une droite.
Soit P € R[X] divisible par sa dérivée, alors par définition il existe Q € RI[X] tel que P = QP’. Si P est
constant, alors P’ = 0 donc P = 0 qui convient. Sinon, en comparant les degrés, comme deg(P’) = deg(P) —1,

on a deg(Q) =1 et on peut donc écrire P = A(X — a)P’ avec A € R* et a € R. En notant n > 1 le degré de

P, en comparant les coefficients dominants dans P = A(X — a)P’ : A = —. Ainsi (X — a)P’ = nP = u(P) avec

1
n
les notations précédentes : P € Vect((X — a)™) et un polynoéme o(X — a)™ est bien divisible par sa dérivée.

Les polynomes divisibles par leur dérivée sont P =0oules P = a(X —a)™ avec x € R*, n € Net a € R.

5.315] Si A est de rang 1 donc non nulle, il existe une colonne non nulle de A, par exemple la premiere qu’on

appelle U. Comme les autres colonnes de A sont proportionnelles a U, il existe des scalaires vy, -+, v, tels

que Yk € [[2;n], Cx =vxU. SiV est la matrice colonne telle que *V = (1vy -+- vy), on a A = UV,
Or *VU € M (R) et Tr (*VU) = Tr (UYV) = Tr (A) donc A? = Utvutv = u(*vu)tv = Tr (A)UtV = Tr (A)A.
Ainsi le polynéme P = X2 — Tr (A)X est annulateur de A.

Si Tr (A) # 0, P est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.

Si Tr (A) =0, A2 = 0 donc 0 est la seule valeur propre possible de A (valable pour toute matrice nilpotente),
si A était diagonalisable, elle serait semblable & la matrice nulle donc serait nulle. Ainsi A n’est pas DZ.
On en déduit que A est diagonalisable si et seulement si sa trace est non nulle.

P est annulateur de A et de degré 2, si n > 2 et si P n’était pas minimal, on aurait Q = X — A annulateur de

A donc A = Al ce qui est faux car rang (A) = 1.
Donc P est le polynéme minimal sin > 2. Sin =1, alors A = (a) et X — a est le polynéme minimal de A.

. X Ak 0 - P(A) 0
5.316 ] Soit P € K[X], comme B* = o Ak ) il vient P(B) = 0 P(A) de sorte que P(B) = 0 <—

P(A) = 0. Or une matrice est diagonalisable si et seulement s’il en existe un polynéme annulateur scindé a

racines simples. On conclut alors que B est diagonalisable si et seulement si A ’est.

5.317] Comme N est triangulaire supérieure, on a xn = (X + 1)*(X — 1) donc Sp(N) = {—1,1}. Ainsi, N est

0 —2x «xz
diagonalisable si et seulement si (N +I13)(N —13) = N? —I3 =0. Or N> —~I3= [0 0 0 | donc N

0 0 0
diagonalisable si et seulement si x = 0. Traitons donc deux cas :

x =0 Alors N est semblable & D = (IZ 0

o 1 >, il existe donc une matrice inversible P € GL3(R) telle que

u
w
et que la condition B% = N soit équivalente & la condition B> = D.

Analyse : si B2 = N, on a B> = D donc B'D = B’> = DB’ donc B’ et D commutent. Qu’on fasse

A =PDP~". On pose B’ =P~ 'BP = < Z) (méme taille de blocs que D) de sorte que B = PB/P~!

un calcul par blocs ou qu’on se souvienne que B’ et D commutent si et seulement si les sous-espaces

propres de D (qui est diagonalisable) sont stables par B’, on trouve que B’ = (l(')l 2) Ainsi,

B=P (g 2) P! avec U € M (R) telle que U? = —1 et 22 = 1.

u o

Synthése : Si on pose B = P<O z) P~1 avec U € Mz(R) telle que U2 = —I, et z2 = 1, alors
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2
B2 =P (% fz) P~ =pPDP~! = A,

En conclusion, les matrices B € M3(R) telle que B> = N avec x = 0 sont exactement les matrices
u o L.

B=P ( 0 z) P~ T avec U € Mz (R) telle que U? = —I, et z2 = 1. On peut préciser ce que valent les

matrices U € Mz (R) telles que U? = —I,, si u est canoniquement associé & U et x € R? non nul, alors

B = (x,u(x)) est clairement une base de R? car, comme xy; = X?> + 1 n’admet pas de racine réelle,

u n’admet pas de valeur propre donc u(x) et x ne sont pas colinéaire. Ainsi, Mat g (u) = (? _01 )

. . . —1
Les matrices U € M2 (R) telles que U2 = —1, sont exactement les matrices semblables & (? 0 )

x # 0 Méthode 1: E_7(N) est une droite car N est non diagonalisable et on a E_1(N) = Vect(e7). Si B? =N,
on a encore BN = B3 = NB donc la droite E_7(N) est stable par B, ainsi Be; = pe; avec f € R. Ainsi,

B2e; = B2e; = Nej = —e; donc B2 = —1 ce qui est impossible.
Méthode 2 : soit A une valeur propre complexe de B, alors il existe un vecteur colonne complexe X
non nul tel que BX = AX donc BZX = A?X = NX donc A? est une valeur propre de N d’ott A> = =+1.

Ainsi, Spc(B) C {1,-1,i,—i}. Comme B est réelle et de taille 3, elle admet une valeur propre réelle
donc +1. Comme B est réelle, si i (resp. —i) est valeur propre de B, alors —i (resp. i) 'est aussi

avec le méme ordre. Si B n’avait que des valeurs propres réelles alors, comme B est trigonalisable
dans M3(C), la matrice B2 aurait comme seule valeur propre 1 ce qui est faux. Tout ceci justifie que
xB=X—)X+)X-=1)=X2>+1)(X =1 ouxg =X—-1)X+1)(X+1)=(X2+1)(X+1). Ainsi,
comme xp est scindé & racines simples dans C[X], B est diagonalisable dans M3( C) et B> = N le serait

aussi dans M3 (C) ce qui est aussi faux d’apres ce qui précede. On peut donc conclure que si x # 0, il

n’existe aucune matrice B € M3(R) telle que B2 = N.

Par conséquent, il existe B € M3(R) telle que B> = N si et seulement si x = 0.

5.318] a. e Si A est inversible, on a BA = A~! (AB)A donc BA et AB sont semblables donc xap = XBA-

e Si A n’est pas inversible, 0 est racine de xa et en notant « = Min{|A| | A € Spr(A), A # 0} > 0, on a pour

tout entier p assez grand (tel que 1. ) Ap = A — lIn € GL,(C). Par le premier cas : XA, B = XBA, -
P p

II reste a passer a la limite en constatant que, clairement lim A, = A, que les applications M > MB et

p—>+oo
M +— BM sont continues car linéaires en dimension finie donc lim A, B = AB et lim BA, = BA, que
p—+o00 p—+o0

le déterminant est une application continue donc, pour A € R fixé et par caractérisation séquentielle de la

continuité : lim det(ApB —Al,) = det(AB —Aln) et lim det(BA, —Aln) = det(BA — Al ). De tout ceci
p——+oo

p—+oo

on déduit que VA € R, xag(A) = xpa(A) donc xap = xBa et ces deux matrices ont mémes valeurs propres.

e o (N A (1L, A (AL 0
Oualors,pour)\eK,slM—(B In>etN_(0 Mn),onaMN—<B AL, — BA et

NM = (Mn?\B AB )\(I) ) donc, comme det(MN) = det(NM) = det(N)det(M), on obtient la relation
n

AMxBaA(A) = A"xaB(A) <= xBa(A) = xaB (7). Ceci étant vrai pour tout A € K* : xaAp = XBA-
b. Soit x € E,, alors fo g(x) = Ax qu’on compose par g : (go f)(g(x)) = Ag(x) donc g(x) € Fp. On vient de
montrer que g(Ex) C Fa. De méme, bien siir, on a aussi f(F») C Ex.

Si A # 0, la restriction f : Fx — Ex de f est injective car si x € Ker(f), on a g o f(x) = Ax par définition
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de F) mais aussi f(x) = 0 donc Ax = Og ce qui donne x = Og car A # 0. Cette injectivité montre que
dim(f(Fp)) = dim(Fa) < dim(Ex). Mais on déduit aussi dim(g(Ex)) = dim(Ex) < dim(Fy) de linjectivité de
g : Ex — Fa qui est la restriction de g & Ex. Au final, et si A # 0, on a bien dim(Ex) = dim(Fx).

c. Sirang (fog) = rang (gof), par la formule du rang, dim(Ker(fog)) = dim(Ker(gof)) = dim(Eo) = dim(Fo).
Comme on vient de voir que Sp(AB) = Sp(BA) = S et que VA € S, dim(Ex) = dim(Fy) (que A soit nul ou pas),

la diagonalisabilité de f o g se traduit par E = @E;\ donc dim(E) = Y dim(Ex) = > dim(Fp). Comme
xeS AES AES

ces sous-espaces propres sont en somme directe, E = @ F) donc g o f est aussi diagonalisable.

AES
d. 1 suffit de prendre X = g (]) =EipetY= (]) g = Eq,1, alors XY = 0 diagonalisable alors que

YX = Eq,2 = X est nilpotente d’indice 2 et non nulle donc non diagonalisable.
5.319) Si A € R*, xg(A\) = AMn =A —ln

I AT et on effectue (par blocs) l'opération C; ¢+ C; + A~"'Cy qui ne
—in n
modifie pas le déterminant : xg(A) =

A=A"DlL—A -1,

0 AL = A"xA (7\ — ]X) Ainsi, les polynomes xp et

X"xA (X — %) coincident en une infinité de valeurs donc xg = X™xa (X — %)

—-

Si A est diagonalisable, xa = [] (X — A)™* avec Sp(A) = {A1, -+, A} de cardinal r et dim(Ex, (A)) = my.

—_

T A — \/A2 +4
(XZ — A X — 1)mk = H (X — Ock>mk (X — Bk)mk ol a = = VR et

1 k=1 2

A +1/AL +4 .
B = —L———. Comme 4/AZ +4 > |A|, on a ac < 0 < By pour tout entier k € [1;7].

2

D’apres ce qui précede, xp

I
~ ~
==

t—Vt24+4 —2 . t+ Vi +4 2
= et B:t— =
2 t+ V1244 2 V2 +4—t
(1_ 1 ):\/t2—|—4—t
V2 +4 2V/t2 +4
2
lim A(t) = 0, lim A(t) = —oo et B/(t) = l<1 + ¥> = VEEIFL o 0 avec les limites
t—+o0 t——00 2 244 24/12 + 4

lim B(t) = 0. Ainsi, les valeurs o1, -, &y, 1, -+, Br sont distinctes deux & deux.
t—+o0 t——o0

Les applications A : t — sont respec-

tivement bijectives de R dans R* et de R dans RY car A'(t) =

1
1 0
2 e

Xq

Soit k € [[1;7], en écrivant X = <X
2

) S Mzn’](R), on a BX = o X <= (AX] + X2 = ax Xy et X7 = ckaZ).
On résout le systéme et on trouve AX; = ((xk — L)Xz = MX; (car (xﬁ —Axo — 1 = 0) ainsi on peut décrire
[od%

le sous-espace propre par Eq, (B) = {(aX,X) | X € Ex, (A)} et X — (X, X) est un isomorphisme de Ej, (A)
dans E4, (B) donc dim(E«, (B)) = mi. On montre de méme que Vk € [1;r], dim(Eg, (B)) = mx.

T T T
Par conséquent : > dim(Eq, (B)) + 3. dim(Ep, (B)) =2 3. my = 2n = dim(R2™) et B est diagonalisable.
k=1 k=1 =

k=1
5.320 | Considérons plusieurs cas :

e Sixa = (X —a)(X —b) est scindé & racines simples alors A est semblable & D = <8 g) et il existe P
inversible telle que A = PDP~'. En notant D’ = P"'BP, AB = BA <= DD’ = D'D et, par calcul direct,
ad 0

D’ commutant avec D est forcément diagonale donc D’ = ) Soit Q le polynome d’interpolation tel

0 b
que Q(a) = a’ et Q(b) = b’. Par construction Q(D) = D’ donc Q(A) = PQ(D)P~! = PD'P~! = B.
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e Sixa=(X— a)z, comme on travaille dans C, on sait que A est trigonalisable donc il existe une matrice
a «
0
I’équivalence AB = BA <= TT’ = T'T. Considérons deux cas :

e Si A est diagonalisable, alors A = al, et A = P(B) out P = a est constant.

e Si A n’est pas diagonalisable, alors a Z 0 et TT' = T'T <= (t —x =z =0) <= T’ = xI; +yJ. Dans

ces conditions, en résolvant ’équation T/ = agl, + a1 T, on trouve a; = % et ag = x — %. En posant

inversible P telle que P~TAP = =T = al; + «f. En notant T/ = P~'BP = (X y), on a

z t

Q = ap + a1X, on a bien Q(T) =T’ donc Q(A) = B.
Si les matrices sont complexes de taille 3, on n’a plus le méme résultat car les matrices A =Eq 1 et B =E>3
commutent et vérifient AB = BA = 0 alors que :

e B ne peut pas étre un polyndme en A puisque A est diagonale et B ne l'est pas.

e A ne peut pas étre un polynéme en B puisque B est nilpotente d’indice 2 et que aplo + a1B # A

pour tout couple (ag,ar) € C2.
Si les matrices sont réelles de taille 2 et vérifient AB = BA alors en les considérant comme des matrices
complexes, il existe P € C[X] tel que A = P(B) ou B = P(A). Si par exemple A = P(B), en écrivant
P = U+ iV avec (U,V) € R[X]?, on a A — U(B) = iV(B) alors que A — U(B) est réelle et iV(B) imaginaire
pure ; ainsi A = U(B) et le résultat persiste donc pour des matrices réelles de taille 2.

5.321) Si f € E, on a clairement x — xf'(x) qui est aussi de classe C* sur R donc D(f) € E et D est clairement
linéaire : D est bien un endomorphisme de E.
Si f € Ker(D), alors Vx € R, xf'(x) = 0 donc, par continuité de f' : Vx € R, f(x) = 0. Comme R est un

intervalle, f est constante. Ainsi Ker(D) = Vect(1) (fonctions constantes) donc 0 € Sp(D).
Si A # 0 est une valeur propre de D et f € Ker(D — Aid ) avec f # 0, alors Vx € R, xf'(x) = Af(x).

On résout cette équation sur R* et sur R* et il existe donc (o, B) € R? tel que Vx > 0, f(x) = ax® et
Vx < 0, f(x) = B(—x)*. De plus f(0) = 0. Comme f est continue en 0 et que (&, ) # (0,0), on a A > 0. De
plus, Vx > 0, f'(x) = aAx? 1 et Vx < 0, (x) = —pA(—x) ', Comme f’ est aussi continue, on a A = 0 (non)
ou A > 1. On continue & dériver et ¥x > 0, f’(x) = aA(A — 1)x 1 et Vx < 0, f/(x) = BA(A — 1)(—x)*!
donc, comme " est continue en 0, on a A(A — 1) = 0 (c’est-a-dire A = 1) ou A — 1 > 0. Par récurrence, en
se servant de la continuité de f(™) en 0, si A ¢ N, on parvient & ¥n € N, A > n ce qui est impossible. On
vient d’établir que Sp(D) C N. Réciproquement, si A = n € N* en posant f, : x — x™, on a f, € E et

Vx € R, D(fn)(x) = xf/ (x) = nx™ = nfy(x) donc n € Sp(D) car f, # 0. Ainsi: Sp(D) = N.

P
5.322 | La relation P(u) = Y. P(Ax)vk est vraie par hypothese pour tous les mondémes X™. Par linéarité, elle est
k=1

d
donc vraie pour tout polynéme P € R[X] qui s’écrit P = > anX™ ; ce qu'on peut vérifier directement (en
n=0

d P P d P
inversant la somme double) P(u) = > anu™ = > an Y. A'vi= > ( > an)\{‘>vi = > P(Ai)vi.
n=0 = i=1

i
1 i=1 *n=0

n=0 i
P
Soit P = J] (X —Ak). On a clairement Vk € [[1;p], P(Ax) = 0 donc P(u) = 0 d’apres ce qui précede. Comme
k=1
P est un polyndome annulateur scindé a racines simples de u, on en déduit que u est diagonalisable.

X = Ak

P
Classique polynoémes de LAGRANGE, il suffit de prendre Ly = [] (}\ \
i — Ak

k=1
K#j

). On a bien vérifié les conditions

p
Lj € Rp—1[X] et Lj(A;) = 815. Orsi kE] axLx = 0, en évaluant ceci en Aj, on trouve aj = 0 ce qui prouve que
la famille (Ly,...,Lp) est libre & p vecteurs dans un espace de dimension p : c’est une base de Rp_1[X].
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P
Comme P = [] (X — Ax) est annulateur de u, on sait d’apres le cours que Sp(u) C {A1,---,Ap}.
=1

Si, pour j € [[l_,p]], on avait Aj ¢ Sp(u), alors le spectre de u serait inclus dans I'ensemble des racines de L;

donc J] (X—A)diviserait L. Mais puisque u est diagonalisable, ] (X —A) est annulateur de u donc
AESP(u) AESP(u)

on aurait Lj(u) = 0. Or, avec ce qui précede , on a Lj(u) = vj # 0 ce qui clot le raisonnement par ’absurde.

Par conséquent : Sp(u) = {A1, -, Ap}.

5.323 ] Par linéarité de la trace, ¢ est bien linéaire et associe bien une matrice de My (K) & une matrice M €

Mn(K) : ¢ est donc bien un endomorphisme de I'espace E = M, (K) de dimension n?.

e SiA=0,¢=idg : c’est réduit !
eSin=1,A=(a) donc $(M) = (1 + a?)M et ¢ est I'homothétie de rapport 14 a? : réduite aussi.
e SiAZ0Oetn > 2 soit 0: Mn(K) —» K définie par 6(M) = Tr (AM). 0 est une forme linéaire et si
(i,j) € [1;n]%, 6(E1,;) = Tr (AEy;) = aj,1 (faire le calcul) donc 0 # 0 car A # 0.
De plus, $(M) = M <= 8(M)A = 0 <= 06(M) = 0 donc E;(¢) est 'hyperplan Ker(6) = E1 ().
Or ¢(A) = (1 + Tr (A?))A. On considere alors deux cas :
e Si Tr (A%) # 0, alors 1+ Tr (A%) € Sp(db) et Sp(dp) = {1,1 + Tr (A%)}. ¢ est diagonalisable et
M (K) = Ker(8) @ Vect(A). On trouve Tr (¢p) =1 x (n2 — 1)+ (1 +Tr (A2) x 1 =n? + Tr (A?).
e Si Tr (A?) = 0, alors A € Ker(8). Soit une base B = (My,---,Mp2_1,My) de M (K) telle que
(M1, -+, Mpn2_7) soit une base de Ker(0) et M, vérifie Tr (AM;,) # 0. Alors la matrice B de ¢ dans la
Ih2ao7 C
0 1
n’est pas diagonalisable car 1 est sa seule valeur propre (diagonale de B) or E1(¢) = Ker(0) # My (K).
Au final, ¢ est diagonalibable si et seulement si (n = 1) ou (A = 0) ou (Tr (A?) #0).

5.324 | On sait que E = @ Ea, (1). Notons uy le projecteur spectral associé : c’est-a-dire la projection sur Ex, (u)

k=1
P

P
parallelement a @ Ex, (w)- Alors, pour un vecteur x € E, posons xx = ui(x) de sorte que x = ) xi. Comme
k=1

base B est triangulaire supérieure, B = < > car $(My) = M +6(Mn)A et que A € Ker(0). ¢

i=1
i£k
xk € Ea, (u), on a u(xk) = Akxk puis, pour tout entier n, on a u™(xi) = Alxy. Par linéarité de u, on a donc

Yne N, u(x) = Z}\“xk ce qui justifie que Yn € N, u™ = 27\
k=1

d d P P d P
Soit P = 3" anX™ € C[X], alors P(w) = 3" anu™ = 3" a n 2 A= 3 ( ) anxg)uk = 3 P
n=0 n=0 n=0 k=1 k=1 *n=0 k=1
P
Pour k € [[1;p], soit Px = [] % (interpolation de LAGRANGE). Alors Vi € [[1;p]] Px(Ai) = 8ik donc, si
i=1 Ak — /M
ik

P
on utilise la relation précédente : P (u) = 3 i xui = uy.

i=1
P
Siles A1, ---,Ap sont distincts deux & deux, posons P = [] (X—Ay), la relation supposée montrer que P(u) = 0
i=1
donc que P est un polynoéme annulateur de u scindé a racines simples : u est donc diagonalisable.
Si les A1,---,Ap ne sont pas distincts deux a deux, on regroupe les u; pour se ramener au cas précédent.

Par exemple si A, = Ap_7 et si ce sont les beulb qui sont égaux, alors on pose vi = ui sii € [I;p — 2] et
Vp =Up_1+up et ona VP e CX], P(u) = ZP(M)\)1

Dans tous les cas, u est bien dlagonahsable

c 0 0
5.325| M est diagonale par blocs avec les blocs A = (a), B = <l(; 11)) et C= 1|1 ¢ 0]. Par conséquent
01 ¢

A
xm = (X —a)(X = b)%(X —¢)?. En écrivant M = | 0 , si on se donne un polynéme P € K[X], on a
0

o W o
O © o
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facilement P(M) = 0 PB) o donc P(M) = 06 <= (P(A) = 07, P(B) =03, P(C) = 03).
0 0 P(C)
Il est clair que P(A) = (P(a)) donc P(A) =0 <= P(a) = 0 <= (X — a)|P.
De plus, en écrivant B = bl + J, comme | est nilpotente d’ordre 2 et I, et ] commutent, BX = b*I, +kb*~']
!
par le binéme de NEWTON donc P(B) = (P(Ob) Z((;)) =P(b)l2 + P'(¢)].
De méme, avec C = cl3 + K avec nilpotente d’indice 3, on a aussi avec la formule du binéme de NEWTON :
 1).k—2
Ck =c®I3 + ke* K+ k(k%)ckz Ainsi P(C) = P(c)I3 + P/(c)K + P”(c)K2.

Ainsi, P(M) = 0 <= (P(a) = P(b) = P/(b) = P(c) = P/(c) = P”’(c) = 0). On considére alors des cas :

eSia=b=c, P(M)= o_<:> (P(a) = P'(a) = P"(a) = 0) <= (X — a)3|P <= P € (X — a)3 K[X].
eSia=b#c, P(M)=0<= (P(a) = P'(a) = P(c) = P'(c) = P(c) = 0) <= (X — a)2(X — c)3|P.
eSia=c#b, P(M)=0<= (P(b) =P'(b) =P(a) = P'(a) = P’(a) = 0) <= (X — a)3(X — b)?|P.
eSib=c#a, P(M)=0<= (P(a) =P(c) =P'(c) = P"(c) =0) <= (X — a)(X — ¢)3|P.

=P

e Si q,b,c sont distincts deux & deux, on obtient enfin P(M) = 0 <= (X — a)(X — b)?(X — ¢)3|P.

5.326 | Deux matrices semblables ont méme polyndéme caractéristique ! On va donc faire une disjonction des cas
selon le type de xa. Notons u ’endomorphisme de C3 canoniquement associé & la matrice A.

Cas1: Sixa = (X —=2A1)(X =2A2)(X —A3) avec A1,Az,A3 distincts deux & deux, alors on sait que A est

Mo 000
semblable & la matrice diagonale D = [ 0 A, 0 | car A est diagonalisable et Sp(A) = {A1,A2,A3}.
0 0 A3

Cas 2: Sixa = (X—2q )Z(X —A2) avec A1, Az distincts, alors on sait que A est diagonalisable si et seulement
si dim(Ey, (A)) = 2. il y a donc & nouveau deux cas.

A0 0
Cas 2.1 : Si dim(Ex, (A)) = 2, la matrice A est semblable & la matrice diagonale D = 0 A; 0
0 0 A

car A est diagonalisable et Sp(A) = {A1,A2} avec Ay valeur propre double et A, valeur propre simple.

Cas 2.2 : Si dim(Ea,(A)) = 1, alors A n’est pas diagonalisable donc (X — A1)(X — A2) n’est pas
annulateur de A. Il existe vi # Op dans Ej, (u) et v3 # Op dans E,,(u) mais il nous manque un
vecteur pour faire une base. Comme (u — A1idg)? o (u—Azidg) =0 et (w—A7idg) o (u—Azidg) # 0,
on a Ej,(u) C Ker((u— Aid£)?) mais Ex, (1) ¢ Ker(uw — Ajidg) = Ea, (u). Ainsi Ker((u — A7id g)?)
est un plan (ga ne peut pas étre ’espace en entier car on aurait alors (u — A7id £)? = 0 et A, ne serait
pas valeur propre de u).

Cas 3 : Sixa = (X —A7)3, posons v = u — Ajid g, alors, par CAYLEY-HAMILTON, v est nilpotent d’indice
inférieur ou égal & 3 (normal car on est en dimension 3). Il y a & nouveau quelques cas.

Cas 3.1: Siv? # 0, classiquement il existe une base B = (v?(x),v(x),x) (en prenant x tel que v?(x) # 0).

0 1 0 A 1 0
Alors Mat g(v) = [ 0 0 1 | donc la matrice de w =v + Ajidg dans B vaut | 0 A7 1
0 0 0 0 0 N

Cas 3.2: Siv? =0etv#0, Im(v) C Ker(v) donc rang (v) = 1. Soit (x2) une base de Im (v), complétée
en une base (x1,x2) de Ker(v) ; Ixz € E, x2 = v(x3) # O donc x3 ¢ Vect(x1,x2), ainsi B = (x1,x2,%3)

0 0 0 Mo 000
est une base de E. Matg(v) =0 0 1| doncMatg(u)=[ 0 Ay 1
0 0 0 0 0 M

Cas 3.3 : Siv =20 alors u = Ajid ¢ et la matrice de u dans toute base est A;13.

Toutes les matrices de M3( C) sont donc semblables & une et & une seule des matrices triangulaires supérieures
(on savait déja que toute matrice complexe est trigonalisable) suivantes :
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0 Az 0 | avecAi,Az, A3 distincts deux a deux ; 0 Ay 0 | avec A, A distincts ; 0 A1 0
0 0 A3 0 0 A2 0 0 A2
A 1 0 A 0 0 A 0 0
avec A1,y distincts ; 0 A 1 ; 0 A 1 et | 0 A7y 0 | avec A7 € C.
0 0 M 0 0 M 0 0 M

5.327 ] 1l est d’abord clair que E est bien un sous-espace vectoriel de M, (R).

Si A est diagonalisable, il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que A = PDP~'.
Soit M € My (R) et N = P"'MP, alors M € E <= AMA = 0 <= PDP'PNP~'PDP~! =0 <= DND =0
donc, en notant F = {N € M;,(R) | DND =0}, on a M € E <= N € F. Ceci signifie que ¢ : E — F définie
par @(M) = P"'MP est un isomorphisme d’espaces vectoriels ; on en déduit que dim(E) = dim(F).

Si r = rang (A), on choisit D = diag(A,---,Ar,0,-+-,0) Ol Aq,--+, A sont les valeurs propres non nulles

A O) o A = diag(A1,- -+, A).

0 0
N1 N2 ANTA 0
0 0

Ns N4>’ il vient DND = (
donc, comme A est inversible, DND = 0 <= N; = 0. Ainsi, F est le sous-espace des matrices écrites par
0 N
N3 Ng
base la famille des matrices élémentaires Eq ; ot (i,j) € [1;n]*\ [1;7]%. On a donc dim(E) = n? —rang (A)?.
Soit f canoniquement associé & A et g canoniquement associé & M pour M € M, (R).

Alors AMA = 0 <= fogof = 0 <= Im (gof) C Ker(f) <= Im (

(répétées avec leur ordre de multiplicité) de A. Par blocs, D = (

Si N est aussi décomposée avec des blocs de méme taille N = (

blocs sous la forme N = < > ot la matrice nulle est dans M, (R). dim(F) = n? —r? car il admet pour

) C Ker(f). Soit F un supplémentaire

d

Im ()

de Im (f) dans R™ et B une base adaptée & la décomposition R™ =Im (f) BF : B = (vi, -+, VryVrgly **yVn)

ou (vy,--+,vy) est une base de Im (f) et (vy41-+,vn) une base de F.

Alors fogof =0 <= Im (g‘ ) C Ker(f) <= N = Mat g(g) = 0 N2 gy posant E’ lespace
Im (1) N3 Ny

des matrices écrites par blocs sous la forme précédente, 'application ¢ : E — E’ définie par ¢(M) = N

(changement de base) crée donc un isomorphisme et, comme avant, dim(E’) = n? — 2.

5.328] Si P € R, [X], alors deg((X — a)P/(X)) < n donc f(P) € Ry[X] et la linéarité de f provient de celle de la
dérivation : f € L(Rp[X]). Sik € [2;n], f(X*) = (X — a)kX*T + X* — a® = (k + 1)X¥ — kaX*~! — a®XO et
2

0 —2a —a —am
0 2 —2a 0 0
. 3 —3a
f(1) =0 et f(X) = 2X — 2a. Ainsi M = Mat¢__ (f) =
0
: . m  -na
0o ... 0 n+1

Comme M est triangulaire supérieure, ses valeurs propres se voient sur sa diagonale donc rang (M) = n,
Sp(f) = {0,2,3,---,n} donc f est diagonalisable puisqu’elle posséde n + 1 valeurs propres distinctes.
D’apres le théoréme du rang : dim(Ker(f)) =1 et il est clair que Ker(f) = Vect(1).

Soit k € [[1;n], alors f((X — a)¥) = k(X — a)'**~1 4+ (X — a)* = P(a) = (k+1)(X — a)¥. Ainsi, comme on sait
déja que les sous-espaces propres sont des droites : Ex11(f) = Vect((X — a)¥).

Puisque ((X — a)®-++, (X — a)™) est une base de Ry [X], on sait Im (f) est engendré par son image donc
Im(f) = Vect(f(1),f(X — a),---,f((X — &)™) = Vect(2(X — a), -+, (n + 1)(X — a)™) d’ou linclusion
Im(f) € {P € Ru[X] | P(a) = 0} = F. Réciproquement, si P € F, (X — a)|P donc P est combinaison
linéaire des (X — a), -+, (X — a)™ d’out P € Im (f). Par conséquent : Im (f) =F = {P € R, [X] | P(a) = 0}.
On pouvait aussi dire que F = Ker(@) ot ¢ : P +— P(a) est une forme linéaire non nulle donc F = Ker(g) est
une hyperplan de R,,[X] et on conclut encore Im (f) = F par inclusion et égalité des dimensions.

5.329 |rang (A) = 2 car la premiére colonne (noté C;) et la derniére colonne (notée C;,) de A ne sont pas colinéaires

et que toutes les autres sont nulles. Aprés calculs, A2 = Mat (Cy,,0,---,0,Cy) donc rang (A?) = 2. Mais on
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sait que Im (A?) C Im (A), Iégalité de leur dimension montre que Im (A) = Im (A?).

Méthode 1 : preuve classique : soit X € R™, alors AX € Im (A) donc AX € Im (A?) et il existe Y € R™ tel
que AX = A2Y d’olt A(X — AY) = 0. Ainsi X — AY € Ker(A) et X = X — AY + AY € Ker(A) + Im (A). On en
conclut que Im (A) + Ker(A) = R™. On conclut alors avec la formule du rang que E = Im (A) @ Ker(A).
Méthode 2 : plus spécifiquement ici : par la formule du rang, dim(Ker(A)) = n —2 et observer A nous donne
(E2,- -+, En—1) comme base de Ker(A) (out (Eq1,---,En) est la base canonique de R™). De plus, (Cq,Cr) est
une base de Im (A). On montre facilement que la B = (Ez,---,En—1,Cy,Cyp) est libre donc que c’est une
base de R™ (car elle comporte n vecteurs). Ceci montre que R™ = Ker(A) @ Im (A).

Notons u l’endomorphisme canoniquement associé & la matrice A. On vient de voir que Im (1) est un
supplémentaire de Ker(u) donec, d’aprés le théoréeme du rang, w induit un isomorphisme (en fait ici un

automorphisme @ : Im (u) — Im (u)) entre Im (u) et Im (u).
Méthode 1 : comme on sait que Ker(A) et Im (A) sont supplémentaires et qu’on connait leurs dimensions,

on prend une base B; de R™ composée de n — 2 vecteurs de Ker(A) et une base By = (Vi,V2) de Im (A),

de prendre la matrice de passage P entre la base canonique et cette nouvelle base B’ = By LI B; et on a
0

0 B
inversible car 1 l'est (ou alors rang (A) = rang (B) = 2 donc B est inversible).

A = PA'’P~! avec A’ = par formule de changement de base avec B = Mat 5, (1t). Ainsi B est

On sait que Tr (A) = Tr (A’) = Tr (B) = 0 et que, comme AZ et A’? sont semblables et que (A)? = <g BO2 >,

Tr (A?) = Tr (A’?) = Tr (B%) = 2 donc les deux valeurs propres (éventuellement complexes) A1 et A, de B
vérifient Ay + A2 = 0 et A¥ + A3 = 2 donc Ay = —A; = 1 par exemple. Ainsi, xg = (X — 1)(X + 1) puis, par
calcul de déterminant par blocs, xa = X" ?xg = X" 2(X —1)(X+1) est scindé sur R et A est diagonalisable
car Sp(A) = {—1,0,1} et que les ordres de multiplicité algébrique et géométrique des trois valeurs propres
de u sont égaux.
- \0 B

est inversible. Comme xg = X?> —1 = (X —1)(X + 1), B est diagonalisable (deux valeurs propres distinctes)
avec Sp(B) = {—1,1} C Sp(A) car xa = X" "2xg = X" 2(X = 1)(X+1). Oril vient A(C; +Cp) = C;+Cy et

, 1 . .
Méthode 2 : AC1 = Cy et AC = Cy donc A’ = Mat ¢ (u) = (O 0) avec B = (? 0) et il est clair que B

A(C; —Cn)=Cn—Cy; =—(Cy —Cy) donc si on pose B” = (Ez,-+,En_2,C1 + Cy, C1 — Cy) (autre base de
R™), on a D = Mat g~ (u) = diag(0,---,0,1,—1) et si on pose P” la matrice de passage de la base canonique

a la base B”, on a A = P"D(P")~".

5.330 | En développant par rapport & la derniére colonne : xo = (X +1)(X —1)(X — 3) donc Sp(A) = {1,3,—1} et
A est diagonalisable car xa est scindé a racines simples et tous les sous-espaces propres sont des droites.
1 1
On constate que A | 0 | = | 0 | donc Ej(A) = Vect(vy) avec vi = (1,0,1).
1 1
2 2
On calculeet A| 2 | =3 2 | donc E_3(A) = Vect(vy) avec v = (2,2, —1).
—1 —1

donc E_1(A) = Vect(v3) avec vz = (0,0,1) = e3.

— O O

0
Il est clair que A | 0
1
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1 0 0 1 2 0
AinsiA=PDP avecD=[0 3 0 |etP=|0 2 0
0 0 -1 1T =1 1
my1 3my2 —mi3 mi mi 2 mi3
En effectuant le calcul matriciel : MD = DM <= | mz1 3mp2 —mp3 | = | 3mz1 3mz2 3m23
m31 3m32 —m33 —m31 —M32 —M33

donc MD = DM <— mi2=my3=m27] =my3=m37]=m32=0<= M est diagonale.

En posant N =P 'MP, M + M + 13 = A <= PN’P~! + PNP~! 4+ PP~ = PDP~! «= N’ + N + I3 = D.
Si N7 + N +1I3 = D, alors ND = N + N? + N = DN donc N est diagonale. En écrivant N = diag(a,b,c),
léquation N” +N+1I3 =D seraméneaa’ +a+1=1,b"+b+1=3, ¢’+c+1=—1. Comme I'application
x > x” + x est strictement croissante sur R et tend vers 0o en +00, on a donc un unique triplet (a,b,c)

solution dans R3. On trouve facilement a =0, b=1et ¢ = —1.
1 -1 0
Comme e; = vy —v3, e2 = v2 —2vy +3vs et e3=v3,onaP ! = 0 1/2 0 |. L’unique matrice réelle
2 -1 3/2 1
0 1 0
solution de cette équation est M = P diag(0,1,—1)P~ ' = [ 0 1 0
1T -2 -1

5.331) On calcule et on trouve xa, = (X = 1)(X+1)(X —n) + 3(n — 2).

eSin=23xa, = (X=1)(X+1)(X=3)+3=x3-3X2—X+6=(X—2)(X? —X—3). Comme le discriminant
de X? =X —3 vaut A = 13 > 0, la matrice A3 a trois valeurs propres réelles distinctes donc est diagonalisable.
Par exemple E2(A3) = Vect(1,0,1).

e Sin=2xa, = (X—=1)(X+1)(X —2) et, & nouveau, A, est diagonalisable avec E1(A2) = Vect(1,—1,0),
E_1(A2) = Vect(0,1,0) et E2(Az) = Vect(1,0, 1)

eSin=1,xa, = X=-"1)X+1)(X—-1) -

n’est méme pas scindé dans R.

= (X —2)(X* + X+ 1) et A, n’est pas diagonalisable car xa,

5.332 ] La linéarité de f provient de celle de I'intégrale. Si P € R, [X] est non nul et Q est une primitive de P alors

deg(Q) =1 et f(P)(x) = Q(x +1) — Q(x). Les termes de plus haut degré de Q s’éliminent quand on calcule
Q(x+1) — Q(x) donc deg(f(P)) < deg(Q) — 1 = deg(P). Ainsi f est bien un endomorphisme de R, [X].

41 K1 k41 K—1 .
Soit k € [orm]. £(x¥)(x) = [ trar = OF ”k T =¥ X @ ce qui donne au niveau formel
J:

f(X*) = X* + 3 a;,xX). Ainsi, la matrice de f dans la base canonique B = (1,X,...,X™) est triangulaire

supérieure avec des 1 sur la diagonale. Comme la trace (et le déterminant) ne dépend pas de la base choisie :
Tr (f) =n+1, det(f) = 1, Sp(f) = {1}. On peut ajouter que f n’est pas diagonalisable (& part si n = 0 bien
stir ol f = id g,[x]) car f n’a que 1 comme valeur propre et f # id g avec E = Ry [X] car f(X) = X + % # X.

5.333 | a. Soit M € GL(C) telle que M? soit diagonalisable. Posons Sp(M?) = {A1,---,An}, d’aprés le cours, le

n n n
polynéme P =[] (X—A) = [[ (X— o) vérifie P(M?) =0 = [[ (M? —oiIi) = [] (M —8iIi)(M +8:1)
AESP(M?2) i=1 i=1 i=1

donc Q(M) = 0 avec Q = H (X — 8%)(X + 8x) ou, pour k € [1;n], 8k est une racine carrée de .. Alors Q

est scindé a racines snnples et annulateur de M donc M est diagonalisable.
0 B!
AT 0

0 B!

b. En posant N/ = < A-1 0

), NN’ = N’N = I, donc N est inversible et on a N~! = (

, (AB 0 . 2y _ (P(AB) 0
c. On calcule N (0 BA>.81P€ C[X],onaparblocsP(N)< 0 P(AB) )

d. Si N est diagonalisable alors on peut écrire N = UDU~! avec U € GL,,(C) et D diagonale donc il

vient N2 = UD2U~" et N? est aussi diagonalisable. Alors il existe un polynome annulateur scindé & racines
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P(AB) 0
0  P(BA

e. Réciproquement, si AB est diagonalisable, il existe une matrice U € GL,(C) et une matrice diagonale D

telles que AB = UDU™! donc BA = B(AB)B~! = (BU)D(BU)~' donc BA est aussi DZ car BU € GL,(C).

u o D 0
0 BU 0 D

simples P tel que P(N?) =0 = < )> donc P(AB) = 0 ce qui montre que AB est diagonalisable.

En posant V = < ), onaV e Gly,(C)et VIIN?2V = < > donc N2 est DZ et comme N est

inversible, on sait d’apres ce qui précede que N est aussi diagonalisable.
On a montré ’équivalence : N est diagonalisable si et seulement si AB l’est.

5.334 | Les colonnes paires sont égales et non proportionnelles aux colonnes impaires. Ainsi : rang (An,) = 2.

Soit A € K, alors xto (M) = det(Al, — 'A) = det(Al, — A) = xa (A) puisque le déterminant d’une matrice est
égal a celui de sa transposée. Ainsi, comme ceci est vrai our tout A € K : xa = xta-
Puisque rang (An) = 2, si n > 2, 0 est valeur propre de A,, et dim(Ker(A,)) = dim(Eo(An)) =n —2. La

somme de toutes les lignes de A,, vaut la ligne wﬂ 1---11) donc w est valeur propre de A,
(donc aussi de la matrice Ay) associé au vecteur propre (1 1---11).
D’ailleurs, par calcul, le vecteur (1 1---1 1) est aussi propre associé & la valeur propre w pour A,.

T+(n—1)
2
vaut la trace, la derniere valeur propre cherchée est f% associée clairement au vecteur propre (10 1---10).

2
Tr (An) =2(143+---+(n=3)+(n—1)) =2x % X = n7 Comme la somme des valeur propres

Au final, Sp(An) = Ao, f%, w}, Eo(An) est de dimension n — 2 avec pour base la famille
((er — e2it1, (€2 — €21 )2<kn/2; E-my2(An) = Vect((1 0 1-+-10)) et Enny1y/2(An) = Veet((111---11)).
5.335 | Soit D = diag(d1,,- -, dn) € Mn(K) dont tous les coefficients sont distincts et A = (aij)1<ijen € Mn(K)

qui commute avec D. Alors AD = DA <= (ai,jdj)1<i,j<n = (ai,jdi)1<i,j<n donc, pour (i,j) € [1;n]?, on a
aijdj = aijdi ce qui impose ajj = 0sii# j car di # d;. Ainsi, une telle matrice A est forcément diagonale.

On diagonalise facilement B = ; ? puisque xp = X2 —2X —3 = (X+1)(X —3) donc Sp(B) = {—1,3}. De

1\ [ L A 1 W (-1 0 (1
plus,B(]>——<]>etB<1>—3<]).A1n51B—PDP avecD—(O 3>etP—(] ]>.

Soit X € M2(R) et A =P~TXP. Alors X2 — 2X = B <= (PAP~1)2 —2PAP~! = PDP~! <= A2 —2A =D.
e Si X vérifie X?> — 2X = B, alors AD = A(A? — 2A) = A3 — 2A% = (A2 — 2A)A = DA donc, d’aprés ce

qui précede : A = g g) est elle-méme diagonale et on a a? —2a = —1 et b2 —2b = 3 donc a = 1 et

- 1 0 1 0
be{-1,3}. A1ns1A:A1:(O 1)OUA:A2=(O 3>.
o Réciproquement, si A vaut 1'une de ces deux matrices, en remontant les calculs : X = PAP~! vérifient

X2 — 2X = B. On calcule facilement P~ = % (} 71] >

Par conséquent, les deux seules solutions de cette équation sont X = (_O] _01 > et Xo = (f ;)

5.336) e Si A € M, (R) et si A2 = —1,,, alors det(A?) = det(A)? = det(—I,) = (—=1)™ > 0 donc n est pair.

¢ Si B € My (R) vérifie B2 —B+1, = 0, alors X2 —X+1 = (X+j)(X+j?) est annulateur de B et scindé & racines
simples donc B est diagonalisable dans M, (C). Mais comme B est réelle, les dimensions des sous-espaces
propres associés & —j et & —j2 sont les mémes donc B est semblable dans M, (C) & une matrice diagonale
contenant autant de —j et de —j? sur la diagonale donc une matrice de taille paire : on a & nouveau n pair.

2 2 n
On pouvait aussi écrire ( = %“) = _Zln donc det( - 17“) = (—1)“(%) > 0 d’ott n pair.
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e Si C € My (R) vérifie C3 + C% + C = 0, alors X(X —j)(X —j?) annule C donc C = PDP~! avec P € GL,(C)
et D diagonale avec mo(C) fois 0, m;j(C) fois j et mj(C) = m;2(C) fois j% sur la diagonale. Ainsi, comme
rang (C) = m;(C) + m;2(C) = 2m;(C), on a bien rang (C) pair. On a méme, par indépendance de la trace
_rang (C)

par rapport & la base choisie, Tr (C) = 0mo(C) + jm;(C) +j?m;2(C) = %(j +ij2) = >

2

Apres caleuls, on a xa = (X4 a)(X+b)(X —a —b). Il y a donc quelques cas :
e Si card {—a,—b,a+ b} =3, ce qui correspond & a # b, a # —2b et b # —2a, alors xa est scindé a racines
simples et A est diagonalisable.
e Si card{—a,—b,a+ b} =2, on a & nouveau plusieurs cas :
e a#0etb=a,alors Sp(A) = {—a,2a} (avec —a racine double de xa) et A est diagonalisable car
(A + al3)(A — 2al3) = 0 par un calcul direct (si A est réelle elle est diagonalisable car symétrique).
ea#0etb= —2a,alors Sp(A) = {—a,2a} (avec —a racine double de x o) et A n’est pas diagonalisable

-3 3 0
car (A +al3)(A —2al3)=a? [ -3 3 0| #o0.
-3 3 0
e a#0eta= —2b,alors Sp(A) = {—b,2b} (avec —b racine double de x4 ) et A n’est pas diagonalisable
0 3 -3
car (A +bI3)(A —2bl3)=b% |0 3 -3 | #0.
0 3 -3
e Sicard{—a,—b,a+ b} =1,alors a=b =0 et A =0 donc elle est diagonalisable.
En conclusion, A est diagonalisable dans tous les cas sauf si a # 0 et (a = —2b ou b = —2a).
Comme J? = nJ, X(X —n) est annulateur de ] qui est donc diagonalisable. Ker(J) = Eq(J) est 'hyperplan
d’équation xq + - -+ +xn = 0 et E,(J) est donc une droite, celle-ci est engendrée par le vecteur v = (1,...,1).

Ainsi, le spectre de J est {0,n} avec n simple et 0 de multiplicité n — 1 : xj = X"~ (X —n).

Si M est triangulaire et n’a que des 0 sur sa diagonale, alors xp = X™ et Sp(M) = {0} donc $(M) = 0.

On décompose ] = I, + MT + M~ olt M™T est triangulaire supérieure, n’a que des 0 sur sa diagonale et des
1 au dessus, et M~ est triangulaire inférieure, n’a que des 0 sur sa diagonale et des 1 partout en dessous.
Alors, par linéarité de ¢, il vient ¢(J) = ¢(I,) + d(MT) + d(M™) =140+ 0=1 car Sp(In) = {1}

On considere alors deux cas :

e sin =1, on peut prendre $(M) = m si M = (m) et ¢ est linéaire et vérifie VA € My (R), $p(A) € Sp(A).
esin>2 ¢(J)=1et1¢Sp(J) ={0,n} et une telle application ¢ n’existe pas.

5.339 | Comme (X—1)(X—2) est annulateur de f, on sait que Sp(f) C {1,2}. Comme on travaille dans C, Sp(f) # 0,

on a donc trois cas a considérer :

e si Sp(f) = {1} et si f est diagonalisable, alors f = id ¢ (car il existe une base de vecteurs propres associés a

la valeur propre 1), mais on aurait alors f —idg = 0 donc (f —idg)? o (f — 2idg) = 0. OUPS !

e si Sp(f) = {2} et si f est diagonalisable, alors f = 2id ¢ (car il existe une base de vecteurs propres associés

4 la valeur propre 2), mais on aurait alors f — 2id g = 0 donc (f —id¢)? o (f — 2id¢) = 0. RE-OUPS !

e si Sp(f) = {1,2} et si f est diagonalisable, on sait qu’alors [ (X —2A) = (X —1)(X —2) est annulateur
AESP(f)

de f donc (f —idg) o (f — 2id g) = 0 mais on aurait alors encore (f —idg)? o (f —2idg) = 0. RE-RE-OUPS !

Dans tous les cas, on obtient une contradiction : f n’est pas diagonalisable !

L’application ¢ : My (C) — My (C) par (M) = AM —MB est visiblement linéaire, ¢’est un endomorphisme
en dimension finie, on sait donc que ¢ est un automorphisme si et seulement si elle est injective.
a. Supposons que A et B n’ont aucune valeur propre commune. On cherche a montrer que ¢ est injective.
Soit M € Ker(¢), on a donc AM = MB = A*M = A(AM) = A(MB) = (AM)B = (MB)B = MB?2. Soit
k > 2 tel que AKM = MBX, alors A*¥t'M = A(A*M) = A(MB*) = (AM)B* = (MB)B* = MB**! et, par

principe de récurrence, on peut conclure que Vk € N, AKM = MB¥ (clair pour k = 0).
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m m m m m

SiP= Y pXke CX], P(A)M = ( > pkAk)M = > pkAKM = 3 pMBk = M( > pkBk) = MP(B).
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Si on prend P = xa, d’aprés CAYLEY-HAMILTON, on obtient Mxa (B) = 0 Or xa est scindé dans C et

N
ses racines sont les valeurs propres de A d’ott xa = [] (X — A)™% ™) avec Sp(A) = {A1,---,A+} donc
k=1
.

xAa(B) = [] (B — )\kIn)mAk(A). Comme les A ne sont pas des valeurs propres de B, les matrices B — Al
k=1

sont inversibles (en effet B — AL, ¢ GL,,(C) <= A € Sp(B)) donc xa(B) l'est aussi (les matrices inversibles

sont stables par multiplication car GL,,(C) est un groupe). Comme Myxa (B) = 0 et xa (B) est inversible, on

en déduit que M = 0 donc que @ est injective. Ainsi, il existe une unique M € M, ( C) telle que AM—MB = C.

b. Réciproquement, Si A et B possédent une valeur propre commune A, comme xgp = Xtg, il existe U et

V non nuls dans My 1(C) tels que AU = AU et *BV = AV. En posant M = U'V # 0 (le vérifier), on a

AM = AU'V =AM et MB = U'VB = U'(*BV) = AM donc M € Ker(¢) donc ¢ ¢ GL(M,(C)) :

- soit C ¢ Im (¢) et AM — MB = C n’admet aucune solution dans My (C).

-s0it C = @(Mop) € Im (@) et AM —MB = C admet une infinité de solutions dans M ( C), tout Mo+ Ker(¢@).

Au final, (VC € Mu(C), 3IM € M (C), AM — MB = C) <= ¢ € GL(Mn(C)) <= Sp(A) N'Sp(B) = {0}.
La linéarité de f provient de la linéarité de la dérivation polynomiale.

Sin =0, la fonction f est nulle sur Ro[X] donc linéaire.
Sin>1letsiP=a X"+ Q€ Ry[X] avec Q € Ry_1[X], alors f(P) = f(Q) + nan X! — nay (X% — 1)x*!
donc f(P) = f(Q)+nan X" et deg(f(Q)) < Max(deg(nXQ, (X2 —1)Q’) < deg(Q)+1 = n donc f(P) € R, [X].

Dans tous les cas, f est bien un endomorphisme de Ry, [X].

L’équation s’écrit aussi (x2 — 1)y’ + (A — =0or A-nX _ _a b avec @ = —TA gt

d (5 = Dy"+ (A = mx)y XT_1  X—1 " xgq Ve 2

b= 7717“ qu’on obtient par exemple par identification. Comme une primitive de x > —& ] + :)_ ] est
X — X

x = aln(l —x) +bin(1 4 x) sur ] — 1; 1], les solutions de (En) : nxy — (x? — 1)y’ = Ay sur | — 1;1] sont les
yix = A1 —=x)7%(1 +x)7% = A(1 — x)(N/2(1 4 x) (A2 Ces fonctions sont polynomiales si —a et —b
sont des entiers naturels ce qui impose A = n — 2k avec k € [0;n].

Ainsi, les polynomes Py = (1 — X)*(1 4+ X)™™* pour k € [[0;n] sont des vecteurs propres de f qui vérifient
f(Px) = (n — 2k)Px. Comme ils sont associés a des valeurs propres distinctes, la famille B = (Pg,- -+, Py, ) est

libre donc c’est une base de R, [X] car elle est composée de n 4 1 vecteurs. f est donc diagonalisable et son

spectre est —m,—m 4 2,---,n — 2, n.

Ainsi, la matrice de f dans B est D = diag(—m,—n +2,---,n — 2,n) donc Tr (f) = 0 (somme des valeurs
n +1 1\ 2

propres) et det(f) = [] (n—2k) = 0 si n est pair et det(f) = (—l)nz (1.3.---n)? = (=1)PH! ((Zzp;'])) si
= p!

n =2p + 1 est impair (produit des valeurs propres). De plus, le rang de f est le nombre de valeurs propres

non nulles : rang (f) = n + 1 si n impair et rang (f) = n si n pair.

5.342 Si on note X la matrice colonne telle que *X = (x7 -+ -xn ), on a M = X*X.

Si X =0, M =0 et... qu’en dire ?

Si X # 0, le rang de M vaut 1 donc 0 est valeur propre de M (si n > 2) et la dimension de Eg(M) vaut n — 1.
Or MX = X'X = ||X||?X donc A = ||X||? est valeur propre de M et dim(Ex(M)) > 1. Comme A # 0, Eo(M)
et Ex(M) sont en somme directe donc dim(Ex(M)) = 1. Comme R™ = Eo(M) @ Ex(M), Sp(M) = {0, |X||*}.
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5.343 | D’apres le cours, si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie et A une valeur propre

de u, lordre de multiplicité de A dans x,, est supérieur & la dimension du sous-espace propre Ej (1t).

Avec ces notations x,, est le polynéme défini par la relation x,, (A) = det(u — Aid g). D’apres le théoreme de

CAYLEY-HAMILTON, Xy, est un polynéme annulateur de u : x,, () = 0.

Si x..(0) # 0, alors 0 n’est pas valeur propre de u donc u est inversible, ainsi u est un automorphisme de E,
u? ’est donc aussi par composition et on a Ker(u) = Ker(u?) = {0}.

Si x.(0) = 0, alors 0 est racine simple de x;, donc Eg(u) = Ker(u) est une droite, comme chi,, = ajX+---+X™
avec aj # 0, par CAYLEY-HAMILTON, on a aju+ --- +u™ = 0. Si x € Ker(u?), alors par une récurrence
simple : Vk > 2, u?k(x) = Og donc en appliquant (R) en x, il ne reste que aju(x) = Og donc u(x) = 0g. On
vient de prouver que Ker(u?) C Ker(u). Comme ’autre inclusion est toujours vraie, on a Ker(u) = Ker(u?).

5.344 | Comme x est scindé & racines simples, en notant Aq,---, A, les valeurs propres distinctes de A (et donc

de B), comme xa est annulateur de A, la matrice A est diagonalisable et il existe une matrice inversible
P € GL,(K) (resp. Q € GL,(K) telle que A = PDP~! (resp. B = QDQ™") en posant D = diag(A1,---,An).
Ainsi, A = PQ™'BQP~! et il suffit alors de poser U = PQ~" € GL,,(K) (car GL(K) est un groupe multipli-
catif) pour avoir A = UBU™' : A et B sont semblables.

Soit A = (0 !

0 0) et B=0, xa = xB = X*. A et B ne sont pas semblables car elles n’ont pas le méme rang.

a. Si A est une valeur propre de v o, il existe un vecteur x # Og tel que v o u(x) = Ax, on applique u et
on a (wov)(u(x)) = Au(x) avec u(x) # Og (car si on avait u(x) = Og, on aurait aussi v o u(x) = Og ce qui est
exclu car A # 0 et x # Op) donc A est aussi valeur propre de uwov. Ainsi, Sp(uov) N K* = Sp(vou) N K*.
b. Si 0 € Sp(uov) et E de dimension finie, wov n’est pas inversible donc, puisqu’on est en dimension finie,
ceci impose det(uov) =0 or det(vou) = det(v)det(u) = det(u)det(v) = det(uwov) = 0 donc v ou n’est pas
non plus inversible ce qui se traduit par le fait que 0 est aussi valeur propre de v o u.
c. Pour tout P € R[X], la primitive de P’ s’annulant en 0 étant P — P(0), on a wov(P) = P — P(0) alors
que vou(P) = P. Ainsi vou = idg, Ker(vou) = {0} et 0 n’est pas valeur propre de vou. Comme on a
Ker(uwov) = Ry[X], 0 est valeur propre de uov avec par exemple wov(1) = 0.1.
Ainsi, 0 € Sp(uov) et 0 € Sp(vou) ne sont plus équivalents et on n’a pas forcément Sp(wov) = Sp(vou) en

dimension infinie alors qu’on a vu en question b. qu’on a toujours Sp(uov) = Sp(vou) en dimension finie.

5.346 | Par définition, on a A = X'Y avec 'X = (1 --- n) et 'Y = (1 ]E e l) donc A et de rang 1 car elle est non
n

nulle et toutes les colonnes sont proportionnelles. Sin > 2, comme dim(Ker(A)) =n—1 > 0 par le théoreme

du rang, 0 est valeur propre de A (ou de u canoniquement associé & A) et Ker(A) est I’hyperplan H d’équation
n

H: > 5 = 0. Comme dim(Eo(u)) =n —1, on a mo(u) > n — 1 donc X™~! divise xa = xu.. Ainsi, on
ji=1)

sait d’aprés le cours que xo = (—1)"X" (X — Tr (A)) = (—=1)™X"*~ (X —n). La valeur n est donc valeur

propre simple donc A est diagonalisable car dim(Eo(u)) + dim(En(u)) =n—14+1=mn ol E,(u) = Vect(vy)

ouvy =(12--- n) par calcul.

Les vecteurs vy, - - -, vy ot vj = —ej +je; forment une base (c’est clair) de Ker(A). Ainsi, B = (v1,---,vn) est
une base de vecteurs propres de A et si P =Mat s, (B) et D = diag(n,0,---,0) = nky 7, alors par formule
de changement de base, on a A = PDP~!.

Comme A est diagonalisable, on a vu dans le cours que VM € My (R), M commute avec A si et seulement
si Ker(A) et Im (A) sont stables par M. On en déduit que le commutant de A est de dimension (n — 1)% + 1
(remarque du cours).

178



5.347]Si A € M3(R) vérifie Tr A = 0 et A2+*A = I3, alors 'tA = [3—AZ donc A = *(*A) = (13— A%) = I3 —(*A)?

donc A = I3 — (I3 —A?)? donc A? —2A2 + A = 0 apres calculs. Ainsi, P = X* —2X2 4+ X = X(X = 1)(X? +X—1)
annule A. Or les valeurs propres complexes de A font partie des racines d’un polyndome annulateur (c’est du

cours) donc Sp(A) C {0,1,e, B} ot & = _]%6 et p = _]%\/5 Comme P est scindé a racines simples,

A est diagonalisable donc semblable & une matrice diagonale D ayant sur sa diagonale des termes pris dans
Sp(A). Or les seules fagons de trouver 0 en effectuant la somme de trois termes pris dans {0, 1, «, B} sont
0=0+0+00u0=1+a+p. Ainsi, A =0 (car semblable & D = 0) ou (X —1)(X — a)(X — ) = X3 —2X +1
annule A. Or A = 0 n’est pas solution de AZ + A = I3. De plus, si A3 —2A + I3 = 0, comme on a aussi
AZ 4+ A =13, 0n aalors A3 = A — A'A =13 — 2A donc A = I3 — A*A qui est donc symétrique. Cela donne
donc A2 + A — I3 = 0 ce qui contredit que 1 est valeur propre de A car 1 n’est pas racine de X* + X — 1.

Par conséquent, il n’existe aucune matrice A € M3(R) telle que Tr A =0 et A% +*A = I3.

Si P € Rp[X], alors P = aX™ + Q avec deg(Q) < n — 1 donc f(P) = X(1 + X)(naX™ ! + Q') — nX(aX™ + Q)

donc f(P) = naX™ + f(Q) et deg(f(Q)) < max(2+n—2,1+n—1) =n donc f(P) € Ry [X]. La linéarité de f

est classique donc f est un endomorphisme de Ry, [X].

Comme, pour k € [[0;n], on a f(X¥) = k(1 + X)X* — nXk*+1 = kX¥ + (k — n)X**1, la matrice de f dans la

n

base canonique est triangulaire inférieure avec 0,1,---,n sur la diagonale. Ainsi xf = [] (X — k) est scindé
k=0

a racines simples donc f est diagonalisable et ses valeurs propres sont les entiers k € [0;n].

Soit Pi un polynéme non nul tel que f(Py) = kPy, alors Vt € R, t(1+1t)P (t) —ntPi(t) = kP (t) donc Py est

ktnt _k n—k

t(I+t) x 1+x’

la fonction Py vaut sur tout intervalle ne contenant ni 0 ni —1, P (t) = At*(1 4 t)" . Les polynomes Py et

AX¥(1 4+ X)™~* coincident donc en une infinité de valeurs donc Py = AXy (1 + X)™~K.

Par conséquent, une base de vecteurs propres de f est (X*(1 + X)“_k)ke[[o;n]] associés respectivement aux

valeurs propres 0, -- -, n.

solution sur tout intervalle de ’équation différentielle t(14t)y’ — (nt+k)y = 0. Comme

Le polynéme P = X>+X—1 est annulateur de A et I’étude de la fonction polynomiale P, strictement croissante
sur R car P/(t) = 5t*+1 > 0, montre, avec le théoréme des valeurs intermédiaires, que P n’admet qu'une seule
racine réelle a €]0; 1] car P(0) = —1 < 0 < 1 = P(1). Comme x est un polynome réel et qu’il est scindé dans
C d’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-GAUSS, en notant z1,z; et z2,Z ses autres racines (& part «), on sait

que det(A) = “m“(A)Z;nzl (A)H ﬁ(A)Z?z2 (A)Zmﬁ(A) (

on pourrait avoir zy = z; ou z1 = z; mais on verra
en fin d’exercice que non). Comme A est réelle, xa € R[X] donc m,, (A) = mz(A) et m,,(A) = mz(A).

Ainsi, det(A) = aMa(A)Z (A)Hmzl (A)Z?ZZ(A)Z‘“ZZ (A) = qmalA)|zq|2mzy (A)]25|12m=2,(A) 5 0 car o > 0.

Pour aller plus loin, on peut s’intéresser a la diagonalisabilité de A.

e Les racines de P’ = 5X* 4 1 sont les quatre racines quatriemes de —%. Sizt = —%, alors P(z) =2° +z—1
donc P(z) = —g +z—-1= %Z —1#0car fll n’est pas une racine quatrieme de —%. Ainsi, A est diagonalisable

dans My (C) car P est un polynéme annulateur de A scindé a racines simples.
e Si A est diagonalisable dans M, (R), alors ses valeurs propres sont toutes réelles et elles ne peuvent valoir
que « d’aprés ce qui précede. Ainsi, A = P(alp)P~' = al,. Réciproquement, «l, est diagonale donc
diagonalisable. Ainsi, A est diagonalisable dans M, (R) si et seulement si A = «ly.

Par un simple calcul, on trouve que > — (x+p)f2 +apf = 0 donc P = X3 — (a+p)X? +afX = X(X— ) (X—B)

est annulateur de f. On traite alors cas :
e Si o # B sont non nuls, alors P est scindé a racines simples donc f est diagonalisable.
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eSiax#0etp=0(ouoa=0etp #0),alors f2 — af = 0 donc X? — aX = X(X — «) est annulateur de f et
scindé & racines simples donc f est encore diagonalisable.

e Six = #0, alors 2 — «f = 0 donc f est & nouveau diagonalisable.

e Sia=p =0,alors f =0 et f est clairement diagonalisable.
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