Correction du DS3

Probléme : Partie 1

= m La fonction ¢ — m est

1 1 1
CM° sur [0, 400 et aroe T donc t — aroe est intégrable sur R et

On pose t = tanf : tan est C' bijective strictement croissante de [O, g[ sur R, dt = (1 + tan? 0)dé, donc

2 1 3 1 1%
Nz(f)QZ/O (lerngg)QX(1+tan29)d9/O 00529d9:§/0 (1 + cos260) dé donc | Na(f) = /7

1. arctan est C' sur RT et arctan(0) = 0 donc arctan € Ey puis arctan’(t)

™ ™

arctant arctant

2 2
) est CM sur |0, +oo[, puis %il% ( ) = 1 donc la fonction
—

arctant > arctant > 1 arctant >
t— est intégrable sur ]0, 1] et = O/ — ) cararctan est bornée donc ¢ —
t t t——+o00 t2 t

2. On a déja vu que arctan € Ey; t — (

est intégrable sur [1, +oo[ et

t (4 t t
3.a) Siz € R*, la fonction t arctan(z?) est CM° sur 0, o0 puis lim arctan(zt) = x car arctanu ~ u et
t(1+1¢2) z—0 (1 + t2) 0
t t t 4 1 t t
— M est intégrable sur |0, 1] ; enfin, w = o= ) donct— M est intégrable sur
t(1+12) t(1+12) totoo  \ 12 t(1+1¢2)
[1,+o0[ et ‘9 est définie sur R ‘
1 1 1 x? arctan t — z arctan(zt) ]~
b) P 1 = - donc 0'(z) = :
) Poue s 1 Gy = 1 (e T ) e 0 = [T —
Pour z > 0, on a tiiﬂx) arctan(xt) = g, donc ¢'(z) = 2(1f$2)(1 —x). Comme 6 est C* sur RT, #’ est continue
enlet6(1)=lim ¢ (z) = T On en déduit que |Vz >0 0 (x) = — T _lear 0'(0) = {arctant} -
=S| e d - 21 +x) B o 2

c) Pourz >0, 0(x) = gln(l + ) + C, car RT est un intervalle, puis, comme 6(0) = 0, | §(z) = gln(l +x)
1 tan t)? tan t)?
4. t — (arctan t)2 et t — —= sont C! sur RT*, lim M =0et lim M = 0 donc, par IPP, on trouve
t t—0 t t—+o0
tant)2]7° [T 2arctant
Ny(f)? = |- Laxctant)? -+/' ZAKCRAR T 4t done Ny(f)? = 260(1). Comme Ni(f) = 0, | Ny (f) = /7 In(2)
t o o HI+12)
Partie I1
L2t T
1. t +V12+1>1done f est C! sur RT et f/(t) = — 22+ qone | f/(¢) = Comme f(0) =0, f € Ey,

tHfﬁF=1j

oo qt
e est intégrable sur RT donc f € Fy et No(f)? = /0 e =T done No(f) = \/z

2
1
t|l 1+ 1+F2

2 2
t t Int)? 1
3. On a déja vu que f € Ey, t — <fi)> est bien CM° sur 10, 00|, (‘f()) Aot (In?) = o0 () et

t 12 totoo
2 2
lim @ =1 donc t — @ est intégrable sur RT* et
t—0 t t

2. f(t)=In

= In(t)4+O(1) donc | f(¢) ol In(t) |. f(¢) = In(t+1+o0(t)) = t+o(t) donc| f(t) ~t

t t 1 t
4.a) t— est CM? sur |0, +00[, lim =1let ~ 2te™" = o () donc|t + —— est intégrable sur R**

4
sh() t—0 sh(t) sh(t) 4o foo  \ 2 sh(t)

1
b) Pour k > 0, on a 2k + 1 > 0 donc t +— te”ZFDt est CMO sur [0, 400 et te”(PF+DE oo © <t2) donc
—+400
o—(2k+1)t

est intégrable sur R* | On effectue une IPP : les fonctions ¢ — t et t — hrl sont C! sur

+oo
/ e~ (Dt q¢ done Ji =
0

s t€7(2k+1)t

t€7(2k+1)t

+ 1 —— =
R™ et tilgloo W1 0 donc Jg [

1
(2k + 1)2

—te—(2k+1)t +°°+ 1
%k+1 |,  2k+1




c)

1— e—(2n+2)t t (1

Pour t > 0, on a o2t # 1 donc Zte—(zkﬂ)t = te~t = = 25h(0)

k=0

_ e—(2"+2)t). Les fonctions

te—(2n+2)t

étant intégrables sur R™*, il en de méme, par linéarité, de t — W et en
S

(2k+1)t

t— te et t —

t
sh(t)

n 400
t
intégrant cette égalité, on obtient g Jp = / Tt) (1 — e_(2"+2)t> dt
_ 0 8

t

t + sh(t)—t est croissante sur R et nulle en 0 donc, pour ¢ > 0, on a 0 < t < sh(t) ce qui donne | 0 < )
s

—+oo +oo
t
On en déduit / — e H2)t dt' < / e~ (22t gt (qui existe car 2n + 2 > 0) donc, en calculant I’in-
0 0

sh(t)

tégrale de droite,

+o0 too
t 1 t
/ — e (2t gyl et, par encadrement | lim / — e~ @+t qp —
o sh(?) 2n+2 n—+o0 Jo  sh(t)

1

n 400 +
On en déduit nEIJrrloo ];) Ji = 5 /0 % dt ce qui signifie bien que | J = 2 g W par définition de la

somme d’une série.
2n

1 1 1
On passe par les sommes partielles : en séparant les termes pairs et impairs Z 2z Z )2 + Z W
k=1 p=1 =0

400 +00 2
1
et en faisant tendre n vers +o00, on en déduit E Qk 1) E k2 — 1 pE 1 P donc | J = %

n n—1

t)? Int)?
0 (wo .
t t——4o00 t t——4o00

- f()? _ {—f(tf]m EOF ) N N A ()
}1_% ; =0donc I = " . +2/O ; dt puis | [ =2 | ; ﬁthlef
f(shu)

“+o0
La fonction sh est C! bijective strictement croissante de R™ sur R*™* donc I = 2 / -
O S

(u) ch(u)

-1
On effectue une IPP : les fonctions ¢ +— f(t)? et t - sont C! sur R ;

ch(u)du et

“+o00
on vérifie que f(shu) =u donc | I = 2/0 shqu) @

Avec la valeur de J trouvée précédemment, on a | Ni(f) =

Partie I11

1.a)

f est de classe C' sur RT donc admet un DL; (0) (d’aprés la formule de Taylor-Young) : f(x) = f(0)+ax+o(x).

On en déduit li(gng =0et 1i(r)nh =«

t
Par quotient, g est de classe C' sur R™*; pour t > 0, f(t) = Vtg(t) donc f'(t) = Vtg'(t) + gf/)f donc

/(6) = Vig (6) = h(t) pour t > 0

2

1
lim h = a donc lim vtg/(t) = lim <f’ — h) et g’ (t)g(t) = Vtg'(t)xh(t), donc | lim vtg'(t) = 2 et lim g9’ = *
0 t—0 0 2 t—0 2 0 2

Les fonctions f', t + \/fg’(t) et h sont continues sur |0, z] et prolongeables par continuité en 0 donc sont toutes
de carré intégrable sur |0, z].

Sit>0,ona f/(t) = Vtg'(t) + h( ) donc f'(t)* = (\/IZg’(zf))2 +Vtg' (t)h(t) + 1h(t)2 et on vérifie I'égalité
Vig (h(t) = g (t)g(t) =

) (t) donc en intégrant entre 0 et x, comme hm g = 0, on obtient la relation (R) :

L

2
/f’(t)2dt L / ’t dt+1/ h(t)*dt
0 2 4 0

xT —+oo
Soit f € Es, on déduit de (R), / (h(t))?dt < 4/ (f'(t)2dt < 4/ (f'(t))?dt car (f)? = 0 est intégrable
0 0 0

sur R, On en déduit que la fonction x / (h(t))?dt est majorée sur RT™*. Comme h* > 0, on en déduit
0



que h? est intégrable sur R™ donc f € Fy, ce qui prouve

int
Si f =sin (€ Ep), on a h(t) = % qui est continue sur |0, 4+o00[; de plus li(IJn(h?) =1 donc h? est intégrable

sur ]0,1] et h(t) = O ( > donc h? est intégrable sur [1, +oc[, ce qui donne sin € E.

1+ cos2t
2

z 1 in2t1” — 1
donc / f()?dt = > [t + 2 } =277 | “sin2r wa pas de limite finie en +o0o donc sin ¢ E; ce qui
s ™

2 2 4
confirme bien que

On a Fy C Ey par définition de Ey, 0 € Ey et si (f,g) € E3, on a |f'g|

intégrable sur R™. Ainsi, si (a, ) € R?, on a (af’ +B¢)* = o?(f')? +2aﬁf
intégrable sur R et ‘ FE5 est un sous-espace vectoriel de Ej ‘

Par contre f' = cos, donc on vérifie que (f')? n’est pas intégrable sur |0, +oo[ : f/(t)? = cos®(t) =

((f')*+ (¢')?) donc f'g" est
B%(g")? donc (af’ + Bg')? est

+l\3\»—~

On a, d’apres (R), / h(t)*dt < 2/ f/(t)* dt donc en faisant tendre 2 vers +oc, on obtient ‘ N1(f) < 2Na(f) ‘
0 0

fn est bien de classe C* sur RT et vérifie f,,(0) = 0 donc f,, € Ep. De plus f/,(t) = —e~'sin(nt) + ne™* cos(nt)
1
donc (f/)? est continue sur [0, 4+-oo[ et f/(t)? =0 <t2> donc (f/)? est intégrable sur R™ donc

t—+
1 2 | 2nt
+n° nsin(2nt) + (n )2008( n ))

n

fL()? = e % (sin®(nt) — 2nsin(nt) cos(nt) + n” cos®(nt)) = e > <

1 2 ) 2 _ 1 X .
donc f/(t)* = J;n e 2 —nIm (672(17”1))5) +2 5 Re (672(17“1)7:). Comme ‘672(1*”“‘ = ¢~?!, la fonction
; 1 2 1 21 1
t = e 217 ot intégrable sur RT et on obtient Ny(f,)% = —Zn —nlIm (2(1 — m)>—|—n 5 Re (2(1 — m))
1+ n? n? n?—1 1 n
donc Na(fy)? = - is | V. =
once 2(.f7l) 4 2(1 +7’L2) + 2 X 2(1 +TL2) puis Z(fn) 2

400 . 2
On a Ni(f,)? = / <s1n(nt)> e 2t dt; on pose t =
0

¢ , u — — est une bijection C! strictement croissante
n

+00 . +o00 . 2

de R sur R, et on obtient Ni(fn)* = n/ (Smu> e/ du < n/ (Smu> du (intégrabilité déja
0 u 0 u

prouvée) donc Ni(f,) = O (V/n)

n—-4oo
S’il existait une constante C' > 0 telle que No < CNy, on aurait No(f,) < ONi(fn), i Z = O (v/n), ce
n——+0o
qui est faux.

x 2 xT
4. t — tg'(t) est prolongeable par continuité & RT, et d’apres (R), / (\/ig’(t)) dt < / (f'(t)*dt < No(f)>%
0 0

2
Comme t — (Vtg'(t))? > 0, cette majoration prouve que t (\/ig'()ﬁ)) est intégrable sur R**.

xr xr 2 x
Les trois fonctions x +— / f(t)?dt, z — / (\/ig'(?ﬁ)) dt et / h(t)? dt admettent une limite finie en +oco donc
0 0 0

g* admet une limite ¢ en 4+o00. Comme f € Ey C Ep, t

gt ¢
Riemann £ = 0 (car sinon i E) donc llmg =0

est intégrable sur RT™*, ce qui impose, d’aprés

g (t)
i

Exercice :

1.a)

4
9
Puis X; = (FANPaNP3)U (PN FyN P3) € A puis par incompatibilité de F;1 N P, N Py et Py N FyN Ps, on a
P(Xl) = P(Fl N PQ N Pg) + P(Pl N FQ N Pg) = P(Fl)P(Pg)P(Pg) + P(Pl)P(FQ)P(P3) par indépendances; on

On a Xg = Py N Py € A et par indépendance de Py et Py, P(Xy) = P(P,)P(P,) donc | P(Xy) =

8
en déduit | P(X;) = 77
De méme, on a Xo = (F1ﬂFgﬁP30P4)U(F1ﬂPgﬁFgﬁP4)U(PlﬂFgﬂF3ﬁP4) € A et, & nouveau par
4
incompatibilité deux a deux, puis indépendance, | P(X3) = 77

E,, est le temps d’attente du premier succes dans la répétition indépendante d’épreuve de Bernoulli (« obtenir

2 2 2\""! 2
Pile ») de parametre 3 donc P(E,) = 3 (1 - 3) puis | P(E,) = 3 Les (Ep)n>1 constituent un systéme




quasi-complet d’événements donc, d’apres la formule des probabilités totales, on a P(X Z Pg, (X Ey).

Pour k > n+ 2, on a Pg, (X,) = 0 car si le premier Pile intervient au k-iéme lancer avec k n + 2, on ne
n+1

pourra pas avoir un deuxieéme Pile au (n + 2)-iéme lancer. On a donc P(X, Z Pg, (X,)P(Ey). Enfin , si

on suppose Fj, réalisé (donc le premier Pile au k-iéme lancer), la probabilité que le deux1eme Pile apparaisse au
(n + 2)-iéme lancer est la méme que le premier Pile apparaisse au (n + 2 — k)-iéme lancer (une fois le premier
Pile obtenu, on peut considérer que ’expérience reprend au début et que l'on attend & nouveau le premier Pile).
n+1

On en déduit donc | P(X,) = P(Enya—k)P(E)

n+1 n+1
2 2 4
On en déduit P(X,) = ) 3% X grer = > g done | P(Xo) = (n+1) 200
k=1 k=1

Si X, est réalisé, on peut tirer une boule dont le numéro sera dans [0, n] mais comme l'entier n pour lequel
X, est réalisé est quelconque, le numéro de la boule tirée peut étre n’importe quel entier de N.

Si X, est réalisé, on ne peut pas tirer une boule dont le numéro k est > n. Par contre, si k < n la probabilité

. 7 7 . i <
de tirer une boule donnée étant uniforme, on a | Px (Uy) = { n+1 siksn
0 sinon

On commence par vérifier que (X, )nen est un systéme quasi-complet : les X,, sont deux & deux incompa-

400 +o00 n
4 1 4 1
tibles et %P(Xn) =9 nz%(n +1) (3> =35 W = 1. Par la formule des probabilités totales, on a
= R S N G |
ZPXn U)P ZPXn k)P )ZZnHP(XH:ZW =" gem 2 i done
=k n=k h=0
2
PU) = Py
Si X, est réalisé, 'événement Vj, sera lui aussi réalisé si le numéro de la boule tirée est n — k (ce qui impose
1 51k <
donc n — k > 0) donc Px, (V) = Px, (U,—i) donc | Px, (V) = { nt1 PS"™ 10nen déduit done par le
0 sinon

2
méme calcul que | P(V},) = 3ETT pour tout k£ € N | La encore toutes les valeurs entieres sont possibles puisque

n est un entier quelconque et le numéro de la boule tirée peut toujours étre 0 donc k est un entier de N.
L’événement U NV}, correspond au cas ou la boule tirée porte le numéro h et ot on a obtenu k+h Face donc on a
UpNVy, = XpnNUg. Ainsi, P(Uk ﬂVh) = P(Uk ﬂXIc+h) = PXk+h(Uk) (Xk+h) x (k+h+ 1)

2
3k+1 3h+1 ’

1
E+h+1 Zhth+2

on a P(U,NVy) = P(Uy)P (V) donc ‘ Uy et V}, sont indépendants‘

et comme P(Uy)P(Vy) =

La probabilité que le joueur B obtienne Face pour la premiére fois au n-iéme tirage est p(1 — p)"*1 (temps
d’attente du premier succes) donc P(B,,) = p(1—p)" car le joueur B aura n Face (exactement) si le premier Pile

apparait au tirage n+1. Ona Y, = U By, les événements de cette réunion étant deux a deux incompatibles,
k>n

=”—'+OO n—+h n 1 n
ona P(Y, ZP khzkzp(l—P) h=p(1-p) deonC‘P(Yn):(l—P) ‘

Les (Xp)nen constltuent un systeme quasi-complet d’événements donc, d’aprés la formule des probabilités

totales, on a P(G4) = Z Px, (Ga)P(X,). Si X, est réalisé, le joueur A a obtenu n Face donc il gagne si B

obtient au moins n Face; on en déduit Py, (Ga) = P(Y,) et | P(G4) = Z P(X,)P(Y,

+oo +oo n 2
Ona P(Ga) = Z(n—&—l)?’,iz(l —p)" = 3 Z(rH—l) <1gp> = gx[l_(llp donc| P(G4) = (2_?_1))

n=0 n=0 T)]Q

(car B gagne si A ne gagne pas d’apres le texte)

DN | =

Le jeu est équitable si et seulement si P(G4) = P(Gg) =

2 1
donc si et seulement si —— = — donc si et seulement si | p = 2(v2 — 1)

24+p V2




