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e Six=0,o0naf,(0)=0pour tout n € Ndonc lim f,(0)=0.

n—+oo
1

2
= E S 1 —_ = = 1 =
=mm+ X alors sin (x) 1 donc f(x) =x et on a nl_m_loo fa(x) = x.

e Six €]0;1] et Im € N, 1
x

2

1 # mm + %, alors 0 < sin (l> < 1 et la suite géométrique (fn(x))nen de raison

e Six €]0;1] et Vm € N,
x

X

2
sin (l) € [0; 1] tend donc vers 0 ce qui justifie que lim fn(x) = 0.
X n—-+oo

Ainsi (fn)n>1 converge simplement vers f : [0;1] — R définie par Vm € N, f((Zmi 1)7{) = (Zmi- T et

f(x) = 0 sinon. Comme les f,, sont continues sur [0; 1] (par opérations sur ]0; 1] et car 1172)1+ fn(x) =0 =1,(0))
X—>
et que f ne 'est pas, on n’a pas convergence uniforme de (fn)n>1 vers f sur [0;1] par contraposée d’un

théoreme du cours.

e Soit x =0, alors f,(0) =0 donc lim fn(0) =0.
n—+oo

e Sixe€ ]O; E}, 0 < cos(x) < 1 donc, par croissances comparées, on a Um fy(x) = 0.
2 n—+o0

Ainsi, la suite de fonctions (fn)n>o converge simplement vers la fonction nulle sur [O; g}

Pour n € N, la fonction f,, est dérivable par opérations et f/,(x) = n( —nsin?x + cos?x) cos™ ' x donc la
fonction f, est croissante sur {O;Aretan (%) = xn] et décroissante sur [xn; %} donc ||fn]lec = fn (xn).
n
Comme Um Arctan (L) = 0, Arctan(x) X et sin(0) rge, on a l'équivalent sin(xn) o 1. De plus,
n

—+oo vn o n
pour 6 € [O; n [, cos? 0 = 172 donc cos 0 = 172 car cos est positive sur {O; n [ Ainsi, on
2 14+ tan“ 0 14+ tan“ 0 2

lim cos™(xn) =e /2 car lim nln (1 + l) =1. Par
n—-+oo n—-+4oo n

-1/2
obtient cos(xn) = (1 + l) . Classiquement,
n

conséquent, ||fn|loc = fn (xn) = /% n_>—+>oo +00 donc (fn)n>0 ne converge pas uniformément sur [0; %}

Par contre, si a € }O; E}, si n est assez grand, on a x,, < a donc f,, est positive et décroissante sur {a; E} et

2

[fnlloo,[asr/2] = fn(a) — 0 donc la suite (fn)n»0 converge uniformément sur [a; E} pour tout a € ]0; 5}.
L n—-+oo - 2 2

a. & Si x =0, pour tout entier n € N, f,(0) =0 donc lim fy(0) =0.

n—+oo
1

: ) . . o (1 _ : _
e Si x €]0;1], par croissances comparées, on a (1 — x) +mo(na> car |1 —x| < 1 donc nleOO fn(x) = 0.

Ainsi, la suite (fn)n>1 converge simplement sur [0; 1] vers la fonction nulle.

Puisque fy, est dérivable sur [0;1] par opérations, Vx € [0;1], ¥n € N, f/(x) = n*(1 —x)""'(1 — (n + 1)x)

par calcul. Ainsi, f,, est croissante sur [0; ﬁ} et décroissante sur {ﬁ, l] et, comme f,, est positive sur
n n
1 n® 1 \" ¢ 1 \" 1
os1] ltnllior = () = 257 (1 = 73) - Comme (1= )" = e (nin (1= ) ) o
[ ] HnHoc,[OJ] n I S n omme T exp |nin S e
que 'on a In (1 - L) ~ 1 o —l, on en déduit la limite lim nln (] — 17> = —1 donc, par
n+1/4c0c n4+1+0 n n—+oo n+1
n x—1
continuité de la fonction exp, il vient lim (1 — L) =e =1 Ppar conséquent, ||fn|[oo,j0;1] ~ T
n—+o0 n—+1 e B T



Il y a convergence uniforme de (fn,)n>1 vers f = 0 sur [0; 1] si et seulement si 1111 |[fr. = O[|oo,[0;1] = 0, donc
n——+0o0
il y a convergence uniforme de (fn)n>1 vers la fonction nulle sur [0;1] si et seulement si « < 1.

Pour aller plus loin, comme le “probléeme” est au voisinage de 0, si a €]0; 1] et dés que n est assez grand (en

fait des que n+ 1 > L d’apres étude précédente), on a ||fn|oo,[a;1] = fn(a) et on sait que 1111 fn(a) =0
a n—-+oo

donc (fn)n>o0 converge uniformément vers la fonction nulle sur [a; 1] indépendamment de la valeur de «.

b. e Si x =0, comme f,,(0) = 0 pour tout entier n € N, > £,(0) converge.
n>0

e Six €]0;1],onaf,(x) = o (%) & nouveau par croissances comparées. Ainsi, par comparaison aux séries

+oo n
de RIEMANN, > f,(x) converge absolument donc elle converge.
n>0
Ainsi, il y a convergence simple de > f;, sur [0;1] pour tout réel «.
n>l

—+oo
Posons Ry (x) = > fi(x) pour x € [0;1] et n € N.
k=n-+1
a—1
~ I = 1]7 +» la série de fonctions > fn converge normalement

)
n+1/+ e en n>0
donc uniformément sur [0; 1] si et seulement si « < 0 par comparaison aux séries de RIEMANN. Dans ce cas,

e Comme ||fn|[o0,[0;1] = fn(

comme convergence normale implique convergence uniforme, . f, converge uniformément sur [0;1].
n>0

e Pour « < 0, si on ne s’intéresse qu’a la convergence uniforme, on pouvait aussi majorer R,, sur [0;1] car

—+o0
0<Ru(x) < (m+1)* Y x(1—x)* car puisque « < 0, on a Vk > n + 1, k* < (n+ 1)%. Ainsi, si x €]0;1],
k=n+1
+oo (] 7X)n+1
0<R(x) K (n+1)* 3 x(1—-x)k= (n+1)°‘xﬁ =(n+1)*1 —x)"1 < (n+1)* On a aussi
k=n+1 - -X
Rn(0) = 0. Ainsi [[Rn|[oo,j0;1] < (n+1)% et lim (n+1)* =0donc ) f, converge uniformément sur [0;1].
e n—-+oo n>1
+oo
e Sia>0 alors Rp(x) = (n+1)* > x(1—x)%car Vk > n+1, k* > (n+1)% Ainsi, si x €)0;1], on
k=n+1
+oo (1 _X)n-H
aRn(x) > (n+1)* > x(1 7X)k =+ ])“Xﬁ =M+ 1)%1 —x)" et Ry(0) = 0. Méme si Ry,
k=n-+1 —U=x
est bornée, on déduit de cette minoration que [[Rn|[oo 051 = (R +1)* = liT('gLJr(TL + 1)1 —x)" et > fn ne
X—

n>l
converge pas uniformément sur [0;1] car lim (n+1)*=1sia=0et lm (n+1)* =400 si « > 0.
n—-+oo n—-+oo

On en déduit que la série > fy converge uniformément sur [0; 1] si et seulement si « < 0.

nxl
Pour aller plus loin & nouveau, si a €]0;1], dés que n +1 > 1;, on a ||fnlos,a;1] = fn(a) et on sait que
>~ fn(a) converge donc > f, converge normalement sur [a;1] indépendamment de la valeur de .

n>0 n=0
a. Pour n > 0, la fonction fy, : [0;1] — R définie par f,(t) = In(1 +t™) est continue sur le segment [0;1]

donc I, est bien défini. De plus, comme Vx > 0, 0 < In(1+x) < x, par croissance de l'intégrale, on en déduit

ST 1 AT ! 1
I'inégalité 0 < I, < fo thdt = [n 7 ] 0 et donc, par encadrement, nEToo Ihn=0=1¢

On pouvait aussi utiliser le théoreme de convergence dominée mais c’est pus long !

b. On considere I'intégrale I, sur ]0; 1] et on effectue, pour n > 1, le changement de variable t = u'/™ = ¢(u)

avec ¢ qui est une bijection strictement croissante et de classe C! (c’est pour ca qu’on a enlevé 0 de I'intervalle)

1 1 1/n
de ]0; 1] dans ]0;1]. Ainsi, I,, = fo n(1 +u)%u(1/“)*1du = %fo %Mu)du.



1/n
Soit, pour n > 1, la fonction gn :]0;1] — R définie par gn(u) = w

u
(H7) Comme liT u!/™ =1 pour tout réel u €]0; 1], 1a suite de fonctions (gn)n>1 converge simplement
n——+oo
sur ]0; 1] vers g :]0; 1] — R telle que g(u) = M
u

(Hz) Toutes les fonctions g, et la fonction g sont continues sur ]0; 1].
(H3) Vn > 1, Yu €]0;1], u’/™ <1 donc 0 < gn(u) < g(u) et g est intégrable sur ]0; 1] car g se prolonge

par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

1 1
On peut conclure avec le théoreme de convergence dominée que lim f gn = f g, c’est-a-dire que
n—+oo JO 0
1 1
im nl, = f g. Par définition, et comme f g > 0 car g est continue, positive et non nulle sur ]0; 1], on
n—+4oo 0 0
1
en déduit que I, 1 Mdu.
oon 0 u
s e g Tin(14+u) N
c. On considere cette fois 'intégrale I = fo ————du sur [0;1] avec g(0) = 1. On sait d’apres le cours
u
400 (_qyn—1.m oo (_qyn—1, n—1 400 (_ 1\P.,P
que Yu € [0;1], In(T4+u) = > (Gl e T donc g(u) = > EVT > (EDP? (ceci est aussi
=1 n n=1 n p=o P+1

valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de cette série entiére est R = 1 donc on ne peut pas intégrer

terme a terme par le théoréeme du cours puisqu’on n’est pas sur un segment inclus dans l'intervalle ouvert
(—=1)PuP

p+1
la convergence normale sur un intervalle borné. Il reste le théoreme d’intégration terme a terme.

de convergence. Posons vy, : u , alors [[vp|oo,j0:17 = % donc on ne peut pas non plus utiliser

(Hy) La série ) v, converge simplement vers g sur [0;1] (on en vient).
p>0

(Hz) Les fonctions vy, sont continues et intégrables sur [0; 1] et g est continue sur [0;1].

(H3) f1 vy, (1) |d [ P! T ] et la série de RIEMANN > ] converge
3 vp (u)|du = = ri ——— converge.
o P P+ o (p+1)° ps0 (P+1)°
Ainsi, g est intégrabl 0;1] (on 1 it déja) et 1 f1()d %Of f(’”p P
insi, g est intégrable sur [0; 1] (on le savait déja) et I = g(u)du = v, = ———~2 . Posons,
0 p=0 o7 p=0 (P + 1)2
n , n (71)k+1 , 2n ( ])k+1 n—1 1 n 1
et SI, A—%—. Alors S = —_— = en séparant
Z K2 kz::1 K m Z:: kZ::O 2k —1)? kz::1 (2K)*
n

n—1
. . . . . I
indices pairs et impairs. Ensuite, S5, = Z

23 1 *SanS—“. Or on sait que

2+Z

(Zk -1 (Zk) (2K 2
2
; _ s _ . . _nt T L ,
111—1>Too Sn = RETOO Son = ¢ Ce qui prouve que nl_1>1100 Sh. ]2. Ainsi, I = 111100 sS4 17 et, d’apres la
2
question précédente, on a donc I, ~ Z—.
+oo 12n

a. La suite (un)nen est bien définie et elle est positive car f : x — x™ sin(7x) est continue et positive sur le

segment [0; 1]. Par intégration par parties (simple & justifier), il vient up = — 1 cos(mx)dx donc,

-l- 1
ar Pinégalité de la moyenne, |u,| < —ZF gy = — % Ainsi, la série u, converge
p g y ’ | T’L| ~ TL+1 0 (n—l—])(n—i—l) bl n;o n g
absolument par RIEMANN et le théoréme de comparaison car ——— % s O( 1 )
P P (n+ 1)(n+2) 1o nZ 400 \n?

1
Bien sir, la majoration |u,| < fo x"dx = —]l- 7 ne suffit pas pour conclure.
n




1 e e py sin(7mx) .
b. Comme Vx € [0; 1], = > xMona Y fa(x)= Y x"sin(nx) = =——2. Il vient :
T—x 70 n=0 n=0 —x
(Hy) La série de fonctions Y f,, converge simplement vers f : x — sin(my) sur [0;1].

n>0 - X
(Hz2) Les fonctions f,, sont continues et intégrables sur [0; 1] (méme sur [0;1]) et f est continue sur [0; 1].
(Hz) > f |fn| converge d’apres ce qui précede (question a.).
n>0
Par le théoreme d’intégration terme a terme, la fonction f est intégrable sur [0; 1] (ce qu’on pouvait voir en
sin(n(1 —x))
x

: ce qui montre que f se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) = ) et

écrivant f(x) =

1 g3 +oo too a1
il vient f x)dx = f sm(%x)dx = > up =y, f x" sin(nx)dx. Or, par le changement de variable
0 T—x n=0 n=0v0

x =1-Y = ¢(u) (cela revient & poser u = (1 —x)) avec @ bijection de classe C' strictement décroissante de
s

1 o . +oo .
10; ] dans [0;1], on trouve fo Sl]n(im‘)dx — foﬂ Mdn Par conséquent, > wun = f;r Mdn ~1,85.
u

— X u n=0

—nt
Comme f est continue sur Ry, hy 1t +— 67\/£(t) est continue sur R% sin € N*. Comme f est bornée sur
Ry, hn(t) = e () —O(i) donc hy, est intégrable en 0. Comme on a aussi hy(t) = o(e™™!) = O(e™"),
+5 Mn \ﬁ 0 \/{ n & : n +o0 +o0
par comparaison, hy, est aussi intégrable en +oco. Ainsi, a est bien défini pour tout entier n € N* quelle

que soit la fonction f : Ry — R continue et bornée.

a. Pour n € N*, hy, est continue sur R’ et ¢ : t — nt est une bijection strictement croissante de classe C !

x +too e Hf(u/n)
de R* dans R?, par changement de variable, en posant u = nt = @n(t), on a a, = \f f ?du
u
o v s e “flu/n
par linéarité de I'intégrale. On pose g, : u s \(f/ ) de sorte que a,, = \f f u)du.

e “f(0)
A

(Hy) Comme f est continue en 0, (gn)n>1 converge simplement sur R* vers g :u

(H2) Les fonctions gn et la fonction g sont continues sur R .

e “f(u/n)| . e "|f]loo, r .
~N

(H3) Pour n € N* et u > 0, [gn(u)| = m Vi

= ¢(u) et ¢ est continue et

intégrable sur R+* car ¢(u) = 0 (L) et o(u) = o(e™™) comme avant.
o0

\/ﬂ

o0 —+oo
Par théoréeme de convergence dominée, on peut conclure que liT fo gn(u)du = f . g(u)du donc que
n—-+oo

+ +
lim > gn(u)du = £(0 f —du = 2f(0) fo e dv en posant u = P(v) = v? avec { bijection

n—-+oo J 0

strictement croissante de classe C1 de R% dans R7%. On reconnait I'intégrale de GAUSS et on a donc

+
im | ~ gn(w)du = £(0)4/7 # 0 par hypothese d’oli, avec le calcul précédent, que a, o f(0) [T,
o

n—-+oo

too e in(u/n . - .
b. Pour n € N*, comme en a., on a a, = \/» f %du. Pour pouvoir utiliser swvn(t)r(\;t7
u

(u/n) (u/n)

—+oo
dorénavant, on aura an, = —— f kn (w)du.
n\/ﬁ 0

du. On pose kn @ u +— de sorte que,

it plutot =
on écrit plutot an nff

(H1) Comme sin(t) T (kn)n>1 converge simplement sur R vers k : u > /ue™".

(H2) Les fonctions ky, et la fonction k sont continues sur R* .



Vue ™| sin(u/n)
(u/n)

Vt >0, |sin(t)] <t et P est continue et intégrable sur R* car 1 se prolonge par continuité en 0

(H3) Pour n € N* et u > 0, |kn(u)| =

< Vue™ = P(u) car il est classique que

en posant P (0) = 0 et que Pp(u) = o(e~(/2)) par croissances comparées.
oo

+oo +oo
Par théoreme de convergence dominée, on peut conclure que 1111 fo kn(uw)du = f;) k(u)du donc
n—+oo

+ +

que lim OOkn(u)du = f * Vue "du = I. Par intégration par parties, en posant a(u) = /u et
n—+oo JO 0
. _ 1 . o . o

b(u) = —e™™, comme a et b sont de classe C' sur R et que ul;n(;+ a(u)b(u) = uEToo a(u)b(u) =0, on a

too o—u T R o . s
= f € _du= % d’apres a.. Ainsi, si f = sin, an ~ Vm

0o 2Vu +oo 2ny/n
a. Pour (p,q) € N2, la fonction fp q : x — xP In9(x) est continue sur ]0;1] et fo,q(x) = (In(x))9 5 (17)
x

et Xl_i:(\)1+ fp,q(x) =0 si p > 1 par croissances comparées donc, par comparaison aux intégrales de RIEMANN,

fp,q est intégrable sur |0; 1] donc I, 4 existe.

1
b. 5iq =0, alors I, o = fo xPdx = % De plus, pour q > 1, on effectue une intégration par parties
P
+1
en posant 1 : x — (Inx)9 et v :x — xP Tou et v sont bien de classe C' sur ]0; 1] et “%1 u(x)v(x) =0 et
x—
1 1 I
v(1) =0. Ainsi, Iy g = [ f ax = -9 [ (inx)9 "xPax = — Lpa=1
w()v(1) insi, Tp,q = [ fpia (e == [l(Inx)a Pax = — A
_ _1)9q! _1)4q!
AIOYS, pour p € N, Onalpq :_qIP»q—1 — q % (q ])IP»q—Z ::%Ip():%
’ p+1 p+1 p+1 p+1)d™™ (p+1)9

c. La fonction f : x = x* = &™) est continue sur ]0;1], on a lim f(x) = 1 car lim xln(x) = 0 par
x—0+ x—0+

1
croissances comparées donc f se prolonge par continuité en posant f(0) = 1. Ainsi, f;) f(x)dx existe car f se

. . 1 12 xP(Inx)P
prolonge en une fonction continue sur le segment [0; 1]. Comme x* = XX = S~ Z 122/
p=0 P

en développant
1 1 +o0
lexponentielle en série entiére, on a I = fo f(x)dx = fo > fp,p(x)dx.
p=0

‘o . f . .
(H1) La série de fonctions 3 ~>3F converge simplement vers la fonction f sur J0;1].
p>0 P

(Hz) Toutes les fonctions fp,, sont continues et intégrables sur 0;1] (on vient de le voir) et la fonction

f est continue sur |0; 1].

1T f 1 s L Tf .
(H3) Pourp € N, fo |J;—"E = 551 d’apres b. et la série gofo |J§E| converge par comparaison

(p+1) P
1 1 38
WS;debquep}L
D’apres le théoreme d’intégration terme & terme, f est intégrable sur ]0;1] (on le savait déja) et il vient
1 1 to (—1)P +00 (_1)1771
— J— X — J—
I—fo f(x)dx—fo X dx = Y,

p=0 (p + ])P-H a p=1 pp

..n
a. Pour n € N*| la fonction f, : t — %(t) est continue sur }O; %} par opérations et elle se prolonge par

aux séries de RIEMANN car up =

apres changement d’indice.

continuité en 0 en posant f1(0) =1 et f,(0) =0 si n > 2 car f(t) ="', Ainsi, f, étant maintenant

tTl
0t

. 7 /2 . o
continue sur le segment [O; E}, Uun = j;) fn(t)dt est bien défini pour tout n € N*.

b. Utilisons le théoréeme de convergence dominée :

(H1) la suite (fn)n>o converge simplement vers la fonction nulle sur }0; [ (attention & t = %),

N 1A



(Hz) les fonctions f,, et la fonction nulle sont continues sur }O % [

N

(H3) Vn € N*, WVt € }0;%[, comme sin(t) < t, on a |f(t)| = Sh}[(t) x sin™ (1) <1 = o(t) et la

fonction ¢ est clairement continue et intégrable sur ]0; % [

/2
Par conséquent, on a lim u, = fo 0.dt = 0.

n—4oo
sin™ (1) _ sin™(t)
t t
a0 < upnt1 < un donc la suite (un)n>1 est positive, décroissante et elle tend vers 0 d’apres la question

N

c. Comme Yn € N* Vt € }0; % [, 0< , par positivité et croissance de l'intégrale, on

précédente. Par le critere spécial des séries alternées, la série Y (—1)™u,, converge.
n>1

d. Méthode 1 : comme la fonction sin est concave sur [O; %} car sin” = —sin < 0 sur cet intervalle, sa

2t

courbe est en dessus de ses cordes, et on a donc la minoration suivante Vt € [0; %}, sin(t) > <. Ainsi,

/2 (2t \™M 1 2)“
> > ) Lt = (£
vn 21, un/fo (7':) tdt (71

> 1 diverge, par minoration, la série Y u, diverge.
n>1 N n>1

™2 2\ [ i -
f thTdt = (7) [—} = —. Comme la série harmonique
0 e nlo n

Méthode 2 : supposons que la série Y u, converge, comme
n>l

) ) mplement vers S : f s — STHE
(H1) la série n; n COLVETge simplement vers t(1 — sin(t))

(Hz) les f,, sont continues et intégrables sur }O; %[ d’apres b. et la fonction S est continue sur }O; % {,

ur }O; % [ (série géométrique),

/2
(H3) la série > fo |fn(t)|dt converge par hypothese
n>1

/2
Par le théoreme d’intégration terme & terme, S est intégrable sur }O; %[ et on a fo S(t)dt = Z un. Or
n=1

S(t) = sin(t) 2 _ 2 4 u?

- ~ - = ~ car 1 — cos(u)~ = donc S
t(1 = sin(t) (n/2)- 7(1 — sin(t)) (] — cos (7 — t)) (rt/2)- n(f _ t)z (w) o 2
2
n’est pas intégrable en % par RIEMANN. On conclut ce raisonnement par I’absurde, et la série > u, diverge.
n>l

Méthode 3 : beaucoup plus précis mais pas nécessaire si c’est juste pour répondre a la question de ’énoncé,
on peut chercher un équivalent de u,. On pose u = sin™(t) = @n(t) et @, est une bijection C' strictement

croissante de }O; ﬂ dans ]0;1], ce qui revient & poser t = @' (u) = Arcsin(u'/™) et on a par changement

1 (1/m)-1
de variable u, = 1 Y 7 du. Or 1 —u/™ =1 — @MW  _Z15(1) donc on
0 Arcsin(u'/™) /1 —y2/n Yoo 1
- . u(/m) —(2/n) In(u) 1 . PP
écrit plutot u, = X du. Soit :]0; 1]— R définie par
p " Vvan fO Arcsin( Vn) \/1 —uZ/n \/_ In(u) ot '
1/ _
ull/m (2/m) tn(u) X pour n € N*,

gn(u) = Arcsin(u'/™) \/1 —u2/n \/* In(u)

(H7) Comme 1 —u?/™ =1 — ¢Z/MIn(W) —;ln(u) et lim Arcsin(u'/™) = T la suite (gn)n>1
+oo N n—-+oo 2 -

converge simplement vers la fonction g : u s — 2 sur ]0; 1.
g p 9 n\/T(u) ] ) [
(Hz2) Les fonctions gy et la fonction g sont continues sur ]0; 1[.

(H3) Vn € N* Vu€]o;1], Arcsin(u’/™) >ul/m>0et0<1—u?/™=1—/mMinM) ¢ —% In(u) donc



w(/m) —(2/n) In(u) 1

0< <let u)| < ¢(u) = —=——=—=. Or ¢ est continue sur ]0;1
Arcsin(u'/™) /1 —y2m lon (Wl < e(v) —n(u) ? Jos 1
ou elle est intégrable par RIEMANN car lim @(u) =0et o(u) ~ LI
u—0+ u—1- V1 —u

1 1
Par le théoreme de convergence dominée, lim f gn(uw)du = fo g(t)dt =1. En posant u=-e * =1Y(x),

+oo T[\/*ln e X

o —
donc I = % fo erx. On pose x = v et, comme v — v2 est C!, strictement croissante et bijective de
X

comme  est C', strictement décroissante et bijective de R* dans]0;1[,onal= )dx

+
R% dans RY,onal= 4 f eV dv 4 f (intégrale de GAuss) donc I = 2 Ainsi, up ~ 2 et,
mJo NL: +o0 /21

par comparaison aux séries de RIEMANN, la série > u, diverge.
n>1

. o
Sin=0,fo:t M est mulle sur R donc To = [ S“S(“? dt existe et Io = 0.
e — e —

Sine N, f, :t— w est continue sur R* et se prolonge par continuité en 0 en posant f,,(0) = n car
e

sin(nt) Tt et et —1 Tt De plus, fn(t) = O(e™ ") donc, par comparaison, fy, est intégrable sur R%.
oo

+00 g
Ainsi, pour tout entier n € N, [, = fo 3111(11? dt existe.
et —

Pour utiliser I'indication de 1’énoncé, on peut penser & poser t = ¥ = ¢(u) avec @ qui est une bijection
n
1 . . " « .. +oo sin(u
de classe C' strictement croissante de R} dans R%. Ainsi, I, f m /n 0 du. On constate que

-1 ~ % donc lim sin(u) M
+oomn n—-+oo u u
pas utiliser directement le théoreme de convergence dominée. Il faut d’abord effectuant une intégration par
1
n(e*/™ —1)

eu/n

. Mais comme cette fonction u — n’est pas intégrable, on ne peut

parties en posant a(u) =1 — cos(u), b(u) = de sorte que a et b sont de classe C' sur R% avec
2
lim a(u)b(u) =0et lim a(u)b(u) =0 car 1 —cos(u) =% et n(e"/™ — 1) ~u. Ainsi, on a une nouvelle
u—+00 u—0+ o 2 0
(1 — cos(u))e™/™

0 (1 — cos(u))e"™
nZ(eu/niwz nl(eu/niwz

du. Posons, gn(u) =

expression de I,,, & savoir I, = fo

) 1 —cos(u)
* 2u/m _ 1\2 o 42 u/n _ 7 =
(H1) Pour u € R%, comme n-(e 1) ol et nhT e 1, nhT gn(u) = 2 g(u).
Ainsi, la suite (gn)n>1 converge simplement vers la fonction g : u +— 1= cos(w) ic;s(u) sur R .

(Hz) Les fonctions gn et la fonction g sont continues sur R .

. . (1 — cos(u))e'™ (1 —cos(u)) , .
(H3) Vn € N*, Vu € R%, |gn(u)| = (eu/" Em = nz(eu/zn — e—u/Zn)Z donc on a ’expression
(1 —cos(u)) X " * ( u ) u
=G h R h” =sh > R h(—)>—.
lgn (W] nZsh (u/am)? Or sh est convexe sur R car s s 0 sur R% doncs P P

(1 —cos(u))
an?(uw/2n)? J

Ainsi, [gn(u)] < (u) et g est continue et intégrable sur R’ car g se prolonge par

2
continuité en 0 en posant g(0) = 1car1— cos(u)~ % et g(u) = O(iz)
2 0 2 +oo  \u
7 b . z +OO +m
Par le théoreme de convergence dominée, lim I, = Um gn(u)du = f g(u)du. Or en posant
n—+4oo n—+oo J O 0
a(u) =1 —cos(u) et b(u) = —1 les fonctions a et b sont de classe C! sur R% et lim a(u)b(u) = 0 car
u u—+oo

u—ot

— +o0 +o0o
1 —cos(u) N % Par intégration par parties, on a donc fo g(u)du = fo sinfu) _ % d’apres I’énoncé
u u



. o . . . oo sin(nt
(classique intégrale de DIRICHLET). Par conséquent, lim I, = lim ST(“ )dt =T
n—+o00 n—+oo0 J O e — 1 2

—n
11.10) Pour n € N*, la fonction fy, :J0;1] — R définie par f,(x) = x~/" (1 + L) est positive et continue sur
n

1
10;1] et fr(x) r(\)ax_l/". Par comparaison avec RIEMANN, fo fn converge si et seulement si n > 2.

(H7) Pour x €]0;1], par continuité de I'exponentielle, on a lim x~1/™ = lim e~ mx)/m — 0 — 1 et
n—-+oo n—+oo
—n -n
(1 + l) = exp ( —nln (1 + l)) alors que In (1 + ) ~ X donc Um (1 + L) = e X
n n +oomn n—+oo n

Ainsi, la suite (fn)n>2 converge simplement sur ]0; 1] vers la fonction f : x — e *.

(H2) On a vu ci-dessus que les fonctions f,, sont continues et intégrables sur ]0; 1] pour n > 2. De plus,
la fonction f est aussi continue sur |0; 1].

—n
(Hz) Pour n > 2 et x €]0;1], onaogx*”“gx*]/z:\%carln(x)go. Deplus,0<(1+5) <1
X n

donc |fn(x)] = fu(x) < @(x) = ﬁ Or ¢ est continue et intégrable sur |0; 1] par RIEMANN.

1 -n 1 1
s N PR < . —1/n X — 1 _
D’apres le théoréme de convergence dominée, HE;TOO fo X (1 + ) dx im fn(x) fo f(x)dx

n n—-+oo

L x) " ! 1 1
donc lim x~1/m <1 + 7> dx = f e ¥dx=[-eg=1—e"" ~0,63
0 n 0

n—-+oo

04
11.11)a. Pourn>1,a, =1ln (%) =aln (1 + l) +1n (M) donc, avec 'hypothese de 1’énoncé,
n Un

n®u,
an = &+ O(%) +1n (1 - &4 O(%)) = & _ &4 O(%) = O( ! ) et, par comparaison aux séries
+oom n n n +oom  m +oo n?

de RIEMANN, la série > an converge. Par dualité suite-série, la suite (bn)n>1 converge ce qui donne
n>1
Pexistence d'un réel k tel que liT In(n*uy,) = k. Par continuité de l'exponentielle, on en déduit que

lim n%u, = A =e* > 0 donc que u, ~ %
+ocon

n—-+oo
. . 1—(1 -9~ .
b. Soit x €] — 1;0], la fonction gy : t = ————— est continue sur ]0; 1[.
En 1~ Comme x < 0, lim (1 —t)® = 400 donc gx(t) ~ % et, comme —x < 1, g est intégrable sur
t—1- t—1- (] 7’()
B; 1 { par comparaison aux intégrales de RIEMANN.
xt + o(t)

En 0" On sait que (1—1t)* = 1—xt+o(t) donc g(t) 5 n 5 x+o0(1) donc gy se prolonge par continuité

en 0 en posant g« (0) = x. Ainsi, g« est intégrable sur }O; %]

Par conséquent, gy est intégrable sur ]0; 1] (méme [0; 1[) donc f est bien définie sur | — 1;0].

too — 1) (x —
Pour t € [0;1,ona (1—-t)*= > x(x=1) EX n+1) (—t)™ d’apres le cours sur les séries entieres donc
- n!

(x—n ])t“ pour t €]0; 1], ce qui se simplifie en (relation vraie pour t = 0

ox(t) =1 5% (i xle= L

1
t .

n!
car on a posé gx(O) :X) ( ) +Z: ( )n+1 X(X— 1)~-T.l(!X—TL+ 1)tn71.
1) ()

n!

n=
Posons donc, pour tout entier n > 1, la fonction uy : t + (—1)"+! X(

(Hy) La série Y un converge simplement vers gy sur [0;1[ (on vient de le voir).
n>1

(H2) Les un, sont continues et intégrables sur [0;1] si n € N car elles sont polynomiales sur le segment [0; 1].



(Hz) La fonction gy est continue sur [0;1].

1 — X)) (n=1— 1 - —x)-(n—1-—
(H4) Posons I, = f un| = ()0 =x)--(n—T—x) {ﬁ} _ (=)0 =x)-(n—=1-x) pour n € N.
0 n! nlo n.n!
I (—)(1=%x)---(n—1—x)(n —x)n.n! nn —x) X 1\ ?
e 2 e ()
On caleule 2 = A T =0+ (n e 1) (1) n) U
ce qui donne, par développements limités, Ing1 _ (] — 1) X (1 — 24 O(%)) et il vient donc
[ oo n n n
In-H

i +: 1— @ +0 (iz) On en déduit d’apres la question précédente qu’il existe A > 0 tel que
n o0

In o x+2 done, toujours par comparaison aux séries de RIEMANN, " I, converge car x +2 > 1.
n>1

Par le théoreme d’intégration terme a terme, on a 'intégrabilité de g5 (on le savait deja ) et surtout la relation

fo gx(t)dt: fol wdt:f(x) — —Fio(i])‘rﬂr] X( 1) (X—Tl+1 f Un.

t " n.n!

11.12] a. Pour n > 2, soit f, : Ry — R définie par fu(x) = ]_F% La fonction fy, est continue sur R, et
x

fn(x) ol xi“ donc f;, est intégrable sur R, par comparaison a une intégrale de RIEMANN car n > 1. Ainsi,

+oo
fo ] ix converge pour n > 2 et la suite (In)n>2 est bien définie.

b. Utilisons le théoréeme de convergence dominée :
(H1) La suite de fonctions (fn)n>2 converge simplement sur Ry vers la fonction f: Ry — R telle que
ﬂ@:lﬁxemﬂLm):%aﬂﬂzoﬁxdh+mL

(Hz) Les fonctions fy, et f sont continues par morceaux sur Ry.

1
1T+ x

(H3) Pour tout n > 2, Vx € Ry, [fa(x)| < @(x) avec @(x) =1six € [0;1] et @(x) = f2(x) =

x € [1;400[ avec @ qui est continue par morceaux et intégrable sur R car ¢(x) o iz
00 X

7 Sl

R PR . . +oo 1
D’apres le théoreme évoqué, lim I, = fo f(x)dx = fo dx=1=1¢

n—+oo

1 + 1 n +
c. Pourn>2 1, —t=1I,—1 :fo(fn(x)—l)dx—i-f1 Oofn(x)dx:—fo %—&—f] OO]_?;“ avec la

est une bijection

relation de CHASLES. On pose x = u!'/™ = @ (u) dans les deux intégrales car u +— u'/m

strictement croissante de classe C' de ]0;1] dans ]0; 1] mais aussi de [1;4oc[ dans [1'—1—00[ ce qui donne la

. 1T..1/n +oo 1/n
relation I,, — 1 = Tll o u1 T iu +% f] (17—|—duu) donc n( f gn(u du+f u)du en posant
1/n 1/n
u u
= t h = ——.
gn(u) T+u® n(w) w(l 4+ u)
(H1) (gn)n>2 converge simplement sur ]0;1] vers g :]0;1] — R telle que g(u) = 1—:—u et (hn)n>2
converge simplement sur [1; +o0[ vers h : [1; +00[— R telle que h(u) = S —
u(l+u)

(Hz) Les fonctions g et g sont continues sur |0; 1] et les h,, et h sont continues sur [1; +o0].

1
Vu(l +u)

avec « continue et intégrable sur ]0; 1] et B continue et intégrable sur [1; 00| car B(u) o 3L/2
o0

(H3) Pour tout n > 2, Vu €]0;1], |gn(uw)] < a(u) =1 et Yu € [1;+00], |hn(uw)] < B(u) =

1 1
D’apres le théoréme de convergence dominée appliqué deux fois, lim f gn(uw)du = f g(u)du = n(2)
n—+oo JO 0



et lim 1+Oohn(u)du = L+Ooh(u)du = ffoo (l 1 )du = {In (]J%u)}joo = In(2). Ainsi,

n—+o0 u 1+u

lim n(lp—1)=—-n(2)+Wn(2)=0doul, -1 = o(l> ne donne pas d’équivalent de I, — 1 : damned !

n—+oo +o0 n
- +oo gy 1 N 1
Changeons de stratégie. Dans f1 T on pose x = — = P(u) avec P une bijection de classe C
x u
+oo 0 1 n—2

trictement décroissante de ]0; 1] dans [1; +oo|, et dx _ _ %(—i)dz " g
strictement décroissante de ]0; 1] dans [1; 4+00[, e A P i v u \/;) L

. . 1 Xn 2 — X 1 .o .
Ainsi, pour n > 2, I, — 1 = fo de et on pose x = u'/™ = @n(u) car @, est une bijection

1 n—-2Z

strictement croissante de classe C! de ]0; 1] dans ]0; 1] pour avoir I — 1 = + [ 2T =W ,(1/m)=T gy et

n Jo 1T+u

—(1/n)
on obtient I, —1 = ——f e ( Z/“—l)du. Comme Yu €]0;1], u?/™—1 = exp (M)—1 ~ 2in(u)
T4+u n +o0 M

t - - u /m uz/“—1 ;

car e §1 +t+o(t), on écrit plutot I, —1 = —= f — AT TS In(u)du. Pour tout entier n > 2,
) w7/ y2/m ) )
posons hy :u e X Imw X In(u) :
n
(H1) (hn)n>2 converge simplement sur ]0; 1] vers la fonction h :J0;1] — R telle que h(u) = ?:_ﬂ
u

(Hz) Les fonctions hy, et h sont continues sur |0;1].

w2 1n(u)

(Hz) Pour tout n > 2, Yu €]0; 1], |hn(u)| < 8(u) avec 6(u) = T

siu €]0;1] car n > 2 et qu’il

Z/n _
est classique que Vt € R*, e* —1 > t donc Yu €]0; 1], T(u)] < 1 en prenant t = 21n(u) < 0. De
n

n

plus, 0 est continue et intégrable sur ]0; 1] par comparaison & une intégrale de RIEMANN (% < 1)

In(u) ( 1

) 3—/4> par croissances comparées.
u

car on a 0(u) ~

0 Ju o

D’apres le théoreme de convergence dominée, lim (1 —1,) f h(u
n—+400
+oo +o0
Or Vu €]0; 1], h(u) =1In(u) > (=1)™u™ = > (=1)™u"In(u). Si an:u— (—=1)"u™In(u) pour n € N:
n=0 n=0
“+oo
(Hy) La série Y an converge simplement vers h sur |0;1] car h(1) = > an(1) =0.
n>0 n=0

(Hz) Les fonctions a,, sont continues et intégrables sur |0;1] pour n € N car elles se prolongent par

continuité en 0 avec an (0) = 0 dés quen > 1 et ap(u) = In(u) =o (\%) par croissances comparées.
u

(H3) La fonction h est continue sur ]0;1].
n+1

(Hs) Pourn € Nyup :um— ¥ et v:u > —In(u) sont de classe C! sur ]0; 1] et lm})un(u)v(u) = 0 par
n w—s

1
croissances comparées donc J,, = fo lan| = f ul w)du = [un (uv(w)] — fo up (U (u)du
1 n
donc J, = U _gu=—"—. La série de RIEMANN — 1 converge car 2 > 1.
Jn fo nt1ot (n+1)* ngo(n—l—ﬂz &

+o00 +o00 (7])n+4
Par le théoreme d’intégration terme a terme, ] = > f an(w)du = > —4—.
n=0 n=0 ( %_])
+oo 1
+ 7 —
2;%(2n-+2) E: E:

En séparant termes

+oo 1
d’indices pairs et impairs, ] = — Z

M i et il vient
n

o (2n +2)



__ ) _ m ML )= =T bl
]=-¢(2) + S = ]2 Ainsi, nETocz(In HN=-]= ]2 donc I, fodiny

d. Par comparaison & une série de RIEMANN convergente car 2 > 1, la série Y (I, — 1) converge.
n>2

11.13 ) Soit x € R%, la suite (f(x))nen est bien définie et strictement positive car fo(x) = x > 0 et, si fr(x) > 0

est bien défini pour un entier n € N, le réel fr41(x) = %(fn(x) + fxﬁ) est aussi bien défini et strictement
n(x

positif. Si (fn(x))nen converge vers un réel &, € Ry, en passant & la limite quand n tend vers +oco dans la
l(fn(x)—i— X ),exz%(eXJrl) = 12 = x <= 0 = /X car b > 0.

relation de récurrence fp1(x) =

2 fn(x)
o o () — V&2
Convergence simple : 80it x > 0, fn11(x) — /X = P (f (x) - ( ] ) TN > 0 donc on a la

minoration Vn € N*| f,,(x) > v/x. De plus, Vn € N, f11(x) — fn(x) = 1( X ffn(x)) qui se transforme

2 \fn(x)
) = WA= Tl (VR + ()

< 0 deés que n = 1 done (fr(x))nen+ est décroissante et
2fn0 (%)

minore par /x donc elle converge et on a vu précédemment que sa limite est forcément +/x. Par conséquent,

en fni1(x) —

la suite (fn)newn converge simplement sur R* vers la fonction f : x = y/x.

Convergence uniforme : la fonction fo—f : x = x—4/x n’est pas bornée sur R’ car liTll (fo(x)—f(x)) = +o0.
X— 100
~ . X + 1 _ (\/;( - 1)2 5 , * . _
De méme, f1 —f:x — 21— —/x = f n’est pas bornée sur R* car on a hT (f1(x) —f(x)) = 4o0.
X—>+00

Si on suppose que fn(x) — f(x ) pour n € N* alors fn(x) = (fn(x) — f(x)) + v/x et \/§+:OO o(x)

2T1
_ 2
donc, par somme, fn(x) ~ 2 et la relation f1q1(x) — /x = (fn () = V)" montre, par quotient, que
+oo 2 2fn(X)
XZ
fapr(x) — f(x) ~ 25 = 7. Par principe de récurrence, on a donc ¥n € N, fn(x) — f(x) ~ Z donc
+o0 2 2 +oo 2
Zn
fn — f n’est pas bornée sur R car lim (fn(x) — f(x)) = +oo0.
X——+00

Ainsi, la suite (fn)nen ne converge pas uniformément sur R vers la fonction f : x — /x.

11.14 ) a. Posons up = Hy —In(n) sin € N*. Pourn > 2, up —un—1 = (Hn — Hn—1) — (In(n) — In(n — 1)) donc

Up —Up_1 = i (1 - l) =1_1.0 (iz) =0 (iz) donc, par comparaison aux séries de RIEMANN,
n n/+oon n n +oo n

> (un —un—1) converge absolument donc converge et, par dualité suite-série, (un)n>1 = (Hn — In(n))

>1
n>2 nz

converge aussi vers un réel y ~ 0,577 appelé constante d’EULER.

b. f:t— In(t)e " est continue sur R, f(t)~In(t) :o<i) et f(t) = e~ /2 par croissances comparées
0 0 \Wt +o0

donc, par comparaison & des intégrales de référence, f est intégrable en 01 et 4+-0co donc f est intégrable sur

—+oo
R% . L’intégrale fo In(t)e~tdt est donc absolument convergente donc convergente, ainsi I existe.

n—1
c. Pour tout n € N*, la fonction fn : t — (1 - 1) In(t) est continue sur ]0;n] et fn(t) Fln(t) ?O(ﬁ)
n

donc, comme avant, f;, est intégrable sur ]0;n] donc I, existe.

Dans l'intégrale I,,, on effectue le changement de variable t = nu = @n(u) avec @, qui est bijective et

1 n—1
de classe C' de ]0;1] dans ]0;n], et on obtient I, = fo (1 - %) In(nu)(ndu) donc, par linéarité de

1 1
l'intégrale, comme tout converge, I, = nin(n) fo (1 —wnTdu + nfo (1 —w™ Tin(u)du. Or il vient



1 _ nql _ _ n
f (1 —uwldu = [— u} = 1 et, en posant a : u T=0—w? et b :u — In(u) qui
0 n 0 n n

sont de classe C' sur ]0;1], comme lim a(u)b(u) = 0 par croissances comparées car 1 — (1 — u)“?;nu,

u—0+t
. _ -0 -w"n(u )}17 M- -uw" . TT—-0-uw"
on obtient I, = In(n) + [ - . fo — du = In(n) + fo To0-w) du. On
reconnait la somme des premiers termes d’'une suite géométrique de raison 1 —u # 1 et on a donc la relation

1 ,n—1 n—1 1
Ih =1n(n) — fo (kzz:o(l - u)k> du=1n(n) — kz::() T In(n) — Hy = —un.
d. Pour n € N¥, soit gn : R} — R définie par gn(t) = fn(t) si t <n et gn(t) =0sit>n. Alors gn est
400 n
. N . . s . L
continue sur R} et j; gn = fo fn = I, d’apres la question précédente.

(H1) Pourt e R%, désquen > t,onagn(t) =fn(t) = ( —i)nq In(t) = In(t) exp ((n—l)ln (1 —i))

donc lim gn(t) = f(t) = In(t)e™" par continuité de 'exponentielle car In (] - i) ~ —=. Ainsi,
n—+oo +oo n
(gn)nen- converge simplement vers f sur RY.
2) Les fonctions gy, sont continues sur et y sont intégrables d’apres ce qui précede et la fonction

H;) Les foncti t ti Ri t t intégrables d’apre i précede et la foncti
f est continue sur RY .

(H3) Par concavité de In, ¥n > 2, [gn(t)] = [fn(t)] < [In(t)|e™DEY™ = Jin(t)|ete’™ donc
lgn(t)] < |In(t)]e tet’? = [In(t)]e ¥? = @(t) sit < n et |gn(t)] = 0 < @(t) sinon. Ainsi,
pour tout n € N* et tout t € R, |gn(t)| < @(t) + [f1(t)] = ¥(t) et la fonction 1 est continue et

intégrable (comme somme de fonctions intégrables) sur R* avec les mémes arguments qu’avant.

400 400
Par le théoréeme de convergence dominée, on a lim f gn(t)dt = lim I, = f f(t)dt donc, avec la
n—+oo J0 n—+o00 0

question a., on a donc I = —y.
11.15] La fonction f : x — () n(l —x) est continue sur J0; 1[. f(x) ~ — In(x) :o(L) car In(1 —x) ~ —x donc
X 0 0 \Xx 0
f est intégrable sur ]O; %} par comparaison aux intégrales de RIEMANN. De plus, f est intégrable sur B, 1 [

car f(x) ]rj(x —1)In(1 — x) car In(x) X 1 donc f se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) = 0 par

+00 n

croissances comparées. Comme on sait que Vx €]0;1[, In(1 —x) = — , il vient, avec fn :J0;1] — R

X
n=—1n

e T . ' In(x)In(1 —x) ( ) =
définie par avec fn(x) = e la relation I = fo dx f f(x)dx = j; nZ::1 i (x)dx

Le fonctions f,, sont continues sur ]0;1] et, comme fj(x )N—ln ( ) et que hm fa(x) = 0 par
croissances comparées donc que f, se prolonge en une fonction contlnue sur le segment [0;1] en posant
fa(0) = 0 si n > 2, les fonctions f,, sont intégrables sur |0;1].

D’abord, en posant u(x) = x™ et v(x) = In(x), les fonctions u et v sont bien de classe C' sur ]0;1] et

lhg)lJr u(x)v(x) = 0 par croissances comparées car n > 1 donc, par intégration par parties, on obtient la
xX—
1 1 nql
1 t' f, = |: X lan| ] n— 1d _ 1 |:X :| — 1 : > 1.
realonfo n £ 2 f X = 2|, =3 sin >

Méthode 1 : par linéarité de 1’1ntegrale, comme la fonction f1 : x — —In(x) est intégrable sur ]0; 1], et donc

“+o0 1 1 +oo
> fn(x) = f —f1 aussi d’apres ce qui précede, on a I = fo f1 4+ fo > fn(x)dx.
n=2 n=2

Pour n > 2, f, est continue sur [0;1] en posant f,,(0) = 0 et f,(1) = 0. De plus, f,, est dérivable sur



10;1] et Wx €]0;1], i, (x) = fl((n — 1)x" 2 1n(x) + x“fz) donc, avec le tableau de variations de f,, on
n

1
trouve |[fnllso,0;1] = fn (e (“—‘)) = m ol ﬁ. Alnsi, ngz fn converge normalement sur [0;1] par

RIEMANN. Par convergence normale (donc uniforme) de la série de fonctions > f sur le segment [0;1],
n>2

1 +oo +oo a1 +oo 1 1
d’apres le cours, f ST fn(x)dx = > f fn(x)dx = >, —5 = ¢(3) — 1. Comme f f1 = 1, on obtient la
0 =2 n=2v0 n=2T 0
+o0 1
valeur I =14 Y —5 = ((3) ~ 1.202.
n=2T

Méthode 2 : utilisons le théoréme d’intégration terme a terme :

(H1) La série Y fn converge simplement vers f sur ]0; 1] (on en vient).
n>1

(H2) Les fy, sont continues et intégrables sur ]0; 1] (déja vu).
(Hz) La fonction f est continue sur ]0;1].

1 1
(Hg) Yn e N fo [fn(x)|dx = fo fr(x)dx = n% et la série de RIEMANN > 1—3 converge.

n
Par le fameux théoréme, on conclut que f est intégrable sur ]0;1[ (on le savgftodéjé) et surtout la relation
f(: f(x)dx = +ij fol o (x)dx = +§ T = ¢(3) ~1,202.
n=1 n=1"n
a. Soit x € R, pour que S(x) existe, on doit au moins avoir Vn € N, n+x # 0, c’est-a-dire x ¢ (— N). Soit
dong, pour n € N, f, : R\ (= N) — R définie par f(x) = na:x' Traitons alors quatre cas :

e Si|a| < 1, alors fn(x) = o(|a]™) et la série géométrique > a™ converge car |a| < 1 donc . fn(x)
+oo n>0 n>0
converge absolument donc converge par comparaison aux séries géométriques.

e Si |a| > 1, par croissances comparées, lim |fn(x)| =400 donc Y fn(x) diverge grossierement.
n—-+oo n>0
>
e Sia=1,alors fn(x) o 1> 0 donc > fn(x) diverge par comparaison a la série harmonique.
oo m n>0

(=n" 1 N EE IR |
T (x/n) 400 +O<n2) car - (x/n) +—OOH-O(n>. Comme

e Sia=—1,alors fn(x) =

-nH" s ‘. - P -H"
> =0t converge par le critére spécial des séries alternées et (fn (x) — u) converge par
n>1 N n>1 n
comparaison aux séries de RIEMANN, par somme, » . fn(x) converge (mais pas absolument).

n>0

Le domaine de définition de S vaut donc Dg =@ sija|>Toua=1,Ds= R\ (—N)si|a|<1oua=-1.

b. Tout d’abord, les fonctions f,, sont toutes continues sur R%} pour n € N.

n
Méthode 1 : soit 0 < a < B, alors pour n € N et x € [«; B], comme |fn|: x — o] est décroissante sur R,
n+x
on a [fn(x)| < [fn(x)| donc f, est bornée sur [o; B] et |[fn|oo,[o;p] = |fn(cx)|+: o(|a]™). Comme Y |a|™
o0 n>0
converge, la série ) f, converge normalement vers $ sur tout segment de R* . On sait d’apres le cours que

n>0
ceci implique la continuité de S sur R%.

Méthode 2 : fo n’est pas bornée sur R* . Par contre, pour n > 1, comme [f,| est décroissante sur R’ , on

o(|a]™). Comme la série géométrique ) |a|™ converge car |a| < 1
n>1
—+oo
N 7. * . . *
par hypothese, la série gl fn converge normalement sur R% donc T : x — 21 fn(x) est continue sur R*
n> n=

i la[™
¢ ”anoo’Rjr - xl;%h (o) = 4o



d’apres le cours. Comme S = T + fo et que fp est continue sur R* par somme, S est continue sur R7.

+oo +o0 n—H
c. Soit x >0,aS(x+1)= > afp(x+1)= Z Z en effectuant le changement d’indice
n=0 n+x+1 p= 1P +x

p=n-+1. Ainsi, aS(x + 1) = S(x) — fo(x) = s(x) - i

d. ¥x >0, S(x) = 14 aS(x+ 1) or S est continue en 1 d’apres b. donc lim S(x + 1) = S(1). Ainsi, S est
X

x—0+

bornée au voisinage de 1 et S(x) = 1, o(1) = LI o(l) ce qui montre bien que S(x) ~ 1
+oo X +o00 X X

+oo X
e. Méthode 1: la borne  n’est pas intervenue dans les calculs de la question b. donc |[fn|oo, [a; 400 = [fn ()]

& nouveau et on a convergence normale de . fn sur [«;+oo[. Comme ¥n € N, 1111 fn(x) = 0, par
X—+00

n>0
+oo
théoreme de la double limite, on en déduit que lim S(x) = >, Um fn(x)=0.
X—+00 n=0 X+

Méthode 2 : Comme ) f,, converge normalement sur R* d’apres b. et que Vn > 1, uzrn fa(x) =n =0,
n>1 X——400

par double limite, lim T(x) = Z £, = 0. Comme hm fo(x) = 0, par somme lim S(x) =040=0.
X—+00 X—+00

1
n " too n 1

f. Comme fn(x) ~ 9~ si on admet pouvoir sommer les équivalents, on aurait S(x) ~ >, & = ——.

+00 oo Ty x (1—a)x

n n
Pour le montrer rigoureusement, on écrit xS(x) = > gn(x) avec gn(x) = nai—i—xx =a" - T?i - la fonction
n
nla . . .
lgn| : x = |a|™ — n|7+|x est positive et croissante sur R, avec xEToo lgn(x)| = [a[™ donc [[gn||oo,rz = [a[™.
Comme la série géométrique _ |a|™ converge, Y gn converge normalement sur R donc, par le théoreme
n>0 n=0
IS 1 1
de la double limite, on obtient lim xS(x) = >, a™ = ——. Par conséquent, S(x) ~ ———.
x—+00 "o 1—a +oo (1 —a)x
1 +oo n n 1 +oo
Pour étre plus précis, pour x > 0, |S(x) — m = ‘ > (nai—l—x — %)’ car -—— = ngo a™ donc, par
S . 1 _na™ | " _ A 1S n
inégalité triangulaire, on a |S(x) — ————| = < ) —5— =% enposant A= ) nla™
(] - (l)X n= 0 X(TL + X n=0 X x n=0
Ainsi, S(x) = ot 14 O( ) ce qui est plus précis que ce qu’on a obtenu avant.
oo X

11.17) a. e Si x = 0, f,(0) = 0 donc HT fn(0) = 0. e Six € [—1;1] \ {0}, par croissances comparées,
n——+0o0

2
lim nxe ™
n—-4oo

=0 = { car x* > 0 donc, par continuité de la fonction sin en 0, on a nEToo fn(x) = sin(f) = 0.
Par conséquent, la suite de fonctions (fn,)n>1 converge simplement vers la fonction F: x — 0 sur [—1;1].

b. Soit a €]0;1[, n € N* et x € [a;1], alors 0 < nxe™ ™" < ne ™", Comme nEToone_“az = 0 par
croissances comparées, il existe un rang no € N* tel que Vn > no, ne—mne’ < % Par croissance de sin
sur {0; %}7 Vn > np, 0 < fr(x) < sin(ne‘“az) done |[fn = Flloo,[a;1] = I[fnlloc,[a;1] < sin(ne_“az). Comme

2
lim sin(ne "¢
n—-+oo

)=0,ona lim [[fn —F|| a1 =0 d’olt, par définition, la convergence uniforme de la
n—-+oo e
suite de fonctions (fn)n>1 vers la fonction F sur tout [a;1] avec a €]0;1].
c. Pour n € N* fn(l> = sin(e7"/™) > sin(e”") car sin est croissante sur [e~';1[ donc, comme
n

1

[frlloo,(—1;1] = fn<%> > sin(e™') puisque - € [—1;1], la suite (||fn|\oo,[—1;1])n>1 ne tend pas vers 0 et

la suite de fonctions (fn)n>1 ne converge pas uniformément vers la fonction F sur [—1;1].



