DM 06 : SERIES DE FONCTIONS

PSI 1 2025/2026 pour le vendredi 12 décembre 2025

Soit dans tout le sujet un réel strictement positif x.

Pourn € N*, on définit un : R — R par

() :
Un(x) = ——~.
" no‘(l + nxz)
+o0 too
La ou c’est possible, on définit S(x) = Y. un(x) et, pourn € N, Rpy(x) = > uk(x).
n=1 k=n+1
En cas de convergence, on note
—+o0
du
Iy = L
« fo u*(1+u)

Modes de convergence de Y un,

n>l

Montrer que la série > uy, converge simplement sur R. Que dire de S ?

n>l
Démontrer que la série Y uy, converge normalement sur R si et seulement si o > %
n>l

Soit deux réels a et b tels que 0 < a < b. Prouver que Y uyn converge normalement sur [a;b].
n>1

Y-a-t-il convergence normale de ) upn sur RY 7
n>1

2n
Pour x € R, établir |Rp (x)| > S .
[Rn ()] k=§+1 V2n (14 kx?)

En déduire, si a > 0, que Y upn ne converge uniformément ni sur [0; a, ni sur [—a;al, ni sur R.
n>l

|—

On suppose dans cette question que a« < 5

Continuité et limites de S
Montrer que, pour tout o > 0, S est continue sur R*.

Déterminer la limite et un équivalent de S en +o0.

Montrer que, si « > %7 alors S est continue sur R.

P
Soit dans cette question « < —. Sip € N* minorer un(\%). La fonction S est-elle continue en 0 ?
P

1
2 n=1

2.5| Soit dans cette question « < L. Soit x €]0; 1 , déterminer I'unique entier p € N* tel que 1 <x< L.
q 5 J0; 1] q p e e xS op

Montrer que lim S(x) = +00. Que vaut lim S(x) ?
x—0+ x—0~



Dérivabilité de S

Etablir que Y 1/, converge normalement sur R si et seulement si o > 1.

n>1
Montrer que S est de classe C! sur R si o > 1.
Justifier que S est de classe C' sur R* si o €]0;1].
Pour « €]0; 1], montrer que S n’est pas dérivable en 0.
Equivalent en 0
Déterminer un équivalent de S(x) en 0 si o > 1.

Si0< o<1, pour un réel x > 0, on définit fy : [1;+oo[— R par fy(t) = —>—

+
Montrer que fy est intégrable sur [1;400[ et justifier que f1 = fx(t)dt < S(x) <

Sia= %, déterminer la valeur exacte de lim S(x).

x—0+

Si « = 1, déterminer un équivalent de S(x) quand x tend vers 07.

Justifier existence de I pour a €]0;1[. Si 0 < « < 1, montrer que S(x) ~ Iox?*71.

x—0+

1 jo—1 -
On admet que Yo €]0;1], fo ¢ 1 J_:tt dt = Sin?noc)'

En déduire, toujours si 0 < a < 1, que S(x) ~ ——x21,
x—0+ sin(ma)



