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0 . . i ., too ine +00 n
Soit f : [0;271] — C définie par £(0) = e®' ' ~10 = ¢=10ee™® = ¢=10 S~ € _ caryz e C, 2= 3 Z-. Ainsi,
n=0 Tl' n=0 TL'
+oo Li(n—1)0 . _ 2 e i ,
f(0) = & La fonction f est continue sur le segment [0;27] donc fo e® ~1Ya0 existe. De plus,
—0 n.
" i . o
en posant fn(0) = =————, la série de fonctions ) fn converge normalement (donc uniformément) vers f
n! >0

sur [0;27] car ||fn /oo (0527 = $ et > $ converge.
. n2 .

\ 7’ by . . 27-[ +OO 27-(
D’apres un théoreme du cours, on peut intervertir fo f(8)do = > fo fn(0)de. Or pour tout n # 1,
n=0

27 i(n—1)0 727 27 27 27T 49 .
_ e _ _ e _ e’ —1i0 —
fo .(0)d0 = [7@ — 1)n!}o =0 et fo £1(0)d0 = 27. Ainsi, j; £(0)do = fo e 0 = 2.

a. eSix<0,0na HT un(x) = 400 donc > un(x) diverge grossiérement.
n——+oo

n>0
e Six =0, un(x) =n(2) donc > un(x) diverge aussi grossiérement.
n>0

eSix >0, lim e ™ =0doncun(x) ~ e ™ et y (e *)" converge (série géométrique avec 0 < e ™ < 1)
n—+oo +oo n>0
>
donc la série > un(x) converge par comparaison aux séries géométriques.
n>0

Ainsi le domaine de définition de f vaut I = R7.

Soit a > 0, comme u,, est décroissante et positive, |[un||oo,[a;+o0] = Un(a) et > un(a) converge d’apres ce
n=0
qui précede. Ainsi, la série > uy, converge normalement sur [a; +00[. Comme toutes les fonctions u,, sont
n=0

continues sur [a; 400}, la fonction f y est aussi continue. f est donc continue sur R} =1= U [a; +o0.

a>0
b. On a up(x) = In(2) et Vn > 1, lim un(x) = 0. Par convergence normale de Y u, sur [1;+00[ et
X—+400 n>0
+o00o
théoréme de la double limite, on a lim f(x) = Y lim un(x) =1In(2).
X—>+00 n—0 X—+oo

c. Les un sont décroissantes sur R* donc, par convergence simple de ) un, la fonction f est aussi

n>0
décroissante sur R* . Ainsi, 1112)1+ f(x) existe dans Ry par le théoréme de la limite monotone. Supposons
x—
n
que 1112)1+ f(x) = ¢ € Ry, et soit un entier n € N, posons alors Sy (x) = Y. In(1 + e~ *¥), il vient donc
X— k=0

li1g)1+ Sn(x) = (n41) In(2). Comme toutes les uy sont positives, Vx > 0, f(x) = Sn(x) (I) donc ¢ > (n+1)In(2)
xX—
en passant a la limite dans (I) quand x tend vers 0 (elles existent). Il est impossible que cette inégalité soit

vraie pour tout n € N donc, par ’absurde, on a montré que 1112)1+ f(x) = +o0.
xX—>

“+o0
Comme f = In(2) + w1 + >, un et que uy est strictement décroissante, la fonction f est aussi strictement
=2
+oon
décroissante sur I car Y uy est décroissante. D’apres le théoreme de la bijection, puisque f est continue
n=2

sur I, on obtient donc f(I) =] uTll f(x); li1g)1+ f(x)[ =] n(2); +o0].
X—>+00 xX—



+1
a. Pour n € N, on pose P, = “¥x € Ry, 0 < upny1(x) —un(x) < (X%])'”.
n !

0+1
(0+1)

Hérédité : soit n € N tel que Py, est vraie. Pour tout réel x > 0 on a donc uny2(x) =1+ fo Un+1(t/2)dt et

x
Initialisation : wy(x) =1+ fo dt =x+1donc ¥x € Ry, 0 <uj(x) —up(x) =x < et Py est vraie.

Unt1(x) =1+ fox un (t/2)dt ce qui donne un42(x) — unt1(x) = fox(unH (t/2) — un(t/2))dt donc, comme

n+1
Yt € [0;x], t/2 € R4, par hypothese de récurrence, 0 < un41(t/2) —un(t/2) < mo. Par croissance
x n+1 n+2 n+2
de l'intégrale, 0 < u x) —u x) < t dt = X < X car 2™t > 1.
g n+2(x) n+1(%) fo 2n+1(n+ 1! 2n+1(n+2)! (n+2)!
n+1
On conclut par principe de récurrence que ¥n € N, Vx € Ry, 0 < un41(x) —un(x) < ﬁ
n !
n+1
Soit x € Ry, comme la série > ﬁ converge absolument par le critéere de D’ALEMBERT ou car
X! 1 ; . Py, . N i
X =0 (—2) par croissances comparées, la série télescopique & termes positifs > (uny1(x) — un(x))
M+ +o \n >0

converge par comparaison. Par dualité suite-série, cela équivaut a la convergence de la suite (un(x))n>o-

Ainsi, la suite de fonctions (un)nen converge simplement sur R vers une fonction .

+oo +oo k+1 k+1
b. Pour a>0et x € [0;a], 0 < u(x) —un(x) = > (wrg1(x) —uk(x)) < Z X P < Z 4 =Rna.
K=n w (k1) w (k+1)!
n +0° n
Or Ry, q est le reste d’ordre n d’une série convergente car a—' converge et e = > a—' Ainsi, on a
n>o M n=0 M
0 < |Ju = un|fso,[0;a] € Rn,a @vec lim Ry o = 0 donc, par encadrement, lim |Ju — un||oo,j0:a) = 0 ce qui
’ n—-4oo n—-+o0o el

se traduit par la convergence uniforme de (un)n>o vers u sur le segment [0; a].
a a a a
Cun(t/2)ae - u(t/Z)dt‘ — ‘ I (un(t/2) — ww2)at| < [ fun(t/2) - u(t/2)lat par

. . 7’ . . a a a
inégalité triangulaire, on a ‘fo un (t/2)dt — j;) u(t/Z)dt’ < fo [[un — uf|oo,0;a)dt = al[un — u|foo,j0;a) car

Comme a > 0,

a a
[0; a/2] C [0; a] donc, par encadrement, il vient nETOO fo un (t/2)dt = fo u(t/2)dt.
En passant a la limite (elles existent) quand n tend vers +oco dans la relation upi1(a) =1+ foa un (t/2)dt,

on obtient u(a) =1+ f (t/2)dt donc u est solution de (E) car ceci est vrai pour tout a > 0 et aussi pour
a =0 car u(O) =1= 1111 un (0) puisqu’on a facilement ¥n € N, u, (0) = 1 par récurrence.
n—-+0o0

Soit v une autre fonction continue sur R; qui est solution de (E), alors la fonction f = uw — v vérifie

X
Yx = 0, f(x) = fo f (%)dt. On en déduit en dérivant par le théoreme fondamental de 'intégration que

Vx =0, f'(x) = f(%

Soit a > 0, la fonction f est continue sur le segment [0; a] donc elle y est bornée, on peut donc définir le réel
M = [[f||o0,[0;a]- Comme u(0) = v(0) = 1, on a f(0) = 0 donc Vk € N, f(k)( ) = 0 d’apres la relation (I)

). Par récurrence, f est C sur R et Yk € N*, Vx € R, £} (x) = %f(%) (1).

(k)
précédente. Par TAYLOR reste intégral, Vx € [0;a], Vn € N, f(x) = Z f — f — ) () dt.
k=0 n

Or d’apres (I), Hf(“H)HOO,[o,a] < ZM“ car si x € [0;a], ZT‘% € [0; a]. Ain51, par Iinégalité de la moyenne et

puisque (x —t)™ > 0 dans Uintégrale précédente, on a |f(x)| < M f (x —t)"dt = — M1 suffit de
ni2™ (n+n)i2"

faire tendre n vers +oo et Vx € [0; a], f(x) = 0. Ceci étant vrai pour tout réel a > 0, f est nulle sur Ry donc

v =1u. Il y a donc une unique solution de I’équation (E) et c’est la fonction uw = 1111 uy, de la question a..
n—



_ n
Pour tout ’exercice, on pose f, (x) = (1) . L’ensemble de définition sur R de f, est R\ { - l}.
n

1+ nx
+o0
a. e Six =0, la série > fn(x) diverge grossierement car Vn € N, |fn(x)| = 1.
n=0
e S'il existe un entier p > 1 tel que x = — 1, fp(x) n’est pas défini donc ) fn(x) non plus.
P n>0

+oo
o Six e R*\ { -1 ‘ pE N*}, la série > fn(x) est alternée si x > 0 et elle Pest & partir d’un certain rang

n=0
1 & ()
no=|—-=|+4+1six<0. La suite (’ D étant décroissante et tendant vers 0, la série Z
x T+nx"/n>ne —o 1 +1nx
converge par le critere spécial des séries alternées.
Le domaine de définition de f est D = R* \ { -1 ’ pE N*}.
P
: i (=n" _ =" 1 _ (—1)“( (1)) _ =" (L)
On pouvait aussi dire que TR — X 11/t 1+0 ) o +0 7 pour

_ n
x € D. Or =0 converge par le critere spécial des séries alternées car (i) : est décroissante et
n>

n>1 nx nx

tend vers 0 et 2;1 ﬁ converge absolument par RIEMANN. Ainsi 2;1 fn(x) converge par somme.
n n

On vient de voir que }_ fy converge simplement vers f sur D. Il est clair que |[fn[|oo,r7 = l et, sia >0, que

n=>0

frlloo.fa: ool = ||fnlloo.[a:b] = sib > a car |f,,| est décroissante et positive sur R . Par comparaison,
slas+oo] s[asb] +

1—|—na

il n’y a pas convergence normale de ) fy, vers f ni sur R*, ni sur [a;+oo[, ni sur [a;b].
n=0

Intéressons-nous donc a la convergence uniforme, et tout d’abord sur R*. Soit a > 0, n € N, x € [a;400]

+o00
et Rn(x) = k:§+ 1(-1—711 Alors ’R )| < T (T: T < T (n]—f— Ta toujours par le critere spécial. On a

done [|Rn||so,[as+o0] < T mtTa n_)—+>000. Ainsi, la série né:o fn converge uniformément vers f sur [a; +00[.

Comme chaque fy, est continue sur D, on en déduit d’aprés le cours que f est continue sur RY.

n—1
Soit n > 1 et ac< —l , posons gn = f — Z fr = Z fi. Soit x €] —oo;al, Y fi(x) est alternée et
=0 k=n k>n
1 — &

(| |) décroit et tend vers 0 d’on, en posant Ryn(x) = >, fr(x), on a la majoration, pour

T4+ kx'/k>n k=m+1
tout entier m > R = ‘ f ’ ‘ ‘ dont on déduit la nouvelle

m Rm()] = kak 1+m+1 1+m+1)
— too

majoration ||R ooial & ‘7‘ —> 0 donc fi. converge uniformément sur | —oo; al. Ainsi,

J || m||00,] 00;al ]_|_(m_|_]) Rotoo kzn k verg ] a]

n—1

gn est continue sur | — oo;a] car les fi) sont toutes continues si k > n. Par somme, f = Z fx + gn est

continue sur D O} — 00; -1 [ Comme ceci est vrai pour tout entier n > 1, la fonction f est continue sur D.
n

_1\yn—1
(])7? Soit x > 0 et gy : t— ~, alors gx

t
(14 nx)? (1 + tx)

donc gy est décroissante sur [l; +0o0 [ Ainsi, la suite (|}, (x))n>n,
x

b. Pour n > 0, f,, est de classe C' sur RY et f} (x) =

1—
1+ t)
est décroissante et tend vers 0 si on pose ng = |1/x] + 1. Par le critére spécial des séries alternées, la série
“+o00
> f1.(x) converge. Posons rn(x) = > fi(x). Soit a >0 et x € [a;400[, si ng = 1 alors np > 1 donc,
n>o0 k=n+1 a x
comme gy est décroissante sur [no; 400, la suite (|f}, (x)|)n>n, est décroissante et tend vers 0 donc, par le

est dérivable sur R et g/ (t) =



critere spécial, |rq (x)| < |f. ., (%)| = n < n . Ainsi, ||r . <—" _ 5 0donc
P ()] < [f i (%) A+n)? > (1 +na) s IIrnloc, fas+oof (1 + na)? notoo

+oo (_Un—]n

> ), converge uniformément sur tout segment de R* : fest C' sur R} et Vx >0, f'(x) = > ~——.

n=0 n=0 (1 +nx)

c. On a convergence uniforme de > fy, vers f sur [1;+o0o] (par exemple), Um fn(x) =40, =0sin>1et
n>0 xX——+00
+oo
lim fo(x) = o = 1. Ainsi, par théoréme de la double limite, on a lim f(x) = Y. lim f,(x) =1. Pour

X—400 X—+00 n=0 X—+oo

e (=" . . L n(2)
x>0,onaf(x)—1= > et on conjecture (en négligeant les 1 du dénominateur) que f(x)—1 ~ ——==

=1 T +nx +00 X

+oo (_]>n 1 o0 (—1)“X

car il est classique que In(2) = Y *—~——. On écrit donc, pour x > 0, x(f(x) = 1) =
n= n = 1+nx
(
1

et on

pose, pour n > 1, hy 1 x — _:) X La suite (|hn (x)|)n>1 est décroissante et tend vers 0 donc, par le critere
nx
1

n+41

1

. Ainsi, HRnHoo,[I;-s-oo[ < ni_Hnjoo

— +oo
spécial, |Rn (x)| = hie(x)] < [hnp1 (¥)] = X <
Bl =] ] < I 01 = 1255

_1\n
donc on a convergence uniforme de > hy sur [1;400[. Pour n > 1, lim h,y(x) = (Gl . Par double
n>1 xX—+00 n
+oco (_1\n
limite toujours, lim x(f(x) —1)= > (=1) = —1n(2) donc f(x) =1 ~ _M.
X—+00 n=1 n +o0 X

Si on veut un équivalent de f(x) quand x — 0T, on peut regrouper les termes deux par deux. Ainsi, on

+o0

“+oo
1 1 - .
af(x) = f +f = ( — ) Pour x > 0, en définissant la fonction
() = 2 (f2n () +fani1 () = 2 (5557 ~ G e 11 x
1

= i} A i 1
2ux+ 1) ((Qu+T)x+1)  2ux+1  (Qu+T)x+1

>1, M ge(udu < ] 1 <[" du. C t intégrabl

pour n > fn gx(u)du < G Sl s ey e B gx(n) < fn_1 gx(u)du. Comme g, est intégrable

sur R, et que la série > gyx(n) converge, on somme ces inégalités pour n € N* & droite et pour n € N &
n>0

gauche : f;oo gx(u)du < f(x) )+ f u)du. Or eroo gx(u)du = [Zix n (M)}Zw donc

2u+x+1
+o0 _ In(1+x) . 1 o (I 4+x) . X In(1 4+ x)
fo gx(w)du = — Par encadrement, Xl_1)12)1+ flx) === leg; — = Xlgng —— + FPa

. 22T
a. Posons, pour n € N, fj 1 x = &=——n.

14+ x
1

——, fo n’est pas définie en —1, f non plus. Par contre, toutes les f, sont définies sur
-I + X 9 ) )

R pourn >1car Vx € R, 1 —|— x?" > 1> 0. Le domaine de définition de f est donc inclus dans R\ {—1}.
AL . 2T s
e Pour [x| > 1, f ~ &%+ — =% donc 1 f = 400 et =2+ diverge grossierement.
x| n(y) 2 ” Jlim fa(x) =+ ngo Tz diverge g
2n—1
eSix=1f(x)=2""Tet lm fn(x)=+oodonc 3. 27‘72“ diverge grossiérement & nouveau.
n—+oo n>o 1+x

gx : U , gx est continue et décroissante sur R, d’ou,

e Comme fg : x >

o Six €] —1;1], fn(x) fod 22T = 0(2]“) par croissances comparées car nl—i>Too n?xn-

donc, comme lim 2™ = +o0, par composition de limites, on a Um 4™x2"~! = 0. Ainsi, >
n—-+oo n—+o0o nso 1+ x

converge absolument par comparaison a la série géométrique de raison E qui converge d’apres le cours.

En conclusion, le domaine de définition de f est D¢ =] — 1;1].

b. Soit x €] — 1;1]. Effectuons une récurrence sur N.

0 1
Initialisation : Vx €] — 1;1], [T (1 +x*")=T+xet [ 1 +x2") =1 4+x)(1+x?) =1+x+x2 + .

n=0 n=0



N 2Nt g
Hérédité : soit N > 1tel que [[ (1+x*")= > x¥ (c’est donc vrai aux rangs N =0 et N = 1). Alors
n=0 k=0
N+1 " N " 2N N 2N 2N N
IO+ =[]0 +x2 ):( D xk)x(lerz ):( > xk)Jr( T k2 )donc,en
n=0 n=0 k=0 k=0 k=0
N+1 2N+ g QN+ N+ g 2N+2 g
posant j = k4 2N+ dans la seconde somme, [[ (14+x?") = ( 3 xk) +< > x]) = > Xk
n=0 k=0 K=2N+1 k=0
N 2Nt g N+1
Par principe de récurrence, Vx €]—1;1, VN € N, [ (1+x*" )= > xk= ]_1)(7 (formule classique).
n=0 k=0 -X
N
c. Pourx €] —1;1,ona lim [](1+x*")= 1 car lim x2""" =0. Par continuité de In, tout étant
N—+oo 1o 1T—x N—+o0

strictement positif, lim > n(1+x?") = —n(1 —x), donc ¥x €] — 1;1[, > (1 +x*") = —1n(1 —x).

—4o00 n=0 n=0

Posons donc vy (x) = n(14+x2") pour n € Net x €] —1;1]

(H1) On vient de voir que Y vy converge simplement vers S : x — —In(1 —x) sur | — 1;1].

n=0
(H2) Toutes les fonctions v,, sont de classe C' sur ] —1;1[.
n 2m"-1
(H3) Vn € N, Vx €] — 151, vi,(x) = 21—T-T = fn(x). Soit a €]0;1[, n € N* et x € [—a;a], alors

n n n N .
V()| < 2™a?" 7 car 14 %27 > 1 donc ||V [|oo,—aia) < 2™a? 7' et on a vu & la question a.
n . . . .
que Y. pATC convergeait. Ainsi, Y V) converge normalement (vg est continue sur le segment
n=0 n=0

[—a; a] donc elle y est bornée par le théoréme des bornes atteintes) sur tout segment de | — 1;1[.

+o00
Par théoréme, la fonction h: x — 3 v (x) = —In(1 —x) est de classe C' sur | — 1;1[ (ce qu’on savait déj)
=0
+oo " +o0
et Vx €] — 1;1], K'(x) = > vii(x) = D fa(x) = f(x).
n=0 n=0
1 _ !

On en déduit que Vx €] — 1;1], f(x) = (—In(1 —x))' =

lm— n:o]i;;T?.

a. e Six €]0;1[et n > 2, 11111 x™In(n) = 0" par croissances comparées donc, comme In(x) < 0, on obtient
n——+o0o

Um un(x) = —oo et la série > un(x) diverge grossierement.
n—-+4oo n>2

e Six=1,un(1) =0donc Y un(1) converge.
n>2

e Six>T1,un(x) = o(x™™) donc > un(x) converge absolument par comparaison aux séries géométriques.
Foo n>2
>

+oo
Ainsi, Uensemble de définition D de > u, vaut D = [1;+00].

n=2
T —nlin(x)
X n(n)
sur [0;e'/™] et décroissante sur [e!/™; +oo[ ce qui montre que |u, = u, est maximale en e

S — Comme la fonction x — 1
enln(n) x In(x)

b. Pour n > 2, u, est positive et dérivable sur [1;+o0[ et ul (x) = donc u,, est croissante

/m et on a

est décroissante sur D et qu’une de ses

[tnloe,p = un(e'/™) =

primitives x — In(In(x)) admet une limite infinie en +oo, la série de BERTRAND diverge par
nsam In(n)

comparaison série-intégrale. Ainsi, > u, ne converge pas normalement sur D.

n>2
. 1 Ry In(x) .
c. Soit x €]l;+o00[ et n = 1, alors 0 < Rp(x) = > uk(x) = —————— et, pour tout entier
k=n+1 k=mp1 X n(k+1)

: l = L /)"
k=2 n, In(k+1) > In(n+1) donc on peut majorer 0 < Ry (x) < #(:)1) k:%:+1(1/x)k - Xn£X1) % ITE(QX_)F 0



In(x)

Or o< (1/x)™ < 1 et, comme Vx > 1, In(x) <x—1,0ona0 < : < 1. Par conséquent, comme Ry, (1) = 0,
x —
OnavXED, Vn>1, OéRn(x)ém

d. On déduit de c. que ||Rnlloo,p < l(% donc hm [|IRnlloo,p = O par encadrement et Y up
n(n

]) n>2

converge uniformément sur D donc, comme toutes les u, sont continues sur D, S est continue sur D.

e. Pour x > 1, d’apres la question précédente, 0 < S(x) = Ry(x) < Lnfx]) X &/();)) +:Ooo(x3]/2) et S est

continue sur D. Ainsi, la fonction S est intégrable sur D par comparaison a une intégrale de RIEMANN.

a. Utilisons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

(H1) Soit x > 0, alors un (x ) = O( ) donc Y un(x) converge absolument par comparaison aux séries
n=>0
de RIEMANN. Ainsi, la série de fonctions Y u, converge simplement vers S sur L.
n=0

(417)2 apres simplification.
n X

(H3) Ainsi, u}, est décroissante et positive, donc bornée sur I pour n > 1 car lim+ uh (x) = 1—2 et on a
x—0 n

H,) Toutes les fonctions u,, sont de classe C! sur I et v/, (x) =
n

Vx>0, 0 <up(x) < iz de sorte que [|ul||oo,1 = % = lim ) (x) donc Y [|[ul||eo,1 converge et
n n x—0+ n>1
la série > u!, converge normalement sur I.

n>1
“+o0
Par le fameux théoréme, S—uo = > uy est de classe C! sur I donc S Dest aussi par somme car ug est C! sur I.
1
/ 11 —+oo ] , _I N 1 1
De plus, Vx > 0, S'(x + = ———— car u,(x) = —5 puisque up(x) = ¥— =1—-.
S0 =+ X = B e = ()= %=
On pouvait utiliser le théoréme sur tout segment de I car si [a;b] C T,onaaVn € N, [[u ||, [ab] = (_:7)2
a
et > ——— converge donc ). u, converge normalement sur tout segment de I. On a alors directement

nso (n ‘1) n>0
+oo +oo 1
la conclusion que $ est de classe C! sur I et que ¥x >0, S'(x) = Y. v, (x) = Y, ——.
= n=0 (Tl + X)

] 1 _n+x—(n+1) x—1 _ insi *
b. Pour x € I, nrl g (n+1)(n—|—x) CEECE un (x). Ainsi, pour p € N* et n € N,
n n n+p 1
ona > uk(p)= > (L ) E >+ par télescopage ou changement d’indice dans les
k=0 K=o \k+1 k+P 5=1 J j:n+2 j

deux sommes. Ainsi, en faisant tendre n vers 400, on obtient S(p) =
j

Am
=

c. Par comparaison série-intégrale, on montre tres classiquement que S In(p). Or on a vu en a. que

S est croissante donc, si p < x < p + 1 (ce qui caractérise p = |x]), alors S(p) < S(x) < S(p+1). Comme

S(p) o In(p) et S(p + 1) ~ ln(p +1)=1n(p)+1n (1 + i) o In(p), par encadrement, S(x) o In(p). Or,

par croissance de In, In(p) < In(x) < In(p +1) ~ In(p) donc In(x) ~ In(p). Ainsi, S(x) ~ In(x).
+o0o +o0 +oo

a. La fonction f : x — th( ] est continue sur R*, se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1 car
X

X —X
sh (x )wx et on a sh(x) ~ & donc f(x) ~ Ze ~ _ o(%) par croissances comparées ce qui montre que f
+oo 2 +oo X 400 \x

est intégrable sur R’ par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Ainsi I existe.

Six >0, f(x) = sh)Zx) = = EXQ*X = ]2_xee = 2xe™* Z (e=2)™ = Z 2xe~@MHDX car 0 < 672X < 1




(série géométrique). Soit, pour n >0, f, : R* — R définie par fn(x) = 2xe~(n+Dx,
(Hy) 2>:o fn, converge simplement vers f sur R* (on en vient).
nz

H) Les fonctions f,, sont continues et intégrables sur R* car prolongeable par continuité en 0 par
+

fn(0) =0 et fr(x) +:ooo<x]—2). De plus, f est continue sur RY.

e—(Zn-H)x
2n+1
classe C! sur R, avec liT u(x)v(x) = u(0)v(0) = 0, comme f,, est positive sur R, on trouve
X—+00

+o00 e7(2n+1)x o0 2 2
f [fn(x)]dx = [— 272} = —=—5et ), ——=— converge par RIEMANN.
0 (2n+1)Jo (2n+1) nso (2n+1)

(Hz) Pour n € N, par intégration par parties, en posant u: x — 2x et v : x — — qui sont de

Par théoréme d’intégration terme & terme, la fonction f est intégrable sur R* (on le savait déja) et on a la
“+ o0

+oo +oo +oo 2
valeur de I car [ = f(x)dx = fn(x)dx = —c .
fo () nzzjofo n(x) nZZIO (2n+1)*
b. Sin € N*, on note S :iiet pourn € N, T, :ié.Onsaitque um S :C(Z):”—z.
’ = T & 2k +1)? notoo 6
PUELI mil S S
Or Sonyr = — + —5 = =20 + T, Ainsi, Ty = Spny1 — =2 admet une limite finie en +o0o (on
=1 k =1 k 4 4
kpair kimpair
. JEEN . 1 7-[2 2 7-[2 . s 7'[2
le savait déja) qui vaut ), ———= = T — I = I Avec la question précédente, I = £~ ~ 2,47.
—nt
a. Pour n € N*| soit f, : R — R définie par f,,(t) = —5——. Traitons deux cas :
n? + t2

m un(t) = 4oo donc Y un(t) diverge.

esit <0, commen? = o(e”™!) par croissances comparées, li
“+o0 n—-+oo n>1

esit>0,e " = O(1) donc un(t) ~ O(%) et > un(t) converge par comparaison & RIEMANN.
+o0 o0 n n>1
Ainsi, le domaine de définition D de f vaut D = R.

Pour tout n € N*, la fonction u, est positive et décroissante sur R, donc u, est bornée sur R et on a

Un||oo. R, = un(0) = 1 6t la série de RIEMANN 1 converge donc un converge normalement sur
y N4 2 2
n

n>1n n>l

R,. Comme toutes les fonctions u,, sont continues sur R, d’apres le cours, f est continue sur R .

b. Comme 11141_1 un (t) = €y pour tout n € N* et que la série > u, converge normalement sur R, par le
t—+4o00

n>1
+oo
théoreme de la double limite, on a lim f(t) = > ¢, =0.
t—+oo n=1

eft —t

e
1+1t% +0 t2

Comme un11(t) = o(un(t)) pour tout entier n € N*, on peut conjecturer que f(t) oow (t) =
o0 o0

f(t =i e w 14+t (-
Posons g(t) = u1((2) = z nz—’_i—l—tze (=Dt de sorte que g(t) = n§1 gn(t) avec gn(t) = nz—:— tze (=Tt

La fonction g7 : t + 1 est bornée sur [1;+o00[ avec ||g1]|oo,[1:400[ = 1 = e~ (=1 et, pour tout entier n > 2,
lgn(t)] = gn(t) < e M=Vt < e (=D donc gy, est bornée sur [1;+00[ et ||gn|oo,(1;400] < €~ (™1 et la série

géométrique > e~(M~1) converge. Ainsi, la série de fonctions Y g, converge normalement sur [1;+ool.

n>1 n>l
De plus, lim gi(t) =1 =14 et, pour n > 2, Um gn(t) = 0 = &,. Par le théoreme de double limite &
t—+4o0 t—+oo
oo . f(t) e_t
nouveau, lim g(t)= Y ¢ =1. On a donc bien lim =1donc f(t) ~ 5.
t—-4o0 = t—+oo g (t) +oo t



12.10 a. @ Pour x =0, un(0) = 0 donc > un(0) converge et S(0) = 0.

n>1

e Six#0, un(x) ol ﬁ donc > un(x) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN.
n>l1

Par conséquent, la fonction somme S est bien définie sur R. De plus, comme toutes les fonctions u, sont

impaires, on en déduit (par convergence simple) que S est aussi impaire.

2_ 2
b. Pour n € N*| la fonction u,, est dérivable sur R et, apres calculs, Vx € R, u/,(x) = (nz_i_;xz)z donc un
x*+n
est décroissante sur | — oo;n] et [n;4o00[ et croissante sur [-n;n]. Comme lim un(x) = 0, le tableau de
X— 00

variations de u,, montre que ||[un||oo,k = [un(—m)| = un(n) = ZL Ainsi, la série harmonique Y [[un||oo, R
n n>l
diverge et il n’y a pas converge normale de > uyn sur R.
n>1

c. Appliquons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :
(H1) Toutes les fonctions u, sont de classe C! sur R pour n € N*.

(Hz) La série de fonctions > u, converge simplement sur R d’apres a..
n>1

2_ .2 2.2
; . _ — _ 1 1
(Hz) Soit a > 0, Vn € N*, Vx € [—a;a], [u,(x)| = (XTE +nX2)2 < (XT} _:_nxz)z = 1D < —7 par
iz et > |[uhlloo,[—a;a] CONVerge par comparaison aux
n n>1
séries de RIEMANN donc Y ul, converge normalement sur tout segment de R.
n>l

inégalité triangulaire donc [|uf, |[oo,[—a;a] <

too 2 2
Par le théoreme évoqué ci-dessus, S est de classe C! et Vx € R, S/(x) = >, —3—%.
n=1 (X +n )
2
d. Comme S(0) = 0 et §’'(0) = % d’apres la question précédente, puisque S est de classe C! sur R, on a

2

S(x) 5 S(0) +xS’(0) + o(x) par le théoreme de TAYLOR-YOUNG. On a donc S(x) Y %
2 +o0

Pour étre plus précis, pour x € R, |S(x) — M‘ = ‘ ( )‘ = ‘ donc on a
6 n=1 x? +Tl n=1 n’ )

[S(x)| < P < 5P =¢d)xPP = x|’ ce qui prouve que S(x) = 7t—X—|—O(x3) ce qui montre

e O ER ) e 90 0o 6
2 2
que S( )f%+ (x) et, a nouveau, S( )?%

e. On effectue une comparaison série/intégrale, en posant, pour x > 0 fixé, la fonction ¢y : t — 2 j—tz'
k

. / . k+1
@x est continue et décroissante sur Ry donc Vk € N*| fk px(t)at < ox(k) = uk(x) < fk_] ox(t)dt.

+oo +oo
On somme ces inégalités pour k € N* (tout converge) et f1 ex(t)dt < S(x) < fo @x(t)dt donc

t)]" 1 t)]"
[Arctan <7)} =T _ Arctan (7> <S(x)< T = [Arctan (7)} . Par encadrement, lim S(x) = Z.
x/ 11 2 X 2 x/ 1o x—+00 2

Comme lim un(x) = 0 pour tout entier n € N* si on avait convergence uniforme de ). un sur R,

X—+00 n>1
+o00 +oo
d’apres le théoreme de la double limite, on aurait lim S(x) = Z (lim un(x)) = > 0 =0. Comme
X—+00 —1 x—>+oo n—1
1111 S(x) = 7T d’apres la question précédente, on n’a pas convergence uniforme de Y u, vers f sur R (ni
X—+00 TL>]

sur tout intervalle de la forme [a; +oo[ pour la méme raison).



12.11)a. Soit x € R, u,(x) est bien défini pour tout n € N* et, comme In(1+nx?) = In(n)+1n (x2+ ! ) = 0(1),

E o0
nn) _ ( 1 3
+oo

on a un(x) ~ 0 3—/2) donc, par comparaison & une série de RIEMANN convergente car 5 > 1,
n

+oo nz
> un(x) converge absolument donc converge. Ainsi, S est définie sur R.
n>1
Toutes les fonctions u, sont continues sur R par opérations. De plus, pour a > 0, comme u,, est paire et
croissante sur Ry pour n € N* on a Vx € [—a;a], 0 < un(x) < un(a) donc |[unl|ss,[~a;a] = un(a) et on
vient de voir en a. que Y un(a) converge. Ainsi, Y. u, converge normalement sur tout segment de R, ce
n>l n>1

qui assure, d’apres le cours, la continuité de S sur R.

b. Les fonctions u,, tendent vers +00 en 400 pour tout n € N* donc ne sont méme pas bornées sur R. On

n’a donc pas convergence normale de > u, sur R.
n>1
2x

c. Toutes les u,, sont de classe C! sur R par opérations. De plus, pour n € N*, Vx € R, u/ (x) = ﬁ
n nx

et on se rappelle que 2ab < a? + b? pour (a,b) € (R;)? donc 1+ nx? > 2y/n|x|. Ainsi, pour tout entier
2|x| 1 1

N*, V. R* 0 < W/ < = d ! —ad < t i d
ne , Vx € , 0< [ul,(x)] < Iyl w3 onc |[uy, [|oo,[—aza] < =372 et, par comparaison, né:] ul

converge normalement sur R. On pouvait bien siir dériver u}, pour en faire son tableau de variations. Ainsi,

comme Y un converge simplement sur R, d’apres le cours, S est de classe C! sur R.
n>l
+oo 2
d. S(0)= > 0=0. Pour n € N* et x > 0, un(x) > ln(nzx ) _ Zlnz(x) + l“(g‘) (1). Comme Y ln(zn)
n=1 n n n n>1 n
+oo
converge car ln(;l ) = o( _,] /z)v en notant A = ) @, on obtient en sommant les inégalités (1) pour
n +oo n n=1 N

7 In(x)

ne N* S(x) > 3

+ A, et comme lim In(x) = +o00, par minoration, on a aussi lim S(x) = +oo.
X—>+00 X—>+00

+oo “+o0o

+o0o
e. On vient de voir que Vx € R, §'(x) = Y ul (x) = > 2x x> 1 Soit x > 0,
n=1
1
1T+ tx

— X = —1
n=1 TL(] +nx2) n=1 Tl(1 +T1.X2)
on définit gy : [1;+oo[— R par gx(t) = o) Alors gy est continue sur [1;+00[ et y est décroissante
. ] 1 1 ,
donc Vn € N*| gy(n+1) < fn gx(t)dt < gx(n) (2). Comme gy (t) fodie +:OOO<t—3), par comparaison
& une intégrale de RIEMANN convergente, gy est intégrable sur [1;+oo][. En sommant (1) pour n € N*

+oo 2 400 +o00
on obtient 2x Y gx(n+ 1) = §'(x) — 2xgx(1) = §'(x) — —*5 < 2xf1 gx(t)dt < §'(x) = 2x > gx(n)
n=1 n=1

14 x
2 2 2 +oo +oo

tout . C f) = 1ttt 1 X7 tdt:[lt—l1 tz}
(tout converge). Comme gy(t) 20+ o) t T T4 ol f1 gx(t) n(t) — In(1 + tx%) 1

+oo t +oo 2 , . . N
donc f gx(t)dt = {ln <72)} = In(1 + x*) — 2In(x). En réorganisant les termes, on arrive a

1 14+ tx*/11
I'encadrement 2x In(1 + x?) — 4xIn(x) < 8'(x) < 2xIn(1 4+ x?) — 4xIn(x) + ] ix 5. Or on a les équivalents

x
2xIn(1 +x%) — 4x In(x) ~ —4xIn(x) et 2xIn(1 + x2) —4xIn(x) + ] er" 7 ~ —4x1n(x) donc, par encadrement,
0 X< 0

on obtient S’ (x)(;: —4x1n(x). Ceci montre, par exemple, que S n’est pas deux fois dérivable en 0 car
/ / / i

o SE =S LS -5(0)

x—0t x—0 x—0

Mathilde Arnaud I et Lucie Girard I (13,98 et 12,09)

ot —41n(x) puisque S’(0) = 0.



(_l)ne—nx +oo
A~ — . On définit aussi S : x — D un(x).
n=1
. Déterminer le domaine de définition D de S et montrer que S est continue sur D.

b. Y a-t-il convergence uniforme de »_ u/ sur D ?
n=l1

. Calculer S'(x) pour x convenable.
d. En déduire une expression simple de S(x) pour x € D.

12.12 ) a. Le domaine de définition D de S vaut D = R, car :

Pour n € N*, soit u,, : x —

o

[¢]

_1\n
Six=0,onaVne N* u,(0)= =0t donc Y un(0) converge par le critére spécial des séries alternées
n n>1

car (l> est décroissante et tend vers 0.
n/nz

Six>0,onauy(x) = o(e™™) = o((e™™)") = o(%) par croissances comparées donc la série Y un (x)
n

+o0 +00 +o0 =4
converge absolument par le critere de RIEMANN car 2 > 1 ou par comparaison aux séries géométriques.

Six<0,0na liT [un (x)| = 400 par croissances comparées donc Y un(x) diverge grossiérement.
n—+oo
n>0

Pour x > 0, la suite (Jun(x)|)nen~ est décroissante, positive et tend vers 0 donc, d’apres le critere spécial

+00
des séries alternées, en posant les restes Rn(x) = > uk(x), on a |Rn(x)] < [un+1(x)] < ﬁ donc R, est
k=n+1 n
bornée sur Ry et |[Rn||oo,r, < - —]F T avec nEToo %_‘_1 = 0. La convergence de n%:] uy est donc uniforme

sur Ry. Comme les u,, sont continues sur R, on en déduit d’apres le cours que S est continue sur R;.

b. Les fonctions w, sont toutes dérivables sur D et on a ¥n € N*, V¥x € D, u/ (x) = (=1)"Te™™ donc

[[uh||oo,p = [u) (0)] =1 et, comme 2;] 1 diverge, on n’a pas convergence normale de Z>:] u), sur D. On n’a
nz nz

méme pas convergence uniforme de > ) sur D car la série numérique Y u,n/(0) diverge grossiérement.
n=1 n=l1

On ne peut donc pas conclure facilement que $ est de classe C' sur D.
c. Appliquons le théoréme de dérivation des séries de fonctions sur R? :

(H1) On a vu en a. la convergence simple de §>:1 un sur D = R, donc sur RY.
nz

(H2) Les un sont de classe C! sur R* pour tout n € N* et, pour n > 1 et x > 0, u), (x) = (—1)" e mx,

(H3) Soit a > 0 et n > 1, comme |u,| est décroissante sur Ry, on a [[u}||oo,[aitoo[ = [un(a)] = e™™¢
et > e ™ converge (série géométrique avec 0 < e~® < 1) donc on a convergence normale de la
n>1
série de fonctions ) u, sur [a;4o00[ donc sur tout segment de R .

n>1
+oo —+o0
D’apres le fameux théoreme, S est de classe C! sur R% et Vx> 0, §'(x) = Y (=) Te ™ =™ 3 (—e )P
n=1 p=0
__e* _ —xyY/
dOnC S/(X) = W = (— ln(] + e X)) .
d. Comme R? est un intervalle, il existe donc k € R telle que Vx > 0, S(x) = k — In(1 4+ e~ ). Pour

déterminer la valeur de k, plutét que d’évaluer en une valeur particuliere de x, on va faire tendre x vers +0o0 :

(H1) D’aprés la question b., on a convergence uniforme de > uyn sur R.
n>1
(Hz) Pour tout n € N*, lim un(x) =0 = ;.

X—-+00



Par théoreme de la double limite, lim S(x) = Z tn =0. Comme Um —In(1+e %) =0, on en déduit

X—>+00 n—1 X—+00
que k = 0 donc que Vx > 0, S(x) = —In(1 +e7%).

Comme S est continue en 0 d’apreés b., ona $(0) = lim S(x) = lim (—In(1+e7¥)) = —n(2) = — In(1+e7°)

x—0t x—0t
donc on peut conclure que ¥x € Ry, S(x) = —In(—e™ ).
On pouvait constater, ce qui rend ces derniéres questions inutiles, que si x > 0, on a —e™™ €] — 1; 1] donc,

comme on reconnait le développement en série entiere de x — In(1 + x) qui est de rayon de convergence T,

400 (_])nJr] (6776)11
on a directement In(1 +e™ %) = > ~————7"— = —5(x).

n=1
12.13 ] a. e S’il existe n € N* tel que x = —l, f, n’est pas définie en x donc f ne peut pas I’étre non plus.
n

e Six =0, pour tout n € N*, £, (x) = 1 et la série harmonique diverge donc f n’est pas définie en 0.
n

n

+oo
1
e Pour x € D = R*\ U { — —}, fn(x) est bien défini pour tout entier n et fy(x) = % ~ 17 >0
Bl n n+n°x +oo nx
donc > f,(x) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN (2 > 1).

n>1

+oo
1
Par conséquent, le domaine de définition de f est exactement D = R* \ U { - f}.
n

n=1

Les f,, sont décroissantes sur R donc f aussi (la convergence simple suffit). En effet, si 0 < x <y, comme
n

Yk € N* fr(x) > fx(y), en sommant, on obtient Vn € N*| S, (x) = > fi(x) = Z fik(y) = Sn(y). En
k=1 k=1

passant a la limite quand n tend vers +oo (les limites existent), on a donc f(x) > f(y).
Appliquons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

(Hy) On vient de voir que ) fn converge simplement sur R% C D.

n>1
H,) Pour n € N*, la fonctions f, est C! sur R* par opérations et Vx > 0, . (x) = -1 .
+ n (] + )2
nx
(Hz2) Soit a > 0, comme |f; | est décroissante sur R, on a ||f}, ||, [a;4o00] = 1 2] ~ donc

(1+na)? too nla

> Ifillso,[a;+oc[ COnVerge par comparaison aux séries de RIEMANN, ainsi ) ], converge
n>0 n>0

normalement sur [a; 4-00[, donc sur tout segment de R7 .

D’apres le cours, la fonction f est de classe C' sur R} et Vx > 0, f/(x) = — Z < 0 et on retrouve

1 (T m)?

le fait que f est décroissante (et méme strictement) sur l'intervalle R? .

13X 71 13X 7 = 1 1 = n
L5 41 e 5 5 e -
() X = n? Z] nx + noox n§1 n? nz::1 n“x+n n’x nz::1 (n*x +n)n’x
et, comme , —= —| = —_— = =5, = & enposant a = ~1,2.
oz (x W ‘ 2 (xFmPx T 3 x? 2 np a=1¢() ’

2
2 2
c. On vient de voir que f(x) — @) _ f(x) — 2— = O(%) ~ o(l) ce qui montre que S(x) o g—
X X +oo  \x oo \x oo 6X

d. Pour x > 0, la fonction @y : t — est continue et décroissante sur [1;+oo[ donc, pour tout

t(1 4+ tx)

k+1
entier k € N* on a @x(k+ 1) < fk ox(t)dt < @x(k) par comparaison série-intégrale. On somme ces

inégalités pour k € N* (f(x) existe et @« est continue sur [1;4o00[ et @x(t) od x]? donc @y est intégrable



sur [1400]) et 3% oxk 1) = 52 a0 = 0x1) < [ 18 < 5 0ull) = 5 ) donc on a

= Tt +tx

JrOO +OO

) dt 1 dt 1 1+ tx —tx
L < —

I’encadrement j‘] t(l tx) < f(x) S ] X + f1 (

+oo

Or = =1 X
t(1+tx) t(1 + tx) t(1T + tx) t T4+1tx

too g { B } _ _ ( t ) _
donc f1 o) In(t) —In(1+tx) .= In(1+x) — In(x) car 211 In T o ) = —In(x) donc on
1

a lencadrement In(1+x) —In(x) < f(x) < In(1+x) —In(x) + T+ qui donne f(x) v In(x) par le théoréeme
x

des gendarmes car In(1 4+ x) — In(x) Y In(1+x) —In(x) + ] J_ v In(x).
x

12.14)a. Pourx >0et n€ N, f,(x) = — 1 st bien défini car x +n > 0. Comme fn(x) = o(l) et que la
nl(x +n) +oo \nl
1

série exponentielle 2>:o -y converge, par comparaison, Z>:o frn(x) converge donc f est bien définie sur R .
n n

Méthode 1 : pour n € N* et x > 0, 0 < fr(x) < 111(1)1 fo(t) = % car fn est décroissante sur R donc
to nn!

[frlloc, my = et > 1 converge car —1— = 0<n ) donc la série Y f, converge normalement sur

| |
nn! 5 nn! n.n! +oo 1

R% . Ceci assure, par théoreme de continuité des séries de fonctions, puisque toutes les fonctions f, sont

—+00
continues sur R* pour n € N*, que la fonction f — fo = > fn est continue sur R% . Mais fo : x — 1 st
n=1 X
“+o00
elle-méme continue sur R donc, par somme, f = fo + (f — fo) = fo + > fn est continue sur R .
n=1

Méthode 2 : soit a > 0, pour tout n € N, comme fy, est positive et décroissante sur R, |[fn ||, [ai400] = fn(a)

et ;o fn(a) converge donc 2;0 fn converge normalement sur tout segment de R’ . Puisque toutes les
nz nz
—+oo
fonctions f, sont continues sur R* pour n € N, la fonction f = ) f, est continue sur RY.
=0
+oo " X
b. Pour x > 0, = xf(x) = _ avec = —>"——. Pourn € N, est,
X g9(x) = xf(x) nzo n'(x+n) Z gn(x) avec gn(x) n(x +n) n In
positive et croissante sur R donc |[gn ||, rx = hm gn(x) = L —¢,. Comme la série > L converge, la
B —+00 n! nso M
série ) gn converge normalement sur R%. Par théoreme de la double limite, comme g, admet une limite
n>0
1 1y IS
finie ¢, = — en 400 pour tout entier n € N, on obtient lim g(x) = Y th = >, -~ =e. Ainsi, f(x) ~ &.
n! +oo =0 n=0 n! +oo X
1 = 2
- —') donc h(x) = — — X Posons
nlx

On écrit, pour x > 0, h(x) = x? (f(x)—i) = x? Z ( P ey

n'(x +n)

h _ nx N* et 0 0<h _ nx _ n <n 1
n(x) nl(x +n)x pourm < ebx = B, cotme n(x) nlx+n) nl(0+Mn/x) nl -1

on a |[hn|oo,ry < ﬁ et nZ;] ﬁ converge donc HZ; hn converge normalement sur R*. Comme

* . _ ] — ¢ , < . . . - _ 12
vn € N*, XETOO hn(x) = mon ¢, par le théoréme de la double limite, xBToo h(x) Z o

Ainsi, lim x? (f(x) - g) = —% donc x? (f(x) - i) = -1y o(1) ou encore f(x) = 1 _ < )
+

Xx——+o00 X +oo e +oo ex
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précédente puisqu’on peut conclure que f(x) = 1_ L + O( 1 )
fooex  ex?

et on a donc ‘f(x) - eix + Lz
ex

donc on a mieux qu’avec la méthode



