DEVOIR 13 : SERIES DE FONCTIONS

PSI 1 2025-2026 mardi 09 décembre 2025

QCM

Convergence dominée : soit pourn € N, la fonction fy, : [0;7t/2] — R définie par f(x) = (n+1) cos(x)(sin(x))™.
On note 8 la fonction nulle.

/2 /2
£, 5 0 sur [0;7/2] lim Oﬂ fn:fo7T 0

n—+oo

Les f,, et 8 sont int. sur [0; /2] e : [0;7/2] — R int. telle que Yn € N, || < ¢ sur [0;7/2]

Séries de fonctions : soit (fn)nen une suite de fonctions bornées continues de R dans R et intégrables sur R,

on suppose que Y fn converge simplement vers S : R — R continue par morceaux
n=0

+o00
S fn CVNTS = S f, CVU S [l V= [s=% [t
n=0 n>0 n>o0v1 I n=0"1
> fn CVU = Y f, CVNTS > fn CVUTS sur R = S continue sur R
n>0 n>0 n>0

Séries de fonctions : so0it (fn)nen une suite de fonctions bornées continues de R dans R, on suppose que

> fn converge simplement vers S : R — R (TS pour "sur Tout Segment”) ; on suppose que chaque fy
n=0
admet une limite finie ¢, en 400

+o00
> fn CVNTS = S continue > fn CVUTS = BT S(x)= > tn
x oo n=0

n>0 n>0

+o00
> fn CVU = S bornée > fn CVN = lim S(x) = 3 tn
X—+00 n=0

n>0 n>0
Séries et dérivation : (fn)nen une suite de fonctions de classe C' définies sur un intervalle I telle que > fn

n>0

converge simplement vers S (CVN, CVNTS, CVU, CVUTS comme habituellement)

> fn CVUTS sur I = $ de classe C! sur [[4.3] > f/, CVNTS sur I == S de classe C' sur I

n>0 n>0
> fn CVN sur I = S de classe C' sur I > f, CVUsur I = S de classe C' sur I
n=0 n>0

Donner (précisément) le théoreme de la double limite pour des séries de fonctions.

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues d’un segment [a; b] dans R qui converge uniformément

b b
sur [a;b] vers une fonction f : [a;b] — R. Montrer que f f(t)dt = lim (f fn(t)dt>.
a a

n—+oo
(_1)n+1e—nx
Soit fn : x » ~—————— sin € N*. Montrer que »_ f, converge uniformément sur R.
n n>l

+oo
Montrer que S = Y fn est CO sur Ry et C! sur R%. Calculer $'(x), donner sans preuve la valeur de S(0)
n=1

et en déduire que Vx > 0, S(x) = In(1 4+ e ¥).

+oo
Montrer que ¢ :x — Y. LX est de classe C! sur ]1; +oo[. Calculer HT ¢(x).
n X—>+00

n=1



| DEVOIR 13 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 13 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-j | 1] 2] 3|4 | Fautes
1 X | X
2 X | X
3 X | X X
4 X | X
1.1 Vrai : nI—EToo fn(m/2) =0 = 0(0) car cos(m/2) =0 et nEToo fn(x) =0=0(0) par C.C. si x € [0;7/2[ 1.2

/2 . /2
Vrai : clair 1.3 Faux : fon fr = [sin(x)"1]0V2 =1 et foﬂ 9 =0 1.4 Faux : on n’a pas (Hz) avec 1.3.
2.1 Faux : f;,, nulle partout sauf f(x) = (x—m)(n+1—x) pour x € [n;n+1];¥n > 0, ||Rn|lec = éll 2.2 Faux :

—1 n
fn(x) = ﬁ alors |Rn(x)| < %4-2 par le CSSA alors que ||fn /oo, [a;b] +~OO% pour tout segment [a;b]
2.3 Vrai : TITT 2.4 Vrai: cours. 3.1 Vrai : CVN et continuité des f;, assure la continuité de S sur chaque
segment de R donc sur R 3.2 Vrai : par hypothese il existe ng € N tel que Vn > no, ||S — Snlloo,r < 1 0
_ e

S =S—Sn, + Sn, alors que S — Sy, et Sy, sont bornées donc S est bornée 3.3 Faux : si fn(x) '
n!

)

+oo +oo
alors f,, est bornée sur R, {n =0 mais S(x) = > fn(x)=Tet lim S(x)=1#0= > &, mémesi » fn
n=0 x—+00 n=0 n=0

CVN donc CVU sur chaque segment [—a;a] (avec a > 0) car |[fnl|oo,[—aja] = @ dés que n est assez
n.

grand (calcul) 3.4 Vrai : double limite. 4.1 et 4.2 Faux : c’est la convergence de la série des dérivées qui
compte 4.3 et 4.4 Vrais : CVU ou CVNTS implique la CVUTS qui suffit & garantir que S est C! sur I.

Soit (fn)nen € F(I, K)N une suite de fonctions, a un réel adhérent a I (a = oo possible) tels que
(H1): > fn CVU (ou CVN) sur I vers S et (Hz) pour tout n € N, la fonction f,, admet une limite finie ¢, en

EN
n “+o00 +oo +o0
a. Alors Y &, CV, S admet une limite en a et lim S(x) = lim ( > fn(x)) = > (lim fn(x)) = > ln.
neN X—a X—a n=0 n=0 X—a n=0

Preuve | f est continue sur [a;b] car limite uniforme d’une suite de fonctions continues. Les f, et f sont

intégrables sur [a;b] car continues sur un segment. Par linéarité de I'intégrale et inégalité de la moyenne :
bf bf<bff<b f—f 0 d’ot bf dt= U bf d

fa _fa n‘\fa| B n‘\( _G)H - n||oon—>—+>oo Oufa (t>t_n—1>Too(fa n(t) t)-

Pour x € Ry, (|fn(x)|)n>1 est décroissante et tend vers 0 donc ) fr(x) converge par le CSSA.

De plus, [Rn(x)] < [frnt1(x)| < %JH donc ||Rn|[|oc, r, < %Hnjooo donc Y f, CVU sur R;. Comme les

fn sont CO sur Ry, S aussi. Toutes les f, sont C' sur R} avec f/,(x) = (—=1)"e ™ et Y./, CVN sur tout
segment de R* car si 0 < a <b, |[fi]|oo,(a;b) =€ ™ et > (e~®)™ converge car 0 < e~® < 1. Ainsi, S est C!

“+00 _
sur Ry et S'(x) = Y (— e”‘)n = 1_+eejx. Sur Uintervalle R*, 3k € R, Vx >0, S(x) = In(1 +e7*) + k.
n=1

Comme S(0) = In(2), par continuité de S en 0, on a k = 0 donc Vx > 0, S(x) = In(1 +e7%).
Pourn > 1, f : x = 1/n* est C! sur |1; +oo[ et f} (x) = — In(n)/n* ; 3 f, CVS sur |1; +o00[ par
. _ _In(n) _ 1 .
RIEMANN et, sib > a > 1, comme ||f], oo, [a;b] = [T (a)] = e O(n(a-H)/Z) car |, | est décroissante sur

J1;+00[, 3/, CVNSTS de ]1; +00[. Par théoréme, ¢ est C' sur ]1;+o00[. De plus, ||fn o,z 400 = 1/n? donc

+oo
> fn CVN sur [2;400[. Yn € N*, Um fn(x) = {n = 8n,1 €t, par double limite, lim ¢(x) = > &, =1.
X—>+00 X—+00 n=1

n>l



