ENONCES EXERCICES CORRIGES 6
SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

[6.1 Modes de convergence}

2\ —n?
Centrale PSI 2012 Soit n € N* on définit f,, : Ry — R par: Vx > 0, fo(x) = (1 + %) . On rappelle
n
L m/2 P
qu’en posant les intégrales de WALLIS W), = fo cosP(0)do pour p € N, on a W, o /2—.
o0

a. Montrer que la suite (f,)nen+ converge simplement sur Ry vers une fonction f & déterminer.

. A +o0o +o0o
b. Justifier, pour n € N*, de l'existence de I, = fo fn(x)dx. Prouver que liT I, = fo f(x)dx.
n—-—+0oo

+
c. En effectuant le changement de variables x = ntan(0) dans I, trouver la valeur de fo = e dx.

’ 2 1

d. Etablir que : Vt >0, t — £ <In(1 +1t) < t. En déduire que  Sup [fn(x) — f(x)‘ < (ezm —1).
2 x€[0; ¥n]
—f(x

Majorer  Sup  |fn(x) )| pour montrer que la convergence de (fn)nen- vers f est méme uniforme.

X€[ VM 5+00]

—x
Soit n € N, on définit la fonction f,, : R* — R par : ¥x # 0, fn(x) = ]fﬁ.
nx

a. Etudier la convergence simple, uniforme de (fy)nen sur R*.

+oo
b. Justifier 'existence, pour n € N, de I, = fo fn(x)dx et déterminer

Centrale PSI 2012

Soit (fn)nen une suite de fonctions intégrables définies sur R qui converge uniformément vers f : R — R.

lim L.
—

n—+oo

a. Donner la définition de la convergence uniforme de la suite (fn)nen vers f.
b. Montrer par un exemple qu’il est possible que la fonction f ne soit pas intégrable sur R.
Dorénavant f intégrable et il existe g : R — R, intégrable sur Ret : Vn € N, Vx € R, [f(x)| < g(x).

Z . B 7’ b . 7 +OO +m
c. Etablir (sans utiliser le théoréme de convergence dominée) que lim f fn(x)dx = f f(x)dx.
n—+oo J —oo —00

Etudier la convergence de la suite de fonctions (fn)nen oft fy : {0; %} — R et fn(x) = ncos(x)sin™(x).

Mines PSI 2008 d’aprés RMS Etudier la convergence de la suite de fonctions (fn )n>o0 définie par les relations :

Vx € R+, fo(X) =letVne N, Vx € R+, fn+](X) = fox \/fn(t)dt.

CCP PSI 2008 d’apres RMS Soit, pour n € N, f; : x € R +— cos ( Ti‘1 ) Etudier la convergence simple
n

sur R, puis uniforme sur [—a; a] avec a > 0, de la suite de fonctions (fn)n>o-

ENTPE PSI 2008 d’aprés RMS Soit, pour n € N*, f,, : x € {o; 721} s (sinx) /™.

a. Etudier la convergence simple et uniforme de (fr)n>1.

. /2
b. Etudier la convergence de la suite de terme général : u, = f fn (x)dx.

0



x™ In(x)

n
Centrale PSI 2012 On pose, pour n > 1: Hy = Y % et fn @ RY — R telle que f,(x) =

k=1 Hn
+oo
Préciser 'ensemble de définition de f = ) f,, et que la convergence est normale sur |0; a] pour tout a €]0; 1]
n=0

mais qu’elle n’est pas normale sur ]0; 1]. Prouver néanmoins que la convergence est uniforme sur ]0;1].

Théoréme de DINT Soit des fonctions fn : [a;b] — R continues telles que la suite de fonctions (fn)nen

converge simplement vers la fonction nulle. On suppose que pour tout x € [a;b], la suite réelle (fn (x))n en

est décroissante. On désire montrer que la convergence de la suite (fn)nen est uniforme.
a. Justifier 'existence de lim ||fn]|oo-
n—-+oo

b. Justifier que pour tout n € N, il existe xn € [a;b] tel que [|[fnlloo = fn(xn)-

c. En observant que pour tout p < n, f(xn) < fp(xn), montrer que liT [[fnlloo = 0 et conclure.
n——+oo

[6.2 Fonctions définies par une série de fonctions}

+o00
Soit f(x) = > e XV,
n=1

a. Quel est le domaine de définition de f 7 Etudier la continuité de f sur celui-ci.
b. Montrer que f est strictement décroissante. Etudier la limite de f en +oo.
c. Déterminer un équivalent simple de f(x) quand x tend vers 0.

. RS Gl
Pour x € R, on pose f(x) = > 142
x

n=0
a. Justifier que f est définie et continue sur R7.
b. Montrer que liT f(x) = 0 ; plus précisément trouver le rationnel r tel que f(x) fox T
X—+00

00 X
+oo (_1)71

Centrale PSI 2012 Pour x € R, on pose f(x) = > .
n=0 1 + nx

a. Justifier que f est définie et continue sur R7.

b. Etablir aussi que f est de classe C' sur R*% et donner f'(x) sous forme d’une somme.
c. Montrer que lim f(x) =1 et, plus précisément, que f(x) —1 ~ i(Z)
x—+00 +o0 X

+oo
d. Prouver que 'on peut écrire, pour x > 0 : f(x) = X .
4 P POTEX &) pz::() (2px+1)((2p+1)x+1)

Par une comparaison avec une intégrale, prouver 'existence et trouver la valeur de lim f(x).

x—0+
OdIT 2014/2015 CCP PSI planche 282 11
2.2
On définit, la suite de fonctions (un)n>1 par Vn > 1, Vx € R, un(x) = Win”
z n“n(1+n)

a. Trouver le domaine de convergence D de > un.
n>1

+oo
b. Montrer que S : x — > un(x) est de classe C' sur D.
n=1

—+oo

On pose, pour x > 0, S(x) = > 1

n—1 N+ n’x’
a. Montrer que S est définie et continue sur R . Etudier sa monotonie.
b. Déterminer la limite puis un équivalent de S(x) quand x tend vers +oc.
c. Déterminer un équivalent de S(x) quand x tend vers 0.

2



=1 1
On pose, pour x > —1, S(x) = nz::] (; - n+x)’
a. Montrer que S est définie et continue sur | — 1; +o0o[. Etudier sa monotonie.
b. Pour x > —1, calculer S(x + 1) — S(x). Déterminer un équivalent de S(x) quand x tend vers —17F.
, 2
c. Etablir que Vp € N, S(p) =Hp, = > % En déduire un équivalent de S(x) quand x tend vers +oo.
k=1
On pose, pour x > 0, S(x) = Jio (=1)"
. ) ) o +x .
a. Montrer que S est définie et de classe C! sur R% . Etudier sa monotonie.
b. Etablir que : ¥x >0, S(x+1) + S(x) = 1. Déterminer un équivalent de S(x) quand x tend vers 0.
x

a

c. Déduire des deux questions précédentes un équivalent de S(x) quand x tend vers +oo.
+oo (_1)n 400 n
. On rappelle que : YVa € R, e* = 4
n=0 M-

6.17| On pose, pour x > 0, S(x) = —
(6.17) On pose, p O
a. Montrer que S est définie et de classe C! sur R% . Etudier sa monotonie.
b. Etablir que : ¥x > 0, xS(x) — S(x + 1) = 1 Déterminer un équivalent de S(x) quand x tend vers 0T,
e

c. Trouver aussi un équivalent de S(x) quand x tend vers +o0.

X
Pour k € N, soit f : Ry — R définie par fy( ):(1—k) six > ket fiy(x) =0six< k.

a. Etudier la convergence de > fiosur Ry.

k>0
n n
b. En déduire lim un siun = >, (E) (on pourra commencer par poser p =n — k).
n—+4oo p=0 n
1) (x — K
Soit ze C, k€ N, fi : Ry — C telle que fi(x) = x(e—1) k'(x k+1)17k six > ket fi(x) =0six<k.
! x
Pt
a. En utilisant le bindme de NEWTON, montrer que Vp € N, (1 + 7‘) = > fx(p)-
P k=0
o) +00 n
im (1—1—5) =e* = z_
p—r4o0 P nZon!

b. Quel est le mode de convergence de > fy sur Ry ? En déduire que
k>0
N . oo XTL T (1 — X)n
CCP PSI 2008 d’aprés RMS Soit f:x+— Y X5+ > ~—F+.
n=1T n=1 n

a. Quel est le domaine de définition de f 7 En quels points f est-elle dérivable ?
2

b. Calculer f'(x). En déduire f(x). On rappelle que Z>:1 ﬁ = %
nz

[6.3 Convergence dominée}

ENSAM PSI 2007 d’aprés RMS Soient f € C°([0;1], R) et g € C°(R*, RT) intégrable.
Um Ij.

1
Pour n € N; soit [, = nfo f(t) g(nt)dt. Calculer m
n—+oo

n
Mines PSI 2008 d’aprés RMS Déterminer _tim [ (1 - t) Intdt.
n—+oo JO
nog 400
En déduire que : lim {lnn— > ] = f e 'lntdt.
n—+o0 =1 k 0
Centrale PSI 2012 Soit f : R — R continue qui vérifie { = liT f(x) € Ret ¢/ = lim f(x) € R.
x—+00 X——00
nl—1>Too In-

1
Pour n € N, on pose I, = f f(nx)dx. Justifier f est bornée sur R et calculer

3



2

n
n
Déterminer lim o <cos (X)) dx. Indication : on pourra introduire les fonctions f, : Ry — R

n—-+oo n

n
définies par fn(x) = <cos (X>> si x € [0;n] et fr(x) = 0 sinon.
n

1
Donner les 2 premiers termes du développement asymptotique de I, quand n — +oo si [, = j;) ] —itt“'

1
Soit f : [0;1] — R continue, déterminer lim nf(t)e "tdt.

n—+oo J 0

1
6.27 | Centrale PSI 2013 Pour n > 1, on pose un = f dt .
O VI4t+e2 4 tn
a. Montrer que la suite est définie et calculer uy.

b. Montrer que cette suite tend vers %

c. Montrer que u,, — 2

~Y
+oo

% avec I > 0 qu’on ne cherchera pas a calculer.
n2

[6.4 Intégration terme a terme (différentes méthodes)]

400 +o0 (_1\n—1 4oo (_1\n—1
Montrer que f = %dt =z =
0 =1 o+t 2.5 n
T a1 oo (1)
6.29] Pour tout o > 0, établir que f X dx = 1)
01+ o+«
+o00 —at +oo
6.30] Montrer que ¥(a,b) € (R* )2, —te —__at 1
q ( ) ( +) fO 1— —bt nz::O (a+bn)2
’ 1 +oo (_])n—1
6.31] Etablir que Ant gt = S
aue [, T2 2 G2

. . 1 1 +oo (_])n
Etablir que pour tout x > 0, fo e tdt = > ﬁ
n—onl(x+n

®
o
Y

—+00 o
4t

6.33] Soit o« > 0. On pose I(a) = fo -
et —

a. Montrer la convergence de I(«x).
b. Donner une expression de I(«) en fonction de T" et C.

7 n
Mines PC Soit, pour n € N, u,, = foz [cos (% sinx)} dx.

Etudier la suite (un)n>o0. Quelle est la nature de la série de terme général uyn 7

ipo

27 e

Calculer, pour p € Z, I, = fo ﬁdﬁ
e

1 —1 +oo (_1\M
Pour tout « > 0, établir que f X7 gy = > (=1) .

0 1+x n—o N+«

, +oo . +oo

6.37) Etabli sint gy
ablir que [ SR PRSI



[6.5 Exercices aux oraux des étudiants de PSIlj

Centrale PSI 2013 Nicolas

Soit 5, : R — R définies par f,(x) = nx% ™ avec a € R.

a. Etudier en fonction de a la convergence simple puis normale de ) f sur R%.
n>l

b. Trouver un équivalent de S(x) = > fn(x) quand x tend vers 0.
1

Centrale PSI 2014 Thibault
0 Py
nposeS:x»—>n§1m.
a. Déterminer I’ensemble de définition de S.
b. Montrer que S est de classe C*> sur ]0; +-00[. Justifier que S est décroissante sur RY.
c. Trouver un équivalent de S(x) en +oo.
d. Montrer que S(x) v In(x).

Centrale PSI 2014 Aymeline

Soit A une partie de C et (fn)nen une suite de fonctions continues de A dans C qui converge uniformément
vers g : A — C. Soit (xn)nen une suite d’éléments de A qui converge vers un élément y € A.

Montrer que nl—l>Too (fn(xn) — g(y)) =0.

Mines PSI 2014 Mathias

2t .
Calculer fo e’ —i04p.

Mines PSI 2014 Lucie

Soit f(x) = 5 (—1)n €
01 X) = — .
n=0 ]+Tl2

a. Trouver ’ensemble de définition de f.
b. Donner la classe de f.
c. Trouver une équation différentielle dont f est solution.

CCP PSI 2014 Mohammed

Etude de 3 M
n>1 n
fonction somme est strictement croissante.

CCP PSI 2014 Soufiane

o0 cos(t to (1) 'n
Montrer que fo ] +(e2 at= > :1 %
n=

. Montrer la convergence de la série, qu’elle est C' sur R, puis montrer que la

E3A PSI 2014 Jean-Baptiste

On pose fn(x) = i ﬂ
" o V1 F kx
a. Prouver que (fn)nen converge simplement sur ]0; +oo[, puis uniformément sur |1; 4o0].

b. On note S la limite de cette suite de fonctions. Prouver que HT S(x) =1.
X—+00



Centrale Mathsl PSI 2015 Arnaud Dubessay

—nx

“+o0
Soit fn(x) = Tel+ et f(x) = > fn(x).
n=1

X
a. Donner le domaine de définition de f. Ou f est-elle continue ?

b. f peut-elle coincider avec une fonction polynomiale sur un segment ?

Mines PSIT 2015 Jean-Baptiste Biehler et Mathieu Gaultier

. . ) . . 12 x — an]
Soit (an)nen une suite bornée de réels. Soit f(x) = > BT
n=0

Etudier la définition de f, sa continuité et sa dérivabilité.
Mines PSI 2015 Mathieu Dubes

. Xe—ﬂX .
Soit un (x) = o sin > 2.
nn

a. Montrer que . uy, converge simplement sur R;.

n>2
b. Montrer que > u, ne converge pas normalement sur R.
n>z2
Montrer P'inégal b xe
c. Montrer I'inégalité suivante pour x > 0 : 0 < R (x) = u(x) < —.
g p Tl( ) k=¥+1 k( ) 1T1.(TL+1)(] — e x)
Que peut-on dire de la convergence uniforme de > u, sur Ry ?
n>2
Mines PSIT 2015 Adrien Gruson
M In(t)

n
On note Hy = > 1 et on pose un(t) =
=1 k Hn

a. A quelle condition sur t la série 3 uy (t) converge-t-elle ?

n>l
b. Montrer que pour tout a €]0;1[, la série > u,, converge normalement sur |0; a], mais pas sur ]0;1].
n>1
c. Montrer que la série Y u, converge uniformément sur ]0;1].

n>1
Mines PSI 2015 Paul Mondou

Soit un segment [a;b], et une suite de fonctions continues (fn )nen sur [a;b] qui converge uniformément.

3 )

Etudier la convergence des suites (Mi?(fn))neN et (T[\/lm]c(fn))ne N-
; ;b

Mines PSI 2015 Gagél Pérez

+oo th (t)
N 2 dt.

Pour n > 1, on pose an =

+oo
a. Convergence de la série entiere Y anx™ ? On note f(x) = Y anx™ s'il y a convergence.
n>l n=1

b. f est-elle continue en —1 7

c. Equivalent simple de f en 1.

Mines PST 2015 Guillaume Soustrade
, +oo
Etude de la convergence de la suite puis de la série de terme général u,, = f1 e * dx.

6



Mines PSI 2015 Julien Venne

Soit Y anx™ de rayon Ret a—‘}x“ de rayon R’.
n>0 nxo

a. Que dire de la valeur de R’ par rapport a R ? Calculer R’ si R > 0.

—+oo
b. On pose f(x) = 3. 4nx™ pour x €] — R’;R’[. On suppose que lim an = 1.
n=0 TL' n—-+oo

Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers +oo.

CCP PSI 2015 Oriana Peltzer

s
Soit (I )nen définie par : Vn € N| I, = j;z cos™(x)dx.

a. Montrer que (In)nen est décroissante et tend vers 0.

b. Montrer que la série Y (—1)™I,, converge et calculer sa somme.
n>0

Petites Mines PSI 2015 Marin de Bonniéres

1
Soit a €]0; 1] et un:foax“ /}%zdx et vn:fo x™" /}%zdx pour n € N.

a. Montrer que u,, et v, existent pour tout n € N.

b. Montrer que lim u, =0 et que Y. uy, converge.

n—-4oo n>0
P too
Ecrire S = > un sous forme d’une intégrale.
n=0

c. Reprendre la question précédente avec vn,. > vy converge-t-elle ?
n>0

Centrale Maths] PSI 2016 Antoine Badet

I Soit a € R%, x € Ret n € N*, on pose un(x) = %
x“+n
a. Déterminer A = {a € R} | >  un converge simplement sur R}.

n>1
—+oo
b. Montrer que uw = ) u, est continue sur R si a € A.
n=1
c. Déterminer A’ = {a € R} | ) un converge normalement sur R}.
n>1

Y a-t-il convergence uniforme ailleurs 7

Centrale Mathsl PSI 2016 Pauline Bourda

+oo

Pour o € R, x € [0;4+00[ et n > 1, on pose fn(x) =n%xe” ™. On note alors Sy (x) = > fn(x).
n=1

a. Trouver une CNS sur a pour que (fn)n>1 converge uniformément sur R..

b. Trouver une CNS sur « pour que Y f, converge normalement sur R .
n>l

c. Montrer que > f, converge simplement sur R pour tout o.
n>1



Mines PSI 2016 Erwann Alric I

On définit I(«) = fo+oo Seiz(_w;) dx.

a. Donner I’ensemble des valeurs de « sur lequel I est définie et de classe C'.

“+o0
b. Donner deux réels a et b tels que I(x) = > 2b .
n=1n +a

c. Déterminer la limite de I en +oo.

Mines PSI 2016 Thomas Corberes I
Soit « € R et, pour n € N*| la fonction fy, : [0;1] — R définie par f,,(x) = n*(1 —x)™.
a. Pour quelles valeurs de « la suite (fn)n>1 converge-t-elle uniformément ?

b. Pour quelles valeurs de « la série Y f,, converge-t-elle uniformément ?
n>1

Mines PSI 2016 Jean Migliorini IT

SR

Soit f(x) = >

=X

a. Déterminer le domaine de définition D de f.

b. Montrer que f y est continue. f est-elle de classe C' sur D ?

+oo
c. f est-elle intégrable sur Ry 7 Calculer fo f(x)dx.

Mines PST 2016 Mathieu Perrin 1T

. 1" 1 ,x—1
Etudier les convergences, pour x € R, de ) (=1) et de f L dt.
n>0 M X 01+t

o (-1 1x=1

C 1 tité t
omparer les quantités nE::o = et |, 7 Tt

Mines PST 2016 Hugo Saint-Vignes 11
T nt(1—t)
(0] se [, = —_——
n pose ln fO n2t2+(] _t)z
a. Justifier que I, existe et calculer la limite de la suite (I )n>1.
+o0

b. Calculer > (=1)"Iy.

n=1

Mines PSI 2016 Hugo Tarlé I

+o00
Soit f:t+— tLt] et on rappelle que fo et dt = ﬁ

dt.

dt pour n € N*.

a. Montrer que f est intégrable sur R?.

. Foo . . . - -
b. Trouver une expression de fo f(t)dt faisant intervenir une série numérique.

CCP PSI 2016 Sylvin Bielle I

2n
Soit n € N et f,, : [0;1] — R définie par f,(0) = 0 et fn(x) = x(sin (l)) si x €]0;1]. Montrer que la
x

suite (fn)nen converge simplement mais pas uniformément vers f : [0;1] — R que l'on précisera.



CCP PSI 2016 Matthieu Cadiot 11

dt
14-t"

a. Déterminer la limite de la suite (un)nen-
b. On pose v, =1 —uy. Nature de > (—=1)"vn ? De > vy ?

n>0 n>0
CCP PSI 2016 Samy Essabar 11

n
Soit, pour n € N, gn : [0;1] — R définie par gn(t) = (] N L) et
n

1
On pose, pour n € N, le réel u,, = fo

a. Montrer que : Vt € [0;1], Yn € N*, |g},(1)] <

3 2~

b. En déduire que Vt € [0;1], ¥n € N*|

(1-1) etq‘gﬁ.

)= [ gn(v)at.

c. Etudier la convergence simple sur [0;1] de (In)nen oft In(x

d. Montrer que cette convergence est uniforme.

CCP PSI 2016 Léo Fusil 11

On définit f, : x — ourn € N*et f:x— —r
" 2+ Zp nZ1X +T1

a. Déterminer le domaine de définition de f.

b. Montrer la continuité de f sur R. Y a-t-il convergence normale de >  f sur R ?
n=l1

c. Déterminer la limite de f en +oo.
CCP PSI 2016 Marie Rebire I
+oo

Pour n € Net x € R, on pose un(x) = In(1 + e ™). En cas de convergence, on pose f(x) = > un(x).
n=0
a. Donner le domaine de convergence I de f. La fonction f est-elle continue sur I 7
b. Déterminer lim f(x).
X—+400

c. Déterminer lim f(x) et donner f(I).
x—0+

X PST 2017 Vincent Bouget 11
Soit I un intervalle ouvert contenant 0 et f : I — R continue.

On définit la suite (fn)nen par fo =fet Vn e N, Vx € I, fny1(x) = j;)

X

fn(t)dt.

a. Montrer que Y f, converge normalement sur tout segment de I.
n=0
b. Calculer sa somme.

Centrale Mathsl PST 2017 Alexandre Chamley et Sam Pérochon

/2 2
Pour n € N*, soit I, = f sin z(nx)

0 sin“(x) ax.

a. Montrer que la suite (In)n>1 est bien définie.
+o0 gin?
b. Montrer que lim Iy _ f Mdu.
n—+o0o N 0
c. Montrer que, pour tout entier n > 1, on a Iy12 + Iy = 2l 41.

% sin(t)

+
d. En déduire la valeur de fo dt.



Centrale Mathsl PSI 2017 Vincent Meslier

Soit F = {f € C'([0;1], R) | f(0) = 0 et f(1) = 1}. Soit g € F, strictement croissante et telle que g’(1) = 0.

On définit les fonctions f,, : [0;1] — R par fu(x) = g(nx)e* ! si 0 < x < < 1ot fn(x) = e ! si Ioxgou.
n

;s

1
On pose enfin I,, = fo [fn(x) — £, (x)]dx.

a. Montrer que f, € F.
b. Montrer que (In)n>1 est bien définie et trouver sa limite ¢.

c. Trouver un équivalent de I, — £ quand n tend vers +o0.

Centrale Maths1 PSIT 2017 Grégoire Verdes

+oo
Pour tout entier naturel n, on pose I, = f Arctan(n + x) dx.

0 (n+x)vx
a. Vérifier que la suite (In)n>o0 est bien définie.

b. Déterminer la limite de (In)n>o0-

c. Trouver un équivalent de I,. Indication : montrer d’abord que Vx > 0, Arctan ( ) + Arctan(x) = %
X
Mines PSI 2017 Célia Detrez 11
1 _ 42 2
a. Montrer la convergence de fo ln(]iwdt.
Tin(1 — t2) In(t?) T 2

b. Montrer que I = | ———/——2dt = —s .

d fO t? nZ::] n(2n — 1)2

+oo $2n

Indication : on admettra avant le chapitre sur les séries entieres que : Vt € [0;1], In(1 — t?) = — Z

c. Calculer la valeur exacte de I avec des constantes usuelles.

+o00o
Mines PSI 2017 Corentin Gatellier IT ~ Soit, pour n > 1, fy, : x — ﬁ. On pose f(x) = > fn(x).
n=1

nT+n'x
a. Donner 'ensemble de définition de f.

b. Etudier les différents types de convergence de Y. f,, sur des intervalles de R.
n>l1

c. BEtudier la continuité et la dérivabilité de f ?

d. Déterminer un équivalent de f en 4oc0.

Mines PSI 2017 Valentin Gorce II

1
Faire un développement asymptotique a trois termes de u,, = j; ; —itt“

Mines PSI 2017 Tom Huix II

’ +oo
Etudier la convergence de f In’t 5 dt.
0 T+t
1 2 +o0 400 +o0 _1\n
In”t 1n t ln t (=1)

Comparer fo . dt et f1 Tt 5 dt. Montrer que fo 14+ 5dt =4 20 n+ 1)3.

—+oo
Mines PSI 2017 Sam Mamers I On pose f(x) = > (Arctan(n + x) — Arctan(n)).

n=0

a. Etudier la convergence simple et uniforme de cette série de fonctions sur R.
b. Montrer que f est de classe C! sur R.

c. Donner une relation entre f(x) et f(x + 1).

10



Mines PSI 2017 Clément Maurel 11

+oo x
Soit f: Ry — R, continue telle que fo f(t)dt converge. Montrer que j;) tf(t)dt = o(x).
o

CCP PSI 2017 Louise Piton I

/2
Pour n > 0, soit u,, = (—1)" fo cos™(t)dt. Déterminer la nature et la somme de la série > un.
n>0

CCP PSI 2017 Roland Tournade I

n
Soit n > 1, on définit gn, : [0;1] = R par gn(t) = (1 - l) et.
n

Pour tout réel x € [0; 1], on pose In(x) = fx

o gn(t)dt.

a. Montrer que Vn > 1, Vt € [0;1], |g}, (t)] < &.

b. En déduire que ¥n > 1, Vt € [0;1],

n t
(1—1) et — 1] < e

n n
c. Btudier la convergence simple de (I,,)n>1 sur [0;1].

d. Montrer que cette convergence est uniforme.

E3A PSI 2017 Corentin Gatellier

(_1 )n+1x2

On consideére les fonctions f, : x — pour n > 1.

x4 n
a. Convergence simple de > fy, sur R ? On note f la somme de cette série.
n>1

b. Convergence uniforme de » fy sur R ?
n>1

c. Montrer qu’il n’existe aucun intervalle (non singleton) de R sur lequel Y f, converge normalement.
n>l

d. La fonction f est-elle continue sur R 7

ICNA PSI 2017 sans préparation Alols Blarre

Soit, pour n > 0, la fonction fy, : {O; %} — R définie par fn(x) = n(cosx)™ sinx.
Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (fn)n>o sur [O; f}.

ICNA PSI 2017 avec préparation Ninon Toussaint

+oo
Soit ¢(x) = > LX Déterminer I’ensemble de définition de ¢.
n=1T
- s e Foo ey 1
Etudier la continuité et la dérivabilité de {. Montrer que f (Cx)—Ndx = Y ———.
2 n=2T U’L(T‘L)

ENS Ulm/Cachan PSI 2018 Eneko Jauretche II

+oo n .
Que dire de la convergence de > (—1)" f e ™ dx en fonction de la valeur de o € Ry ?
n->l &
Et pour ’absolue convergence ?

11



ENS Ulm/Cachan PSI 2018 Raphaél Pobeda
Soit un entier £ > 2 et g : R — R la fonction 1-périodique telle que Vx € [— %; H, g(x) = |x|.

On pose f(x) = +Z_<>:<(>) gn(x) sign(x) = g(if:x)

a. Montrer que ¥(x,y) € R?, g(y) —g(x) = —|y — x|
b. Montrer que f est définie et continue sur R.
c. Soit m € N*, a et h deux réels tels que {™a € Z et |h| = ¢~2™~!. Montrer que f(a +h) — f(a) > |h|.
d. Montrer qu’il n’existe aucun intervalle Jo;; B[€ R tel que f y soit monotone.
k+1
e. Calcul de fk f(x)dx.

Centrale Maths1 PSIT 2018 Colin Baumgard et Elio Garnaoui
n
1

. . t"In(t)

Pour tout entier n € N* on pose Hp = > — et up : t — ————=.
k=1K Hn
a. Pour quelles valeurs de t la série > un(t) converge-t-elle 7 On note S(t) la somme.
n>1
b. Montrer que ). un converge normalement sur tout intervalle |0; a] avec a €]0;1].
n>l

c. Montrer que S est continue sur ]0; 1] et dérivable sur ]0; 1][.

Centrale Mathsl PSI 2018 Jean Boudou

Pour tout n € N* f+°° dt
our tout n , OIl POSE Uy = —e .
p n 0 (] + tz)n
a. Montrer que (un)nen+ est bien définie et que Vn € N*| up 1 = znz_ Ly,
n

+o0 2 L.
b. Montrer que u, ~ % avec a = fo e ™ dx. En déduire la valeur exacte de «.

400 \/R
Centrale Mathsl PSI 2018 Victor Bourdeaud’hui

X

t
Pour n € N, soit fn : Ry — Ret ¢ : Ry — R définies par fn(t) = ]—|e—7tn et on(x) = fo fn(t)dt.
a. Montrer que (fn)n>0 converge simplement sur R;. Y a-t-il convergence uniforme ?
Xn (o)
b. Montrer que Vo > 0, Ilxn(x) > 0, j;) fn(t)dt = o
c. Si a>e—1,déterminer Um xn(a).
n—-+oo
d. Si o < e—1, déterminer Um xp ().
n—-+00
Centrale Maths1 PSI 2018 Elisabeth Carreau-Gaschereau
—+oo
Pour n € Net x € R, on pose un(x) = In(1 + e ™). En cas de convergence, on pose f(x) = > un(x).
n=0

a. Donner le domaine de convergence I de f. La fonction f est-elle continue sur I 7
b. Déterminer lim f(x).
X——+00
c. Déterminer lim f(x) et donner f(I).
x—0+
Questions de cours :
e définition et résultats liés aux séries géométriques.

(="
e convergence de n (1 + 7)
g;é VA{

e montrer que si une suite de fonctions continues (fr,)n>o converge uniformément vers une fonction f

| ) b b
sur un segment [a; b] alors nl_l}g_loo fa fo(t)dt = fa f(t)dt.

12



Centrale Mathsl PSI 2018 Marion Lebrun
, iy 1
On pose, pour x € R et sous réserve de convergence, h(x) = ngz T n(n)’
a. Déterminer le domaine de définition D de h.
b. Montrer que h est continue sur D.
c. Etudier les limites de h aux bornes de D.

d. Trouver un équivalent simple de h aux bornes de D.
Mines PSI 2018 Gauthier Crosio I
Soit I’équation (E) : u(x) =1+ j:u(i)dt d’inconnue u € C°(Ry, R).

xX
On définit up :x = letVne N, upyg:ix—1 +j;) un(i)dt.

n+1
a. Montrer par récurrence que ¥n € N, Vx € Ry, 0 < unt1(x) — un(x) < (x

T)' et en déduire la
n !

convergence simple de la suite de fonctions (un)n>0. On note u sa limite.

b. Prouver que u est solution de (E). Résoudre entierement (E).

Mines PSI 2018 Erwan Dessailly II

On pose f(x) = Jrfjo (=1)" .
n—=0 1 +nX

a. Déterminer le domaine de définition D de f. Montrer que f est continue sur D.
b. Etablir que f est de classe C' sur R* et donner f'(x) sous forme d’une somme d’une série.

c. Calculer liT f(x) = { et, plus précisément, trouver un équivalent de f(x) — ¢ quand x tend vers +oo.
X—+00

Mines PSI 2018 Elio Garnaoui I

+oo
a. Montrer la convergence de f L(t)z
0 T+t
1 +oo
b. Exprimer f ln(t)z dt comme somme d’une série numérique. Et I = f ln(t)z dat ?
014+t 0o 14t
Mines PST 2018 Thomas Gerbeaud I
Soit (Cn)nen € RY telle que Y C, converge absolument.
n=0
teo Cx™ e .
a. Montrer que f:x+— > “7' est définie et continue sur R.
n=0 T
+oo “+oo
b. Montrer que Y C, = f f(x)e *dx.
n=0 0
Mines PSI 2018 Martin Gros 11
1 42 2
a. Montrer la convergence de fo %dt.
Tin(1 — t2) In(t?) 12 2
b. Montrer que 1 = — S dt= —s .
d fO tz n{:] n(2n — 1)2
+oo tln
Indication : on admettra avant le chapitre sur les séries entieres que : Vt € [0;1[, In(1 —t?) = — > .
n=1 N

c. Calculer la valeur exacte de I avec des constantes usuelles.
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Mines PSI 2018 Pierre Le Bouille I

+o0 n
Pour tout entier n € N*, on pose v, = fo e X dx et up =vn — 1.

a. Montrer que v, existe pour tout n € N*.

b. Montrer que lim v, =1.
n—+oo
+
On pose I'(x) = fo * p~Tetdt. On admet que I est dérivable et que T'(1) # 0.

c. Montrer que Yn € N*| u,, = lf(l) —T().
n \n

d. Donner la nature de ) un.
n>1

Mines PST 2018 Charlotte Nivelle I
. +oo 1 +oo (_1)71—1
Soit f:x—> Y —etgixm— Y, ~———.
n=1T n=1 n ;
a. Déterminer les domaines de définition de f et g. Etudier la continuité de f et g.
b. Montrer que ¥x > 1, g(x) = (1 — 2" 7%)f(x).

c. Déterminer les limites de f et g en +oo.

Mines PSI 2018 Raphaél Pobeda 1T

. . , o . v s +oo nf(x)

Soit f: Ry — R continue et bornée. On définit, pour n € N*, 'intégrale I, = f ——S—dx.
0 14+ nx
a. Montrer que la suite (In)n>1 est bien définie.
+oo f(u/n)

. > = ———4du.
b. Montrer que Vn > 1, I, fo e du
c. Montrer I'existence et donner la valeur de { = Um I,,.

n—-+4oo

Mines PSI 2018 Thibaud Vendrely T
+00 2n
SOlt fix— Z znxizn
n=o 1-+x
a. Déterminer le domaine de définition de f.

N
b. Donner une expression plus simple de T (1 +x?").
n=0

c. En déduire une expression de f(x).
6.100| CCP PSI 2018 Charlotte Beaune et Florian Gaboriaud I

. oo sin(t/n)
Pour tout entier n € N*, on pose I,;, = S
ier n s p n fo t(l —|—t2)

a. Prouver que ¥x € R, |sin(x)| < |x|.
b. Prouver 'existence de I, pour tout entier n > 1.
c. Démontrer que la suite (In)n>1 est de limite nulle.

d. Trouver un équivalent de I, quand n tend vers +oc.

6.101 | CCP PSI 2018 Peio Betdeder et Paul Simon II

+
On rappelle que fo Tt ar = é

+oo\/{

Prouver 'existence de I = \[;) - dt et montrer que I =
e

B

= ¥=0(3/2).

ol
1o
:S —
2
N

14



6.102 | CCP PSI 2018 Erwan Dessailly et Baptiste Egreteau 1

+ oo (_1\n—1
dt converge et que fo > 1c0j(t2 dt= > (1]3_7211
€ n=1 n

+
Montrer que fo * ‘]’Oj(tz
e

6.103 | CCP PSI 2018 Pauline Lamaignere 1T

+oo

Soit n € N* et f, : R — R définie par fn(x) = —>—. On pose f(x) = )

n par fn (x) 2+ nZ p (x) nZ::Iijan
a. Quel est le domaine de définition de f 7
b. Montrer que f est continue sur son domaine de définition.
c. Y a-t-il convergence normale de ) fn sur R ?

n>l

d. Déterminer lim f(x). Qu’en déduire quant & la convergence uniforme de > f, sur R ?

X—-+00 n>1

6.104 | E3A PSI 2018 Titouan Sancier I

1 _
a. Existence de I = f Mdt ?

0 Vi
In(t) In(1 —t)

en somme de série sur |0; 1].
ot o1

b. Décomposer

c. En déduire la valeur de 1.

6.105 | E3A PSI 2018 Benoit Souillard

+o0
Pour tout entier n € N, on pose I, = fo ’S‘}cl}EiT(IX))
e nx

a. Montrer que I,, est bien définie pour tout entier n € N.

b. Etudier la monotonie de la suite (In)nen et déterminer ¢ = liT In.
n—+oo
c. On pose un = I, — €. Déterminer les natures de > un et > (=1)"un.
n>0 n>0

Centrale Maths] PSI 2019 Ulrick Bé

Soit x € R¥, on définit la suite (un(x))nen par uo(x) =x et Vn € N, upnpq(x) = un(x) +

On définit aussi, pour tout entier n € N, la fonction f, : R% — R par f,,(x)

a. La suite (un(x))nen admet-elle une limite ?

b. Etudier la convergence simple de la série ) f, sur RY.
n>0
+oo
c. Montrer que f = ) fq est continue sur RY.
n=0

6.107 | Centrale Mathsl PSI 2019 Axel Brulavoine

+o00 (7])1171 +o00 1
En cas de convergence, pour x € R, on pose 0(x) = > ~—4—et ((x) = >, —%.
n

—_

n=
a. Déterminer les ensembles de définition de 0 et C.

b. Montrer que 0 est de classe C' sur son ensemble de définition.
c. Montrer que Vx > 1, 8(x) = (1 —2"7%)¢(x).

d. Calculer 8(1). En déduire un équivalent de ¢(x) quand x tend vers 17.
f. Obtenir cet équivalent par une autre méthode.
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6.108 | Centrale Mathsl PSI 2019 Florian Guyomard

n
On donne, pour x € [0;1] et (n,1) € N?, le réel Sy r(x) = > <E) X1 = x)"F(k —nx)".
k=0

n
Pour f: [0;1] — R, on définit aussi, pour x € [0;1] et n € N, Bu(f)(x) = > (:)f(z)xkﬂ —x)"K,
k=0

a. Rappeler la formule de TAYLOR reste intégral.
b. Montrer que Vx € [0;1], Vn € N, Sy o(x) =1 et Vn € N*/ Sy 1(x) =0.
On admet que Yn € N, Vx € [0;1], Sn 2(x) = nx(1 —x).

c. Soit f: [0;1] — R de classe C?, x € [0;1] et n € N*, montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que
< Mx(1 — x)

Pon ait la majoration |Bn (f)(x) — f(x)]
n

d. En déduire la convergence uniforme de la suite de fonctions (B (f))nen vers f sur [0;1].

6.109 | Centrale Mathsl PSI 2019 et Mines PSI 2019 Tanguy Sommet et Julien Tissot I

Soit & € R et (un)nen+ une suite de réels strictement positifs telle que Intl —1_% 40 (%)
U +oo n n

Pour tout entier n € N* on pose b,, = In(n®u,) et an = bpi1 — bn.

1 _ _\x
On définit aussi f :] — 1;0[— R par f(x) = fo %

dt.

a. Montrer que ) a, converge. En déduire qu'il existe A € R tel que un ~ L‘X
n>1 +oomn

1)--(x—n+1)
n.n!

+© _
b. Montrer que f est bien définie et que Vx €] — 1;0], f(x) = > (=1)™*+! x(x
n=1

6.110 | Centrale Mathsl PSI 2019 Julien Tissot et Noah Vicens

. too o n oo sin(u)
Pour un entiern > 2, on pose I, =n 0 sm(x )dx en cas de convergence. On donne 0 du =

i
u 2

a. Enoncer le théoreme de convergence dominée.

b. Montrer 'existence de I, pour tout entier n > 2.

c. Montrer que lim I, = Z.
n—+oo 2

6.111 | Mines PSI 2019 Ulrick Bl1é I1

Pour n € N* on définit un, :] — 1;+00[— R par un(x) = In (1 + 1) - X,
n n
+oo
En cas de convergence, on pose S(x) = > un(x).
n=1

a. Définir la convergence normale et uniforme d’une série de fonctions et donner le lien logique entre elles.

b. Déterminer I’ensemble de définition D de S. Montrer que S est continue sur D.

c. Montrer que S est dérivable en 1 et calculer S(1).
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6.112 | Mines PSI 2019 Tom Boileau I

Soit (an)n>o0 une suite réelle strictement positive et décroissante.
Pour n € N, on définit la fonction uy : x = anx™(1 —x).
a. Etudier la convergence simple de (un)nen sur [0;1].

. : a
b. Montrer que Y uyn converge normalement sur [0;1] si et seulement si ) = converge.
n>0 n>l n

c. Montrer que > u, converge uniformément sur [0;1] si et seulement si lim a,, = 0.
n>0 n—-+4oo

d. Reprendre les questions précédentes sur Uintervalle [—1;1].

6.113 | Mines PSI 2019 Maél Classeau I

400 _
xe X

n=2 1TL(T1) .

a. Déterminer ’ensemble de définition D de f.

Soit f:x —

b. Montrer que f est de classe C! sur R%.
c. La fonction f est-elle dérivable en 0 ?

d. La fonction f est-elle intégrable sur Ry ?
6.114 | Mines PSI 2019 Louis Destarac I

Pour n > 1, on définit f, : [0;1] = R par fn(x) = n%x(1 —x)™.
a. Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions (fa)nen= sur [0;1].

b. Etudier la convergence simple puis uniforme de la série de fonctions 3 f,, sur [0;1].

n>l
6.115| Mines PSI 2019 Quentin Vacher 11
1 n

: _ X
Pour tout entier n € N, on pose I, = fo mdx

a. Montrer que (In)nen est bien définie et convergente. Calculer lim 1.

n—-+oo
b. Trouver un équivalent de I, en +oco.
6.116 | CCP PSI 2019 Augustin Aumont et Enola Soenen I
X o . (=1)"x
Pour n € N*, on définit la fonction uy : x — In (1 + 72)
n(1 4 x%)
a. Montrer que Vt € {— %; %}, |n(1+1t) —t| <2t%
—+oo
b. Déterminer le domaine D de convergence simple de > un. On note f = > un.
n>l n=1

c. Y a-t-il convergence uniforme de ) un sur D ?
n>l

6.117| CCP PSI 2019 Réjane Bastien-Amaré et Fabien Dupuis 11

nx(x? + a)e™™

Soit a un réel positif ou nul. Pour n € N, on pose fn(x) =
nx + 1

a. Montrer que (fn, )nen converge simplement sur [0;1] vers une fonction f que lon précisera.
b. Que dire de la convergence uniforme de (fn)nen vers f sur [0;1] en fonction de a ?

c. Montrer que (fn)nen converge uniformément vers f sur [R;1] dés que 0 < R < 1.
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6.118 | CCP PSI 2019 Tom Boileau et Charles Broquet I

+oo
On donne l'intégrale de GAUSS : fo et dt = ?

+oo
a. Montrer ’existence de I = fo t\/E] dt.
et —

“+oo
b. Montrer que 1 = Vm > 1
2 n=1 TI\/TT.

6.119| CCP PSI 2019 Thomas Brémond et Lucas Maisonnave 1

1 +oo 1 7rz
Pour n € N, on pose [,, = fo In(1+t™)dt. On rappelle que >, —5 = R
n=1T

a. Montrer la convergence de (In)n>o vers un réel ¢ & déterminer.

1
b. Montrer que I, ~ 1 Mdu.
+oon JO u

2
. En dédui I ~ X
c. En déduire que In ~ 5

CCP PSI 2019 Carla Chevillard I

Pour n € N, on définit f, : R — R par f,(x) = xe” V"X,

[V

. Pour quelles valeurs de x la suite (fn(x))n>o converge-t-elle ?

b. Déterminer, pour n € N, la valeur de Sup |f(x)|. Qu’en déduit-on ?
x€R

400
c. Déterminer le domaine de définition D de ) f,. Y a-t-il convergence absolue de > f,(x) pour x € D ?
n=0 n=0

d. Y a-t-il convergence normale de Y f sur D ?
n=0

o}

. Soit @ > 0. Y a-t-il convergence uniforme de > f, sur I, = R\ [—a;a].

n>0
6.121 | CCP PSI 2019 Maél Classeau 11

Pour n > 2, soit u, : R% — R définie par un(x) =

+oo
a. Déterminer 'ensemble de définition D de Y up.
n=2

=2

. Montrer que Y u, ne converge pas normalement sur D.
n>2

“+o00
1
. Montrer que Vx € D, Vn > 2, u(x)| < ——m—.
k:zn:+1 ) In(n+1)

[¢]

+oo
d. En déduire que la fonction S : x — > un(x) est continue sur D.
n=2

e. La fonction S est-elle intégrable sur D 7
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6.122 | CCP PSI 2019 Louis Destarac et Victor Margueritte I

n

+oo
Soit a € R, on définit S :x — >, —4—.
n:0“+x

a. Déterminer le domaine de définition en fonction des valeurs de a.
Dans la suite de l'exercice, on impose |a| < 1.

b. Montrer que S est continue sur RY.

c. Trouver une relation entre S(x) et S(x + 1) pour x > 0.

d. Trouver un équivalent de S en 0.

e. Donner la limite de S en +o0o. Et un équivalent de S en +o00 ?

CCP PSI 2019 Romain Galea I

n
Pour tout n € N*, on définit gn : [0;1] = R par gn(t) = (1 - i) et.
n

Pour tout n € N*, on définit I, : [0;1] — R par In(x) = fx gn(t)dt.

o+

a. Montrer que Vt € [0;1], Vn € N*, |g/,(t)| < %.

t
b. En déduire que Vt € [0;1], Yn € N*| |gn(t) — 1] < le
n

c. Etudier la convergence simple de (In)n>1 sur [0;1].

d. Y a-t-il convergence uniforme de (In)nen sur [0;1] ?

6.124 | CCP PSI 2019 Lola Josseran 1
12 Arctan(nx)

En cas de convergence, on pose f(x) = > >
n=1 n

a. Montrer que f est définie sur R.
b. Trouver les limites de f en +o0.
c. Montrer que f est de classe C! sur R*.

d. Déterminer lh?)lJr f'(x). Qu’est-ce que ¢a signifie pour le graphe de f ?
xX—

CCP PSI 2019 Auriane Luquet I

. In(1 +n?x?) e
Pour n € N* et x € R, on pose un(x) = ————=. En cas de convergence, on pose S(x) = > un(x).
nn(1 +n) n=1

a. Déterminer le domaine de definition D de S.

o

. Montrer que S est continue sur D.

[¢]

. Montrer que Y u, converge uniformément sur D. Indication : utiliser une comparaison série/intégrale.
n>1

d. Montrer que S est de classe C' sur D.

6.126 | CCP PSI 2019 et CCP PSI 2015 Julien Tissot I et Agatha Courtenay 1

1
Pour n € N, on pose un = fo x™ sin(mx)dx.

a. Etudier la convergence de Y uy,.
n=0

tr ™ sin(u)
b. Mont = du.
ontrer que nz::o Un fo ——du
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6.127 | Petites Mines PSI 2019 Elaia Mugica II

Soit I = R% et, pourn € N, up 1 x =

—+o0

x —1
—>——— . En cas de convergence, on pose S(x) = Un (x).
AT g pose S(x) ngo n(x)

a. Montrer que S est de classe C! sur I et calculer S'.

b. Calculer —— — —1— et en déduire la valeur de S(p) pour p € N*.
n+1 n+x

c. Déterminer un équivalent de S en 4o0.

6.128 | Centrale Mathsl PSI 2021 Yuan Le Guennic
a. Montrer que Yu €] — o0; 1], In(1 —u) < —u.
2

A 2\ +00
b. Montrer que lim (1 - X—) dx = f e dx.
n 0

n—+oo J0

/2
On admet que j;) sin?™ 1 (t)dt o ﬁ (intégrales de WALLIS).
0 n

+o0
c. Montrer que fo e dx = g

6.129 | Mines PSI 2021 Thomas Boudaud I
* \2n41 \2n+1 o nep(2nt1
Pour n € N*, on pose P, = (X +1) - (X—=1) et Qn = > (—=1)"7P XP.

p=0
a. Déterminer les racines de P, et Qn.

n p—
b. En déduire que > ] = n(2n 1).
k=1 tanz( ) 3
2n+1
c. Montrer que V E}O;E{ S B I | = 1 1.
due v 20 tan?(x) T x* T osin®(x)  tan®(x) *
. 1=
d. En déduire la valeur de ) —.
n=1"n

1
e. Montrer que, quel que soit n € N, I, = fo In(1 4 x™)dx existe.

Tn(1 +1t)

f. Montrer que nl_l)TJ_‘LOO nl, = L/; " dt.

2
g. En déduire que I, ~ Z—

+oo 12n°

6.130 | Mines PSI 2021 Quentin Granier I

Pour n € N*, on définit f, : R — R par f,(x) = \/ﬁ
n

a. Montrer la convergence simple sur R de (fn)nen+ vers une fonction g qu’on déterminera.
b. Montrer que cette convergence est en fait uniforme sur R.
c. Montrer que toutes les fonctions f, sont de classe C! sur R mais que g ne I’est pas.

Qu’en déduire vis-a-vis d’'un théoreme du cours 7

6.131 | Mines PSI 2021 Quentin Granier IV et Baptiste Pozzobon III et Raffi Sarkissian 111

Tin(x) In(1 —x) = g
Mont —————dx = —.
ontrer que fo . X n{:] 3
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6.132 | Mines PSI 2021 Pierre-Issa Lacourte 1

+oo
et, en cas de convergence, f(x) = Y. un(x).
n=0

Pour n € N, on pose un : x — In(1 +e ™)

a. Déterminer I’ensemble de définition I de f.
b. Montrer que f est continue et strictement décroissante sur I.

c. Montrer que f admet une limite finie quand x tend vers +oo et la déterminer.

400 (_])n+1 2
d. On admet que ) ~—5— = % Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers 0.
n=1 n
6.133 | Mines PSI 2021 Alexandre Marque 11
too o
a. Montrer que fo = Ssl}?((’:; dt converge.
+00 gin(t) T 2

. M = —_—,
b. Montrer que j;) s (0 dt nz::() T )2

6.134 | CCINP PSI 2021 Mathilde Arnaud I

(_] )nefnx -

Pour n € N* et x € R, on pose un(x) =
n

a. Montrer que . uy, converge simplement sur R;.
n>1

+oo

On note S = > uy, la fonction somme de cette série de fonctions.
n=1

b. S est-elle continue sur Ry ?

c. Montrer que S est de classe C! sur R .

d. Trouver une expression de S(x) avec des fonctions usuelles.

e. En déduire la valeur de S(0).

6.135| CCINP PSI 2021 Thomas Boudaud I

Soit ¢ : I = [—a;a] — R continue, on suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que ¥x € 1, |o(x)| < c|x].
On cherche les fonctions f : I — R continues telles que (P) : f(0) =0 et ¥Vx € I, f(x) — f(%) = o(x).

+oo
a. Montrer que Zo () (2%) converge pour x € [ et que S : x — Zo () (2%) est continue sur I.
TL> n=

b. Montrer que S est solution de (P).
c. Montrer que la différence de deux fonctions solutions de (P) est nulle.
d. En déduire 'ensemble des solutions de (P).

e. Si on suppose ¢ de classe C! sur I, montrer que S est aussi de classe C! sur L

6.136 | CCINP PSI 2021 Johan Haramboure I

2 3
P € N, on définit f, : R — R f = _nx ix>0etf _ _nx ix < 0.
our n on définit fy, par fn(x) T~ six 20 et fn(x) .. si x

a. Montrer la convergence uniforme de (fn)n>o sur R.
b. Montrer la convergence simple de (f},)n>o sur R.

c. Justifier que (f,,)n>0 ne converge pas uniformément sur [—1;1].
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6.137 | CCINP PSI 2021 Juliette Maricourt I

Pour n > 2, soit u, : R% — R définie par un(x) = tn(x)

x"n(n)’
+oo

a. Déterminer 'ensemble de définition D de Y un.
n=2
b. Montrer que Y upn ne converge pas normalement sur D.
n>2

“+o0
1
. Mont Vx €D, Vn > 2 < — .
c. Montrer que Vx , Vn > 2, k:%:ﬂ w(x)| < 1)
“+o0
d. En déduire que la fonction S : x — > un(x) est continue sur D.
n=2

e. La fonction S est-elle intégrable sur D 7

CCINP PSI 2021 Laurine Texier II

X
Pour tout entier n € N et tout réel x € R, on pose In(x) = fo chélt(t)'

a. Montrer que la fonction I, est bien définie sur Ry pour tout n € N.
b. Montrer que la suite (I )nen converge simplement vers une limite & déterminer.
c. La suite de fonctions (I, )nen converge-t-elle uniformément sur Ry ?

d. Donner une relation entre I12(x) et Iy (x).

e. En déduire la valeur, pour n € N*, de J, = eroo dt
Y ) n 0 Ch n(t) .
6.139 ] X PSI 2022 Lucas Lacampagne I
. . . X +oo e (1)
Soit f: Ry — R continue et bornée telle que f(0) # 0. Pour tout n € N*, on pose an = fo Tdt.

a. Trouver un équivalent de a,.

b. Que se passe-t-il si f = sin ?

6.140 ] ENS Cachan PSI 2022 Noé Chassagne I

1
On définit, sous réserve d’existence, pour (p,q) € N2, Ip,qg = fo xP In9(x)dx.

a. Montrer 'existence de I, 4 pour toutes valeurs des entiers naturels p et q.

b. Calculer I, 4 pour (p,q) € N2

1 +oo (71>n71
c. En déduire que fo dx = Y ——
n=1 n

6.141 | Centrale Mathsl PSI 2022 Joél Lascoumes

/2 gin™
Pour n € N*, on pose u,, = fo w

a. Montrer que u,, est bien défini pour tout entier n € N*.

dt.

b. Montrer que lim u, =0.
n—+oo

c. Montrer que la série > (—1)"uy, converge.
n>1

d. Montrer que la série > u, diverge.
n>1
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6.142 | Centrale Mathsl PSI 2022 Manon Odelot

. 400 |X‘

Soit x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = », ———5——.
n=1 (1 +n-[x])
a. Déterminer le domaine de définition de f.
b. Dresser le tableau de variations de f.
c. Etudier la dérivabilité de f sur son domaine de définition.
Questions de cours :
e Donner la formule de TAYLOR reste intégral.

e Donner le théoréeme des valeurs intermédiaires.

6.143 | Mines PSI 2022 Louis Bardinet I

. einx .
Soit un (x) = Xl sin>2.
nn

a. Etudier la convergence simple de Y u, sur R,.
n>2

b. A t-on convergence normale de Y un sur Ry ?
n>2

c. Que peut-on dire de la convergence uniforme de > u, sur Ry ?
n>2

6.144 | Mines PSI 2022 Olivier Courmont II

400 o
On rappelle que fo = SIT;(t)

f+°° sin(nt) dt

dt = T. Déterminer lim T
2 n—+oco J0 e —1

6.145 | Mines PSI 2022 Achille Domens I

1 + 2
Exprimer f (ﬁdt puis f = Mdt sous forme de série.
0
6.146 | Mines PSI 2022 Paul Mayé 1
12 Arctan(nx)

0 1+t
En cas de convergence, on pose f(x) = > >
n=1 n

a. Montrer que f est définie et continue sur R.

b. Montrer que f est de classe C' sur R*.

c. Trouver un équivalent de f'(x), puis de f(x), quand x tend vers 07.
d. Quelles sont les variations de f ?

e. Trouver les limites de f en Foc0.

f. Tracer la courbe représentative de f.

Mines PSI 2022 Alban Soyez 1

Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) =

oo xe X
= lnn’

a. Déterminer le domaine de définition de f.
b. Trouver le domaine de continuité de f, son domaine de dérivabilité.

c. Trouver un équivalent de f en +o0.
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6.148 | Mines PSI 2022 Guillaume Tran-Ruesche II1

1 —n
Déterminer Uim f x~1/m (1 + l) dx.
n——+oo J O n

6.149 | CCINP PSI 2022 Margaux Millaret II

Pour n € N, on définit f, : R — R par f,(x) = xe” V"X,

a. Pour quelles valeurs de x la suite (fr,(x))n>0 converge-t-elle ?
b. Déterminer, pour n € N, la valeur de Sup |fn(x)|. Qu’en déduit-on ?
x€R

+oo
c. Déterminer le domaine de définition D de ) fn. Y a-t-il convergence absolue de > fn(x) pour x € D ?
n=0 n>0

d. Y a-t-il convergence normale de 3 f, sur D ?
n=0

e. Soit a > 0. Y a-t-il convergence uniforme de > fn sur Iq = R\ [—a;q] ?

n>0
6.150] CCINP PSI 2022 Elouan Princelle T

Soit « € R, on définit, pour tout entier n € N*| la fonction f,, : Ry — R par fu(x) = x(1 +n%e™ ™).

a. Montrer que la suite (fn)nen+ converge simplement sur R.

b. Déterminer les valeurs de o telles que la suite (f;, )nen+ converge uniformément sur R .

1
. —nx
. Calculer nl—l>Too fo x(1 + y/ne ")dx.

(¢
d. Peut-on intervertir les symboles “intégrale” et “limite” comme ci-dessus si « = % ?
6.151 | CCINP PSI 2022 Camille Pucheu II
Soit a € R%, ¢ : I = [—a;a] — R continue, on suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que Vx € I, @ (x)| < c|x|.

On cherche les fonctions f : I — R continues telles que (P) : f(0) =0 et Vx € I, f(x) — f(%) = ¢(x).

+oo
a. Montrer que Zo © (ZL“) converge pour x € [ et que S : x — Zo () (ZL“) est continue sur I.
n>= n=

b. Montrer que S est solution de (P).

[¢]

. Montrer que la différence de deux fonctions solutions de (P) est nulle.
d. En déduire I'ensemble des solutions de (P).

e. Si on suppose ¢ de classe C T sur I, montrer que S est aussi de classe C Tsur L.

6.152 | CCINP PSI 2022 Thibault Sourdeval II

+oo
En cas de convergence, on pose I = fo X __dx.

sh (x)
a. Montrer que I existe.
IS
b. Montrer que I = nz::o I E
+o0 2
c. En déduire la valeur numérique de I. Indication : on rappelle que nz1 1—2 = %
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+o0o
6.153 | CCINP PSI 2022 Guillaume Tran-Ruesche I  Soit la fonction f:x — 3 CC;)LJ:LX;
n=1T1 x

a. Montrer que f est bien définie sur R.
b. Montrer que f est de classe C! sur R.

6.154 | Mines-Télécom PSI 2022 Paul Sterlin I1

+oo —nt
Soit t € R, en cas de convergence, on pose f(t) = >, —5—.
n=1n- +t

a. Déterminer le domaine de définition D de f.
b. Etudier la continuité de f sur D.
c. Déterminer la limite de f en 400 et trouver un équivalent de f(t) quand t tend vers +oo.

6.155 | Centrale Mathsl PSI 2023 Antoine Jeanselme
Pour n € N, on définit f, : [0;1] = R par fn(x) =

x
(T+x)™
a. Montrer la convergence simple de > f, sur [0;1].

n>0
b. Est-ce qu’il y a convergence uniforme de ) fy sur ]0;1] ?
n>0

+oo 1
c. Existence et calcul de Y fo fn (x)dx.
n=0

6.156 | Centrale Mathsl PSI 2023 Arthur Séguette

“+oo
Pour tout entier naturel n, on pose I,, = f Arctan(n + x)

0 (n+x)v/x

. Vérifier que la suite (I )n>o est bien définie.

dx.

Y

b. Déterminer la limite de (In)n>o0-

+
c. Calculer fo T_dx pour n € N*,

Vx(n+x)

d. En déduire un équivalent de I,,.

Mines PSI 2023 Paul Bats I
En cas de conver R S =0t
gence, pour x € R, on pose f(x) = ngo T
a. Trouver le domaine de définition D de f.
b. Montrer que f est de classe C* sur D.
c. Pour x € D, calculer xf(x) — f(x +1).

d. En déduire des équivalents de f en 0" et en +oo.

1
e. Montrer que Vx > 0, f(x) = fo t*"Tetdt.

6.158 | Mines PSI 2023 Rémi Darrieumerle I

+
3

+o0 (_1)71—1 1
En cas de convergence, pour x € R, on posen(x) = Y, ~—~4— et {(x) = —.
n=1 n n=1"1

a1

Pour tout entier n € N*, on définit f, : R — R par fn(x) = —%.
n

a. Déterminer les ensembles de définition de n et C.

b. Pour x > 1, exprimer n(x) en fonction de ¢(x).

c. Montrer que 1 est de classe C! sur son ensemble de définition.

d. Trouver deux réels a et b tels que ¢((x) = —%— +b+o(1).
x—1+x —1
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6.159 | Mines PSI 2023 Raphagl Déniel IIT et Tom Graciet III

1 — Foo
Montrer que fo wdx: > %

X n=17n

“+oo
6.160 | Mines PSI 2023 Alban Dujardin I  En cas de convergence, on pose f(x) = Y. AT‘CtCli;l(nX).
n=1 n
a. Montrer que f est définie et continue sur R.

b. Montrer que f est de classe C! sur R*.

c. Trouver un équivalent de f'(x), puis de f(x), quand x tend vers 0.
d. Quelles sont les variations de f ?

e. Trouver les limites de f en +o0.

f. Tracer la courbe représentative de f.

6.161 | Mines PSI 2023 Esteban Maurer I

n K n n n"
Pour n € N*\ {1}, on pose u,, = k§1 (m) et vy = fz (1 — ;) dx.

1
a. Montrer que v, ~ nf e~ 1/tdt.
+oo 0
b. En déduire un équivalent simple de w,.

6.162 | CCINP PSI 2023 Paul-Antoine Baury-Carpentier 11

C

Soit ¢ : R — R continue telle que 3C > 0, Vx € R, |o(x)| < -
x

+oo
On pose f:x+— @(x) + > (@(x+n)+ @(x —n)). Soit g: R — R continue et 1-périodique.
n=1

a. Montrer que f est bien définie et continue sur R.

b. Montrer que f est 1-périodique.
. 7 +m

c. Montrer que ¢ X g est intégrable sur R et f p(x)g(x)dx = f
—00

6.163 | CCINP PSI 2023 Bader Ben Amira I

1

Soit f:]0; 1] — R définie par f(x) = LX et, pour (n,p) € N2, on pose I, = j;) xP In™(x)dx.
x

a. Montrer 'existence de I, , pour toutes valeurs des entiers naturels n et p.

b. Montrer que Vn € N*, Vp € N, I, , = — n—1,p-

_n 1
p+1
c. Montrer que f est intégrable sur ]0; 1].

1 1 +oo 1
d. Montrer que fo —dx= >, —x.
X n=1n

6.164 | CCINP PSI 2023 Hugo Delval 11

+oo
On note f,(x) = e V™ pour n € N et on pose f(x) = 3. fn(x) en cas de convergence.
n=0

a. Déterminer ’ensemble D¢ de définition de f.

b. Montrer que Y fn converge normalement sur [a; +oo[ pour tout a > 0.
n=>0
c. f est-elle continue sur D¢ ? Calculer sa limite en +oo.
n+1 n
d. Montrer que f e XVigt < fr(x) < f ] e XVt4t. En déduire un équivalent de f en 0F.
n n—

e. Etudier la convergence normale et uniforme de > f,, sur Dy.
n>0
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6.165 | CCINP PSI 2023 Fares Kerautret 1

Pour n € N, soit f, : Ry — R définie par fn(x) =

e—X n

n!

—+oo
En cas de convergence, on note f(x) = > fn(x).
n=0

o

. Etudier 1a convergence simple de (fn)n>o sur Ry.

o

. Etudier la convergence uniforme de (fn)n>o sur Ry.

c. Etudier la convergence simple de 3 f,, sur R. Calculer f(x).

n=0
d. Soit a > 0, montrer que »_ f, converge normalement sur [0; a].
n=>0
e. Montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme de > f, sur R,.

n=0

6.166 | CCINP PSI 2023 Arthur Melnitchenko II et Marie-Lys Ruzic 11

+o0 cos(t)

+ +oo (_1\n—1
Montrer que fo ot > cos(t) =D
e

dt existe et que dt =
4 fo T+et n; 1+n?

6.167 | CCINP PSI 2023 Sacha Meslier 11

Pour n € N*, on définit f,, : [~1;1] = R par fn(x) = sin (nx e*nxl).
a. Montrer que (fn)n>1 converge simplement vers une fonction F & déterminer.

b. Montrer que (frn)n>1 converge uniformément sur tout segment [a; 1] avec a €]0;1].

c. En considérant f (l)7 que dire de la convergence uniforme de (fn)n>1 sur [—1;1] ?
n

6.168 | Mines-Télécom PSI 2023 Armand Dépée 11

1 _ n
Pour tout n € N, on pose u, = fo %
X

. Montrer que u,, est bien défini pour tout n € N.

dx.

a
b. Montrer que Y un, diverge.
n=0

. Calculer la limite de la suite (un)nen.

2n +2
nt+3om

. Montrer que u, ~ [T (question rajoutée).
\/n

[¢]

d. Montrer que Vn € N, up41 =

(0]

—+o00

6.169 | Centrale Mathsl PSI 2024 Antoine Métayer

Soit « € R et (un)nen+ une suite de réels strictement positifs telle que Untl _j_a,0 (]—2)
Up +oo n n

Pour tout entier n € N*; on pose by, = In(n®un) et an = b1 — by.

1 _ 1\
On définit aussi f:] — 1;0[— R par f(x) = fo w

dt.

a. Montrer que ) a, converge. En déduire qu’il existe A € R tel que uy e A

nx1 con®
too — 1) (x —
b. Montrer que f est bien définie et que Vx €] — 1;0[, f(x) = > (=1)™+! x(e—1) (T nt ]).
n=1 n.n.
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6.170 | Mines PSI 2024 Tristan Cheyrou II

Pour tout entier n > 2, on pose I, = fo 14+ X
X

a. Justifier que la suite (In)n>2 est bien définie.

+oo dx

b. Montrer que la suite (I, )n>2 converge vers une limite ¢ € R & déterminer.
c. Trouver un équivalent de I, — £ quand n tend vers +o0.
d. En déduire la nature de > (I, — ).

n>2

6.171 | Mines PSI 2024 Tiago Genet II

Soit (fn)nen définie sur RY par Vx > 0, fo(x) =x et ¥n € N, Vx >0, fnpq(x) =
Etudier la convergence simple et uniforme de (fn)nen sur RY.

6.172 | Mines PSI 2024 Lucie Girard I

n n n—1
* — 1 — _t
Pour n € N*, on pose H,, = kZ::] X et In fo (1 n) In(t)dt.

a. Montrer la convergence de la suite (Hy — ln(n))n>1. On note v sa limite.

. i +oo +oo
b. Etablir la convergence absolue de fo In(t)e~tdt. On note I = fo In(t)e~tdt.

c. Prouver 'existence de I,, et trouver un lien simple entre I, et Hy,.

d. Déterminer la limite de la suite (I;;)nen+ et trouver un lien entre y et 1.

6.173 | Mines PSI 2024 Valentine Girard III

Tin(x) In(1 —x) =
Mont —— - dx = —=.
ontrer que fo . X nz::1 3

6.174 | Mines PSI 2024 Jasmine Meyer 1

+oo
Pour n € N*, soit un : R = R définie par un(x) = —>—. On pose S(x) = —x .
n p n(x) 4+ nZ p (x) n§1x2+n2
a. Montrer que S est définie sur R.
b. Y a-t-il convergence normale de > u, sur R ?
n>1
c. Montrer que S est de classe C' sur R.
+oo 2
d. Donner un équivalent simple de S(x) quand x tend vers 0. On rappelle que iz = %
n=17

e. Déterminer lim S(x).
X—400

f. Y-a-t-il convergence uniforme de > uy sur R ?
n>1

+oo
6.175) CCINP PSI 2024 Amélia Arangoits I ~ Soit a € R, on définit S :x — > —&

n:0n+x'

n

a. Déterminer le domaine de définition D de S selon les valeurs de a.
Dans la suite de I’exercice, on impose |a| < 1.

b. Montrer que S est continue sur R% .

c. Trouver une relation entre S(x) et S(x 4+ 1) pour x > 0.

d. Trouver un équivalent de S en 0.

e. Déterminer la limite de S en +oo.

f. Trouver un équivalent de S en +oo.
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6.176 | CCINP PSI 2024 Amjad Belmiloud II

Pour n € N*, on définit fy, : [-1;1] = R par fn(x) = sin (nx e*nxz).
a. Montrer que (fn)n>1 converge simplement vers une fonction F & déterminer.
b. Montrer que (fn)n>1 converge uniformément sur tout segment [a; 1] avec a €]0;1].

c. En considérant f <l>, que dire de la convergence uniforme de (fn)n>1 sur [—1;1] ?
n

6.177| CCINP PSI 2024 Olivier Farje 1

2 “+o00
Pour n € N* et x € R, on pose un(x) = M Soit la fonction S définie par S(x) = > un(x).
n n=1

a. Montrer que S est définie sur R.
b. Montrer que S est continue sur R.

c. Montrer que Y u, ne converge pas normalement sur R.
n>1

d. Montrer que S est de classe C' sur R.

e. Déterminer S(0) et lim S(x).
X—400

gl

Trouver un équivalent de S’(x) quand x tend vers 0.

CCINP PSI 2024 Lucie Girard I

Pour n € N* et x € R, on pose un(x) =

(=1)"e ™ +o0

~———— Soit la fonction S définie par S(x) = > un(x).
n=1

a. Déterminer le domaine de définition D de S.

b. Montrer que S est continue sur D.

c. Y a-t-il convergence uniforme de > u} sur D ?
n>1

d. Calculer S'(x) pour x convenable.

e. En déduire une expression simple de S(x) pour x € D.

6.179 | Mines-Télécom PSI 2024 Mathéo Demongeot-Marais I

+oo
Pour n € N*, on définit la fonction f,, par fn(x) = 217 Soit aussi f définie par f(x) = > fn(x).
nx+n n=1
a. Déterminer le domaine de définition D de f.
b. Montrer que f est de classe C! sur R%.
1 ®
c. Montrer qu’il existe un réel a tel que ¥x >0, [f(x) — =+ >, —5| < %.
X n=1n X

d. En déduire un équivalent de f(x) quand x tend vers +oo.

e. Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers 07.

6.180 | Mines-Télécom PSI 2024 Romane Mioque II

+oo 1
P >0 f(x) = —_—.
our x > 0, on pose f(x) ngo )

a. Justifier que f est bien définie et continue sur R7.

b. Trouver des réels a et b tels que f(x) = a4 % + o(iz).
x x

oo X
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6.6 Officiel de la Taupe]

OdT 2012/2013 Mines PSI planche 183 1

1
Déterminer les valeurs de o € R, pour que I, = fo t“| In(1— t)|“dt soit convergente. Calculer la limite de

In quand n tend vers +oco. La série Y I, converge-t-elle ?
n>0

6.182 | OdIT 2012/2013 CCP PSI planche 211 IT

—nXx
Donner 'ensemble de définition de la série de fonctions S(x) = 3 (—1)"&—— et étudier sa continuité et sa
n>1

dérivabilité sur cet ensemble. Exprimer S.

6.183 | OdT 2012/2013 Télécom SudParis PSI planche 252 I1

+
Existence et calcul de fo > In(1 4 e t)dt.

6.184 | OdIT 2014/2015 Mines PSI planche 1521

2t .
Calculer fo e’ —i04p.

6.185 | OdIT 2014/2015 Mines PSI planche 1611

Pour t € [0;1], on pose fo(t) =0 et fn1(t) = fn(t) + %(t - fn(t)z).

Etudier les convergence simple et uniforme de la suite (fn)n>o0-

6.186 | OdIT 2014/2015 Centrale PSI planche 22911

2
On it (1)1 par ¥ > 1, 109 = (-1 (14 X o).
n X

a. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de > fy,.
n>1

+oo
b. Montrer que g = > fn, admet une limite en +oo et calculer cette limite.
n=1

6.187 | OdIT 2014/2015 Centrale PSI planche 23611

a. Montrer que I'ensemble E = {f € CO(R, Ry) | Jor > 1, f(x) = 0( 1

W)} est stable pour le produit des
X

fonctions et que toute fonction f de E est intégrable sur R.

+
b. Soit f € E, h: R — R une fonction de E vérifiant f ~ h(x)dx =1 et hn(x) = nh(nx).
—o0

+o0o
Montrer que la suite de terme général w,, = f f(x)hn (x)dx converge et trouver sa limite.

OdIT 2014/2015 Centrale PSI planche 23811

+oo
a. Ensemble de définition de f(x) = %

n—1mn+n-x
b. Montrer que f est de classe C' sur R et que f(x) N —n(x).

c. Donner un équivalent de f en +oo.

30



OdIT 2014/2015 CCP PSI planche 2751

a. Résoudre sh (t) = 1.

x ,
b. On note « = In(1 ++/2) et I,, = fo sh™(t)dt. Etudier la convergence de (In)n>o-
c. Montrer que nl, + (n — 1)l = V2 puis trouver un encadrement et un équivalent de I,.

OdIT 2014/2015 CCP PSI planche 2861

On note fp,(x) = e *V™ et f la somme de la série de fonctions 3. fn, lorsqu’elle existe.
n=0

a. Donner 'ensemble D¢ de définition de f.

b. Montrer que Y fn converge normalement sur [a; +o0o[ (a > 0). Etudier sa convergence normale sur Dy.
n=0

c. f est-elle continue sur D¢ ? Calculer sa limite en +oo.

n+1 n
d. Montrer que f e Vit < f(x) < f 1 e *Vtdt. En déduire que (x) Y %
n n— X

6.191 | OdIT 2014/2015 CCP PSI planche 2911

+oo —tx
a. Domaine de définition de f(x) = fo te ?t.
et —

b. Calculer HT f(x). Simplifier f(x — 1) — f(x) et en déduire une expression de f(x) sous forme de série.
X—+00

c. Peut-on obtenir ce résultat par une autre méthode ?

6.192| OdIT 2014/2015 CCP PSI planche 29311

1
Pour t €]0; 1], on pose fy, p(t) = t™(Int)P, ®(t) =t et I = fo d(t)dt.

a. Montrer que la suite de terme général u,, = Ln converge et justifier que I est définie.
n
1
b. Montrer que fo fn,p(t)dt existe et calculer sa valeur.

+oo 1 k
c. Montrer que I = — (f 7) .
k=1 k

OdIT 2014/2015 E3A PSI planche 31811

Pour fy : [a;b] — R continue, on pose fr,+1(x) = fx fn(t)dt pour x € [a;b].
a

a. Quelle est la nature de ) f,, ? On note F la somme de cette série.
n=0

b. Montrer que Vx € [a;b], F(x) = fo(x) + €* fx e o (t)dt.
a

6.194| OdIT 2014/2015 E3A PSI planche 322111

T+
Donner un équivalent quand n tend vers +o0o de u, = f] VT F xTdx.

6.195 ] OdIT 2015/2016 Mines PSI planche 1141

Etudier les convergence simple et uniforme de la suite de fonctions définies par f,,(x) = 0 si |x| > 1 et
n

2 . 1 . . +oo

fn(x) =n —nlx| si [x| < =. Si ® est continue sur R et I, = f

fn(x)®(x)dx, déterminer lim I,.
n —oo n—-+oo
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6.196 | OdIT 2015/2016 Mines PSI planche 11511

_1\n
Montrer que f(t) = > =0t est définie et continue sur R .

Calculer sa limite en 400 et montrer que f est de classe C! sur R%.

6.197 | OdIT 2015/2016 Mines PSI planche 11711

Montrer que ¢(s) = > is est définie et de classe C* sur |1; +o0].
K>1

Donner les variations de ¢ et sa limite en 4+oco. Donner un équivalent de ¢ en 17.

OdIT 2015/2016 Mines PSI planche 12411

Soit () une suite uniformément convergente de fonctions continues sur [a;b] ; que dire des suites de terme

général up, = Max fn(x) et vip = Min fn(x) ?
x€[a;b] x€[a;b]

_ n
6.199 | OdIT 2015/2016 Mines PSI planche 125 Domaine de convergence de f(x) = > (1) .

2
n>1n =+ x

Montrer que f est intégrable sur R et calculer cette intégrale.

6.200| OdIT 2015/2016 CCP PSI planche 2361

sh ™tdt.

. o . [ n(1+v2)
Résoudre shx = 1. Trouver la limite de la suite de terme général I,, = f

Montrer que Vn > 2, nl, + (n —1)I,_2 = v/2, en déduire un encadrement puis un équivalent de I,.

6.201 | OdIT 2015/2016 CCP PSI planche 2371 et 24311

2.2
M. Domaine de convergence de Y un(x).

Soit n € N* et =
m un(x) n? In(1+n) >

Soit S(x) sa somme ; montrer que S est de classe C! sur D.

6.202 | OdIT 2015/2016 CCP PSI planche 24211

/2
La série de terme général u, = (—1)" fo cos™(t)dt converge-t-elle ? Si oui, quelle est sa somme ?

dx.

1 —
OdIT 2015/2016 CCP PSI planche 2441 Convergence de [ 1IN0 =%)

0 X

Ecrire 1 sous la forme d’une série numérique a I’aide du développement en série entiere de In(1 — x).

OdIT 2015/2016 CCP PSI planche 245IT

1

Pour n € N* on pose un(x) = ~. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles ) un(x) converge ; on

n+xn n>1
note A cet ensemble et S(x) la somme. Montrer que S est C! sur A.
400 2
On rappelle que ) iz = % ; donner un équivalent simple de S en +oc.
n=1m

6.205 | OdIT 2015/2016 CCP PSI planche 2461

1
Montrer que Y Ln est convergente et que I = fo t'dt existe. V(n,p) € N%, on pose fn p(t) = t™(Int)P.

n>1 n
1 +o0 (_])n—l
Montrer que fo fn,p(t)dt existe et la calculer. Montrer enfin que I = > ~—5—.
n=1 n
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OdIT 2015/2016 ENSAM PSI planche 26711

) 1
Equivalent en +oo de I,, = fo (n(1+1))"at.

OdIT 2015/2016 ENSAM PSI planche 2701

dx.

oo o
Pour « € R, justifier I'existence de I(«) = fo = ST(OO;)
X _

Montrer que I(a) = > —%— ot a et b sont deux réels a déterminer.
n>=0 n- + b

En déduire un équivalent de I(«) quand o tend vers +oo.

6.208 | OdIT 2015/2016 ENTPE-EIVP planche 2791

+oo s
Existence de I = SIX_gx. Montrer que 1 = )
fo 1 4 n%:]]-i-nz

6.209 | OdIT 2015/2016 Télécom SudParis planche 28611

(="

Montrer la convergence et la continuité de f(x) = > sur RY.
n>0
Montrer que f est équivalent a 1en o+,
x
6.210 | OdIT 2016/2017 X/Cachan PSI planche 40111
Calculer [/ x™ Inxdx. Mont [l mxn(i Jax= 5% — 1 En caleuler la val "
alculer nxdx. Montrer que nxn(l — = —————. En calculer la valeur exacte.
u 0 X xdx que | Inx x)dx n:1n(n+1)z u valeu
6.211 | OdIT 2016/2017 Mines PSI planche 1071
1 —t
Justifier que f(x) = f ——& 5 —dt est définie sur | — oco; 1[. Développer f en série entiere.
0 1—xsin“(t)

OdIT 2016,/2017 Mines PSI planche 108I

1
Justifier I'existence de j;) e~ 'In(t)dt puis en donner une valeur approchée sous forme de nombre rationnel

4 1073 preés (on pourra faire apparaitre un développement en série entiere usuel).

OdIT 2016/2017 Mines PSI planche 1151

“+ o0
Domaine de définition, continuité et dérivabilité de f(x) = > X

— X Equivalent de f en 400 ?
o n(1+ nxz) d

OdIT 2016/2017 Mines PSI planche 1171

Etablir la convergence uniforme de la suite de fonctions (fn)nso si fn(x) = e ™ — (1 —x)™.

La série de fonctions > f,, converge-t-elle ?
n>0

OdIT 2016/2017 Centrale PSI planche 159

_[x dt
= VO + )2 —12)

Si oui la calculer. Etudier également D’existence d’une limite en 0. On note f la fonction prolongée par
continuité en 0 ; trouvez une série de fonctions S(x) coincidant avec f sur un intervalle [0, h[.

Montrer la convergence pour x € R* de f(x . f admet-elle une limite en +o0 ?
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OdIT 2016/2017 Centrale PSI planche 160

-1

X gQ
Montrer, pour a > 0, que I4 : x — o Iﬁdt est C! sur son ensemble de définition. Ensemble de définition
—+00 (_1 )nxn
de S(x) = > e ? Trouver une équation différentielle vérifiée par S, puis une relation entre I et S.
n=0 T a

6.217 ) OdIT 2016/2017 CCP PSI planche 20311

—X
Montrer la convergence simple et uniforme de (fn)n>o si fn(x) = x™€— puis étudier > fy.

T'L' n>0

OdIT 2016/2017 CCP PSI planche 2071

Montrer que la suite (fn)n>o telle que f4(0) = 0 et, pour x > 0, f,(x) = xsin?™ (l) converge simplement
x

mais pas uniformément sur [0;1] vers une fonction f que 1'on précisera.

6.219| OdIT 2016/2017 CCP PSI planche 2121

Convergence simple de la suite (fn)n>1 telle que fr(x) = cos

( (n+ 1)x)
)
Y a-t-il convergence uniforme sur tout segment ? Sur R ?

OdIT 2016/2017 CCP PSI planche 2171

. X In(x)
Domaine de convergence D de S(x) = Y. ———~—

2 X n(n)
1

In(n+1)
OdIT 2016,/2017 ENSEA PSI planche 2521

. La convergence est-elle normale sur D ? On note Ry, le

reste d’ordre n. Montrer que |Rn (x)| < et en déduire que S est continue. S est-elle intégrable ?

Enoncer le théoréme de convergence dominée pour une suite de fonctions.

Soit (an)n>o0 et (bn)nso réelles bornées, telles que 3¢ < d, Vx € [¢;d], (an cos(nx) + by sin(nx))n>0 tend

vers 0. Montrer que 3o, € R, an cos(nx) + by sin(nx) = y/a3 + b2 cos(nx + ¢n).

(af +b3)(d—c)
4

d
Calculer I, = f (an cos(nx) + by sin(nx))z dx. Montrer que I, > a partir d'un certain
Cc

rang. Montrer que (an)n>0 et (bn)n>o0 convergent vers 0.

OdIT 2017/2018 Mines PSI planche 1131

n n
Soit n > 1, on note Hy = > T et un (t) = t In(t)
=1k Hn

pour t > 0.

—+oo

Déterminer le domaine de définition de S(t) = > uk(t) et montrer que S converge normalement sur tout
k=1

intervalle de la forme ]0; a] avec a €]0;1[. En est-il de méme sur |0; 1] 7

Montrer que S est continue sur |0;1]. Est-elle dérivable sur ce méme intervalle ?

6.223 | OdIT 2017/2018 Mines PSI planche 1141 et compléments planches Mines PSI 1781 et CCP PSI 4411

)t
Pour n € Net x € R, on pose un(x) = In(1 +e ™) ; on donne Y Ky
k=1
+oo
Donner le domaine de définition I de f(x) = > ux(x).

k=0
Montrer que f est continue et décroissante sur I.

Trouver la limite de f en 400 et donner un équivalent de f en 0. Déterminer f(I).
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6.224 | OdIT 2017/2018 Mines PSI planche 1201

. —nx
Etudier les convergences simple et uniforme de > wup siup :x — ]e+ .
n>0 n

On note f sa somme ; f est-elle continue ? Dérivable 7 Donner ses limites en 0 et 4o0.

OdIT 2017/2018 ENSAM PSI planche 24111

+oo]

1 too
Existence de I = fo InxIn(1 —x)dx. Montrer que I = ( L_ 72 puis calculer I avec ) —5
n=1N{n

6.226 | Compléments OdIT 2017/2018 Mines PSI planche 1531

+oo sin(ox)

Existence de I(a) = f dx. Montrer que I est de classe C'.

0 eX —1
+oo
Déterminer (a,b) € R? tels que I(«) = > .
n=1b+mn
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