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a. Considérons I'application ¢ : E — R™ définie par @(x) = ((e1]x), -, (en]x)). Alors @ est clairement
linéaire et dim(E) = dim(R™). De plus, si x € Ker(p), on a Vk € [1;n], (ex|x) = 0 donc x € E+ = {0¢}
donc x = 0g. Ainsi ¢ est injective donc c¢’est un isomorphisme de E sur R™ d’apres le cours.

Soit M = (myj)1<i,j<n € Mn(R). Pourj € [1;n]], la colonne Cj de M vérifie C].T = (mi1 --- mn,j) et, comme

@ est bijective, il existe un unique vecteur f; € E tel que @(fj) = (mqj, -+, mn;) = ((e1]fj), -, (en|f;)). 11

existe bien une unique famille (fq,---,fn) € E™ telle que M = ((ei|f)'))1<i j<n”

b. Soit (e1,---,en) une famille de vecteurs de E. Supposons que pour toute matrice M € My (R), il existe

une unique famille (f1,---,fn) € E™ telle que M = ((ei|fj))1<i j<n”
n

Méthode 1: Si (e1,- -, en) était lie, il existerait (A1, ---,An) # (0,---,0) € R™ telle que > Aje; = Og. Alors
=1

i=
n

on aurait y ALy =0

i=1

pour toute famille (f1,---,f,) € E™, en notant L; les lignes de M = ((€i|fj))1<i j<n

par bilinéarité du produit scalaire et la matrice M serait donc non inversible. Il suffit donc de prendre M
inversible dans la condition imposée pour arriver & une contradiction. Par I'absurde, (eq,---,en) est libre
donc, comme elle est de cardinal n, (e, -, en) est bien une base de E.

Méthode 2 : En prenant M = I,,, il existe une famille (1, - - -, f,) € E™ telle que V(i,j) € [1;n]?, (eilfj) = 615

n n n
Soit (?\1,' . -,7\n) € R™ tel que Z Aiei =Opetj € H];H]L on a ( Z Aiej fj) = (OE‘fj) 0= Z Ai(eilf]‘) = ?\]‘.
i=1 i=1 =

)
i=1
Ainsi Ay = -+ = A, =0 et la famille (ey,---,en) (de cardinal n) est libre : c¢’est donc une base de E.

Quelle que soit la méthode, la réciproque est donc vraie.

Soit F = Vect(er,---,en) et x € F-, alors d’apres la relation de 1’énoncé appliquée & ce vecteur x, on

n n
obtient |[x|[> = > (xlex)? = Y. 0 = 0 donc x = Og. Ainsi, F* = {0g} donc F = (F+)* = E. Comme

k=1 k=1
E = Vect(e1,- -, en), la famille (eq,---,en) est génératrice de E, et comme elle comporte n vecteurs et que
dim(E) = mn, (e1,---,en) est une base de E.

n n
Soit j € [1;n], alors |lej||> = 3 (ejlex)? = |lejl|* + - (ejlex)? = ||e;||* donc |ej]| < 1. Soit I'hyperplan
k=1

k#j
Hj = 1\</?<C<t (ex) de E et nj I'un des deux vecteurs unitaires dans la droite H].J-. Si on applique la relation de
P

n
Pénoncs & my, on trouve [Injl[2 = 1= - (njle)? = (njle))2. Or 1 = (njles)? < |ingl[2les][2 < 1 dapres
k=1

I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, forcément (njlej)? = [|n||?||e;||* = 1. Ceci assure que ||ej|| = 1 et on peut
conclure de deux manieres a ’aspect orthonormé de (e, -, en).
o [’égalité dans I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ |(njlej)| = ||nj||||ej|| = 1 garantit que ej et nj sont
colinéaires donc que e; est orthogonal & tous les autres vecteurs de (e, --,en). Ceci est vrai pour
tout j € [[T;n]], (e1,---,en) est bien une base orthonormée de E.
n n n
e On revient a [lej||> = 3 (ejlex)? = |le;]|* + X (ejlex)? qui devient Y (ejlex)? = 0 et on a donc
= k=1 k=1
k#j k#j

Y(k,j) € [1;n])%, k #j = (ejlex) = 0. A nouveau, (eq,---,en) est une base orthonormée de E.



a. Soit (P,Q) € Ry[X]?, alors f : t — P(t)Q(t)w(t) est continue sur ]a;b[ et, comme PQ est continue
sur le segment [a;b], elle y est bornée donc IM > 0, |f(t)| < Mw(t) donc f est intégrable sur |a;b[ par

comparaison, le réel < P,Q > est donc bien défini. Par linéarité de l'intégrale, < .,. > est bilinéaire et
symétrique car PQ = QP. De plus, (P|P) = fab P2(t)w(t)dt > 0 et, comme t — P?(t)w(t) est continue
et positive sur |a;b], fab P2(t)w(t)dt = 0 <= Vt €]a;b], P>(t)w(t) = 0 <= P nulle sur Ja;b[. Mais si P
s’annule sur |a; b[, P admet une infinité de racines donc P = 0. Ainsi, < PP >=0<= P =0. < .,. > est une

forme bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur Ry, [X] (plus généralement sur R[X]).

b. On sait que Py = H}—H et que Vk € [1;n], Px = H%E—H avec Qi = Xk — TZ:; (X¥|P{)P; par construction
de Porthonormalisée de GRAM-SCHMIDT. Ainsi, deg(Po) = 0 et, si, pour k € [[0;n — 1], on suppose que
Vi € [0;k — 1], deg(Pi) = i, on a deg (kz_:l (Xk|Pi)Pi) < k — 1 donc deg(Px) = k. Ainsi, par principe
de récurrence, Yk € [0;n], deg(Px) = k. 1LZ;)nsi, (Po,- -+, Px), en tant que famille de polynémes de degrés
échelonnés de cardinal k + 1 = dim(Ry[X]), est une base orthonormée de Ry [X] pour tout k € [0;n].

Soit k € [1;n — 1], XPx(X) € Ry41[X] se décompose XPy = kif «iP; dans la base (Po,- -, Px4+1) de Ryqq[X].
Par construction toujours, on a Vi € [1;n — 1], P; € Vect(Plo:,(? cyPisg)t = Vect(1, - X)) = Ry Xt
Ainsi, pour j € [0;k — 2], on a < XPy,Pj >= ki‘; xi < Py, Pj >= oy = 0 =< Py, XPj > car XPj; € Ry_[X]. En

iz

notant ax = o417, b = o et cx = x_1, on a bien (ay, by, cx) € R3 et XPr = axPri1 + biPy + cxPr_1.
c. On a XPyx = axPx4+71 +biPx + ckPk—1 et XPx_1 = ax—1Px +bx—1Px—1 + ck—1Px—2 d’apres la question b..
Or la famille (Px_2,Px—1, Pk, Px+1) est orthonormale donc cx =< XPy,Px_1 > et ax_1 =< XPx_1,Px >. Or
on a clairement < XPy, Px_1 >=< XPy_1,Px > (en passant par les intégrales) donc cyx = ax_1.

d. Comme k > 1 et Py = on a < Py, 1 >= |[1]| < Px,Pp >= 0. Supposons que Py ne possede

1
|71}
aucune racine réelle de multiplicité impaire dans |a;b[, alors en décomposant Py en produit de polynémes
T T t
irréductibles réels, on a P = A [] (X —;)2™ [T (X —Bi)2™FT [T (X2 +viX+8;)° on les «; sont les racines
i=1 i=1 i=1
réelles (mais de multiplicité paire) de Py et Bi les racines réelles de multiplicité impaires de Py hors de ]a; b].

Ainsi, Py garde un signe constant donc < Py,1 >= fab Pr(t)w(t)dt = 0 implique, comme t — Py (t)w(t) est
de signe constant et continue sur ]a;b[, que ¥t €]a;b[, Px(t)w(t) =0 = Px(t) = 0 car w(t) > 0. Ainsi, Py
admet une infinité de racines donc Py = 0 ce qui est absurde. Ainsi, Px admet au moins une racine réelle de
multiplicité impaire dans Uintervalle |a; b[.

e. Par construction, PxQy n’a que des racines réelles de multiplicités impaires hors de l'intervalle ]a;b],

ou des racines réelles de multiplicités paires, ou des racines complexes conjuguées de mémes multiplicités.
Toujours est-il que Py Qx est de signe constant, continu sur ]a; b[ en ne s’annulant qu’en un nombre fini de
valeurs (les racines de Py dans ]a; b[), ainsi < Py, Qx >= fab P (t)Qx(t)w(t)dt > 0. Si on avait p < k, alors
on aurait Qi € Ry_1[X] et, puisque Py € Ry_1[X]* par construction, on aurait < Py, Qyx >= 0 ce qui est
absurde. Alors, il vient p = k.

f. Py posséde donc k racines distinctes réelles dans ]a; b[, et comme Py est de degré k, il ne peut y en avoir

d’autres. Les racines complexes de Py sont donc toutes réelles, toutes dans ]a; b[ et toutes simples. WAOUH !



7’ 7z +m 2 7t2 +oo . . .
a. D’apres I’énoncé, Iy = /n. De plus, 11 = f te”tdt = [— € 7 } = 0. Soit n € N, I'application
— 00

— 00
n o2 . . . . s 1 .
fnit—the est continue sur R, paire ou impaire selon la parité de n, et f,(t) = o 2 par croissances
o0
comparées, ce qui fait que f,, est intégrable sur R d’aprés RIEMANN. Ainsi, [,, existe.

+o0 2 +o0 2 . —t?
Pour n € N, Iy42 = f et dt = f t" 1 (te™t")dt. Sionpose u:t st et vty —€ 5
—0o0

alors 1 et v sont de classe C! sur R et, par croissances comparées, . li? u(t)v(t) = 0. Ainsi, par intégration
— 00
—+o00
par parties, In4s = 04+ 2E1 f theVar=ntly
2 —00 2

. . 42 . . . -
Si n impair, comme t — t"e™"" est impaire, on a I, =0 (ou alors avec I1 = 0 et la relation précédente).

. . 2p —1 2p—1)(2p—3)---1 (2p)! !
Sin = 2p est pair, alors I, = Iy = JDTIZP,Z =...= v Ip = pi] NGES Wﬁ

b. A nouveau, pour (P,Q) € R[X]2, g:t > P(’c)Q(t)e_tz est continue sur R et, par croissances comparées,

g(t) = o(tlz) donc g est intégrable sur R. L’application ¢ est donc bien définie.
oo

+oo
Par linéarité de 'intégrale, ¢ est bilinéaire et symétrique car PQ = QP. ¢(P,P) = f P2(t)e~tdt > 0

et, comme t — P%(t)e ! est continue et positive sur R, fj: PZ(t)e tdt = 0 <= Vt € R, P3(t)e”t =0
ainsi P est nulle sur R. Mais si P s’annule sur R, P admet une infinité de racines donc P = 0. Ainsi,
(P|P) =0 <= P = 0. (].) est une forme bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur R[X].
c. D’apres le cours, d(X3, Ry[X]) = ||X3 —p(X3)]| si p est la projection orthogonale sur R,[X] = Vect(1, X, X?).
Il existe (a,b,c) € R3 tel que p(X3) = a+bX+cX? et (X3 —p(X3)[1) = (X3 —p(X3)|X) = (X3 —p(X3)|X?) =0
ce qui donne le systeme a 3 équations et 3 inconnues suivant : alp + cl; = aly +cly = bl — Iy = 0 car
(X3 —p(X3)1) = I3—alp—bly —clz, (X3 —p(X3)|X) = I4—al; —blz—cl3 et (X3 —p(X3)|X?) = [5—al;—bl3—cly.
On en déduit apres calculs que a = ¢ =0 et b = 3/2, et, de deux manieres :

o d(X3, Ry[X]) = ||X3 — (3/2)X|| et on développe ||X3 — (3/2)X]||* = ||X3]|> — 3(X3|X) + (9/4)||X||? ce qui

donne [X* — (3/2)X]] = \/ te =3 ORI _ /1578) — () + 78] = 42,

e Comme X3 = (X3 — (3/2)X) + ((3/2)X) avec (X3 — (3/2)X) L ((3/2)X) par construction, on a aussi
par PYTHAGORE [|X3[|? = [|X® — (3/2)X||* + [|(3/2)X||* donc d(X3, R2[X]) = /[|[X3[|> = (9/4)]X||? ce qui

donne encore d(X3, Ry[X]) = % — %5 _

Par les deux méthodes, on obtient d(X3, R;[X]) = ? ~ 0, 86.

~

o

o

o INO



) . . 2 7 . 2 +oo —t . 7 .
a. L’application < ., .>: E= — R définie par V(P,Q) € E4, < P,Q >= fo P(t)Q(t)e tdt est bien définie

car la fonction f : t — P(t)Q(t)e ! est continue sur R, pour (P,Q) € E? et que, par croissances comparées,

1

on a f(t) =0 (t . Cette application est clairement bilinéaire (par linéarité de 'intégrale), symétrique (par

symétrie du produit dans R) et positive (par positivité de I'intégrale) car t — P2(t)e™* est positive sur R,

pour P € E. De plus, si P € E tel que < P,P >= 0, la fonction g : t — P2(t)e™" est continue et positive sur
+oo

R, ainsi fo g(t)dt = 0 implique g = 0 sur R ce qui prouve que tous les réels positifs t sont racines de

P car e”' > 0. Comme P admet une infinité de racines, P = 0. Ainsi, < .,. > est un produit scalaire sur E.
FG+j+1)

o et on sait alors que
iy

b. Pour (i,j) € [0;n]2, on a (Bi[B;) = (x1| X)) ”f titetat =

L
(Bi|Bj) = w = (l i J) #0sii#jdonc B = (B, -,Bn) n’est pas une base orthonormale de E.
ilj!

_1)k k [k . .
c. Par la formule de LEIBNIZ, pour un entier k € [0;n], on a Ly(t) = ( k]') et E (.)(e_t)(k_l)(tk)m

avec les abus de notations habituels. Comme (e™t)(x=1) = (—1)k=te~t ot (t%)V) = kk' t*"! on a la
i

~ (=" & D A U SU G D
relation Ly = ' > (=1) . —X = k! —— X Par conséquent, Ly est bien un
k5 (k=) S0 il((k—1))?

polynome de degré k et de coeflicient dominant ] (pour i=0) tel que Ly (0) = (—1)* (pour i = k). Ainsi,

L = (Lo, +,Ln) est une famille de vecteurs de E de degrés échelonnés de 0 & n donc une base de E.
k=1
d. Pour k € [1;n], p € [0;k — 1], si on pose u(t) = i (e7tt*¥) et v(t) = tP, u et v sont de classe C!
sur Ry et 1111 u(t)v(t) = 0 par croissances comparées (u(t)v(t) est de la forme V(t)e™* avec V poly-
Yy—+00
. ez . . . . (*1) +oo dk —t.k
nomiale). Par intégration par parties dans le produit scalaire (Lyi|XP) = 0 j; ﬁ(e t9)tPdt,
Nk gk-1 +00 + k—1
on a donc la relation (Ly|XP) = ( k1') ‘f’tkq (eittk)tp]o S [ (;itk (e t)tP~Tdt. Or la
W het” es 11 . Ses d Py — ‘p +oo gkl —tkp—1
partie “crochet” est nulle par croissances comparées donc (L |XP) = f = (e tH)tP—at.
N ez . . N ( too dk p ,t k PR
Apreés p — 1 intégrations par parties du méme style, (Lg|XP) = —1 P 'f t“)dt d’ou

_1)k k—p—1 +o0 k—p—1
(L |XP) = ( k]') (—1)pp![;tk_ﬁ(e_ttk) . = 0 car %(e_ttk) est de la forme tPTTW(t)e ! avec

i
W polynomiale. Ainsi (Lg|[XP) = 0. Si0 < i<k <mn, L = ) «XP donc, par bilinéarité du produit
p=0

) i
scalaire, (Lx|X") = > op (Li|XP) = 0 d’apres ce qui précede donc la famille est déja orthogonale.
p=0

+oo gk—k +
De méme, (Ly|X¥) = (7 (=1) kk'f ~ d (e~ ttf)dt = j;) “e~ttkdt = kI. On a vu ci-dessus que

K
Ly = )1<<l Z apXP d'ott (Lx|Lk) = (Lk‘x ) + Z p(Lk[XP) = % =1: £ est une base orthonormale de E.

e. L’apphcatlon @ : P — P(0) est une forme linéaire non nulle car ¢(1) = 1 donc F = Ker(¢) est un
hyperplan de Ry [X], ainsi dim(F) =n+1—1=mn. Comme P € F <= X|P < (3Q € R,_1[X], P = XQ),
la famille (X, X2, -+, X™) est une base de F. Mais Ly (0) = (—1)% d’apres c. donc Ly — (—1)% € F et la famille

de degrés échelonnés (Ly + 1,---,L, — (—1)™) est une base de F. Comme F est un hyperplan, F- est une



n
droite. Si F est engendrée par U = Y axly, comme Ly = 1 et que £ est une base orthonormale de E,

k=0
n
(UL, = (=1)P) = ap|[Lp|[* = (=1)Pao|[1]|* = ap—(=1)Pag = 0sip > 1: FX = Vect(U) avec U = Y (—1)*Ly.
k=0
f.d= Inf f+oo(1 —arjt—---—apt™?e tdt = d(1,F)? = (1]w* d’apres une formule du cours. Or
T (aran)ern Jo 1 " ’ ujl? '

n
(W) =11+ S (=1)*Ly) =T et |[|U|]|> =n+1 car (Lo, L1, --,Ly) est une base orthonormale de E. Ainsi,
k=1

“+o0
on peut conclure que d = Inf fo (1—ajt—---—apt™)Ze tdt = -

(ar,,an)ER™ n+1
a. ¢ : (X,Y) = XY va bien de E? dans R. Pour (X,Y) € E2, si XT = (x1 --- xn) et YT = (y1 -+ yn),
XTy = i] xkyk = YTX. Ainsi, ¢ est symétrique. Par distributivité du produit matriciel et linéarité de la
k=
transposée, pour (X1,X2) € E2, (A1,A2) € R%2 et Y € E, (M Xy +A2X2)TY = (M XT + X))y = A xTy +axTy

n
donc avec la symétrie, ¢ est bilinéaire. Pour X € E, (X, X) = XX = Y xi > 0 en notant X" = (x7 -+ xp,)
k=1

n
et si @(X,X) =0, 0na Y xf = 0 donc, comme une somme de termes positifs n’est nulle que si tous ses
k=1
termes sont nuls, on a Vk € [1;n], xx =0 donc X =0, et @ est bien définie positive.

Comme ¢ est une application bilinéaire, symétrique définie positive sur E, ¢ est un produit scalaire sur E.
b. Comme rang (A) = rang (A7), on a dim(Ker(AT)) = n — rang (A) = n — dim(Im (A)) = dim(Im (A)1)
par la formule du rang. De plus, soit X € Ker(AT) et Y € Im (A), alors il existe Z € E tel que Y = AZ, ainsi
(X|]Y) = (X|AZ) = XTAZ = XT(AT)TZ = (ATX)"Z = (ATX|Z) = (0|Z) = 0 donc Ker(AT) € Im(A)*. On
conclut & 1'égalité de ces deux sous-espaces de E par égalité de leurs dimensions, Im (A)+ = Ker(AT).

c. Pour un vecteur X de E, f(X) est la distance entre AX et Y. Comme AX parcourt Im (A) quand X parcourt
E, la fonction f admet bien une borne inférieure sur E, et méme un minimum. En notant p la projection
orthogonale sur Im (A), on a %Eg(f(z)) = I}Aég(f(z)) = d(Y,Im(A)) = |[Y — p(Y)|| et ce minimum de la
distance entre Y et un vecteur de Im (A) n’est atteint, toujours d’apres le cours, qu’en ce vecteur p(Y). Ainsi,
f est minimale en X si et seulement si AX = p(Y), c’est-a-dire si et seulement si AX—Y est orthogonal & Im (A).

D’apres b., on a f(X) = %m;(f(z)) <= AX-Y € (Im(A))+ <= AX - Y € Ker(AT) <= AT(AX - Y) = 0.
S



a. L’application (.|.) : E2 — R telle que Y(f, g) € E2, (f|g) = f t2f(t)g(t)dt est bien définie car la fonction
t — t2f(t)g(t) est continue sur le segment [0; 1] pour (f,g) € E%. Cette apphcation est clairement bilinéaire
(par linéarité de l'intégrale), symétrique (par symétrie du produit dans R) et positive (par positivité de
I'intégrale) car t — t?f2(t) est positive sur [0;1] pour f € E. De plus, si f € E telle que (f|f) = 0, la fonction
t > t2f2(t) est continue et positive sur [0; 1], ainsi f(: t2f2(t) = 0 implique YVt € [0;1], t*f*(t) = 0 donc

Yt €]0;1], f(t) = 0. Par continuité de f en 0, f est nulle sur [0;1]. Ainsi, (.|.) est un produit scalaire sur E.

b. Pour n € N, la fonction f,, : t — t™In(t) est continue sur ]0;1], on a fo(t) ?o(ﬁ) par croissances

comparées donc fo est intégrable sur ]0; 1] par comparaison aux intégrales de RIEMANN et 1112)1+ fn(t) =0 si
t—

n > 1 toujours par croissances comparées donc f, se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1].

1 n+1
Ainsi, pour n € N, f t™ In(t)dt converge. Pour n > 0, avec u : t — In(t) et v : t — +
0 n

, les fonctions

u et v étant de classe C! sur ]0;1] et comme u(1)v(1) = 0 et 117(1)1+ u(t)v(t) = 0 par croissances comparées,
t—

1 1 n+l n+1q1
= n = _ t Tat = 1|t 1 P .
In = f; th In(t)dt = fo CEE)) X tdt —— {n 1}0 = n 1)2 par Iintégration par parties.

c. La fonction f = fy ainsi prolongée est continue sur le segment [0;1] donc f € E. En notant g le projeté

orthogonal de f sur F, puis pp : x — 1 et p; : x — x de sorte que F = Vect(po,p1), on a g € F donc il

existe (a,b) € R? tel que g = ap7 + bpo. Par définition d’une projection orthogonale, f — g € F+ donc

(f — glpo) = (f — g|p1) = 0 ce qui se traduit par le systeme I3 — (a/4) — (b/3) =14 — (a/5) — (b/4) = 0 qui
1

1—1etb:—5 Ainsi, g : X % On a besoin de ]“:fo thdt = ——.

20 20 n+1
d. En posant fqp : x — ax+Db, ||ga,b|| = ||f — fa,b]|| est la distance entre le vecteur fqp de F et le vecteur f

se résout en a =

de E. Quand (a,b) parcourt R?, fo 1, parcourt F. Ainsi, ( IT)lf , llga,b]| = d(f,F) = ||f — g|| d’aprés le cours.
a,b)eR

Or, comme f = (f - g) + g avec f —g L g, on a [|f]}2 = [If — g]|2 + ||| donc a(f,F) = /[[FIF = TlgI%. Or,

5
en posant u : x — X~ et v :x — (In(x))? qui sont C' sur ]0;1] et vérifient Lim u(x)v(x) = u(1)v(1) =0
x—0
. 1 5 ! 5 21n(x) 2 2
5 2 _ 4 24, — [x 2] _ x7 - 2y, —
par croissances comparées, ||f||* = fo x"(In(x))“dx = {5 (In(x)) }o fo S dx 514 155
intégrati ties. De pl 2 = 12,12 2lpoll et [[p1]]* = Ja = 1
par intégration par parties. De plus, |g] 400”1” i 50(p0|P1) + Zllpoll? et [ipil = 14 = 1,
1 2 1 2 _ 32 31 1 1

d’ou Inf
(a,b)e ||9abH 2\[

a. Soit x € F, alors Yy € F*, (x|]y) = 0 donc x est orthogonal & tous les vecteurs de F*, ce qui est la définition
de x € (F*)+. On a donc bien F C (F+)*+

b. On vérifie d’abord que I’application proposée est bien un produit scalaire sur R[X]. En effet, comme le

+oo
degré d’un polynome est fini, la suite (P (1)Q™)(1))ren est & support fini donc 3 PX)(1)Q(9(1) existe

k=0
bien si (P, Q) € E2. La bilinéarité de (.|.) provient de la linéarité des dérivées successives, la symétrie est claire
. g N
et,si P € E, (P|P) = Z PR)(1)2 > 0 et (P|P) =0 <= Vk € N, P¥)(1) = 0 donc P :k; %(X—Uk -0

avec la formule de TAYLOR (.].) est bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur E.

Détermination de FL :




+o00
(C) :soitPeF- onadoncVQ €F (PIQ)=0= 5 P& (1)Q™ (1) car Q(1) = Q’(1) = 0. Pour un entier
k=2

+oo

n > 2, prenons Q = (X — )™ € F, I'égalité 3. PR (1)Q™) (1) = 0 se résume & P (1)Q™ (1) = 0 car
k=2

Yk #n, Q1) =0. Or Q((1) = n! donc P™(1) = 0. Avec la formule de TAYLOR en 1 pour les

—+o0
polynomes, P = S PR (1)(X — 1)k = P(1) + P/(1)(X — 1) donc P € Ry[X]. Ainsi, F* C Ry[X].
k=0

+oo
(D) :soit Pe Ry[X]et Q€ F alors P=P(1)+P(1)(X—1) et Q=3 QM (1)(X—1)* par la formule de
k=2

TAYLOR car Q(1) = Q’(1) = 0 et on a bien (P|Q) = 0 car Q(1) = Q’(1) =P"(1) = --- = PM(1) = 0
donc P € F. On peut donc affirmer que Rq[X] C F*.

Par double inclusion, on a F+ = R;[X].

Détermination de (F1)L :

(C) : soit P € (F5)L, on a donc VQ € F+, (P|Q) = 0 = P(1)Q(1) + P/(1)Q’(1) car Vk > 2, QM(1) = 0.

Prenons Q = 1 puis Q = X — 1, on a donc P(1) = 0 et P'(1) = 0 donc P € F. Ainsi, (F*)* CF.
(D) : Pinclusion F C (FY)* a été établie & la question a..
Par double inclusion, on a (F-)+ =F.
c. On vérifie d’abord que l'application proposée est bien un produit scalaire sur R[X] : classique !
Soit P € F*, alors VQ € F, (P|Q) = 0 par hypotheése. Prenons en particulier Q = (X — 1)?P € F, on a donc

1
(PIQ) = j;) (t—1)?P(t)?dt = 0. Comme la fonction t > (t —1)?P(t)? est continue et positive sur le segment

[0;1], on en déduit qu’elle est nulle donc que Vt € [0;1], (t — 1)2P(t)? = 0 puis que YVt € [0;1], P(t) = 0. Le
polynome P admet ainsi une infinité de racines, ce qui montre que P = 0. On vient de montrer que F- = {0}.
D’aprés le cours, on a donc (1)t = {0} = R[X] #F.

d. On a vu en cours que si F est de dimension finie, on a F = (F+)=.

e. D’aprés la question b., comme F = Vect({(X —1)™ | n > 2}) est de dimension infinie car ((X —1)") .,
est une famille libre de cardinal infini dans F et qu'on a quand méme F = (F%)*, la condition suffisante de

la question d. n’est pas nécessaire.

a. Les vecteurs (2,1,—2) et (1,—2,2) sont dans F et sont de norme /1% + 22 + 22 = 3 donc (v1,v2) est une

base orthonormale de F si v = l(2, 1,=2) et vo = %(2, —2,1). Comme w3 = (1,2,2) est normal & F par car

3
x+2y+2z=0< (vlw3) =0 avec v = (x,y,z), et que ce vecteur w3 est aussi de norme 3, si on pose

vy = %(1,2,2), la famille B’ = (v1,v2,v3) est une base orthonormale de R3.

b. F = Ker(p—id p3) = Ker(s—id g3 ) et F- = Ker(p) = Ker(s+id 3 ) d’apres le cours, B’ est une base de R3
1 0 0 1.0 0

formée de vecteurs propresdep et de s, et Mat g/(p) = | 0 1 0 | =A’etMatg/(s)=[0 1 0 | =B.
0 0 0 0o 0 -1

—

‘v|v|3|g v3 car 'application p’ : v +— v — ‘(r‘vﬁg v3 est aussi
V3

[[v3

c. Méthode 1 : pour v = (x,y,2z) € R3, p(v) =v —

2
e

‘ >v3 =v. p et p’ coincident donc sur F et sur F- donc sur
(8,

=2),p(7) = (0,1,0) = 2(1,2,2) =

un endomorphisme de R3 qui vérifie p(v) = 0si v = Av3 € Vect(v3) = F* car p(Av3) = Avz —

p(v) =vsiveF«<=v L v;zcaralorsp(v) =v—

3|
R? = F& FL. Ainsi, p(7) = (1,0,0) — (1 2,2) = %

(—2,5,—4) et

O |—



8§ -2 =2

p(¥) =(0,0,1)—2(1,2,2) = L (=2,-4,5) donc Mat 5(p) =1 | =2 5 —4 | = A. Puisque s = 2p—id s,
7 i "\2 4 5
8§ -2 =2 7 —4 —4
onaMatrB(s):% —2 5 —4 —13:% —4 1 -8 |=8.
-2 —4 5 -4 =8 1
2 2 1
Méthode 2 : par formule de changement de base, si P = % 1 =2 2] estla matrice de passage de B a
-2 1 2
B', A =Mats(p) =P 'A’P et B =P 'B’P. Or P est la matrice de passage entre deux bases orthonormales
2 1 =2 10 0 2 2 1 8§ -2 =2
dott P71 = PT et A = % 2 =2 1 |xlo 1 o]x|[ 1 =2 2]= % —2 5 —4 | (calcul
1T 2 2 0 0 0 -2 1 2 -2 -4 5
2 1 -2 1 0 0 2 2 1 7 -4 —4
facile)etB:% 2 -2 1 |x|o 1 O)x 1 -2 2 :% —4 1 -8 |ouB=2A-1;.
1 2 2 0o 0 -1 -2 1 2 -4 =8 1

13.10| (=) Si p est le projecteur orthogonal sur un sous-espace F de E, pour tout vecteur x € E qu’on écrit

x=y+zavecy €FetzeF, onap(x) =y donc|[p(x)[|*> = |ly||> <[lyl|* +[lz]|* = [|x||* par PYTHAGORE.

Ainsi, en passant & la racine, on a ||p(x)|| < ||x||. Par conséquent, pour tout (x,y) € E2, par linéarité de p,
llp(x) —pW)|| = Ilp(x = y)|| < ||x — yl| ce qui prouve que p est 1-lipschitzien.

(«<=) Supposons que p est 1-lipschitzien, alors ¥x € E, |[p(x)|| = ||p(x) — p(0e) < ||x — 0g|| = ||x||- Notons
F et G les sous-espaces de E tels que G = Ker(p) et F = Im(p) = Ker(p — idg) de sorte que p soit la
projection sur F parallelement & G. Soit y € F et z € G, alors pour tout réel t, on a p(ty + z) = ty donc
Gy + 21 = eyl < Ity + 2]l done 2[Jyll2 = ]2 < llty + 22 = [lyl > + 2t(y]2) + ||2]12 ce qui prouve
que la fonction affine t ~ 2t(y|z) + ||z||? reste positive sur R. Or ceci n’est possible que si cette fonction
est constante, donc si (y|z) = 0. Par conséquent Ker(p) L Im (p) d’ott Ker(p) C (Im (p))* mais ces deux
sous-espaces ont la méme dimension par la formule du rang donc Ker(p) = Im (p)* et p est orthogonale.

Par double implication, on a bien p est un projecteur orthogonal si et seulement si p est 1-lipschitzien.



a. Pour x € E, (p(x)[p(x)) = (p(x) —x + x|p(x)) = (p(x) — x|p(x)) + (x|p(x)) par bilinéarité du produit

scalaire. Or p est un projecteur orthogonal, donc la projection sur F = Im (p) parallelement & Ker(p) = F*, ce
qui assure que x —p(x) € F- et que p(x) € F, donc que (p(x) —x|p(x)) = 0 et on a bien (p(x)[p(x)) = (x|p(x)).

b. Soit A = (aij)1<ij<n = Mat (p), comme B est une base orthonormée, on sait que aij = (p(vj)|vi) donc
n

IPo)ll? = (p(vi)lp(vi)) = (vilp(vi)) = ais d’apres a.. Ainsi, Tr (A) = Tr (p) = é i = 2 [Ip(vi)l[?.

Or, si B' = (w1, -, Wr,Wri1, -+, Wy ) est une base de E adaptée & la décomposition E = Im (p) & Ker(p)

avec Im (p) = Vect(wq, -+, w;) (car v = rang (p) = dim(Im (p))) et Ker(p) = Vect(wr41,+-,wn), Oon a

n
A’ =Mat s/ (p) = (I(; g) donc Tr (p) = Tr (A’) = r. Par conséquent, >_ |[p(vi)|[? =1 =Tr (p).
i=1

1
a. Pour (P,Q) € R[X]?, la fonction t — P(t)Q(t) est continue sur le segment [—1;1] donc fq P(1)Q(t)dt

existe et 'application ¢ est bien définie. La symétrie de ¢ provient de la commutativité du produit dans R
(P(t)Q(t) = Q(t)P(t)) et sa bilinéarité découle de la linéarité de l'intégrale (il suffit de I’écrire). De plus, pour

1
P € RIX], ¢(P,P) = f_1 P(t)2dt > 0 par positivité de I'intégrale et, si on a ¢ (P,P) = 0, la fonction t — P(t)?

étant continue et positive sur [—1;1] et que fj] P(t)?dt = 0, d’apres le cours, Vt € [~1;1], P(t)> = 0 donc P
admet une infinité de racines ce qui montre que P est le polynome nul. Comme ¢ est bilinéaire symétrique
définie positif, ¢’est un produit scalaire sur le R-espace vectoriel R[X].

b. Pour n € N, en restreignant le produit scalaire ¢ dans Ry [X], cet espace devient devient un espace
euclidien muni du produit scalaire @, : (R,[X])? — R défini par ¢, (P,Q) = ¢(P,Q) et I'application
P : Ry[X] — R définie par ¢(P) = P(0) est une forme linéaire sur R,[X]. Le théoréme de représentation
montre qu’il existe un unique U, € R, [X] tel que VP € R, [X], ¥(P) = ¢(P,U,) = P(0) = f_]1 P(t)Un (t)dt.
c. Posons Uy = aX? +bX + ¢ € R[X] avec (a,b,c) € R3. Comme VP € Ry[X], P(0) = f; P(t)U,(t)dt,

1 1 1
avec P =1,X ou X2, onaf1(at2+bt+c)dt:1,f1t(at2+bt+c)dt:06tf]tz(at2+bt+c)dt:0

cequidonnez?a—i-Zc:l,b:Oet25—(14—23—(::0donca:—%7 :Oetczgd’ofluzzg(S—SXZ).



13.13) a. Soit v = (x,y,z,t) € R alorsv EF &= x—t =y —z =0 <= (x,y,2,t) = (x,y,y,%X) = xv1 +yv2

en notant vi = (1,0,0,1) et v = (0,1,1,0). Ainsi, F = Vect(vi,v2) et, comme (vq,v2) est libre, F est de
dimension 2. En notant s la symétrie orthogonale par rapport & F, on sait que Vv € R*, s(v) = 2p(v) —v en

notant p la projection orthogonale sur F. Or vi,v, sont orthogonaux la structure euclidienne canonique de
(vIv2)
2

R* (on admet que c’est celle qu’on utilise dans R?*) et de norme v/2 donc p(v) = (v|;)1 )v1 + v, d’apres

le cours car (:—}, v—z) est une base orthonormée de F. Ainsi, si on prend un vecteur v = (x,y,z,t) € R* on
2’V2

as(v) = (vivi+ vz —v=Gx+tvi+y+zva—v=Kx+ty+zy+zx+t) - (xyzt) = (t,2,%).

0 0 0 1

. . ]
Ainsi, on a donc A =Mat g, (s) = g (]) 0 g
1 0 0 O

b. On constate que A est symétrique. C’était effectivement prévisible car s est une symétrie orthogonale
donc un endomorphisme autoadjoint et que la base canonique est une base orthonormée pour la structure

euclidienne canonique de R*.



