DEVOIR 14 : SERIES ORTHOGONALES

PSI 1 2025-2026 mardi 16 décembre 2025

QCM

Produit scalaire et norme : soit E un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire (.|.) (donc de la

norme euclidienne associée ||.||) et A € R

¥(a,b) € 2, (Aa + bla — Ab) = Allall2 = A|]b| ¥(a,b) € £, (alb) < lall o]
¥(a,0) € €2, (afb) = L (Jlal > + ]2 = lla + bl|2) [TA] ¥(a,b) € E2, [|a+Ab]| < [[al + A o]

Orthogonaux : soit E un espace préhilbertien réel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E

2.1] FNFE = {0g} 2.3] FCcG= Gt CFt
2:2] F= (F4)" 24] FLG< G CF

Bases orthonormales : soit E un espace euclidien, B = (e1,---,en) une de ses bases orthonormales, deux
n n
vecteurs x = y_ xkex ety = »_ yxek, p € [1;n] et F = Vect(er, -, ep)
k=1 k=1

x Ly« (ke [lin], xk =0ouyx =0) [3.3] FX = Vect(epi1, -, en)

n 2 n n n
-3.2 k21 Xkyk‘ = ( > xﬁ) X ( 3 yﬁ) x= 3 (x|ex)ex

k=1 k=1 k=1
Bases orthonormales : soit E un espace euclidien, F et G deux sous-espaces dans E tels que E = F & G,

B = (f1,---,fn) et B = (g1, --,gm) des bases orthonormales de F et G respectivement, posons B" =
(ﬁ)"')fn)g])"')gm)

m Vx €E, x =
Vx €F, x =

m
( [f)fi + > (x]gj)g; (B" est une base orthonormale de E) = G = F+
=1

M: H'M:

(x[fi)fx F C Gt = (B” est une base orthonormale de E)
K

—_

Soit E un espace euclidien de dimension n et B = (eq, - - -, en ) une base orthonormale de E. Soit deux

vecteurs x et y de E : x = Z xkekx ety = Z ykek. Rappeler les formules qui donnent les xi sous forme de
k=1 k=1
produit scalaire, (x|y) en fonction des coordonnées des vecteurs x et y, ||x|| en fonction des x7,- -, xn.
Soit E un espace préhilbertien réel (le produit scalaire est noté (.|.)), soit p € N* et (x1,---,xp) une

famille orthogonale de vecteurs de E telle que Vk € [1;p], xx # Og. Montrer que (x1,---,xp) est libre.

, 1
Etablir que 'intégrale fo t*"Te~tdt converge pour tout réel x € R .

1 . +oo
Montrer que Vx > 0, I, = fo tTetat = > ﬁ On se rappellera que YVu € R, e =
Zonlx+n

Sur E = C'([0,7]), montrer que (f|g) = (0)g(0) + f f'(t)g’(t)dt définit un produit scalaire.

Soit F = Vect(T1, cos, sin). On admet que B = (1, cos, sm) est libre ce qui en fait une base de E.
Déterminer I'orthonormalisée de GRAM-SCHMIDT de cette base B (avec le produit scalaire (.].)).

n=0 nl’
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Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2
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i-j | 1] 2] 3|4 | Fautes
1

2
3
4

1.1 Faux : (Aa+bla—Ab) = Al|a|[2=A[[b]|>+(1=A%)(alb) 1.2 Faux: c’est (alb) = %<||a+b\|27|\a\|27|\b||2)
1.3 Vrai: (a|b) < |(alb)| 1.4 Faux : il manque la valeur absolue.
2.1 Vrai : du cours 2.2 Faux: onajuste F C (F£)1 2.3 Vrai: du cours 2.4 Faux: c'est F L G <= FC Gt ;

si F et G sont deux droites orthogonales dans 'espace, G+ est un plan !.
n
3. 1Faux: x Ly <= Y xxyx =0 3.2 Faux: c’est < dans CAUCHY-SCHWARZ 3.3 Vrai : par construction
k=1

Vect(ep41,- -+, en) C F- et on conclut avec les dimensions 3.4 Vrai : du cours.

4.1 Faux : B” n’est une BON de E que si F L G 4.2 Vrai: B est une BON de F 4.3 Vrai : les gk sont dans
FL donc G C F* et égalité par les dimensions 4.4 Vrai : Les f; sont donc orthogonaux aux gj et comme ils
sont tous unitaires et que B et B’ sont ortgogonales, B’ est une BON.

Enoncé | e Vk € [1;n], xic = (ex|x), (x = 3 (ex|x)ex : coordonnées en fonction des produits scalaires).

n n
o (x|ly) = kz1 xkYk (produit scalaire .....) o |]x|| = k¥1 xZ (norme en fonction des coordonnées).

p
Soit (A1,--+,Ap) € RP tel que Y Awxi = Og, i € [1;p]. (xi
k=1

de (.|.), puis par orthogonalité de la famille : A|[xi||> = 0 = A; = 0 car ||xi||? > 0 puisque x; # Of.

P
> ?\kxk> = (x1|0g) = 0 par bilinéarité
k=1

On obtient donc Ay = --- = A, = 0 donc la famille (x1,---,xp) est libre.
La fonction gy : t = t*~Te™! est continue sur I =]0; 1], gx(t) = o(tiz) par croissances comparées

pour tout x > 0 et gx(t) v U%X avec 1 —x < 1 donc gy est intégrable sur I par RIEMANN : I, existe. Pour

(7])ntn (71)ntx+nf1

“+o00 —+oo
t€l,onagy(t) =t et = tX_17, = Y fu(t) en posant f,, : t — ' . Les fn et
n=0 n. n=0 : n.
gx sont continues sur I. Les f,, sont intégrables sur I et Yn € N, f;) [fn| = m +zooo<$) +:OO o(ﬁ).
. 1 “+oo 1 “+o00 (7])11
Puisque n%:o L/;) |fn| converge, par le TITT, I, = fI gx(t)dt = nZ::O fo fr(t)dt = nZ::O m

Cette application est bien définie (car f' et g’ sont continues sur le segment [0; 7t pour (f, g) € E2),
7T 7T
bilinéaire symétrique et positive. Si f € E et (f|f) = 0, fo /(t)%dt + f(0)? = 0 = fo f/(t)%dt = £(0)? = 0.
s
Alors, comme f'% est positive et continue, fo f'(t)2dt = 0 = ' = 0 sur [0;71] donc f constante (car [0;7]

est un intervalle). Mais comme f(0) =0, on a f =0 et (.|.) est bien un produit scalaire sur E.
B est génératrice de F par définition. Si a +bcos+csin =0, onaa+b =0 (en0), a+c =0 (en %),
a—b =0 (entdonca=">b=c=0et B est aussi libre donc c’est une base de F. f1 =1 et ||1]| = 1;

s
f2 = cos —(cos |1)1 = cos —1 et ||f2]|* = fo sin? = % ; f3 = sin —(sin|1)1 — %(sin|cos —1)(cos —1) = sin

7T
et ||sin||® = cos? = T donc 'orthonormalisée de GRAM-SCHMIDT est (1, ;(cos 1), Zgin ).
0 2 s u



