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) o ef(1+t2)x 1
a. Soit h: Ry x [0;1] — R définie par h(x,t) = T de sorte que f(x) = fo h(x,t)dt.

(H1) Vt € [0;1], x = h(x,t) est de classe C' sur R, par opérations et E3—2@, t) = _e—(14+tH)x
(H2) Vx € Ry, t— h(x,t) et t — %(X, t) sont continues donc intégrables sur le segment [0;1].

(H3) V(x,t) € Ry x [0;1], %(x, t)‘ <e ™ <1 =¢(t) et @ est constante donc intégrable sur [0;1].

1
Par le théoreme de dérivabilité sous le signe somme, f est de classe C! sur R et f/(x) = — fo e—(THt)x gt

1

b. Classiquement, f(0) = fo ﬁdt = [Arctan(t)]} = % De plus, pour x > 0, Vt >0, 0 < e~ (1H7)x < =
1

et ] —:tz < 1, donc 0 < f(x) < fo e *dt=e X et lim e * =0 donc, par encadrement, lim f(x)=0.

xX—-+00 xX—-+00

. 42 . . X 2
c. Comme la fonction t — e~ est continue sur R, la fonction h : x — fo e ' dt est de classe C' sur R

d’apres le théoreme fondamental de 'intégration et h'(x) = e " De plus, d’apres a., g est de classe C! sur
R, avec g/(x) = 2xf'(x?). Ainsi, la fonction a : x + g(x) + h(x)? est de classe C! sur R, par opérations et

1 X
Vx =0, a/(x) = 2xf'(x?) + 2h/ (x)h(x) = —2x fo e~ (%% g4 4 2e—x° j;) e=t’dt. Six =0, ’(0) =0 et, si
1 x X 1
/ 9, —x? —t%x? —x2 —t2 5 4 —x? —t? 3. —t2x?
x>0, onaa(x)=—2e fo e xdt + 2e fo et dt = 2e (fo e tdt fo e xdt). Or par

1
le changement de variable u = xt, il est clair que fox et dt = fo et xdt. Ainsi, Vx € Ry, d(x) =o0.
Comme a’ = 0 sur l'intervalle R, il existe C € R telle que Vx € Ry, a(x) = g(x) + h(x)? = C > 0. Comme
h(0) =0, on en déduit C = g(0) = f(0) = % d’apres a..

Comme f est une fonction positive, Vx € R, f(x) = /f(x)2 = |2 —g(x). De plus HT g(x) = 0 ainsi, on
X—+00

4
Vn ooy V/E

se 4z . _ V7T )
a la valeur de l'intégrale de GAUSS, XBTOO f(x) = 5 quon note j; 5

a. Pour x € R, gy 1t et cos(2tx) est continue sur Ry et on a gy(t) = O(e_tz) = o(e™") donc gy est
[e.9] oo

intégrable sur Ry et f est bien définie sur R. Soit h: R x Ry — R définie par h(x,t) = et cos(2tx).

(H1) Pour t € R, la fonction x ~ h(x,t) est de classe C' sur R et %(x, t) = —2t sin(th)e’tz.

(H2) Pour x € R, gx : t = h(x,t) et t — g—‘;‘(x, t) sont continues sur Ry et g« y est intégrable.
(H1) Pour (x,t) € R x Ry,

g—];(x, t)’ < 2tet = @(t). Comme ¢(t) +:Ooo(tl2> par croissances com-

parées, la fonction ¢ est continue et intégrable sur R, .

“+o0
Par théoréme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C! sur Ret f/(x) = fo sin(2xt)(—2te=t")dt.
b. On pose les fonctions w: t — sin(2xt) et v: t — et qui sont de classe C! sur R, donc, par intégration
par parties et comme on a la limite tuT u(t)v(t) = 0 et u(0)v(0) = 0, on arrive a la relation suivante :
— 400

+oo +oo +oo
() = [ uev(t)at = fo W (tv(t)dt = —2x fo cos(2xt)e~t dt = —2xf(x). Ainsi, f est solution
sur R de l’équation différentielle (E) : y'+2xy = 0 sur R. Comme on a classiquement f(0) = g (

de GAUSS), et qu'une primitive de x —+ —2x est x = —x?, on a facilement ¥x € R, f(x) = ?e"‘z.

re .1 . 7’ 7’ -_— 1 2 -_— 2 27 1
c. Méthode 1 : en utilisant la question précédente, on pose by : x + e~ FW)" = X +Y7=2ixy " 4]opg

intégrale



. — 2 2 — 2 . . 7’
by est continue sur R et [by(x)] = e ¥ Y o C>OO(e *") donc, par comparaison, by est intégrable sur

+ +
R et g(y) existe. De plus, g(y) = f T ey’ cos(2xy)dx —|—if = ey’ sin(2xy)dx. Mais la fonction
— 00

— 00

+oo
x — e "4V sin(2xy) est impaire donc f e +Y7 sin(2xy)dx = 0 et, par parité de x — e Y7 cos(2xy),

—0o0
+ +
on a f T ey’ cos(2xy)dx = Zfo T exty? cos(2xy)dx = Zeyzf(y) = /mt d’apres a..
—o0
Ainsi, g est constante sur R et on a Yy € R, g(y) = /7. .
Méthode 2 : définissons a : R? — R par a(x,y) = e~ *+iv)",
(H1) Pour x € R, la fonction y +— a(x,y) est de classe C' sur R et ag( y) = —2i(x + iy)e’("*iy)z.
(Hz) Pour y € R, x — a(x,y) et x — g—fj(x,y) sont continues sur R et |a(x,y)| = ey’ = O(e"‘z)
o0
donc, par comparaison, la fonction x — a(x,y) est intégrable sur R.
(H3) Pour b > 0 et (x,y) € R x [=b;b], 5y( ,y)) <2 +iyle¥’ ™ < 2(Jx| +1)e? ™ = Py (x). Py est

continue et paire sur R et Py (x) = o( 1 ) par croissances comparées : Py est intégrable sur R.
x?

Par théoreme de dérivation sous le signe somme, g est de classe C! sur R et, comme lim e —(xFiy)? = =0, on

x—Fo0
+ . . +oo
ag(y)= fif > 2(x+iy)e*("+“—4)zdx =—i [e*("“y)z] = 0. Comme R est un intervalle, g est constante
- — 00
sur R et vaut donc g(0) = 2f e X’ dx (par parité) donc Yy € R, g(y) = /7.

2
a. La fonction g : t — sin(t) est continue sur R% par théorémes généraux et lim g(t) = 1 car on sait
t + t—0+
que sin(t) Tt De plus, g(t ) O( ) donc g est intégrable sur R et I, existe.

sin (xt)

Pour x € R, soit fy : t — 2 fx est continue sur R, elle se prolonge par continuité en 0 en posant

t?(1+ %)
fx(0) = x? car sin(u) T et fx(t) = 0 (tlé‘) donc fy est intégrable sur R% : F est bien définie sur R.
b. Soit f - N o _ sin?(xt)
. Soit f: R x R% — R définie par f(x,t) = 201 0)

sin(2tx) @2 cos(2tx
t(1 Ertz))’ %(X’t) = J(rtz)'
(Hz) Pour x € R, fy : t — h(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir).

|2tX| < 2a
t(14+t%) T 14t7
Yu € Ry, |sin(u)] < uet gq est continue et intégrable sur Ry car ¢q(t) fod i—g. De méme, on a

(H7) Pour t > 0, x — h(x,t) est de classe C? sur R et %(x, t) =

(H3) Soit a > 0, x € [—a;a], t > 0, il vient ax N (x,t) ‘ < = @q(t) car on a 'inégalité

V(x,t) € [-a;a] x R%,

?) h(x t)’ < ] + =1, (t) et P, est continue et intégrable sur R .
x

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme applique deux fois, la fonction f de classe C? sur R et on

+
a les formules F/(x) = fo > %dt et F/(x) =2 f cos( th dt pour tout réel x.

. . +oo 2005(2tx) +00 4 5in?(xt)
Si x € R, comme cos(20) = 1 — 2sin?(0), F/(x) — 4F(x) = — = dt — L
, (20) (6). F'(x) — 4F(x) fo T il ey
+00 2 — 45in?(tx) +00 4 sin?(xt) oo gt +oo (1 + %) sin?(tx)
F’(x) — 4F(x) = e T a - P Pt =2 —4 LI Lo 1
(x) — 4F(x) fo 1+ fo 20+ 02 fo 1442 fo (1 + )
of+°° dt [At (t)roo T ot avec le ch t de variable t = * = @(u) (si x > 0)
— — = = = >
r s ) rctan o 5 et avec le changement de variable " @(u) (six avec
¢ de classe C! strictement croissante et bijective de R% dans R?, on trouve, dans la seconde intégrale,

dt devient

+o0 gin? +
fo ~ %dt = Xfo ~ g(uw)du = xI. Par conséquent, Vx > 0, F’(x) — 4F(x) = m — 4xI, (E) et cette



relation est aussi vérifiée si x = 0 car F(0) = 0 et F/(0) = 7.
c. On résout (E) sur Ry. Les solutions de ’équation homogene associée sont classiquement les fonctions
Y :x > Ae?* + Be 2 et une solution particuliere de (E) est clairement yo : x — xIp — % Ainsi, les solutions

de (E) sur Ry sont les fonctions y : x — xIz — % + Ae?* 4+ Be?* avec (A,B) € R%. Or F(0) = F/(0) =0

donc A +B = % et 2A — 2B = —I;, donc, apres calculs, on trouve A = % — 172 et B = % + 172 Au final,
Vx 20, F(x) =xIp — % + (% - %)ezx + (E + %)e_zx.
. oo sin”(tx) oo 2 2
d. Comme Yu € R, |sin(u)| <u,ona|F —’ 7t’< X__dt =% pour tout x.
o [ sin(w)] O IR R s R A e L

Pour déterminer un équivalent de F en 400, on doit traiter deux cas :

e Si % 122 # 0, par croissances comparées, on a F(x )f(;o (% - I72)82".

eSiT-L2_0 ona par contre F(x) ~ Iyx (car I > 0).

4 2 +o0
2
Mais comme Vx > 0, |F(x)] < & T le premier cas est & proscrire car x? = o(e?*). On en déduit donc
o0

x_12_ygq L= [ (S (t)) dt=1=
i onc que I j; " 5
e. Dans cette derniere intégrale, on pose u : t +— sin?(t) et v : t — —%, u et v sont de classe C! sur R7

et lim u(t)v(t) = Um u(t)v(t) = 0 car sin®(t) ~t? et sin est bornée. Ainsi, par intégration par parties,
t—0+ t—to0 0

oo fsin(t)\2 oo _pteosin(2t) . oo sin(u) o BN
I = fo (f) dt = fo w(t)v(t) = ‘/;) fdt = fo Tdu en posant t = 5 (facile &
R , N +oo sin(t) P
justifier). Par conséquent, on retrouve la valeur de l'intégrale de DIRICHLET : fo " dt = 5

—tx
a. Pour un réel x, la fonction hy : t — ]e+ 2 est positive et continue sur R;.

e Six<0,ona 1111_1 hy ( ) = +oo donc hy n'est pas intégrable sur R,.
t—

e Six =0, ho(t) = " + 2 donc hg est intégrable sur R car une primitive de hp est Arctan qui

admet une limite finie en +o0.
1

e Six >0, hy(t) = o(t—2> ou hy(t) = o(e™™) donc hy est intégrable sur R par comparaison aux
o0 oo

intégrales de référence.

Ainsi, le domaine de définition de la fonction f vaut D = R;.
—tx

b. Soit h: R} x Ry — R définie par h(x,t) = 1 e
(H1) Pour t € Ry, la fonction x — h(x,t) est de classe C? sur R.
(H2) Pour x > 0, la fonction hy : t +— h(x,t) est continue et intégrable sur Ry (voir ci-dessus). De

. . dh _ te ™ . L . oh _ —tx
plus, la fonction t — Jr(x,t) = e est continue et intégrable sur Ry car 5 (x,t) = o(e ™).
2 2 —tx
Enfin, t — a—}zl(x, t) = Y€ est continue sur R,
ox 1+t
. s : azh < tze_at < —at _

(Hz) Pour a >0 et (x,t) € [a;+00[x R4, on a la majoration F(X’ t) T Se v = palt) et la

fonction ¢4 est continue et intégrable sur R, .

+oo tZeftx

Ainsi, par théoréme, la fonction f est de classe C? sur RY et f'(x) = f 5dt par LEIBNIZ. Par

0 1+t
+ 2 —tx —tx +
conséaquent, /() + 1) = [ (Y7 45 )ar= [T e ae= 1

c. Les fonctions w: t — sin(t) et v:t+— l

sont de classe C' sur [1;+oo[ et lim u(t)v(t) = 0 donc la nature
t—4o0



+
de > cos( dt est la méme, par intégration par parties, que celle de Sm( )dt Or sm(t) - oL
& 1 t2 foo \t?
oo

snl( )

+00 +o0
donc t — Ttlz(t) est intégrable sur [1; +o00[ donc f1 dt converge, ainsi f1 COf(Jd‘c converge aussi.

De méme, u:t— 1 —cos(t) et v:t— % sont de classe C' sur R* avec lim u(t)v(t) = 1121 u(t)v(t) =0,
—0t [eS)

+o00 i +oo 1 — —
donc fo %dt converge car elle est de méme nature que fo wdt et 11 ]i+(t) = % et

]_:+(t) = (@) (tiz) On en déduit que g est bien définie sur R7 .

d. Comme les fonctions t — cos(t) et t — sin(t)

+ + + i + i
[ cos(t) 4y — [ > cos(t) 4y ff Li(t) atet | > L“t(t) at= [ > sin(t) 4 f1 Smt< Jat, il vient

sont continues sur RY} et que pour tout x > 0, on a

x t t t
g(x) = M - (f:oo cos(t) ) )cos( ) — sin(x) cos(x) )COS( ) _ (f:oo sin(t )dt> sin(x) par le théoreme
+
fondamental de 'intégration donc g'( (f > cos( ) cos(x) — (f > sin(t )dt> sin(x). De méme,
x

+ in? +
g’ est de classe C' sur RY et g”(x) = cos +( > cos( dt) sin(x)+ sin®(x) (f o0 3111( )dt> cos(x)
X X
1

donc g”(x) = + — g(x) car cos?(x) + sin ( ) = 1. Par conséquent, g est de classe C* sur R et solution sur
x

R% de (E) : y'4+y= 1

X
h = f— g est C? par opérations et h(x) = f/(x) — g (x) = —f(x) + 1y g(x)— 1_ —(f=g)(x) = —h(x) donc
x x

h’+h =0 sur R%. On sait qu'alors 3(A,B) € R?, Vx > 0, h(x) = A cos(x) + B sin(x) = VAZ + B2 cos(x+9).
+

Or 0 < f(x) < f - e~ dt = L car 0 < % < 1. Par encadrement, on a donc lim f(x) = 0. En tant
0 X 1+t X—+00

. . + cos . +oo sin(t
que “reste” d’intégrales convergentes, on a lim (t )dt lim Jdt = 0 donc, comme

X—+4o0 Jx X—+4o0 Jx
cos et sin sont bornées, on a aussi lim g(x) =0. Ainsi, lim h(x) =0 ce qui impose VA? 4+ B2 = 0 donc
X——+00 X——+00
A =B = 0. On déduit donc f = g du fait que h = 0.

e. Avec les notations de la question b., comme Vx € Ry x Ry, |h(x,t)] < ]

i P(t) et que VP est

intégrable sur R, la fonction f est continue sur R par continuité sous le signe somme car x — h(x,t) est
continue sur R;. Ainsi, f(0) = [Arctan(t)|§™ = % = lm f(x).
x—0t

- +o0 cos(t) ., [T cos(t) T cos(t) +o0 cos(t) cos(
En écrivant fx — dt = f] — dt + fx 0 dt = f] . dt + f dt + f
1 — - +00
comme f Mdtzo(l) car t — cos(t) —1 est bornée sur Ry, on trouve f Mdtw —In(x).
x t 0 t X t 0

oo sin(t)

Ainsi, U =1= dt = lim f(x) = f(0) = Z. Avec l'intégrati ties d

insi, Wm g(x) j; " m (x) (0) 5+ Avec Iintégration par parties de c., on a
+00 gi Hoo 1 — +

la relation f = Mdt = f = %dt = f = Zsm7()&(. On pose t = 2u dans cette derniere
0 t 0 t 0 t?

i qs e +oo sin(t) +oo 251n2( ) +oo sin? (1) P

intégrale, facile & justifier, et on a fo . dt fo " (2du) = fo 2 dt 5

3 —xt
a. Sixe R, gy :t— e est positive et continue sur Ry et gx(t) e te”*'. Traitons deux cas :
(oo}

Vite

e six <0, tEToo te ™' = 400 donc gy n’est pas intégrable sur R et f(x) n’existe pas.

e si x > 0, par croissances comparées, gy (t) ~ te™** = O(tiz) donc, par comparaison aux intégrales
+o0 +oo



+oo
de RIEMANN, g est intégrable sur R, donc fo gx (t)dt converge et f(x) existe.

Par conséquent, le domaine de définition D de f vaut D = R%. Pour 0 < x <y,onaVte Ry, e * > e ¥!

donc gx(t) = gy(t) et, par croissance de I'intégrale, f(x) > f(y). Ainsi, f est décroissante sur R .

. " , . t367Xt +00
b. Soit h: R} x R — R définie par h(x,t) = = de sorte que f(x) = j;) h(x,t)dt.

V1+t4

(H1) Pout t > 0, la fonction x — h(x,t) est de classe C! sur R%.

(Hz2) Pour x > 0, la fonction gy : t — h(x,t) est continue et intégrable sur Ry (on vient de le voir) et la
4 —xt
—te

Vi

(H3) Pour a >0, (x,t) € [a;+oo[x Ry,

fonction t — g—];(x, t) = est continue sur Ry .

4 —xt
9h (y, t)‘ =1te < tZe 9 = gq(t) avec @4 qui est continue
0% V1+th

et intégrable sur R4 car a > 0.

Ainsi, par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur R% et, avec la formule de

+oo 4 xt
LEIBNIZ, Vx > 0, f'(x f L€ ___dt. Pour 0 <x <y,onaVte Ry, e X > e Y ce qui donne

Vi+td
ah(x t) oh

Ox 3y (U, t) et, par croissance de lintégrale, f'(x) < f'(y). Ainsi, f' est croissante sur R}. On peut
donc conclure d’apres le cours que f est une fonction convexe sur RY.

c. On peut utiliser le théoreme de convergence dominée a parametre continu mais, plus élémentairement,

+oo —xt7+oo +oo ,—xt —xt7+oo 1 L, . .
0<f(x) < f te *tdt = [f t€ ] + f € _dt= [f £ ] = — par intégration par parties
0 x 1o 0 X X 0 X
—xt
avecu:trstetv:trs —&

qui sont C! sur Ry et lim u(t)v(t) = 0. Par encadrement, lim f(x) = 0.
t—o0 xX—-+00

1

d. La fonction t +— t3e™*! est continue sur Ry et t3e™*t = O(t
(o]

) par croissances comparees car x > 0.

Ainsi, g(x) existe. On peut procéder & trois intégrations par parties successives (pour passer de t> & t°) ou,

plus simple, poser t = % = ¢(u) avec @ qui est une bijection C' strictement croissante de Ry dans R, et

~ ooy - I'(4) _ 3l _ 6
avoir = U e Udu = =2 =&
g(x) fo N u 2 AT A
~+o00 xt . .
Pour x > 0, par linéarité de l'intégrale, on a |f(x) ’ f (74 t3e*"t) dt’ qu’on écrit aussi
1 +t
I +00 / 4 _
[f(x) —g(x)| = f T Bext (1 - +> dt = f t3e™xt (L) dt et, avec la quantité conjuguée,
0 V1+tt 0 V144

T 30 (1+t) 1 Foo 7 —xt 1
If(x) — g(x)] = t3e Xt( )dt = e ( )dt. Or on
fo VIHtH(1+ V1T +t4) fo VIHtH(1+ V1T +t4)
+oo
minore Vt > 0, V1 +t4(1+v1+t%) > 1 donc |f(x) — g(x)| < j;) t7e *tdt = l‘f) = 7—5!3 comme ci-dessus.
x x

— i = 1 ~ = i
On a donc f(x) — g(x) = = O( 8) = o(x4) = o(g(x)), ce qui prouve que f(x) ol g(x) -

+o0 +oo
e. Méthode 1 : pour x €]0;1], par CHASLES, f(x fo h(x,t)dt + ‘f]/ h(x,t)dt > f1/ h(x,t)dt. Or,
x X

+ + 3,—xt
onaf]/ooh(x,t)dt f1 B te~Xtdt car T+ 14 < v2t2 pour
xX

+oo
/x m f\ﬁ :%‘fl/x

— +oo +oco —xt —xt 7+
. _t¢€ e 1 i e — 2
€ [1/x; +o0[C [1; 400, dou\[f h(x,t)dt > { t— ]1/x+f1/x ~ dt—ﬂz"‘[ 2 L/X ox2

t3 —xt

avec la méme intégration par parties qu’a la question c.. Comme lim % = 400, par encadrement, on
X—+00 ex



obtient finalement lim f(x) = +o0.

x——+00
’ +(X>
Méthode 2 : pour x > 0, par CHASLES, f(x f h(x,t)dt + f +ooh(x,t)d f] t)dt. Or, on
+oo +o00 3 —xt +oo 3 —x
a —dt > —= e 4§t car Wt > 1, 14+ t* < 2t Ainsi, comme
f1 T /1 + t4 ﬁ f1 t2

+oo —xtq+oo +oo _—xt —X —xtq+oo —x —x
Jﬁ te Xtdt = [‘*te } +’j’ oa= ot ["e p ] =&~ +E5, et quel'on ala
1 X 1 1 X X X 1 X X

—X —X
limite lim (e— + e—z) = +o00, par encadrement, on obtient lim f(x) = +oo.
X

x—0+ x X—400
Pour aller plus loin, avec le changement de variable t = ¢(u) = E avec la fonction ¢ qui est de classe
! bijective et strictement croissante de Ry dans R, on a f(x) = f \/7du donc la relation
+ut

+o00 3,—u
2 u’e
x“f(x) = f a(x,u)du en posant a(x,u) = —F=———.

0 ’ VA +u

(H1) Pour tout u € Ry, on a lim a(x,u) =ue ™ =b(u).
(Hz) Pour tout x € R, u a(x, u) et u— b(u) sont continues sur R .

(H3) Pour x € R et ue Ry, |a(x,u)| = ’\/7‘ < ue ™ = b(u) avec b continue et intégrable sur

R4 comme avant.

Ainsi, par le théoreme de convergence dominée & parametre continu, lim x*f(x) = j;)
x—0t

Par conséquent, f(x) ~ —2 donc lim f(x) = +o0.
0 x x—0+
a. Pour x € R, la fonction gy : t — t"(]]ith) est positive et continue sur R7, g (t )mof ti" et g (t) L et
D’aprés RIEMANN, gy est intégrable sur |0;1] si et seulement si x < 1 et gy est intégrable sur [1;+o00[ si et
seulement si 1+x > 1. Ainsi, g étant intégrable sur R si et seulement si elle I'est sur J0; 1] et [1; 400, gx est
intégrable sur R’ si et seulement si x €]0; 1. Par conséquent, le domaine de définition de f est D =]0; 1] car

pour une fonction continue positive, la convergence ou I’absolue convergence de I'intégrale sont équivalentes.
it 1 1o * “Fini _ 1 _ [T
b. Soit h:J0; 1[x R% — R définie par h(x,t) = Ty de sorte que f(x) = fo h(x,t)dt.
(H1) pour t > 0, x — h(x,t) est continue sur J0;1[.
(H2) pour x €]0;1[, t = h(x,t) = gx(t) est continue et intégrable sur R d’apres a
—a

—X —-b
(H3) soit 0 < a < b <1, ¥(x,t) € [a;b] x RY, |h(x,t)| = ]t+t < ]t+t sit €]0;1] et |h(x, t)] < ]t+t

sit e [1;400[. Soit @q,p : R — R définie par ¢qp(t) =

si

sit€]o;1] et @a,b(t) =

t=° t=

T+t T+t
€ [1;400[ et V(x,t) € [a;b] x R, [h(x,t)] < @q,p(t) d’apres ce qui précede. La fonction ¢q b

est continue sur R (avec @qp(1) = ;) et elle est intégrable sur R car @q,p(t )fg tib avec b < 1

1
et @a,p(t) 17 gaT avec T4+a>1.

Par le théoreme de continuité sous le signe somme, f est continue sur ]0; 1.
+oo
c. Six €]0;1], on a clairement 1—x €]0;1[. De plus, en effectuant dans f(x) = fo t"(]di:—t)
de variable t = 1 = @(u) avec ¢ est de classe C', bijective et strictement décroissante de R% dans R%, on
u

le changement

0 “+o00
- 1 (_du) _ _du _ - (s
af(x) = f+oo e ( u2> fo TR0 f(1 —x). Ainsi la courbe de f est symétrique



—+oo
|7

R . s . 1 1 oo dx
par rapport a la droite d’équation x = 3 De plus, f(i) = f 7) = {2 Arctan(y/x) .

o Vx(T+x
1

d. La symétrie précédente suggere que c’est en 5 due f atteint une valeur particuliere, pourquoi pas son

_ “+o0
minimum. Soit « € D, alors f(a) = f(1 — «) = w = fo (Zx“(: ) + 7 1,“](] n ))
x X

+ —(1/2) (1/2)—
linéarité de I'intégrale. On I'écrit f(«) = f X2 £ x :

0 zf(l —|—x)
a+b > 2Vab pour (a,b) € (R%)? de sorte que f(« f A9 +x)

dx par

dx et on se rappelle de I'inégalité classique

dx = £(0) = [2 Arctan(\/{)](—)|rDO =n

Ainsi, la valeur minimale prise par f sur D est f(0) = 7.
e. Méthode 1 : quand x tend vers 0, c’est au voisinage de t = +oo qu’il va y avoir un probleme et que

—+oo ,
dt . _ 1 fvaluons la
X

s a 1
Pintégrale va étre grande. Or gy (t) LT donc on approche f(x) par f

1 tx-H
différence entre ces quantités, f(x) — 1+ = f+oo —_dt f+oo dt f1 —_dt f+oo Lt
’ x  Joo t*(1+t) J1 gf] o t*(1+1t) J1 (1 41)

1 +o0
. _ dt _ 1 -
)gfot(—i—t) 1_Xet0\f T —|—t)<fl t2+x_1+x<]' Ainsi,

t
) et f 1+X 1+t) =0(1). Par somme : f(x) — JZ?O(])T’G) donc f(x)

1
Or 0 < f (d:_
(1 0

1
_ 1
f0t(1+t3 0 x

Méthode 2 : on pouvait aussi poser t = u'/* = ¢(u) avec ¢ qui est de classe C! et une bijection strictement

. . 1 “+o00 u] /x
croissante de R dans R* et on a la relation f(x) = = f — 7
xJo  uw(1+u / )

+
de sorte que xf(x) = fo = a(x,u)du.

du. Soit a :]0; 1[x R% — R définie
u'1/x

u2(1 —|—u1/x)

(Hy) siue RY, Um a(x,u) =d(u) avec d(u) =0siu <0, d(u)z%siuzlet d(u):ﬁsiu>1.

x—0t

par a(x,u) =

(Hz) six €]0;1], les fonctions gy : t + g(x,t) et d sont continues par morceaux sur R .
(H3) si (x,u) €]0;1[x R%, on a |a(x,u)] < @(u) avec (u) =1siu<1, ¢(1) = 15 et o(u) = ﬁ et @
est continue par morceaux et intégrable sur R* par RIEMANN.
+oo

Par le théoreme de convergence dominée a parametre continu, comme lim xf(x) = lim a(x,u)du,
N x—0+ x—0+ J 0
—+o00 —+o00 oo
; _ _ du _ [ 1} _ 1
ona l f(x) = d(u)du = === =1 donc f(x) ~ =.
tim i) = [ dwau= [ 9y P ()~

a. Pour x € R, la fonction fy : t — %Tﬁ(;) est continue sur ]0; +oo[ avec un prolongement par continuité

fx(0) = x en 0 car Arctan(xt) Tt si x # 0. De plus, fx(t) = O(%) car Arctan est bornée donc fy est
oo

intégrable sur R par comparaison aux intégrales de RIEMANN (3 > 1). Ainsi, g est définie sur R et elle est
clairement impaire car Arctan l'est.
b. Soit f: R x R% — R définie par f(x,t) = M.

t(1+t%)
H;) Pour t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C! sur R et o (1) = ] .
( 1) x (X? ) ax(x) ) (1 +X2t2)(1 + tZ)
(H2) Pour x € R, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* (déja vu).

of 1
H3) Pour x € Ret t >0, |5~ t’:‘
(H3) * ax (1) (1+x*2) (1 + 2

) <ot) = ] J:tz avec @ qui est continue et

intégrable sur R .
+oo
dt

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, g est C! sur Ret ¥x € R, g¢'(x) = .
g » 9 LS 9( ) fO ( +X2t2)(]—|—t2)
X2 1 _ P04~ (1 +x 2)

C. SlX#:‘:] et t € ]R, (x2—1)(]+x2t2) + (] —XZ)(]+t2) = (X2—1)(]+t2)( 14+ x 2)

en réduisant au




x? 1 _ X2 —1 _ 1
T (xE =11 +x2t2)+(1 — XA +5) =D+ +x*2) 0+ +x%2)

+00 2
d. Sion prend x > 0 et x # 1, d’aprés c., ¢'(x) = fo ((x2 — 1)?] 2 + 0 7){2;(] th2))dt donc

méme dénominateur

gx) = X2X_1 [Arctan(xt)]:OO + (]_17)(2) [Arctan(t)} :Oo et, comme tEToo Arctan(xt) = %, cela donne
g'(x) = Z(X;Tc— 0 + 20 i S = Z(Z;_l)]) 0 + mE Comme la fonction g’ est continue en 1 d’apres b.,
on a ¢'(1) = lim g'(x "(x) = % = m donc Vx € Ry, ¢'(x) = 2(177—?—@ Comme R, est un intervalle, il
existe A € R telle que ¥x € Ry, g(x) = w +A. Or g(0) =0 donc ¥x € Ry, g(x) = W

e. Par imparité de F, on a Vx € R_, g(x) = —g(—x) = —W d’apres d..

a. Clairement, la fonction fy est continue sur ]0; 1] et elle est de signe constant sur |0;1[ : fyx est positive

x In(t)

si x < 0 et fy est négative si x > 0. De plus, si x # 0, comme t* — 1 =e — 1 et que ].iT]Il In(t) = 0,
to1-

onat®—1 ~ xIn(t) donc fx(t) ~x donc fy se prolonge par continuité en 1 en posant fy(1) = x. Ainsi, la
fonction fy est toujours intégrable sur le segment B, 1}.

e Six =0, alors fo = 0 donc fy est intégrable sur ]0; 1].

Six >0, ft)~—-— < et lim ——
et = b X()0 In(t) Rty In(t)

fx(0) = 0. fx est donc intégrable car elle se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1].

= 0 donc fx se prolonge par continuité en 0 en posant

e Six <0, fy(t ) _,(]7 donc fy(t) :o(%) car lim In(t) = —oco et, d’aprés RIEMANN, fy est
In(t) 0\t t—0+
intégrable sur ]0; 1] car —x < 1.
Ainsi, fy est intégrable sur ]0; 1] pour tout réel x € D.
X
b. Soit g : Dx]0; 1[— R définie par g(x,t) = L— 1 Alors :

In(t)
(Hy) Yt €]0;1[, la fonction x + g(x,t) est de classe C' sur D.
(H2) ¥x € D, la fonction fy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur ]0;1[ (on vient de le voir) et
t %%(x, t) = t* est continue sur ]0;1[.

(H3) Soit a € D, V(x,t) € [a; +00[x]0; 1], %}%(x,t)’ =t¥ <t% = @q(t) et @4 intégrable sur |0;1[.

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, f est C' sur D et ¥x > —1, f/(x f trdt = —]

Comme D est un intervalle et que f(0) = 0, en intégrant, on a donc ¥x > —1, f(x) = In(1 + x).

a. Pour x € R\ {—1,1}, comme x? — 2x cos(8) + 1 = (x — cos(8))? + sin?(8) > 0 car sin(6) > 0 si 6 €]0; 7| et

que (x —cos(0))? > 0si 6 =0 ou 8 = 7 car x # +1, la fonction fy : 8 — In(x* — 2xcos(6) + 1) est continue
sur le segment [0; 7] donc I(x) existe.

b. Pour x € R\{—1,1}, (x—cos(8))?+sin?(8) = (x —cos(68) —isin(8))(x—cos(® )—Hsin(e)) |x —e'®]2 pour
0 € [0;7] donc fx(8) = 2In(|x — e'?|) de sorte que, par linéarité de I'intégrale, I1(x) = 2 f In (Jx — ) de.

n—1 2
c. Par propriété du logarithme, on a Sy(x) = vl ln( H [x — e“ﬁﬂ\) = Tin (‘ T (x- eT)‘ ) donc
n k=0
( ikt

Zn 1 1k

sn(x)zgm((x—l) n( %)(x—e*ﬂ“)])zgm((x—w

T )D Or on connalt les
k=1
k#n

2n racines distinctes de X?™ — 1 qui sont les éléments de Uy, = {eln7T | k € [[0;2n —1] }, ainsi on factorise

2n—1
*m—1= T (X—e i ). Par conséquent, Vn € N*, S (x) = Fln (|x2“—1| X_T_} ’)
n

k=0




n—1 _
Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN Ry (x) = =0 Z fx (O + M) associée a la fonction fy
n n

continue sur le segment [0;7]. D’apres le cours, 1111 Rn (x f fx(0)de. Or, avec la question b., on a
n—+oo

-0\~ _ Gikmp _ , — 2_ —
Rn(x) = - kgo In (Jx—e™ ™ |?) donc Rn(x) = Sn(x) et nl—l>Too Sn(x) = fo In(x* —2xcos(0) +1)d6 = I(x).

e Sifx| <1, Um x*™ =0 donc m 1n (|xzn —|2=d ) =1n (‘x =1 D ce qui montre avec ce
n—+o0 —+o00 x+1 x+1
qui précede (pas d’indétermination) que lim 27 1 (|xZn =1 g’) =0 d’olt I(x) = 0.
—+oo N x+1
eSilx| > 1,ona8,(x) = Tln (|x|2“.|1 X2, X:L} ) = 2xtn(fx)+ o ([1=x2")+2 In (‘%D

et, avec les mémes arguments, lim Sn(x) = 2mIn(]x|) donc I(x) = 2min(]x|).
d. Soit h: (R\ {~1,1}) x [0;7] — R deﬁnle par la relation h(x,0) = In(x? — 2xcos(0) + 1) de sorte que
Vx € R\ {-1,1}, I(x) = fo h(x,0)do.
(H1) V6 € [0; 7, la fonction x + h(x,8) est de classe C' sur R\ {—1,1}.

(H2) Vx € R\ {—1,1}, la fonction fyx : 6 — h(x,0) est continue et intégrable sur [0;7n] (on l'a vu en

. oh 2(x — cos(0))
t et 8 0
question a.) e ox(08) = x? — 2xcos(8) + 1

_ —cos(0)) _ 2(b+1
R0 =2 —OF S (e

est continue sur [0; 7).

(H3) - Soit x € [a;b] C]1;+00] et 8 € [0;7],

est continue donc intégrable sur le segment [0; 7).
- Soit x € [a;b] C] — oc0;—1[ et 0 € [0;7], a—(x,e)‘ =
Pa,b est continue donc intégrable sur le segment [0; 7).

- Soit x € [—aja] C] —1;1[ et 0 € [0;7], (x,0) ' 2|X Cqs(e” < ?1((1—’—

2(cos(6) —x) < 2(—a+1) _

continue donc intégrable sur le segment [O7 71].
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, la fonction I est de classe C' sur R\ {—1,1} et, d’apres

la formule de LEIBNIZ, Vx € R\ {-1,1}, I'(x) = foﬂ ZZ(XZ_ COS((GO))?’_ ] dae.
x~ — 2x cos

On pose 8 = 2 Arctan(u) = ¢(u) avec ¢ qui est de classe C', strictement croissante et bijective de [0; +o00]

2
L= et o (u) =

dans [0; 7| et, par changement de variable, comme cos(0) = 2 ~, on obtient la relation

T+u T+u
sy e 2(x(1 +u?) — (1 —u?)) 2 _ +oo (x — 1)+ (x + u?
= o e 2 - () =1, ) (=12 + (1 1)) o

x—1)+(x+1Uu __a B
T+U((x=1)2+0+x%U) T+U  x—12+0+x7%U

x # 0, on décompose en éléments simples et,

: 1 N +°°( 1 (x = 1)(x+1) )
1 t =—etp=— A I du. Les d
classiquement, a = - e B N insi, I'(x) = . fo —— + G121 (140 u. Les deux
x4+ 1
. sy , 2 2 +oo x—1
intégrales convergent donc, par linéarité, on a I'(x) = [Arctan } f —Zdu donc
X

( (x + 1)u>
x—1
+o00 oo
I(x) =2 [Arctan(u)} 42 [Arctan (M)} _
X 0 x ~—1 o
o Si x| >1, X+] > 0 donc [Arctan (M)Hm =T etonal(x)= 2m
—1 —— Z ;
(et 1u
-1
de I’ en 0, on a aussi I'(0) = lim I'(x) = 0 donc Vx €] — 1;1[, I'(x) = 0.

x—0t

e Six|<1etx#0, % < 0 donc [Arctan ( )]3‘00 = —% et on a I'(x) = 0. Par continuité
x —



En intégrant sur les trois intervalles | — oo; —1[, | — 1; 1] et ]1; +00], il existe trois constantes Cy, C2, C3 réelles
telles que Vx €]—o0; —1], I(x) = 2 In(|x|)+C1, Vx €]—o00; —1[, I(x) = Cz et Vx €]1; 400, I(x) = 2 In(x)+Cs.
Comme I(0) = 0, on a C; = 0. Pour |x| > 1, on a I(x) — 27(1n(| )= f (tn(x? —2xcos(0) +1) — In(|x|*))do

s
Ainsi, I(x) — 2nn(|x]) = fo n (1 _ 2cos(9) + ) ( ) 0 donc I(x) = 2mIn(]x|) ce qui montre que
X
C1 = C3 = 0. On retrouve, comme avant, Vx € R\{—] 1} I(x) =2nin(|x|) si x| < T et I(x) =0si x| < 1.
14.10 ) Pour x € R, la fonction hy : t — e_t@ est continue sur R* ) prolongeable par continuité en 0 en

posant hy(0) = x car sin(xt) =xt+ o(t) donc hy(t) =x+ o(1) et hy(t) = o(e™') donc hy est intégrable sur
o0

R* par comparaison a des intégrales de référence. Ainsi, la fonction ¢ est définie sur R.

Soit I'application f: R x R% — R définie par f(x,t) = e*tw.

(H1) Pour tout t > 0, x ~ f(x,t) est de classe C! sur R.
(Hz) Pour tout x € R, hy : t + f(x,t) est continue et intégrable sur R% (on vient de le voir) et

t— gi (x,t) = cos(xt)e™* est continue R%.

(H3) Y(x,1) € R x R%,

gi (x,1) ‘ = |cos(xt)|e™" < e " =1(t) et  est intégrable sur RY.

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, @ est de classe C' sur R et, avec la formule de LEIBNIZ,

400 400 .
il vient @’(x) = fo cos(xt)e tdt = Re (fo e”‘t_tdt) = Re(] L ) = ]J: 7. Comme R est un
— 11X X

intervalle, g'(x) = ] —:xz implique l’existence de C € R tel que ¥x € R, g(x) = C + Arctan(x). Or g(0) =0,

d’ailleurs g est clairement impaire, donc C =0 et Vx € R, g(x) = Arctan(x).

14.11) a. Pour x > 0, la fonction fy : t = t*"Te™" est continue sur R, elle vérifie fy(t) Y t]]_

< avec T —x <1

donc fy est intégrable en 0 par comparaison aux intégrales de RIEMANN et fy(t) = o(t] ) par croissances
oo

comparées donc fy est aussi intégrable en +0o toujours par critere de RIEMANN. Ainsi, fy est intégrable sur
R donc I'(x) existe : I" est bien définie sur R*% . Comme fy est positive et continue sur R, I'(x) > 0.

De plus, si on avait I'(x) = 0, comme f, est continue et positive sur R* , on aurait f, =0 sur R* ce qui est
absurde car fy reste strictement positive sur R . Ainsi, I' est strictement positive sur R7 .

Soit f: (R*)? — R définie par f(x,t) = t* Te ™t = ex=DInte-t
(Hy) Pour t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C? sur R? par opérations.
(Hz)
)

(H3

Pour x > 0, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir).

of

Pour x > 0, les fonctions t — §(x,t) = In(t)t* e~

et t g F (x,t) = (In(t))2t*Te~* sont
X

continues sur R% par opérations.

(Hs) Pour [a;b] C RY, Vx € [a;b], Vt € RY,

2
f(x, t)‘ < @ap(t) avee gap(t) = (In(t))2t0 Tet si
X

t €]0;1] et @q,b(t) = (In(t))*tP " Te "t sit € [1;+00[ et @q,b est continue et intégrable sur R par

comparaison aux intégrales de RIEMANN car @q,p(t) T;(ln(t)) 2pa—t = o( 112) avec 1 — E <1let
t' 72

Pap(t) = o(tPe™t) = o( 1 ) par croissances comparées.
+o00 +oo t
Par théoreme de dérivation sous le signe somme, I' est de classe C? sur R% et on a les expressions des

+ +
dérivées IV (x) = fo = In(t)t* Tetdt et I”(x) = fo OO(ln(t))zt"_]e_tdt pour x € R7.

“+o0
b. I est de classe C? sur l'intervalle R et, avec la question a., Vx > 0, I'/(x) = fo (In(t))?t*Te tdt > 0

donc, d’apres le cours, I' est convexe sur R%. Par composition, comme I' et In sont de classe C? sur R%



et que I' est strictement positive sur R}, g = Inol est de classe C? sur R et Vx > 0, ¢'(x) =

" ()L (x) — ' (x)?
I (x)

o0 +o0 \/ x—1 \/T
'(x)| = X—Tg—t x—Tg—t gy — —t/2 —t/2
II'(x)| = ’f t)t dt‘ fo [In(t)[t*" e tdt fo [In(t)|t 2 e x\Vt 2 e dt, on
+ —1 2 + —1 2
a par inégalité triangulaire [I"(x)|? < <fo > (\/| ln(t)|tXTe—t/2) dt) X (f ~ (\/tXTe—t/Z) dt) ce

0
qui donne [I"(x)|? = I"(x)? < I'(x) x I'(x) puis g/(x) = 0. Ainsi, g = InoI est convexe sur R .

donc ¢”(x) = D’apres l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour les intégrales, comme

n
c. Pour n € N*, définissons g, : R% — R par gn(t) = t*~! (1 - 1) site0;n] et gn(t)=0sit>n. La
n

fonction g, est continue sur R et gn(t) — donc gn est intégrable en 0 donc sur R’} par RIEMANN car

0t
n n “+o00 n
gn est nulle au voisinage de +o00. De plus, on a J,, = f X1 (1 — l) dt = f X1 (1 — l) dt.
0 n 0 n
(H1) La suite de fonctions (gn)nen+ converge simplement sur R vers la fonction fy : t — t*~Te~t car

n
gn(t) = 7! (1 — 1) =t~ Texp (nln (1 — i)) des que n > t, que exp est continue sur R et
n n

que lim nin (1 — l) = —t puisque In(1 4+ u) T
n

n—+oo
(H2) Les fonctions gn, et la fonction fy sont continues sur R7 .

(H3) Pour tout n € N* et t € R, si t <m, [gn(t)] = t* Texp (nln (1 — l))
n

N

fr(t) = t* et car

exp est croissante et que, par concavité de ln, on a In (1 — l) < —=. De plus, fy est bien continue
n

t
n
et intégrable sur R% d’apres a

+00 +oo
D’apres le théoréme de convergence dominée, on a I'(x) = fo fx(t)dt = 11111 o gn(t)dt = 1111 Jn-
n—-+4oo n—+oo

n n
d. Dans l'intégrale convergente fo T (1 — l) dt, on pose t = nu = @(u) avec @ qui est une bijection de
n
1
classe C! strictement croissante de ]0;1] dans |0;n] et on a J, = fo (nu)*~T(1 — u)™ndu par changement de

variable donc J, = fon T (1 7) dt =n* f w1 (1 —uw)™du.
n

e. Posons Ky, f u* (1 —uw)™du pour n € N et x > 0 (elle existe méme si n = 0). Pour n € N*

X
et x > 0, dans l'intégrale Kn(x), on pose a : u — Y- et b : u+— (1 —u)™ de sorte que a et b sont de
X

classe C' sur ]0;1] et que a(1)b(1) = liw& a(u)b(u) = 0 car x > 0. Par intégration par parties, on a donc
u—
Kn(x) = — f1 u—X(—n(l — W) Ndu = K, _1(x+1). Par une récurrence facile, comme Ko (x) = [ﬁ]] =1
" 0 x x ' ’ xlo x’
K _n,n—=1, .« _ 1 <k = n! . Ainsi

on a Ky (x) x X xa1 % X o1 X o(x +n) Y R § PO R ey insi, comme
n = n*Kn(x) = TP Y (:[:n ey avec d. et que I'(x) = nETm Jn avec c., on obtient la

relation I'(x) = lm nin® pour tout x > 0.

notoo x(x + 1)+ (x +n)
—xt
14.12|a. Soit x € Ret fy : t — tf T la fonction fy est continue sur R et fy(t) o te~(**Dt De plus, comme
e — [e%e]

et —1 ~t on a 11181 fx(t) = 1 quelle que soit la valeur de x ce qui fait que fy est toujours intégrable en 0%.

e Six < —1, on a donc 11m fx(t) = 400 et fx n’est donc pas intégrable en +oo.

o Six>—1,f(t) e te’("“)t = o(t] ) par croissances comparées donc fy est intégrable en +oo.
o0 oo



—+o0
Ainsi, fy est intégrable sur Ri si et seulement si x > —1, et comme fy est positive, f fx converge sl et
0

seulement si x > —1. Par conséquent, le domaine de définition D de f est D =] — 1; 400].
t

b. Méthode 1 : la fonction g : t —

3 est continue sur R% . La convexité de la fonction exponentielle

montre que Vt > 0, e* > t+ 1 donc e* —1 >t et on a ¥Vt > 0, g(t) < 1. Par conséquent, par croissance

Iy t t too xt e Xt 1 - ;
de l'intégrale, comme e " > 0, f e Xtdt < fo e Xtdt = {— ] = —. Ainsi, puisque
x lo X

Vx >0, 0 < f(x) < l comme lim + = 0, par encadrement, lim f(x)=0.
X X—+00 X X——+00

. . P text +oo
Méthode 2 : soit g : Ry x R% — R définie par g(x,t) = -¢ . de sorte que f(x) = fo g(x,t)dt :
et —
(Hy) Vte R%, XBTOO g(x,t) = 0 = h(t).

(Hz2) Vx € Ry, la fonction t — g(x,t) est continue sur R et h l'est aussi.

(H3) V(x,t) € Ry x R%, [g(x,t)] < — t s fo(t) et on a vu que fo est continue et intégrable sur R .
et —

—+o0
Par le théoréme de convergence dominée & parametre continu, Um f(x) = f h(t)dt = 0.
X—+00 0

Pour x > 0, x — 1 € D donc f(x — 1) et f(x) existent et, par linéarité de l'intégrale, on a la relation
B +o0 t(ef(x71)t _ efxt)
fx=1) =16 = [ S

les fonctions u et v sont de classe C' sur Ry et tHT u(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par
— 400

+o00 —+o0 +oo
intégration par parties, f(x—1)—f(x) = fo WtV (t)dt = [u(t)v(t)]F>= - fo u’(t)v(t)dt:% fo e~¥tdt

+o00 efxt
dt:fo te*'dt. Onpose u : t = tetv:tr— — ,
X

1] —e 7% _ 1
doncf(x—])—f(x):f[—i}o =1,
X X X

c. Soit x e Detn € N, Z (fx +k = 1) = f(x + k)) = f(x) — f(x +n) = Z par télescopage

1 e+ )7 )

1

donc, en faisant tendre n vers 400, comme lim f(x +n) =0 d’apres b. et que ) 5 converge par

n—+4oo Kk>1 (x —+ k)
+oo —xt —(x+1)t +oo
1 * t t — Z —
:RJEI\/[ANN7 on a f(X) = k§:1 m POur t e R+7 on a fx(t) = ef 3 = ? — eit = te (X+1)t n:O(e t)n

+oo
car |e” Y| < 1 (série géométrique). Ainsi, fx(t) = 3. gn(t) avec gn(t) = te~ *H1+mL,
n=0
(Hy) Lasérie ) gn converge simplement sur R* vers fy (on vient de le voir).
n>0
(H2) Les fonctions gn sont continues et intégrables sur R’ car elles se prolongent par continuité en 0

en posant gn(0) =0 et qu'on a gn(t) = = O(t] ) par croissances comparées.
oo

(H3) La fonction fy est continue sur R .

(Ha) Powr n € N, [ fgn(vlat = [ wvnar = v ~ [ wv(Dat en posant
u:rte— _e (et et v:t t quisont C' sur R* avec lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) =0 par
x+1+n + t—0+ t—+oo
. / L 400 4+oo ,—(x+1+4n)t 1
croissances comparées car x+1+n > 0. Ainsi, fo gn(t)dt = fo ~T1%n dt = TRy
et la série Z f |gn (t)|dt converge par comparaison car m fod ﬁ

D’apres le théoreme d mtegratlon terme & terme, la fonction fy est intégrable sur R’ (on le savait déja) et on

400 —+o0 —+o0
a Vx> 0, f(x):fo fr(t)dt = Z f tdt= S 1 sz;

n=o (x +1+mn)

( Jr]k)z en posant k =n + 1.
X



