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CHAPITRE 11
VARIABLES ALEATOIRES

[PARTIE 11.1 : DEFINITIONS

(Q, A, P) désignera un espace probabilisé.

DEFINITION 11.1 :

Soit E un ensemble. Une variable aléatoire discréte sur (2,.A) est une application X : Q — E telle que :
e L’ensemble image X(Q) (univers image) est fini ou dénombrable (c’est le sens de “discret”).
o Vx € X(Q), X '({x}) = {w € Q| X(w) =x} € A.

Si de plus E = R, on dit que X est une variable aléatoire discréte réelle sur (2, A).

DEFINITION 11.2 :
Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q,A, P), x € X(Q2) et U C X(£2) :
e On note traditionnellement (X = x) ou {X = x} Iévénement X' ({x}).
e On note communément (X € U) ou {X € U} l"événement X~1(U).
e On note P(X = x) la probabilité de l’événement (X =x) = {X =x} = X~ ({x}).
e On note P(X € U) la probabilité de X~ '(U) = {X € u}.
Si X est une variable aléatoire discréte réelle, et si a € R, on notera :
X < a) lévénement (X < a) = X~ (] o00;a]) ={w e Q| X(w) < a}.
X = a) lévénement (X = a) = X T([a;+00]) = {w € Q| X(w) > a}.
X < a) lévénement (X < a) =X 1(] —o0;a]) = {w € Q | X(w) < a}.
X > a) lévénement (X > a) = X~ (Ja; +o0[) = {w € Q | X(w) > a}.
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REMARQUE FONDAMENTALE 11.1 : Si X est une variable aléatoire discréte, alors ((X = x))
est un systeme complet d’événements.

x€eX(Q)

PROPOSITION 11.1:
Soit X : @ — E une variable aléatoire discréte et f : E — F une application (ou f: X(2) — F au
moins), alors ’application fo X : Q) — F est une variable aléatoire discréte et on la note f(X) qui

kest appelée 'image de la variable aléatoire X par ’application f. )

DEFINITION 11.3 :
Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (Q, A, P). On appelle loi de la variable
aléatoire discréte X l'application Px : P(X(Q)) — [0;1] définie par YU C X(2), Px(U) = P(X € U).

REMARQUE 11.2 : La loi Px est entiérement caractérisée par (P(X

bution de probabilités, car si U C X(2), on a Px(U) = > P(X=x).
xeu

X))XGX(Q) qu’on appelle distri-

DEFINITION 11.4 :
On dit que deuz variables aléatoires discretes X et Y suivent la méme loi si elles ont le méme univers image
et si Px = Py. On le notera X ~ Y.

PROPOSITION 11.2:
Si X et Y sont deux variables aléatoires discrétes de méme loi, alors f(X) ~ f(Y).
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REMARQUE FONDAMENTALE 11.8 : Pour connaitre la loi d’une variable aléatoire X a valeurs entiéres,
on préfére souvent étudier les valeurs de P(X < n) ou P(X = n) car on dispose des formules :
Vne Z,PX=n)=PX<n)—PX<n—-1) et PX=n)=PX=n)—PX=n+1).

DEFINITION 11.5 :
Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q,A, P) et B € A un événement tel que P(B) > 0. On définit
la loi conditionnelle de X sachant B, c’est la lot de la variable aléatoire X pour la probabilité Pg :

Pxis : P(X()) = [0;1] avec VA C X(Q), Pxp(A) = P(XEA | B) = %

[PARTIE 11.2 : VARIABLES INDEPENDANTES|

DEFINITION 11.6 :

Soit X et Y deux variables aléatoires discretes sur (2,4, P). On dit que X et Y sont indépendantes, noté
X ALY, si pour tout couple (A,B) € P(X(Q)) xP(Y(2)), les événements (X € A) et (Y € B) sont indépendants,
c’est-a-dire si l'on a V(A,B) € P(X(Q)) x P(Y(Q)), P(X € A, Y€B) = P(X € A) x P(Y € B).

THEOREME 11.3 :
Ces variables aléatoires discrétes X et Y sont indépendantes si et seulement si elles vérifient :
V(x,y) € X(Q) xY(Q), PX=x, Y=y)=P(X=x) x P(Y =y).

~

[PROPOSITION 11.4 :
Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes sur (), A, P) et deux applications
f: X(Q) = F, g:Y(Q2) = G, alors f(X) et g(Y) sont indépendantes : X 1L Y = f(X) L g(Y).

J

DEFINITION 11.7 :
Soitn =2 et Xy, -+, Xn des variables aléatoires discrétes sur (Q, A, P).
e On dit que X1,---,Xy, sont des variables aléatoires discrétes 2 a 2 indépendantes si pour tout
couple (i,j) € [1;n])? tel que i #j, X; et Xj sont indépendantes : V(i,j) € [1;n]?, sii#j, ona
(V(Ai,Aj) S T(Xi(Q>) X fP(Xj(Q)), ]P;(Xi € Aj, Xj S Aj) = P(Xi S Ai) X ]P)(Xj € Aj).

e On dit que X1,---,Xn sont des variables aléatoires discrétes indépendantes si, Vk € [2;n] -

k k
VI<ip<ig <o <ie<ny (A, A) € []P(Xq(9), IP( M x EAi].)) =[] Bxs, € A).
j=1 j=1

1<<k

REMARQUE 11.4 :
e Des variables aléatoires discrétes indépendantes sont 2 a 2 indépendantes (la réciproque est fausse).
e Si (Xj,---,Xn) est une famille de variables aléatoires discrétes indépendantes alors toute sous famille
de celle-ci est une famille de variables aléatoires discrétes indépendantes.

(PROPOSITION 11.5 :

Soit n € N*, (Xy,---,X;,) une famille de variables aléatoires discrétes sur (Q, A, P).
e Xj,---, X, sont indépendantes si et seulement si Vk € [2;n] :
k k
Wixiyy oy xi,) € [ X (), ]P’( N = xij)) = I Bxi, = ).
j=1 1<9<k j=1
e Si Xy,---,X,, sont indépendantes et fq,---,f, des applications idoines, alors les variables
aléatoires f1(X1),: -, fn(Xn) sont indépendantes.

- J
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DEFINITION 11.8 :
Soit (Xn)nen une suite de variables aléatoires discrétes sur (Q, A, P), on dit que :

e (Xn)nen est une suite de variables aléatoires discrétes 2 & 2 indépendantes si elles vérifient
Y(n,m) € N2, n # m = Xy, et X;, sont indépendantes.

e (Xn)nen est une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes si toute sous famille
finie de (Xn)nen est une famille de variables aléatoires indépendantes.

e (Xn)n € N est une suite de variables aléatoires i.i.d. (ou suite i.i.d.) signifiant indépendante
et identiquement distribuée) si la suite (Xn)nen est une suite de variables aléatoires discrétes
indépendantes et st Vn € N, X; ~ Xp.

REMARQUE 11.5 :

e (Xn)nen est une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes si et seulement si pour tout
entier naturel n, (Xo, X1, -+, Xn) est une famille de variables aléatoires discrétes indépendantes.

e (Xn)nen est une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes alors (Xn)ne N est une suite de
variables aléatoires discrétes 2 a 2 indépendantes mais la réciproque est fausse.

PROPOSITION 11.6 :
Si (Xjy,--+,Xn) est une famille de variables aléatoires discrétes indépendantes, p € [1;n] et f et
g adéquates, on a f(X1,---,Xp) et g(Xp41, -+, Xn) indépendantes (lemme des coalitions).

REMARQUE 11.6 : On peut bien sir étendre ce résultat au cas de plusieurs coalitions.

(PARTIE 11.3 : LOIS USUELLES]

DEFINITION 11.9 :

Soit X une variable aléatoire discrete sur (2, A, P), n € N*, p €]0;1[ et A € R%. On dit que X suit :

e Ja loi de uniforme de paramétre n (noté X ~U(n)) si X(Q) est un ensemble fini de cardinaln > 1 et si
Vx € X(Q), P(X =x) = %

laloi de BERNOULLI de parameétre p (noté X ~ B(p)) si X(Q) = {0,1}, P(X =1) =p, P(X=0) = 1—p.
la loi binomiale de paramétres n et p (noté X ~ B(n,p)) si X(Q) = [0;n] et que pour tout entier

€ [osnl, on o Pix =1 = ()"0 - )~

la loi géométrique de paramétre p (noté X ~ G(p)) si X(2) = N* et Vk € N*, P(X =k) = p(1—p)*~".

la loi de Po1ssoN de parameétre A (noté X ~ P(A)) si X(Q) = NetVke N, P(X=k) =e? }l\d

PROPOSITION 11.7 :
Soit un entier n > 2, un réel p €]0;1[ et X1, -+, Xy, des variables aléatoires discrétes indépendantes
et suivant toutes une loi B(p) alors S = X; + - - 4+ Xy, suit une loi B(n,p).

REMARQUE HP 11.7 : Plus généralement, si on fixe A € N*, p €]0;1[ tel que pA € N* et qA € N*
si g =1—7p et un entier n € N*_ alors on considére une urne avec pA boules gagnantes et qA boules
perdantes, on en tire n simultanément (sans remise) et on note X la variable qui compte le nombre de
boules gagnantes, alors X suit la loi hypergéométrique de parameétre A, n, p. On note X ~ H(A,n,p).

(pA>( v )

_ no/b

P(X = k) = ~ 52\ =K 5ioi Ja formule de VANDERMONDE : < ) ( ¢ ) - (‘l) sib+c=a.
n

A ‘k=0 k n—k
n
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PROPOSITION 11.8 :
Soit p €]0;1[, (Xn)nen+ une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes suivant toutes
la méme loi B(p). On définit la variable aléatoire discréte T par T = +oco si Vk € N*| X, =0 et

T = Min ({k e N* | Xk = 1}) sinon. Alors T suit (presque) la loi §(p).

REMARQUE FONDAMENTALE 11.8 : e Si X suit §(p), alors : VYn € N, P(X >n)=(1—p)™
e Soit X une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) et a valeurs dans N*, X suit une loi géométrique
si et seulement si V(n,k) € (N*)2, P(X >n+k| X >n) = P(X > k) €]0;1[ (X est dite sans mémoire).

~

[PROPOSITION 11.9 :
Soit deux réels A > 0 et u > 0, et X et Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes suivant
respectivement P(A\) et P(u). Alors la variable aléatoire discréte X + Y suit la loi P(A + p).

-

~

(PROPOSITION 11.10 :
Soit (pn)nen €]0; 1[N et (Xn)nen une suite de variables aléatoires discrétes telle que, pour tout

k

n € N, X, suit la loi B(n,pn). Si Um npn =A>0alors : Vk € N*, lim P(X, =k)=e M,
n—+o0 n—+oo k!

- J

REMARQUE 11.9 : On dit que la suite de variables aléatoires (Xn )ne N converge en loi vers X suivant
la loi de POISSON de paramétre A. La loi de POISSON est dite la loi des événements rares.

[PARTIE 11.4 : COUPLES DE VARIABLES ALEATOIRES)

DEFINITION 11.10 :
Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes sur (Q,A, P) & valeurs dans E et F respectivement.

On appelle couple de variables aléatoires discretes (X,Y) la variable aléatoire discréte Z : Q@ — E X F,
définie par Yo € Q, Z(w) = (X(w), Y(w)).

REMARQUE 11.10 : e On vérifie que Z est bien une variable aléatoire discréte.
e Par g-additivité, on vérifie que Y. P(X=xY=y)=1.

xEX(Q)
yevy(Q)

DEFINITION 11.11 :
Soit X et Y deuzx variables aléatoires discrétes sur (2, A, P), la loi Pz = Px,v) du couple Z = (X,Y) est
appelée loi conjointe du couple (X,Y) : VU C X(2), YV C Y(Q), Pz(U,V)=P((X e u)n (Y €V)).

DEFINITION 11.12 :
Soit Z une variable aléatoire discréte sur (2, A, P) d valeurs dans E x F.

Pour w € Q, on note Z(w) = (X(w),Y(w)). Les applications X et Y sont alors deuz variables aléatoires
discrétes sur (2, A, P). On appelle lois marginales de Z les lois des variables aléatoires discrétes X et Y.

REMARQUE 11.11 : e On vérifie que X et Y sont bien des variables aléatoires discrétes
e Silaloi de Z = (X,Y) est visualisée par le tableau (P(X =x, Y =1))

(X Y)EX(@)XV(Q) ©
—¥xeX(Q), PX=x)= >, PX=x, Y=y) (somme de la ligne x du tableau).
YyevY(f2)
—WYevQ), P(v=y)= > PX=x,Y=y) (somme de la colonney du tableau).
x€EX(Q)
e La connaissance des lois marginales ne permet pas de recomposer la loi du couple.



