TD 16 : SERIES ENTIERES

PSI 1 2025-2026 vendredi 16 janvier 2026

4n

Mines PSI 2016 Owain Biddulph I (note 8) Nature et somme de Y, —X—.

Centrale Mathsl PSI 2017 Bastien Lamagnere (note 12)  Soit 6 €]0;x|.

a. Montrer que la suite (sin(nd))nen ne tend pas vers 0. Quel est le rayon R de > sin(n@)z™ ?
b. Soit z € C tel que |z] =R. Y a-t-il convergence de >_ sin(n@)z™ ?

“+o0o
c. Soit z € C tel que |z| < R, calculer > sin(n8)z™".
n=0
—+ 00
Mines PSI 2017 Vincent Bouget II (note 16,5) Calculer > ﬁ
n=0 OM):

ENS Cachan PSI 2015 et Mines PSI 2017 Jean-Baptiste Biehler et Roland Tournade II

On pose Ap(0) = 1 par convention et, pour tout entier n € N* et tout entier k € [0;n], on note An(k) le
nombre des permutations de [1;n] laissant exactement k éléments invariants.

n
a. Montrer que Ay (k) = <E> An_x(0), et que n! = > Ap(k).
k=0

—+o0
b. Soit f(z) = > A“(|O>z“, montrer que f(z) existe si |z| < 1.
n=0 T

1

-z n>o0

d. Donner la probabilité p,, qu'une permutation de [[1;n] soit un dérangement. Déterminer liT Pn.
n——+oo

en déduire le rayon de convergence de Y A“i(o)zn et la valeur de A, (0).

c. Montrer que e*f(z) = |
n!

2
X PST 2022 Olivier Courmont IIT (note 15) Convergence et somme de > In“+m+3

n>0 2n
Centrale Maths] PSI 2022 Paul Lafon (note 8)

a. Donner un exemple de série entiére de rayon 1 et dont la fonction somme est majorée sur [0;1].

—+o0
Soit une suite réelle (an)nen telle que lim nan, =0et f:x+— Y. anx™.
n—-+oo n=0

b. Montrer que f est définie sur | — 1; 1] et que f(x) = o(n(1 —x)).

+oo

c. Soit une suite réelle (bn)nen telle que g : x — Y bpx™ est définie sur | — 1;1] et g(x) = o(In(1 —x)).
n=0 -

La suite (nbp)nen tend-elle vers 0 7 Indication : reprendre la question a..

Mines PSI 2022 Peio Lanot IT (note 8,5)

. . 2n\ , . e T 2\
a. Déterminer le rayon R de ) x™ et le domaine de définition de f:x — > x™.
n n=0 n
b. Montrer que f est solution d’une équation différentielle (E).

c. Résoudre (E) et en déduire une expression simple de f(x).

Mines PSI 2022 Camille Pucheu IT (note 10)  Soit (an)nen telleque ap = a1 =1, ant2 = ant1+m+1)an.

a. Montrer que la suite (a—T) converge. Qu’en déduire sur le rayon R de ) a—*,‘x“ ?
n!/neN n!

—+oo
On pose dans la suite de I'exercice la fonction somme f:x— > a—?x“.

n=0 M-
b. Trouver l’expression de f”(x) en fonction de f'(x) et de f(x) pour x €] — R;R[.
c. En déduire une expression de a,, sous forme de somme.



1 +oo
CCINP PST 2022 Marius Desvalois II (note 10,83)  Soit un = fo 117:2‘1" et S(x) = > upx™.
n=0

a. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiere.
b. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Y unx™.
n=0

c. Pour x €] — R; R[, trouver a, b et ¢ tels que : Vt € [0;1], 0 fxt)](1 ey =3 _‘1Xt +

d. En déduire une expression compacte de S(x) pour x €] — R;R[.
e. Montrer que S est continue sur [—1;0] et en déduire S(—1).

bt c
1+¥+1+¥‘

2

, . xn(1—1) = yis
16.10 | CCINP PST 2022 Paul Mayé I (note 15,04) Soit F: x — — f;) fdt. Rappel: ((2) = Y —5 = o
n=1T1

a. Déterminer le domaine de déﬁniiion D de F.
oo

b. Montrer que Vx € [0;1], F(x) = %
n

n=1
2
c. Montrer que Vx €]0; 1], F(x) + F(1 —x) = % —n(x) In(1 —x).
16.11) Centrale Mathsl PSI 2024 Emile Gauvrit  Soit « € R et les suites (an)n>o0 et (vn)n>1 définies par

an = n!klr_:l[1(oc—|—k)_1 et v, = (1;; In (l + %)) — aln(n).

a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere > anx™.

n>0
b. Montrer que Y (vin —vn—1) converge. En déduire l'existence de A > 0 tel que an, ~ %
n>2 +oon
c. Etudier la convergence de Y anx™ pour x = %R.

n>0

16.12 | Centrale Mathsl PSI 2022 et 2024 Achille Domens et Mathias Pisch (note 10 et ?)

.

Soit la fonction F: R — R définie par F(x) = fo m;ﬁdt si x # 0 et F(0) = 0.
Yoo o

. Montrer la convergence de fo = SlT}[&dt.

o

=2

. Montrer que F est définie et développable en série entiere sur R. Donner son développement.

. /2 it T +o00 (_])kX2k+1
. Soit x € R, montrer que Re (fo exp(—xe )dt) =35~ kgo TETNEEk

[¢]

o

/2 .
. Déterminer 1111 fo exp(—xe~'t)dt et en déduire 'existence et la valeur de la limite de F en +o0.
X—1+00

16.13 | Mines PSI 2024 Yasmine Azzaoui I (note 18)

+oo
Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere ) WX“. Calculer w
n=0 n=0
16.14) Mines-Télécom PSI 2024 Emile Gauvrit IT (note 13)  Soit la fonction f définie par f(x) = w.
X

Sur quelle domaine peut-on prolonger f ? f est-elle continue, dérivable, de classe C' ? De classe C> ?

n
16.15 | Mines-Télécom PSI 2024 Eva RojoI (note 8) Soit (an)nen définie par ap =0, a1 =Tletan = D axan_xk

k=0
+oo
sin > 2. On note S(x) = > anx™ et R le rayon de convergence de la série entiere Y. anx™.
n=0 n>0

a. Montrer que Vx €] — R;R[, S(x) = x + S(x)?.
b. En déduire S(x) pour x €] — R; R[ et la valeur de R.

2n—2
c. Montrer que Vn > 1, an:]< m )
n\n-—1



