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t—= ett— — sont continues et positives sur Ry et on a 4~ et~ = donc
tr 41 tr 41 741+t t7 41 +oot
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elles sont intégrables d’aprés RIEMANN sur [1; +o0] : f 7 et f —— sont convergentes.
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De plus, ] = lim f - = lm [7 Arctan(tz)] CAinsi: | = f ~ - = T
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Comme f = - = -, quef:tr — est continue et que ¢ : u — — est bijective
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strictement décroissante de classe C' de R% dans R%, on a fo f= f+ (fo @)’ d’apres la formule du
(oo}
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cours ce qui donne I = fo ——du= f —du. Ainsi: f — fo —
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b =l = (Elk € 0;3], z=e 4 ) d’ott |Les racines de X* + 1 sont e%, e%, e%, e

On regroupe chaque racine avec son conjugué : X* +1 = (X — eiTﬂ) (X —e 7}17[) (X — 3%) (X - e#) donc

e
X4 +1 = (X2=V2X+1)(X?++/2X+1). Directement X*+1 = X*4+2X2+1-2X? = (X*+1)%—(v/2X)? ce qui donne

X441 = (X2 —V/2X41)(X24+v/2X41) par identité remarquable : | X% 41 = (X2 — /2X + 1)(X% + V2X +1).
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+oo  dt +oo  tdt +oo todt
1—/2]+1 = fo \/if —|—f T d’apres 1.2, et par linéarité de l'intégrale, on a :
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Comme ] = — d’apres la question 1.1, on a 2 = — donc |[ = —=.
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On définit f: R x Ry — R par V(x,t) € Rx Ry, f(x,t) = —5———. On a:
t° 41

(H1) pour t € Ry, x — f(x,t) est continue sur R,

(H3) pour (x,t) € R x Ry, [f(x,t)| =

1
H2) pour x € R, t — f(x,t) est continue, intégrable sur R, d’apres RIEMANN car f(x,t) = O( = ),
+ 2
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€ < = ¢(t) ~ — et ¢ est intégrable sur R, (RIEMANN).
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D’apres un théoreme du cours : ’F est bien définie et continue sur R.
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Cette fois-ci, on prend f: R} x Ry — R définie par f(x,t) = €

2,
7 +1
(H1) pour t € Ry, x + f(x,t) est de classe C! sur R*. De plus, on a %(x, t) = —2xe~ (X7,
(H2) pour x € R, t — f(x,t) et t — gf (x,t) sont continues, intégrables sur Ry (déja vu pour t — f(x,t)) car

1
gi (x,1) = o( 2) (car x > 0) donc t — %(x, t) intégrable d’apres RIEMANN.
t

(H3) pour [a;b] C R%, V(x,t) € [a;b] x R,

2 2 ] . ,
ax f(x, )’ <2be U =(t) +zooo(t—2) donc ¢ intégrable sur R,.
+oo . . +o0o
Alors Fest C' sur R* et d’aprés LEIBNIZ : Vx > 0, F/(x) = —2x fo e~ (X7 qp = _pxe—ix’ fo et qt.
On pose u = tx dans cette intégrale, ¢ : u — Zestun € 1_difféomorphisme de R, dans R, et on obtient

x
/ —ix? B —u? —ix? p N 544
F(x) = —2e fo e " du= —/me d’apres le rappel de la valeur de lintégrale de GAUSS.

Au final :  |F est de classe C! sur R et F/(x) = f\/?re*i"z pour x > 0.
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Pour x > 0, on a [F(x)| < f [f(x,t)]dt = f e f e’ dqt. Par le change-
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ment de variable t = — = @(u) (¢ est bien bijective de R, dans R, de classe C' et strictement crois-
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sante et t — f(x,t) et continue sur R.), on a fo e dt = — j; e W du = EE Ainsi, on a bien
x
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Vx >0, [F(x)] < @ Comme lim vr =0, par le théoréeme d’encadrement : lim F(x) =0.
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[0.3.1] Pour 0 < a < b, on a F(b) f F(t)dt = ff ~it"4t. Comme t — e~ 't et F sont continues

N . +oo
en 0 d’apres 2.1, en faisant tendre a vers 0 : F(b) —j;) T
x“ 41
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une limite finie en +00 d’apres 2.3, b — fo e~ dt aussi. En faisant tendre b vers 400 dans la relation (R), on

= —ff ~it" 4t (R). Mais comme F admet

too dx _ +oo —it? 5 N oo —ix? +oo _ —IXZ
a— fo = —\/;rfo e dt d’ou f e dx converge et fo 2 +1 \ff dx.
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400 X —1 +o0 X 1 U 17
-32 = —————dx = (7— )dX:I—lI— —— par
f X? +i fo (x? +1)(x* 1) fo X1 x4 W2 et
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linéarité et d’apres les questions 1.2 et 1.4. Avec la question 3.1 : fo et gy = \/7 — \/7

+oo .
Les intégrales f cos(x?)dx et f sin(x?)dx convergent car f . e~ " dx converge (partie réelle et

) + + 1
imaginaire) et, comme e = cos(x?) — isin(x?), fo ~ cos(x?)dx = \/7 et f ~ sin(x?)dx = 3 g




