DEVOIR 15 : PROJECTION INTEGRALES

PSI 1 2025-2026 mardi 06 janvier 2026

QCM

Projection orthogonale : soit E euclidien, p € [1;n], F est un sous-espace de E, B = (ey,--+,en) une base

orthonormale de E telle que F = Vect(eq,---,ep) ; x un vecteur de E, on note pr(x) le projeté orthogonal de
x sur F et d(x,F) la distance de x a F

pE) = > (dlewex a0 F) = |l — pr()||

k=p+1
Y eF (xly) = (pr(x)y) d(x,F)? = . > 1(Xlek)2
=p+

Hyperplan : soit E euclidien, H un hyperplan E, a un vecteur de E telle que H- = Vect(a) et v € E

Vx € E, (H = Vect(x)L) <— (X S Vect(a)) d(v,H) = |(‘1|“2|

||al
W ek (xeH) < ((alx) = 0) a(v,H) = ﬂ]ﬂﬂ)

Continuité sous le signe somme : soit [ et | deux intervalles, f: 1 x ] — K une fonction, dire si les hypothéses

qui suivent font partie des hypothéses du théoreme du cours qui garantit que la fonction g : I — K définie
par g(x) = fl f(x,t)dt est continue sur I

Vt € J, x = f(x,t) continue sur 1[3.3] o : 1 — Ry, V(x,t) € I x ], |f(x,t)| < @(x) et ¢ intégrable sur I
Vx €1, t = f(x,t) continue sur J[3.4] o :] = Ry, V(x,t) € Ix ], [f(x,t)| < o(t) et ¢ intégrable sur |

+oo
Fonction I : soit I : R%. — R définie par I'(x) = fo t*~Te tdt

Yn e N* I'(n) =n! I' est de classe C* sur R¥
Vx>0, T(x +1) = (x + 1)['(x) F(X)Ei

Enoncé | Donner un énoncé du théoreme de dérivabilité sous le signe somme.

—+oo
Preuve | Montrer que le domaine de définition de I' : x L/;) t*~Te~tdt est R%.

Soit f 'endomorphisme (on I'admet) de R® défini par f(a,b,c) = (2a — 4b,b +¢,b — a —c).

On munit R3 de sa structure euclidienne canonique.
a. Montrer que Im(f) est le plan d’équation x + 2y + 2z = 0. Donner un vecteur n tel que Im(f) = Vect(n)*.

b. En déduire la valeur de d = Min |[f(v) —vo|| oltvo = (1,1,0) et un vecteur v € R3 tel que ||f(v) —vo|| = d.
veR

+
On définit g(x) = j;) et cos(2xt)dt pour x € R. On pose f(x,t) = e~ cos(2xt).

a. Justifier que g est bien définie et de classe C' sur R et déterminer g’(x).

b. Exprimer g’(x) en fonction de g(x) (avec une IPP) et en déduire une expression de g(x).
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Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-j 11|23 |4 ]| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2
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i-j | 112|314 ]| Fautes
1 XXX

2

3 X

4 X

P
1.1 Faux : c’est pp(x) = ) (x|ex)ex 1.2 Vrai: ceci traduit x — pr(x) € F- 1.3 Vrai : du cours 1.4 Vrai :
k=1

n

A, F)? =[x —pr(x)|[* et x = pr(x) = > (x|ex)ex. 2.1 Faux: x = O € Vect(a) et H # {0} =E 2.2
k=p+1
Vrai : HY — Vect(a) équivaut & H = Vect(a)l 2.3 et 2.4 Faux : la bonne formule est d(v,H) = ‘(‘T|‘|")‘
a

3.1 Vrai : c’est (Hy) 3.2 Faux : il suffit dans (Hz) que t — f(x,t) soit continue par morceaux 3.3 Faux :
la domination doit se faire indépendamment de x 3.4 Vrai : c’est (H3).
4.1 Faux : cest I'(n) = (n — 1)! 4.2 Faux : c’est I'(x +1) = xI'(x) 4.3 Vrai : vu en cours par récurrence

4.4 Vrai : car I est continue en 1, que I'(1) =1 et que I'(x) = M
X
Soit I et | des intervalles et f: I X ] — K telle que :
(H1) pour tout t € J, x = f(x,t) est de classe C! sur I,
H,) pour tout x € I, t — f(x,t), t — of x,t) sont continues par morc. sur J et t — f(x,t) est intégrable
ox

sur J,

(H3) Jo : ] — R, continue par morceaux, intégrable sur J et V(x,t) € I x J, aX f(x, t)’ < o(t).

Alors g : I = K telle que g(x f f(x,t)dt est de classe C! sur T et ¥x € 1, g/(x) = f] gi (x,t)dt (LEIBNIZ).
Pour x € R, la fonction fy : t — t*~Te~! est continue sur R* par opérations. On a f(t) =° (t]—z)
oo
par croissances comparées car tHT t**t1e=t = 0 donc f, est intégrable sur [1; +oo[ par RIEMANN. De plus,
— 100

fx(t) Y t%x donc, fyx est intégrable sur ]0;1] si et seulement si 1 —x < 1 <= x > 0 par comparaison aux

“+o0
intégrales de RIEMANN. Ainsi, comme fy est positive, fo fx converge si et seulement si x € Ri.

a. Pour (a,b,c) € R3, 2a —4b +2(b+c)+2(b —a —c¢) = 0 donc Im(f) C P. Ainsi rg(f) < 2.
De plus £(1,0,0) = (2,0,—1) et £(0,0,1) = (0,1, —1) forment une famille libre donc rg(f) > 2.

Par conséquent rg(f) = 2 et Im(f) = P. Clairement : n = (1,2,2) et Im(f) = Vect(n)*

b. Diapres le cours @ = Min|w —vol| = d(vo,P) = [vo = pp(vo)l| = [Ipp (vo)l] or pp= (vo) = (‘V'TOIHQTI -1

d= H H = 1. Minimum atteint ssi f(v) = pp(vo) =vo — pps (vo) = %(2,1,—2). Parex. : v= %(1,0,1).
m a. Pour x € R, t — f(x,t) est continue sur Ry, f(x,t) = o(e™"). Ainsi g(x) est bien défini.
o0

Hi our t € R, la fonction x — f(x,t) est de classe C' sur R.
( p +
(Ha) : pourxeRtHf(xt)ett»—)g

=

)

(% ) = —2te sin(2xt) sont continues par morceaux sur R.

(H3) : pour (x,t) € R x Ry, g < o(t) = 2te” Y et ¢ est intégrale sur Ry car o(t) = o(e™ ).
oo

PR o . 1 / +oo —t2N .
Par théoreme de dérivation sous le signe somme, g est C' sur R et ¢/(x) = fo (=2te™ ') sin(2xt)dt.
b. On effectue ensuite une IPP dans g’(x) en posant u(t) = et et v(t) = sin(2xt), u et v sont C! sur R,

ot limu(tv(t) = Lim w(tv(t) = 0 done ¢'(x) = —2xg(x). Ainsi: Vx € R, g(x) = g(0)e~** = YT e=x*,
t—0 t—+o0 2



