DEVOIR 16 : ESPACES NORMES

PSI 1 2025-2026 mardi 13 janvier 2026

QCM
Convexité : soit (E,N) un espace vectoriel normé et C une partie non vide de E

C convexe <= (V(x,y) € C2, Vt € [0;1], tx + (1 —t)y € C) une intersection de convexes en est un
C convexe <= (V(x,y) € C2,Vt € R, tx + (1 —t)y € C) une réunion de convexes en est un

Normes : soit E un R-espace et N une norme sur E, A € R et x, y deux vecteurs non nuls de E

N(Ax) < |AIN(x) N(x+y) =N(x)+N(y) < Ja € Ry, x=oay
N(x +Ay) < N(x) + [AIN(y) N(x =) <[N(x) = N(y)|

Normes : exemples et contre-exemples dans 'espace R3[X], I'application N : R3[X] — R qui & un polynéme

P = aX3 + bX? + cX + d associe ..... est-elle une norme dans R3[X] ?

(P) = PO+ [P()] + [P(2)] N(P) = Max ([P(x)])

x€[0;1]
1
N(P) = la| + [b] +5c| + [d] N(P) = [ P(t)at
Normes usuelles dans R?: soit les normes classiques ||. |1, ||.]|2 et ||.||so dans R? et les trois boules unités

associées & ces normes By = {v € R? | ||y <1}, Ba={veE R? | |v]l2 <1} et Boo = {v € R? | ||v|[oc < 1}

Mo B1 C B
2]loc B2 C Buc

W= (x,y) € R?, |v||2 <
W= (xy) € R? [l <
Soit E = C™ et x = (x1,---,xn) € E. Soit deux réels a < b et £/ = C%([a;b], R) et f € E’.

Donner la définition de |[x|[1, [[xI|2, [xlloc et [fl]1, [fl]2, [[fl]oc-

Soit E un R-espace vectoriel normé E (muni d’une norme notée ||.||), a € E et r > 0. Montrer que

la boule fermée B¢(a, ) = {x € E | ||x — a|| < v} est convexe.
n
Soit E = Rn[X] et N : E — Ry défini par N(P) = > |[P()(0)|. Prouver que N est une norme.
k=0

Soit E = M,(R) muni de la norme euclidienne ||.|| associée au produit scalaire canonique
(A,B) = (A|B) = tr(ATB). On a vu en TD que V(U,V) € E2, ||AB|| < ||A]|||B||. Soit A, B deux matrices
de E et [|[A]| < 1 et I, — A inversible, on définit la suite de matrices (Un)nen € EN telle que Ug = I, et
vn € N, Upt1 = AUy, + B. On pose Mo = (I, — A)~'B.

a. Montrer que si (Un)nen converge, alors lim U, = M.
n—-+oo
b. Montrer que Vn € N, Un41 — Mo = A(Uy, — My).

c. En déduire que la suite (U, )nen converge bien vers M.
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Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Preuve

Exercice 1



Exercice 2
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i-j 11|23 |4 ]| Fautes
1 X X

2
3
4 X

1.1 Vrai : définition 1.2 Faux : sit <0 out > 1, on sort du segment [x;y] 1.3 Vrai: cours 1.4 Faux :
[0;1] N [2;3] n’est pas convexe dans R.

2.1 Vrai: on a méme égalité 2.2 Vrai: par inégalité triangulaire et homogénéité 2.3 Faux : si par exemple on
prend ||(x,y|[oc = Max(|x|, [y|) dans E = R?, x = (1,0) ety = (1,1) 2.4 Faux: c’est N(x—y) > [N(x)=N(y)|.
3.1 Faux : P = X(X —1)(X — 2) # 0 est dans R3[X] bien que N(P) = 0 3.2 Vrai : classique 3.3 Vrai :
classique 3.4 Faux : N est linéaire mais ni homogene ni positive.

4.1 Faux : siv=(1,1), |[v|]2 = V2 et |[v|[oo =1 4.2 Vrai: |x| + |y| < Max(|x], [y]) + Max(|x|, [y]) = 2|[¥||0

4.3 Vrai : [|v]|2 = /v +v3 < vi| + [v2| = | V|1 4.4 Vrai @ |[v]|ec = Max(Jvi], [v2]) < /v +VZ = |v]|2.

n n b
Par définition, [[x/|1 = 3 puel, [z = | 3 beel?, IIxlloe = Max bl et [[ill = [ I(0lat,
k=1 k=1

ke[ln

b
[Ifll2 = f f(t)2dt, [|fllc = Sup [f(t)] = Max |f(t)| (fonctions continues sur des segments donc
a tela;b] te[asb]

intégrables et théoreme des bornes atteintes).

Soit x et y deux vecteurs de la boule fermée B¢(a, 1), ce qui se traduit par |[x—a|| < ret|jy—al| <+
Soit aussi un réel t € [0;1], alors le vecteur tx + (1 — t)y est aussi dans B¢(a,r) car, par inégalité triangulaire
et homogénéité, |[tx+(1—t)y—a|| = [t(x—a)+ (1 —t)[y—a)|| < t|x—a|]|+ (T =t)|[y—q|| < tr + (1 —t)r = 1.

On en déduit par définition que B¢(a,r) est une partie convexe de E.

Soit A € R, P et Q deux polynoémes de E.
n p(9(g)

Séparation : N(P) = 0 <= Vk € [0;n], [PF(0)| =0 =P = o X* =0 (formule de TAYLOR).
k=0 K
n n
Homogénéité : N(AP) = > [AP(R)(0)| = Z IA[[P1)(0)| = |AIN(P) par linéarité de la dérivation.
k=0 =

n

Inégalité triangulaire : N(P + Q) Z ’ P+ Q)™ (0 ‘ = Z |P(k) + Q™M)(0) ‘ < Z ‘P(k) )+ 1QM (0 )‘

par inégalité triangulaire sur les réels. Ainsi : N(P 4+ Q) < N(P) + N(Q).

Au final : N est bien une norme sur E.

a. (Un41)nen est une suite extraite de (Up)nen donc 1im Unyp =Msi lim U, = M
OO

n—-+oo

par hypothése. Par opérations, on a aussi llT AU, = AM car ||AUn AM|| < [|A]] [[Un — M| - 0.
n——+0o0 o0
Par somme, comme U7 = AU, + B, on a donc hm Un+1 = AM + B. Par unicité de la limite, il vient

n—+

M = AM + B donc (I, — A)M = B et, comme I, — A est inversible, on a bien M = Mg = (I, — A)~'B.

b. Pour n € N, Up41 — Mo = AUy + B — (AMo + B) = AU, — AMg = AUy — Myo).

c. On a donc [[Unt1 — Mol| < ||A]]]|Un — Mo]| par I'inégalité vue en TD donc, par une récurrence facile,
Yn e N, |[Un — Mo|| < ||]A]I™ [JUo — Mo]|. Comme ||A|| < 1, par encadrement, on a nliTm [|lUn — Mol| =0,

ce qui est la définition de lim U, = My.
n—+4oo



