DEVOIR 17 : SERIES ENTIERES

PSI 1 2025-2026 mardi 20 janvier 2026

QCM

Caractérisation séquentielle : soit f: R — R, a € R et (un)nen une suite réelle qui tend vers a

f continue en a => lim f(un) = f(a)[1.3] Si f monotone : f continue en a => lim f(un)

n—-+oo n—-+oo

f continue en a <= lim f(un) = f(a)[1.4] Si f monotone : f continue en a <= lim f(un)
n—-+o0

n—-+oo

Majoration, minoration : soit ) anz™ une série entiere de rayon R >0, r € R} et zo € C

n=0
((anzl)nen tend vers 0) <= |zo| < R r>R<= Y a,m™ DVG
n=0
((anzd)nen non bornée) = |zo| > R T<R= > anr™ CVA
n>0

Comparaison : soit Y. anz™ de rayon R on suppose que ¥n € N, a,, >0

n>0
an = O(2")=R2> % (an)nen décroissante =R > 1
(o)
. o . An41 _ l
nl_ﬁTooa“_ozRM nETooian 2

Série entiére et régularité : soit (an)nen € CN et >~ anx™ une série entiére de la variable réelle de rayon de

n>0

convergence R =1 telle que Y an et > (—1)"a, convergent, et f sa fonction somme
n=>0 n=>0

“+oo

f est de classe C* sur [—1;1] Vx €] = R;R[, F/(x) = 3 n(n+ 1)apyx™?

n=2

+o0
f est de classe C* sur | — 1; 1] Vx €]0; R], fx fl)dt = 3 292n y2n+]
—X

Définition | Définir le rayon de convergence d’une série entiere.

Preuve | Soit > anz™ et > bnz" deux séries entitres & coefficients complexes de rayons de convergence

n=0 n>0
respectifs R, et Rp. On suppose que Vn € N, |a,| < |[bn|. Montrer alors que Rp < Rq.

Soit f :] — 1;1[— R définie par f(x) = in <]ﬂ> Calculer f'(x) et en déduire une suite

2 1—x

+o0
(an)nen telle que Vx €] — 1;1[, f(x) = > anx™.
n=0

n n
On considere Y n—‘x“ dont on note R le rayon de convergence. On note an = n—'
n>0 n: n:
a. Déterminer avec D’ ALEMBERT la valeur de R.

—+o0
b. Donner de domaine de définition de f:x +— > anx™.
n=0



|DEVOIR 17 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 17 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-j | 1|12 |3 ] 4| Fautes
1 X X
2 X X
3 X X
4 X X

1.1 Vrai : caractérisation séquentielle pour une suite 1.2 Faux : il faudrait que ce soit vrai pour toutes les

suites qui tendent vers a 1.3 Vrai : la monotonie ne change rien 1.4 Faux : si la suite tend vers a™, on n’a

que la continuité & droite en a. Par exemple f = | |, a =0 et up, = ﬁ pourtant f n’est pas continue en 0.

2.1 Faux : juste une implication > 2% e rayon R=1,zp =1 et (l) tend vers 0 2.2 Vrai : du cours
n>1 n n/nzi

2.3 Faux : juste une implication ; > z™ est de rayon R=1¢et > 1 DVG 2.4 Vrai : théoréme du cours.

n
3.1 Vrai: larayon de > 2™z" vaut 1 8.2 Faux : ap = —1— et le rayon de S>> —%— vaut 1 3.3 Vrai :
n>0 2 n+1 nson+1

alors ap, = O(1) et le rayon de > z™ vaut 1 3.4 Faux : aucune raison que la suite (M) converge.
+o00 n>0 an nz
4.1 Faux : f n’est a priori que continue sur [—R; R] par convergence normale (prendre an = 17) 4.2

(n+1)*
Vrai : cours 4.3 Faux c’est n(n—1)a,x™~2 4.4 Vrai : par convergence normale sur [—x; x|, on peut intégrer
terme a terme et les mondémes impairs ont une intégrale nulle.

Soit (an)nen € K" une suite de scalaire, on définit E = {p € Ry | (anp™)nen est bornée}. Le
rayon de convergence de la série entiere Y anz™ est R = Sup(E) € Ry

Soit r € Ep = {p € Ry | (bnp™)nen est bornée } alors (bn™)nen est bornée par définition. Ainsi,

IM >0, ¥n € N, |bn|r™ < M. A fortiori (an™)nen est bornée car ¥n € N, |an[r™ < [bp|r™ < M. Par
conséquent, B, C Eq = {r € Ry | (an™)nen est bornée } donc Rq = Sup(Eq) = Sup(Ep) = Rp.

La fonction f est dérivable sur | — 1;1[ par théorémes généraux car Vx €] — 1;1], T£x 5o
—x

1

Comme f(x) =

+oo
(n(14+x) — (1 —x)), On calcule f'(x) = %(] er + 1 lx) =1 ]xz = > x* =g(x)
- n=0

pour x €] — 1;1[ (série géométrique). Comme le rayon de > x*™ vaut R = 1, d’apres le cours, on peut
primitiver terme & terme l'expression de g(x) pour avoir celle de G(x) ol G est la primitive qui s’annule en

N [—

L +00  2n41
0 de g sur | — 1;1[. Ainsi, comme G = f car f(0) =0, on a Vx €] — 1;1], f(x) = G(x) = ; ek
—o<n
n+1_/ " n n
‘G“H ’ = Snil  _e 2 _ . /M car, d’apres STIRLING, on a ™ ~ —&—.
an an +ooeh \/271(11 +1) n+1 n!l +oo /27
an4+1 l

Ainsi, lim
n—4oo an e
b. D’apres le cours, | — 1/e;1/e[C D¢ C [—-1/e;1/e]. On a D¢ = [—1/e;1/¢[ car :
n
e Six=1/e,Vn € N, n—|(1/e)TL o 1~ 0 donc > an(1/e)™ diverge par RIEMANN.
n!

o0 \/271n n>=o0

n n
eSix=—1/e, > T:l' (—1/e)™ est alternée et, si u, = T‘:l—’(]/e)“, on a un ~ 17m donc Um u, = 0.

’ = e d’ou, d’apres le cours, R =

n=0 +o0 /2 n—+oo
D™ nle™ 1\" 1
De plus, L = 1 et ¥n > 1, dntl — (n + :7(1 7) - ( In(1+ -~ —1)- Comme
plus, o nzl o n“(n—i—l)!e““ . + o exp (n n( + n)
In (1 + l) <1 par concavité de In sur | — 1;+o0[, on a Intl <1 done (un)n>o est décroissante. Par le
n n Un

n
critére spécial des séries alternées, > n—,(—] /e)™ converge.
n>o0 n.
Le domaine de définition de f est donc [—1/e;1/e].



