DEVOIR 20 : VARIABLES ALEATOIRES

PSI 1 2025-2026 mardi 24 février 2026

QCM

Espérance : soit X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans N et ayant des espérances finies

—+o0
[L1] EX)= X P(X=n) Vn>1,P(x>n)<m
n=0

n

E(X +2Y) = E(X) + 2E(Y) > nP(X =n) est semi-convergente
neN

Inégalités : soit X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans N et ayant des moments d’ordre 2

E(X?) > E(X)? ¥n>1, P(x>n) < EX)

y v(X)

V(X +Y) < V(X) + V(Y) Ve >0, P(X —E(X)[ > ¢) <

Lois usuelles : soit X, Y, Z trois variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N qui suivent respectivement

la loi géométrique de paramétre p €]0;1], la loi de POISSON de paramétre A > 0 et la loi binomiale B(n,p)

E<xv>=§ E(XZ) =n

v<x+v>:‘$2+x V(z) = np(1 —p).

Fonctions génératrices : soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, U une variable

aléatoire qui suit la loi géométrique de paramétre p €]0;1]

Gy(1) = 5 nP(x =n) = E(X) Vie B, Gxpv(t) = Gx(DGy (1)

n=0

—+oo
lim Y P(X=n)t" =1 veel - 1;1], Gu(t) = —2t

TN T—(1—pi

Donner précisément 1'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV.

Soit X une variable aléatoire discrete réelle positive sur un espace probabilisé (2,4, P). On suppose

E(X)

que X admet une espérance finie. Montrer que : Ve > 0, P(X > ¢) < —— (inégalité de MARKOV).
€

Chez un marchand de journaux, on peut acheter des pochettes contenant chacune une image.

La collection complete comporte en tout N images distinctes. On note Xy le nombre d’achats ayant permis
I'obtention de k images distinctes. En particulier, X; = 1 et XN est le nombre d’achats nécessaires a

I’obtention de la collection complete. Par convention, Xy = 0.
a. Quelle loi suit, pour k € [1; N — 1], la variable aléatoire X471 — Xy ?

b. En déduire I'espérance de Xy. Donner (sans preuve) un équivalent de E(Xn) quand N tend vers +oo.
Soit n > 2 et Xy, -+, Xy des variables indépendantes telles que P(Xy = —1) = PXx =1) = %

n
a. On pose S, = Y Xyi. Calculer E(Sy,) et, pour k € [1;n] et x € R, E(eXX*).
K=1

XZ

b. En déduire que, pour tout x > 0, E(e*5») = (ch(x))™. On admet que ch(x) < e'Z .
2

xS XE€ nx —xe

c. Montrer, pour ¢ > 0 et x > 0, que P(S, > &) = P(e™™ > e*¥) e 2 .
2
—

d. En déduire que P(S,, > ¢) < eZn.
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Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-j 11|23 |4 ]| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 20 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i1 4 | Fautes

1 X

XXX |w

2
3
4 X

—+oo
1.1 Faux: c'est E(X) = > P(X > n) 1.2 Vrai: c’est la linéarité de espérance 1.3 Vrai: c’est I'inégalité de
n=1
MARKOV 1.4 Faux : par définition cette série doit étre absolument (donc commutativement) convergente.
2.1 Vrai : V(X) = E(X?) — E(X)? > 0 donc 2.2 Faux : V(X +Y) — V(X) — V(Y) = 2Cov(X,Y) dont on
ne connait pas le signe 2.3 Vrai : c’est I'inégalité de MARKOV et (X > n) C (X > n) 2.4 Faux : clest

P(IX—E(X)| =€) < L;O d’aprés BIENAYME-TCHEBYCHEV donc ¢a peut étre faux dés que ¢ < 1.
€
3.1 Vrai: X 1L Y donc E(XY) = E(X)E(Y) et E(X) = Lt E(Y) =A 3.2 Faux: on abien V(X+Y) = V(X)+V(Y)
P

et V(Y) = A mais V(X) = 1—_22 3.3 Vrai: E(X) = 1t E(Z) =npet X 1L Z 3.4 Vrai: cours.
p p

4.1 Faux : on ne sait pas si X admet une espérance finie 4.2 Vrai : la série génératrice converge normalement
sur [—1;1] d’olt la continuité en 1 de Gx 4.3 Faux : la formule est correcte mais on ne sait pas quel est le

rayon de ces deux séries génératrices 4.4 Vrai : relation correcte et le rayon vaut R = % > 1.
-p
Soit X une variable aléatoire discrete réelle sur (§2, A, P) admettant un moment d’ordre 2.

Alors, pour tout ¢ >0, on a IP<|X —E(X)| > s) < V(ZX) (inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV).
€

Pour ¢ > 0, posons A = (X > ¢) € A (car X est une variable aléatoire). Alors :
esiw e A,onaX(w)>eet Ta(w)=1donc X(w) > ela(w).
esiw¢A,onaX(w)=0et Ta(w) =0 donc X(w) = ela(w) a nouveau.
Ainsi X > eTa. Par croissance et linéarité de espérance : E(X) > ¢E(Ta) = eP(A) = eP(X > ¢).

a. Xygi1 — X représente le nombre de pochettes & acheter (sachant qu'on a déja k images

différentes) pour en obtenir une nouvelle (c’est-a-dire une (k+1)-iéme image distincte). La probabilité d’avoir

une nouvelle image est alors de N l:l K donc Xk+1 — Xk suit la loi géométrique de parametre py = %
N-1 N=T
b. Comme XN = > (Xi41 — Xk), par linéarité de l'espérance, E(Xn) = E(X1) + > E(Xk4+1 — Xk). D’apres
k=0 k=1
D N
de qui précede, E(Xn) = >, — =N >, - =NHn ~ NiIn(N).
k=0 Pk i=11 too
a. Par linéarité de l'espérance, E(S,) = 1 > E(Xk) =0 car E(Xx) =1 X % +(—1) x % =0.
=1
De plus, E(eX*x) = e* x % +e X % = ch(x) par théoréme de transfert.
n n
b. eX5n = ] eXXx et X1 ... eXXn gont indépendantes donc E(eXSn) = [[ E(eXXx) = ch(x)™.
k=1 k=1
c. Comme t — e*t est strictement croissante, (Sy, > &) = (eX5n > X¢). Comme e*5n est positive et eX¢ > 0,
2
xS X-\n 2
n 2 nx< _ .
par l'inégalité de MARKOV, P(eX5n > eX¢) < ]E(eexs ) < (eexs) —elT X d’apres b..
2
d. La fonction parabolique f : x % — xe est minimale quand f'(x) = nx — e = 0 donc en xo = < et,
n
nXG e =&

d’apres c.,on a P(S;, > ¢) <e 2



