SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 12
ESPACES VECTORIELS NORMES

(12.1 Normes et équivalence}

a. Pour (x,y) € R?, on pose la fonction fxy : [0;1] — R définie par fxy(t) = xt+y. D’abord, f est continue
sur le segment [0; 1] donc N(u) = [[fx y|oo,[0;1] existe. Comme f est affine, elle est croissante ou décroissante

donc [Suﬁ Ifx,y| = Max([fx,y (0)], [fx,y(1)]). Or fxy(0) =y et fx (1) = x+y. Ainsi, N(u) = Max(|y|, [x +y|).

e Séparation : si u = (x,y) € R? et N(u) = 0 alors Max(Jy|, |x +y|) = 0 donc |y| = [x +y| = 0 ce qui
implique y =x+y =0 d’ott u = (x,y) = (0,0).

e Homogénéité : soit u = (x,y) € R? et A € R, comme la norme infinie (dans R?) est elle-méme homogene
d’apres le cours, N(Au) = Max(|Ax|, |[Ax + Ay|) = Max([A]|x], [A] |x +y]) = [A| Max([y], |x +y])) = |A| N(w).

e Inégalité triangulaire : soit (u = (x,y),v = (x',y’)) € (R?)?, la norme infinie vérifie est elle-méme 1'inégalité
triangulaire : N(u+v) = Max([y+y'|, [x+x +y+v’|) < Max(|y|, [x+y|) +Max(Jy’], |x' +y'|) = N(u)+N(v).
On pouvait aussi dire que |y +y'| < |y| + Jy'| < N(u) + N(v) car N(u) = Max(|Jyl,|x +y|) < |y| et

N() = Max(ly'[, X" + ) < [y'[. De méme, |x +x"+y +y'| < [x +y[+ X +y'| < N@)+N() car

<

N(u) = Max(Jy|, |x +y|) < |x +y| et N(v) = Max([y’'], ¥ + y'|) < |x' +y’|. Ainsi, on trouve & nouveau la
majoration N(u+v) = Max(ly +y'|, [x + ¥ +y + y’|) < Max(N(u) + N(v),N(u) + N(v)) = N(u) + N(v).

b. Soit u = (x,y), N(u) < 1 <= Max(jy|,|x +y|) < T <= (-1 <y <let =1 <x+y < 1) donc en notant
les quatre droites D7 : y=1,D2 : y=—-1,D3 : x+y=1et Dsg : x+y = —1, la boule unité B (pour
la norme N est la zone fermée située en dessous de D1, au dessus de D, en dessous de D3 et au dessus de
D4 : B est donc le parallélogramme PQRS avec P = (0,1), Q = (=2,1), R=(0,—1) et S = (2, —1).

On voit sur le dessin (& faire) que la plus petite boule fermée de centre (0,0) contenant B est celle de rayon

B = /5 et que la plus grande boule fermée de centre (0,0) incluse dans B est celle de rayon « =

S

e Soit u = (x,y) € B, alors |x| = [x+y—y| < [x+y|+|y] < 1+1=2et |y| < N(u) =1doncx?+y2 <4+1=5
donc u € B¢(0g2,+/5).Ainsi, B C B(0g2,/5). Sion prend r < /5, alors Q est dans B mais pas dans B¢(0g2, )
car ||(=2,1)||2 = v/5 ; d’ol1 la minimalité de /5.

e Soit u = (x,y) € Bf(ORz,

V2

donc |x +y| < 1, ainsi N(u) < 1 d’ott u € B. Ainsi, Bf(ORZ,%) C B. Sion prend r > \Lﬁ’ alors

), alors |y| < \% < 1 et, classiquement, (x +y)? = 2(x? +y?) <2x (1/2) =1

T T . T )
u= est dans B¢(Op2, 1) mais pas dans B car N(u) = Max ( 2r ) = 4/2r > 1 donc B n’est pas
(\/i) \6) f( R2» ) p ( ) \[ ) \ﬁ \[ p
inclus dans B (O , 1 ) n’est pas inclus dans B ; d’ou la maximalité de A1
TR V2 P V2
Ces inclusions reviennent & 1’équivalence des normes ||.||so et N avec v2N(u) < [[u|/oo < V/5EN(1) et au fait

que ces constantes sont optimales, v/2 est maximale et v/5 est minimale.
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a. On vérifie de maniere classique que E est bien un espace vectoriel car c’est un sous-espace vectoriel de

C'([0;1], R). De plus, pour f € E, la fonction 3f + f’ est continue sur le segment [0; 1] donc y est bornée ce
qui justifie 'existence de N(f) = [|3f + || j0;1]-

e Séparation : si f € E et N(f) = 0 alors 3f + f' = 0 avec f(0) = 0. C’est une équation différentielle avec
condition de CAUCHY. Les solutions de (E) : y’ + 3y = 0 sont les fonctions y : t — Ae ™3t avec A € R mais

la condition initiale f(0) = 0 impose A = 0. On trouve donc f = 0 comme attendu.

e Homogénéité : soit f € E et A € R, comme la norme infinie est elleeméme homogene d’apres le cours, on a
N(AF) = [[3Mf + Moo, 01 = [INGF + ) [oo,10:17 = ATI3F + [, 10,17 = AN(E).

e Inégalité triangulaire : soit (f,g) € E2, la norme infinie vérifie I'inégalité triangulaire d’apres le cours,
N(f+g) = [B(f+9)+(f+9) lloo, 03] = 1B+ 43949 [0, 051 < 13F+F [ oc,j0:11 13949 oo, (017 = N(F)+N(g)-
b. Soit f € E, posons g = 3f + ' de sorte que f soit solution sur [0; 1] de Péquation différentielle y' + 3y = g.
Les solutions de I’équation homogene (Eo) : y’ 4 3y = 0 sont les fonctions y : t — Ae ™3t et, par la méthode
de variation de la constante, on trouve que yo : t — e~ 3t fot e3%g(u)du est une solution particuliere. Ainsi,

il existe A € R tel que Vt € [0;1], f (?\ + f Sug ) 3t Comme f(0) = 0 par hypothese, on a

A =0 donc Vt € [0;1], f(t) = e 3t f;} e3tg(u)du.

t
Ou plus simplement : Vt € [0;1], e3'f(t) = [e3Wf(u)]} = du = fo (3f(u) + f'(u))e>*dt donc
3u 3t
Ve [0 1], 1) < e [ e gl oman = e3¢ [£] N() “; N < MY insi L. < MO,

—3t
Si on impose par exemple g = 1, on a f' +3f = 1 donc N(f) =1 et Vt € [0;1], f(t) = ]% avec les calculs

précédents donc [[f|[og,j0;1] = % Ceci prouve que la constante % ci-dessus est la plus petite possible puisque
-3t
la fonction non nulle fo : t > _§ fournit I’égalité.
Sifn:x—=x"pourn€ N* onafy, €Eet|[fnl]lc="n(1)=1et N(fy) = Sup [3t" +nt"'|=n+3 car
te[0;1]
gn it 3tT+nt™ ! est positive, croissante sur [0;1] ¢ [|f,]]oo,j0:1) = gn(1). Ainsi, lim N{fn) +00

n—+oo |[fn|oo,[051]

ce qui justifie que ||.||oo (sur [0;1]) ne domine pas N : ||.||o €t N ne sont pas équivalentes.

Pour la séparation pour Na, si f € E et Na(f) = 0 alors f + f = 0 avec f(0) = 0 et on résout une équation

différentielle pour constater que f = 0. Les autres conditions sont simples & vérifier. Il est clair que N < Ny
car || . ||co est une norme. De plus, sif € E,ona: Vx € [0;1], [f(x)+ (x)] < N2(f) donc |(f(x)e*)'| < N2(f)e*
et en intégrant, cela donne |f(x)e*| < Nz(f)(ex —1) donc [f(x)] < M(1 —e™ 1) ; ainsi |f'(x)| <M(2—e7 1) et
N7 (f) < (3 —2e7 )N, (). Elles sont donc équivalentes.

a. Résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants avec f(0) = f/(0) = 0 pour
la séparation de N. Le reste est classique.

b. Soit f € E, on pose g = f + 2f' + " qui est continue et on utilise la méthode de variation des constantes
(voir équations différentielles du second ordre plus tard dans I’année) pour avoir (avec f(0) = /(0) = 0) :

Vx € [0;1], ( f g(t)etdt — fox tg(t)etdt)e_x. On majore ensuite brutalement |x| < 1, [e¥]| < e et
le™™] < 1et |g( )| < lgl|oo pour avoir : [f(x)] < 2e||g||oo d’ol ||f]|oo < 2e N(f) (certainement pas optimal).
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a. Si ||f||¢ =0, alors f s’annule 14 ot ¢ ne s’annule pas. Par continuité de f, f = 0.
b. 1 est continue sur un segment donc : @1 < ke ; ainsi ||.||¢, <X||.||¢,- On conclut par symétrie.
P2
c. Non car on peut poser f : x — (1 —x)™ et, en faisant deux études de fonctions, avoir les équivalents :

2 n
-0 ) - (-25) =2
fall = (1= 1) ~ et ||l = (—2=) (1 ~
[FFnllx n+1 n+1 ooeneIITLIIXZ n+2 n+2/) oe’n?

a. Si ||f|| =0, alors f s’annule 1a ot ¢ ne s’annule pas. Par continuité de f, f = 0.

b. L est continue sur un segment donc : @1 < ke ; ainsi ||.||¢, <k||.||¢,- On conclut par symétrie.
$2

1
(m+1)mn+2)

a. Pour tout entier (io,j) € [1;n]?, par définition du maximum, on a |mi, j| < ]I\</l.cix |mij|. En sommant
<ign

2
Mm+1)n+2)(n+3)°

c. Non car on peut poser fn : x — (1 —x)™ et ||fn||lx = et ||fnllx2 =

n

< Y0 Max |myj| = N1(M) ce qui montre
Zii<isn

n
ces inégalités sur la ligne i, on obtient Vip € [1;n], > |mi,
=1

n

N; domine N, car YM € E, N2(M) = 1I<\/_la;< ( > |mio‘j|) < Ni(M) =1.N7(M) (1). Or on a égalité dans
STOST V=1

I'inégalité (1) pour la matrice M = E; 7 # 0. Ainsi, la constante optimale (minimale) o est x = 1. En

effet, s’il existait une constante a > 1 telle que YM € E, aN2(M) < N;(M), alors pour M = Eq 7, on aurait

N2(M) =Nj(M) =1 donc « < 1 ce qui est absurde.

n
b. Pour tout entier (i,jo) € [1;n]]?, comme on somme des quantités positives, [mi j,| < Y |my ;| Ainsi, en
=1

n
passant au maximum, Vjo € [1;n]], Max [my;,| < Max > |mij| = N2(M) donc, en sommant ces inégalités
1<i<n 1<i<n {5

n
pour toutes les colonnes, N1(M) = > 17\4‘2‘ Imij,| < nN2(M) (2). Or on a égalité dans 'inégalité (2)
jO:] Isn

pour la matrice M = I, # 0. Ainsi, la constante optimale (minimale) f est § =n (comme avant).

a. L’inégalité est claire si a est nul ou b est nul. Si a > 0, on étudie I'application ¢4 : R} — R définie
par @q(t) = Il)ap + ﬁtq — at. @4 est dérivable et Vt > 0, ¢’ (t) = t97' — a donc ¢, est minimale pour
to = a'/(9=1) en lequel elle vaut ©altp) =0 carp = ﬁ Ainsi @4 est positive et on a l'inégalité voulue.

b. On applique I'inégalité de la question a. & a = |ayj| et b = [bi;| pour (i,j) € [1;n]? et on somme, ce qui
donne I'inégalité > |aijbij| < L lag,;|P + L by ;|9 = 14+ 1 — 1 par hypotheses.
1<i,j<n Pigij<n 9 i1<ijsn P q
c. Si tous les coefficients d’'une des deux matrices sont nuls, cette inégalité se raméne a 0 < 0 : ¢a va !
1/p 1/4q
Sinon, on a « = ( > ag \p) >0et p= ( > |bi,j|q> > 0 et on peut appliquer 'inégalité de
1<ij<n 1<ij<n

. ai; R bi . ) .-
la question b. avec —L dans le role de ay; et —1 dans celui de b;j. Comme sont respectées les conditions
o

aij|P 1 S by, |9 1
R D S R L R T D S M D DR SRR B
1<ij<n ! @ " 1<ij<n 1<ij<n ! B B 1<ij<n
S A 1/p 1/q
. ai ;b .
Ce quidonne 50 %828 <puis 3 faysbigl<ab=( 5 JaylP) (X feigle)
1<ijsn | oB 1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n

d. A nouveau linégalité de la question b. avec ai;j a la place de aij (ga cest bon) et (aij +by;)P "' ala
—1
placedebij: 3 (Jay;+bi,;P7) = 3 (Jayj+bi, )PV = S Jay b P car (p—1)g = p.

1<ij<n 1<i,j<n 1<ij<n

1/p 1/4
Ainsi Y. aijllai _|_bi’j‘P—1 < ( > |ai’].|v> ( > lag +bi,j|P> et par symétrie entre x

I<i,jsn I<ijsn I<ijsn
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1/p 1/4q
et y, on obtient : 37 |bi>j|a1,j+bi,j|p_]<< > |bi,jp> ( > |ai,i+bi,j|p> -

1<hjsn 1<ijsn 1<ijsn
Alors, comme Y(i,j) € [1;n]%, |ai; +bij[P < (Jai;| + [bij])|ai,; + bi;|[P~" par inégalité triangulaire, on a :
Z \ai,j + by |p < Z |ai,]~||ai’j +bi; |‘p71 + Z |bi,]~||ai’j + bi; |‘p71 d’ott on déduit :

1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n
1/p 1/p 1/q
PORNCINE SUNILIES > aiglP +1 X IbylP >, e +oiP
1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n
Si Y |aij + bij[P = 0, I'inégalité demandée est vraie. Sinon, on divise I'inégalité précédente par
1<ij<n
1/4 11 1/p 1/p
q
> lai +bilP >0: ( > e+ bi,il") <X foylP 1 X IbylP
1<i,jsn 1<i,jsn 1<i,jsn 1<i,jsn

or1— é =1 par hypothese et on obtient 'inégalité souhaitée.
P

1/p 1/p 1/p
Dans tous les cas : > ag; +bi;lP < > aiglP + > |by;lP .
1<hj<n

1<i,jsn 1<ijsn

e. Clairement : ( Max |ak‘l|)]D < Y JaiP < X (. Max |ak,.|P) et on passe & la racine p-ieme.
0 <

ISklsn 1<ij<n I<ijgn ISklsn
On en déduit que lim |[|Allp = [|A]|-
p——+oo
f. Pour (i,j) € [1;n]?, on a |ai,j| < ||A|lq donc |‘|(X|’|)| < 1. Comme 1 < p < ¢, on en déduit que
q
asgl? _ Jaygl? Jas° Jas |7 Al
on somme et Y o =1 < B donc [|A]lq < ||A]lp-
IAllG ~ IAllG 1<iy<n IAIIG T 1<iGen 1AL NIE e

p.
13]

de by, P <1 & la place de 1ot d9=P c13la place de 1 : on vérifie la condition 2 + 9=P — 1 et on
q % q q q

Ensuite on applique 'inégalité de HOLDER en paramétrant correctement : al. & la place de ayj, 1 & la place

Pg( S (|ai,j‘p)q/p>p/q( 5 ])(qu)/q:

1<ijsn 1<i,jsn

obtient  >°  |ay;
1<ij<n

IAllp <n?/P=2/4]|A]lq.

Ces constantes sont optimales car 'inégalité de gauche est une égalité pour A = Eq 1 et celle de droite pour
A=(igijgn

a. e L’inégalité est claire si a est nul ou b est nul. Si a > 0, on étudie I'application @4 : R} — R définie
par @q(t) = Lar 4 étq — at. @q est dérivable et Yt > 0, ¢’ (t) = t97" — a donc @, est minimale pour
P
to = a'/(d=1 en lequel elle vaut @4(tp) =0 car p = —CL] Ainsi ¢ est positive et on a 'inégalité voulue.
q-—

1 1

e On peut surtout utiliser la concavité de In sur RY si (a,b) € (R%)? car, comme — 4+ — =1, on a
p q
In (lap + ]abq> > 1 In(aP) + %ln(bq) = In(a) + In(b) = In(ab) donc, par croissance de exp, on trouve
p p

bien I'inégalité attendue, a savoir lap + lbq > ab.
P
b. On applique 'inégalité de la question a. & a = |xx| et b = |yx| pour k € [[1;n] et on somme, ce qui donne
n n n
Pinégalité > P < - 3 xilP ++ 32 Jyi9 = L + L =1 par hypothese.
k=1 P x=1 9 k=1 P q

c. Si tous les coefficients d'un des deux vecteurs sont nuls, cette inégalité se ramene a 0 < 0 : ¢a va !
n

1/p n 1/q

Sinon, on a o = ( > |xk|p) >0et p = ( > |yk|q> > 0 et on peut appliquer I'inégalité de la
k=1 k=1

question b. avec Xk dans le role de xy et % dans celui de yx. Comme sont respectées les conditions
o

n

>

k=1

xi [P 1 & n L |9 L n
o ’ o kz::1 P ¢ kz::1 B pI kgl [uid e kz::l

Lklﬁﬁ‘ < 1 d’apres b. puis
o
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n 1/p, n 1/4q
2 o] < b= (3 pol”) (3 puwle)
k= K=
d. A nouveau l'inégalité de la question b. avec x & la place de xk (ca c’est bon) et (xix +yi)P~' & la place

n n
1
de yi domne 3> (hc+ulP71) = 3 (jxc+uil) T = Z Xk + Y|P car (p—1)g =p.
k=1

mn

n n /v 1/q
Ainsi Y |xi|lxk Fy[P7! < <Z xk|p> <Z [xk +yk|p) et par symétrie entre x et y, on obtient :
k=1 k=1 K=1

n n /P / n 1/4q

3l uel " < (Sl ) boctud)

k=1 k=1 k=1

Comme Yk € [1;n]], [xk+yx| < |xk|+|yk| par inégalité triangulaire, on a [xk +yx [P < (x| +|yw|) xe+yi P!
n n n

donc, en sommant, > |xk +yk|? < 2 [xrllxk Fyk[PTT + X |yklxk +yk[P~! d’ont on déduit :
k=1 k=1 k=1

n 7n 1/p , n 1/p n - 1/q
5 it < () "+ (Shal) ) (S mcrud)
k=1 k=1 k=1 k=1
n 1/9

Si > |xk +yk|P =0, 'inégalité demandée est vraie. Sinon, on divise (1) par ( Z [x1 + yk|p) > 0 pour

k=1 k=1

n 17% n 1/p n 1/p
avoir ( > xx +yk|p) < (Z yk|p> + (Z |yk|P> or1— é = 1 par hypothese et on obtient
k=1 k=1 k=1 p

n /v n 1/p n 1/p
I'inégalité souhaitée. Dans tous les cas : <Z [xk + yk|p) < <Z |xk|p> + (Z |yk|p> .
K=1 k=1 k=1

e. Inégalité triangulaire : on vient de le faire a la question précédente.

n
Séparation : soit x = (xk)1<k<n € K™ tel que ||x||p = 0, alors }_ [xi|P = 0. Une somme nulle de termes

positifs implique que tous les termes sont nuls donc Vk € [1;n], [xk|P =0 <= xx = 0. Ainsi, x = Og~.

n 1/p n 1/p
Homogénéité : soit A € K et x = (xi)1<ken € K™, alors [[Ax]], = ( ) |xxk\v) - (mv 3 |xk|v)
k=1 k=1

el 1 /p, 1 1/p
dont on déduit bien |[Ax|], = (|A|v) ( > |xk\v) = Al [xllp-
k=1

n 1/p
Par conséquent, ||.||p : K™ — R définie par ||x||, = ( > \xk|P) est une norme sur K™.
k=1

n

f. Clairement, (1Il/lk(1<xn |xk|)]D = 1T;/lka<xn Ixi|P < S xi [P <
XM= N

M:

( Max |xk|P) et on passe & la racine p-iéme

pour avoir |[x|[ee < |[X|[p < n'/P||x||sc. Comme lim n / = 1 , par encadrement lim |[x[|p = ||x|[oc-
n—-+oo p—+o0
g. Pour x = 0, cette double inégalité est clairement vérifiée et revient a 0 < 0 < 0.

n
Pour x # 0, on a |[x||s > 0. Pour k € [[T;n]], on a |xk|* < [|x]|5 = > |xi|® donc |xk| < ||x||s ce qui prouve
i=1

S T
que yx = e € [0;1]. Comme 1 < 1 <s, on en déduit que 0 < yj <y}, c’est-a-dire que |Xk|s < |Xk|r, on
[Ix]ls [Ix[ls Il
n T T
somme pour k € [1;n] pour avoir Z P <Y |Xk|r — 1< || I donc ||x||s < [[x]|+  (2).

XI5 =[xl [l

Ensuite on applique I’ 1negahte de HOLDER en paramétrant correctement : xj a la place de x, 1 a la place

de Yk, ¢ T <1 alaplace delets=Tc13ala place de a : on vérifie la condition T —I— $—T — 1 et on obtient
P s

n n (s—71)/s
S xk]" < ( > (|xk|r)5/r) ( > 1) , ce qui revient a ||x||r < n1/r*1/5||x||s (3). Ces constantes
k=1 k=1 k=1

sont optimales car I'inégalité (2) est une égalité pour x = e; et I'inégalité (3) pour x = (1,---,1) = Y ex.

12.10) a. Bg = B¢(0g, 1) est une boule fermée de rayon 1 (pour la norme ||.||), d’apres le cours elle est fermée,



convexe et bornée. De plus, si x € Bg, on a par homogénéité : || —x || = ||x|| < 1 donc —x € Bg donc Bg est
symétrique par rapport a Og. Par définition, pour ||.||, on a B(0g,1) C B donc Og est intérieur a Bg.

b. Par hypothese, comme 0¢ 612, il existe o > 0 tel que B¢(0g,10) C K (on peut choisir une boule fermée
dans cette définition). De plus, K est bornée donc il existe M > 0 tel que K C By (0g, M). Traitons deux cas :
e si x = O, alors Vr > 0, f = 0g € K donc I, = R* donc jk(x) = 0.

o six #Og,sit> %, on a ||§H = %||x\| < % = 10 donc % € B¢(0g,m0) C K donc r € Iy. De plus, si

T < ”LMH, alors || %]| = lH><|| > IM — M done X ¢ B¢(0g, M) donc x ¢ K car K C B¢(0g,M). Ainsi I, est une
T T T T

partie non vide (elle contient M) de R minorée par 0 dans R : elle possede donc une borne inférieure d’ou
To

Pexistence de jk (x) qui vérifie de plus jk(x) < @. Comme on a montré ci-dessus que I, C {%, 400 {, on
a aussi jx (x) > HLMH d’ott Pencadrement HLMH <jk(x) < H%OH.

e ji est clairement a valeurs positives.

e ji vérifie 'axiome de séparation car si x # Og, avec les notations ci-dessus, jx (x) > % donc jk (x) > 0.

e SiA=0etx €E, onajk(Ax) =0 = Ajx(x) d’apres I'inégalité ci-dessus.

eSiA>0,r>0etx€E: %GK@)% € K donc r € Iy <= Ar € Inx. Donc Iix = Aly et jk(Ax) = Ajk(x).

e Sir>0etx€E, par symétrie * € K < —* e K & =2 € K donc I, = I_y et jk(x) = jk(—x).
T

T T
e Si (x,y) € E?, par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe deux suites (rn)nen € LY et

(sn)nen € I‘T qui tendent respectivement vers jk (x) et jk (y) (par valeurs supérieures). AlorsVn € N, X € K

Tn
et 2 € K. En posant t = — 10— ¢ [O;l],onatl—l—(l—t)lzé(rnl—ksnl) = Xty g
Sn Th + Sn Tn Sn Th + sn Tn Sn Th + sn

par convexité de K donc Vn € N, 1 + s € Iy et jr(x +y) < tn + 5.
En passant a la limite quand n tend vers +00 : ji(x +y) < jr(x) +jk(y). Ainsi, jk est une norme sur E.

c. Si x € K, comme ’T‘ €K,onal€l, doncjg(x) < 1.

Réciproquement, si ji(x) < 1 et x # O (x = O est dans K), alors il existe une suite (1, )nen € LY telle que
Um 1, =jk(x) # 0. Alors (
oo

n—+

L) € KN et elle converge vers —%— € K car K est fermé. Par convexité

Th/nenN jk(x)

de K: x = (1—jx(x))0¢ +jK(x)% € K. Par double inclusion : la boule unité fermée de la norme jg est K.
Jk(x

)

d. On a déja en question a. que si x # Og, alors % <ijk(x) € M Comme cette double inégalité est
o
aussi vraie si x = Og, les deux normes ||.|| et jx sont bien équivalentes.

On aurait pu montrer au départ que I était un intervalle fermé : en effet, les intervalles sont les convexes
de R. Or si r,v sont dans I, avec 0 < r < v/, alors X

/ "
r/(/rlir) €]o;1,ona X =t% + (1 —t)% donc % € K car K est convexe et Iy est bien un intervalle.
(" —1) T T T T
x

De plus, si jk(x) # 0, il existe une suite (tn)nen d’éléments de I, qui tend vers jk(x) donc (—) tend
™/ neN

€ Ket £ € K. Soit v/ €]r;7/[, alors posons
T

t =

j K?X)

les réels v/ > r sont dans Iy car % = (1 —t).0g + t.X avec t = L €]0;1].
T T

vers qui appartient donc & K puisque K est fermé. On obtient donc I = [jk (x); +oo] car si r € I, tous

=

Avec ces renseignements, on peut gagner du temps dans les preuves de I’exercice.
g ) p gag p p
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12.11) a. E, C C°([0;n], R) et la fonction nulle appartient clairement & E,,. De plus, par structure d’espace

vectoriel des fonctions continues et affine sur un intervalle, E,, est stable par combinaison linéaire (la con-
tinuité sur [0;n] et le caractére affine sur tout segment [k;k + 1] se conservent). Par conséquent, E,, est un
espace vectoriel car c’est un sous-espace vectoriel de CO([0;n], R). L’application 6, : E,, — R™*! définie
par Vf € En, 0x(f) = (f(O), . f(n)) est lindaire et sa bijectivité provient du fait qu'une fonction f de E;, est
entierement caractérisée par ses valeurs en les entiers k € [[0;n] puisque qu’elle est affine sur les segments
[k; k + 1]. Comme un isomorphisme conserve les dimensions, on en déduit que dim(En) =n+1.

b. On sait que toutes les normes sur des espaces vectoriels de dimension finie sont équivalentes. Or || . ||co

et ||.||1 sont deux normes classiques dans C°([0;n], R) donc a fortiori dans En, ce qui justifie 'existence de
deux constantes an et by strictement positives telles que Vf € Eny, anl|f]loc < |[f]]1 < bn||f||co- Considérons
an = Sup ({a € R | Vf € En, allflloc < [[f|[1}) et Bn = Inf ({b € RY | Vf € En, [[f][1 < b[|f]lsc}). Ces
deux constantes existent bien car {a € R | Vf € En, a||f|[cc < |[|f[|1} est une partie de R non vide (car elle
contient ap) et majorée par exemple par n car si on prend f la fonction constante égale & 1 sur [0;n], on a
bien f € En, [|f||lcc =1 et [|f|[1 =n ; de méme {b € R | Vf € En, |[f|[1 < b|[f||oc} est une partie non vide
(car elle contient by,) de R, minorée par 0. Par définition de la borne inférieure et de la borne supérieure,
ces deux constantes o, et By sont bien optimales (maximale pour «y, et minimale pour By ).

Par définition de la norme infinie et croissance de lintégrale (ici 0 < n), pour toute f € E,, on a la
majoration ||f||; = j;)n [f| < fon [If]lcc = 1||f||oc donc Bry < n et on a égalité dans cette inégalité pour la

fonction non nulle f constante égale a 1 sur [0;n] avec f € Ey. Ainsi, toute constante b < n n’est pas dans
{o € R | Vf € En, |[f][1 <b][f||oc} ce qui prouve que By, =n = Min ({b € R} | Vf € En, [|f|[1 <b][f]ls})-

c. Pour trouver oy, par homogénéité des deux normes ||. || €t ||.||1, on peut se restreindre aux fonctions
f telles que ||f]|c = 1 et peut imposer, comme f affine atteint son maximum en valeur absolue soit en 0 soit
en 1) que f(0) =1 (quitte & changer f en —f si f(0) = —1, en x — f(1 —x) si f(1) =1 ou en x — —f(1 — x) si
f(1) = —1). On veut rendre minimum ||f||; avec cette condition que f(0) = 1 = ||f|| et f affine sur [0;1] ce
qui nous conduit & prendre f(x) =1 — ax avec a € [1;2] (pour que la fonction f passe du coté négatif en 1 et
diminue [f[]y tont en vérifiant ]|, = 1). On caleule alors [[f]ly = [1“(1 — ax)ax + ﬁ/a(ax — 1)ax done

2
[If]]1 = %(l + M) = h(a) (somme de deux aires de triangles). h est dérivable sur [1;2] et on trouve

a a
1
2
Pour n > 2 quelconque, soit f : [0;n] — R définie par fo(x) = 1 — x pour x € [0;1] et fo(x) = 0 sinon.

h(a) - é donc h est minimale pour a = v/2 olt ||f||; = h(v/2) = v/2 — 1. Ainsi, a7 = /2 — 1 ~ 0,414.

Alors on a clairement fo € E, et on calcule aisément ||follcc = 1 et ||fol|1 = % de sorte que puisque

Vf € En, oanl[fllee < ||f]]1, on en déduit que o,y < %

d. Dans ces conditions, si le maximum de f n’était pas atteint en 0 ou en n, alors il serait atteint (par
structure de f € Eyy) en x; =i avec i € [[1;n — 1] et on aurait au minimum une aire de a7 comme intégrale
i

i+1
de part et d’autre de x; (f ' [f] = o1 et f |f| > 1) d’apres I'étude de la question c.. Alors on aurait
1— 1

i1
£} > L—] If] > 201 > % ce qui est contraire a ’hypothese. Ainsi, f atteint son maximum en 0 ou en n.



Par symétrie, on peut imposer f(0) = 1 et f(x) =1 — ax pour x € [0;1] avec a € [1;2] (encore une fois pour
n 1 n
respecter [f||oo = 1 et pour minimiser ||f||1) ; alors ||f||1 = fo If| = fo [f] +f1 |f] et cette derniére intégrale

n
(par définition de apn—1) est minimale si f] [f] = |[f(1)|etn—1 (par une translation de [1;n] & [0;n — 1] et une

> 1

affinité de rapport |f(1)| sur les ordonnées) donc oy, > — — 1 —|— + (e = 1an—1 = hnp(a).

Comme avant, la fonction hy, est dérivable sur [1;2], h! (a) =

% — ]—2 4+ on—1 donc h,, est minimale en
a

_1
A = (% + ocn_1> 2 ¢ [1;2] (car an—1 < 15 d’apres c.). Apres calculs, on trouve (en prenant pour f € E,, la

fonction affine correspondant a ce choix de a = A, et & une fonction optimale au rang n — 1 sur 'intervalle
1% n P

[1;TLD que on = T[\qlg]‘-(hn) =hn(An) = 21 [on—1 + % —1—on_1.

Soit ¢ : {O; %] — R définie par ¢(x) = 2 /x+% — 1 —x de sorte que Vn > 1, any1 = @(an). On a

—_

@' (x) = — 1 1donc @ croissante sur [O; ﬂ Comme o] =v2—letax =2, /[v/2— % —/2 ~ 0,498, on
1
X+ -
2

montre classiquement que (on)n>1 est croissante et, comme elle est majorée par %, elle converge vers { <

1
2
qui est un point fixe de ¢ car @ est continue. Or @(x) =x <2 [x+ % =2x+1 <= 4x+2=4x2+4x+1

1

pour x € [O; E] ce qui donne @(x) = x <= 4x? = 1 <= x = —. Par conséquent, la suite (an)n>1 tend vers

1
2
%. Elle le fait méme tres vite, de maniere quadratique, car ¢ (;) = 0 ; faire un dessin et constater avec

(D)

12.12]Si f € E, posons A(f) = {k € Ry | V(x,y) € [a;b]?, |f(x) — f(y)| < k|x —y|}. Alors A(f) est une partie non

TAYLOR-LAGRANGE que &py1 — L @(an) — <P< )

2 +002

vide (car f est lipschitzienne) et minorée par 0 donc N(f) = Inf(A(f)) existe. Si (k, k') € A(f)? et kK € [k; k'],
alors Y(x,y) € [a;b]?, [f(x) — f(y)| < k|x —y| < K’|x —y| donc k” € A(f). Par conséquent [k;k'] C A(f) et
A(f) est donc un intervalle de R. A(f) n’est pas majoré car si k € A(f) et k' > k alors k” € A(f). On ne peut
donc avoir que A(f) =]N(f); +oo[ ou A(f) = [N(f); +ool.

Soit & > 0, alors N(f) +¢ € A(f) d’apres ce qui précede donc V(x,y) € [a;b]2, [f(x) —f(y)] < (N(f) +¢)|x —y]
ce qui, quand ¢ tend vers 07, devient V(x,y) € [a;b]?, [f(x) — f(y)| < N(f)|x —y|. Ainsi N(f) € A(f) ce qui
prouve que N(f) = Min(A(f)). On a donc A(f) = [N(f); +-o0l.

e SifeEetN(f) =0, alors V(x,y) € [a;b]?, |[f(x) — f(y)| < O.]x —y| = 0 = f(x) = f(y). Ainsi f est
constante et comme elle est nulle en a, f est nulle. C’est la séparation !

eSiA€ RetfeE onaV(xy) € [a;b]?, |(AM)(x) — (A)(y)] = [Al[f(x) — f(y)| < [AN(f)|x —y| donc Af est
aussi lipschitzienne (on le savait déja) et N(Af) < |AIN(f). Si A =0, clairement N(0.f) = N(0) = 0 = 0.N(f).
Si A # 0, on applique I'inégalité précédente & % et (Af) dou: N (%(Af ) ‘}\ ’N( ) donc N(Af) > |AIN(f).
Par conséquent : N(Af) = |A|N(f). C’est 'homogénéité !

o Si(f,9) € E2,¥(x,y) € [a;b]?, [(f+9)(x) = (F+9) (v)| = [f(x) = F(y) +9(x) =9 ()| < [f(x)—F(y)|+]g(x) —9(v)]
ce qui donne |(f 4 g)(x) — (f + g)(y)| < N(f)[x — y[ + N(g)lx —y| < (N(f) + N(g))[x —y|. Ainsi f+ g est
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lipschitzienne (on le savait déja) et N(f + g) < N(f) + N(g). C’est I'inégalité triangulaire !
En conclusion, N est bien une norme sur E (N(f) est la meilleure constante de lispchitzianité de f).

a. E = C%[0;1], R) est bien un R-espace vectoriel. Si f € E et a € [0;1], alors |f| est continue sur le
segment donc l'intégrale foa |f] existe. De plus, la fonction |f| est continue sur le segment [«; 1] donc elle y

est bornée et y atteint ses bornes donc Sup |f| = Max |f| existe. Ainsi, N4 (f) est bien défini et positif. On
C)

peut méme écrire que Ny (f) = 050 T+ |\f||oo,[o¢ 1] avec les notations du cours.

® Sia=0,Ng=||.]|x,[0;1] est une norme d’apres le cours.

e Sia=1,No=]||.]|1,[0;1] est une norme d’apres le cours.

e Si « €]0; 1], on va montrer que N4 est une norme sur E :

Séparation : prenons f € E telle que Ny (f) = 0, alors [[f[|1 [0.a) = foa Ifl = |[f]|oo,[a;1) = Sup [f| = 0 donc f

(1]

est nulle sur [0; of et sur [«; 1] (normes 1 et oo classiques). Ainsi f est nulle sur [0;1] donc f = 0.

Homogénéité : siA € Ret f € E: Ny(Af) = fo‘x [Af] + Sup [Af] = [A] fo“ [f| + |A| Sup [f| = |A|N&(f) car on sait
[o1] (1]

qu’on a homogénéité pour les normes 1 et oo classiques.

Inégalité triangulaire : si (f, g) € E2, on obtient I'inégalité triangulaire pour N4 avec les propriétés des normes

N . [0 4 [0 4 [0 4
1 et oo, & savoir N(x(f—l—g):fo \f+g|+[Suﬁ If + gl <fo \f|+fo |g|+fu}3] |f|+[SuF]|g|:No¢(f)+N“(g).
; ; «;

Au final, quel que soit « € [0;1], N, est une norme sur E.
b. Soit deux réels o et B tels que 0 < ax < B < 1

f B
o Pour f € E, ona Ng(f) = [ " [f| + Sup |f| = f"‘ [#+ [ "Il + Sup [f] par CrAsLES or Sup [f| < Sup |f] et
0 (B:1] 0 x [8:1] [B31

B e
f f

f“ |f|<f“ ([Sup |f|):([3—oc)[8up It < (B— oc)[Sup|f| Par conséquent N (f) < f ]+ (B — cx+1)[up\f|

done Ng(f) < (B —a+1) { |f\+Sup\f|} (B— o+ 1)Ng(f) car  —ax+1> 1. Ny domine Ng.

o Soit k € Ry tel que Ng < kN Pour n € N* assez grand, soit f,, : [0;1] — R affine par morceaux (trois) et
continue telle que fr(x) =0six € [0;«f, fn(x) =1six € [ B 1} Alors Ng(fn) =1+B —oa+ B—a o
2n

N«(fn) = 1. Comme on a supposé que Ng(fn) < kNg(fn), en passant a la limite quand n tend vers +o00, on

ak > p—oa+1. Par conséquent, p —«+1 est optimale (ici minimale) dans la domination Ng < (B —a+1)Ng.
e Soit, pour n > 1, la fonction gy : [0;1] — R affine par morceaux (quatre) et continue telle que gn (x) = 0

six € [0;0(4— %} U [[3 _ B _“;1}, gn(“;ﬁ) =n. Alors Ng(gn) = n et Ng(gn) = E’ X (faire les

2n
calculs). Ainsi lim No(fn)
n—+oo Ng (fn)

= 400 donc Ng ne domine pas N.

[12.2 Suites dans un espace vectoriel normé}

12.14 Si on note A™ = (aij n)i1<i,j<p, Puisqu’on est en dimension finie et que la famille (aijn)1<i,j<p constitue

les coordonnées de A™ dans la base canonique de My, ( C), on sait qu’en notant B = (by,j)1<i,j<n, on a V(i,j) €
;]2 liT aijn = bij. Or (AT = (aj,i,n)1<i,j<p donc, toujours en passant par les coordonnées, les
n——+oo

p? convergences de suites scalaires assurent que la suite ((A™)7)nen converge vers la matrice (bji)1<i,j<p,
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donc que liT (A™)T = BT. Plus tard, on évoquera plus simplement la continuité, puisque M + M7 est
n——+oo

linéaire en dimension finie, de ’application “transposée”, et la caractérisation séquentielle de la continuité.

De plus, A?¥ est symétrique donc lim (A?%)T = lim AZ* = B (suite extraite des termes d’indices pairs) et
k——+o0 k——+o0
AZFT est antisymétrique donc  lim (AZ*F1)T = 1im (—AZ**1) = —B (suite extraite des termes d’indices
k——+oo k——+oo
impairs) . Par unicité de la limite, B = —B donc B = 0.

12.15) Soit B = (u,v,e3,---,ep) une base de E alors si on écrit les coordonnées (un,1,un,2, -, un,p) de un et

(Vn,1,Vn,2, "+, Vn,p) de vy alors (un,1)nen tend vers 1 et (vn 2)nen tend vers 1 alors que toutes les autres

suites de coordonnées tendent vers 0. Il existe un rang no a partir duquel wun 1,vn2 > % et un 2,vn,1 < %

et alors un, 1vn,2 — Un,2vn,1 = % ce qui contredit la colinéarité de u, et vy,.
n n n+1 -
12.16 ) a. 1l vient vy o (u —idg) = L( Skt - uk) —uw —idg
n + 1 k=0 k=0 n + 1

b. Soit x € Im (v — id g) N Ker(u —id g) = {Og }, alors u(x) = x et x = u(a) — a pour un vecteur a € E.

n+1 _
Clairement Vk € N, u*(x) = x donc Vn € N, vp(x) = x. De plus vi (x) = (vho(u—idg))(a) = u (a)—a

n—+1
d’apreés la question a.. Comme [[u™'(a)|| < ||a|| (par récurrence), on a par inégalité triangulaire :
vne N, [vn (ol = [kl < 219l done fIx|| = 0 = x = 0¢. Afnsi: Im (u—ide) N Ker(u—ide) = {oe}.

n+1

c. On sait déja d’apres b. que Im (u —id g) et Ker(u —id g) sont en somme directe mais avec la formule du
rang : dim(Im (u —idg)) + dim(Ker(u —id¢)) = dim(E). Ainsi, Im (u —id¢) @ Ker(uw —idg) = E.
d. On suppose que Im (u—idg) @ Ker(u—idg) = E ainsi Im (u —id g) et Ker(u —id ¢) sont supplémentaires
dans E et on peut définir la projection p sur Ker(u—id g) parallelement & Im (w—id ¢). Soit un vecteur x € E,
on le décompose x =y—+zavecy € Im (u—idg) et z € Ker(u—id g), alors v (x) = v (y) +vn(z) = vn(y) +z.
De plus, comme & la question b., on montre que lim vy (y) =0 donc lim vu(x) = z.

n—+4oo n——+4oo

Mais comme z = p(x) alors la suite (vn)nen converge simplement vers p.

n
De plus, pour tout x € E, on a [[vn(x)]| < ﬁ 3 |[uk(x)|| par inégalité triangulaire donc |jvn (x)|| < [|x|]-
n -

Mais comme la fonction norme ||.|| : E — Ry est continue car 1-lipschitzienne puisque ‘||x|\—\|y||‘ < x=yll,
on a UT [vn(X)|] = |lp(x)|| et on obtient ||p(x)|| < ||x|| et p est aussi continu car 1-lipschitzien.
n——+4oo

Un exercice classique est de montrer que si la norme est une norme euclidienne issue d’un produit scalaire,
alors p est un projecteur orthogonal.

Comme Im (u —id g) = Ker(p) = p~ ' ({0}) et que {0} est fermé, alors Im (u — id g) est une partie fermée
de E comme image réciproque d’un fermé par une application continue.

e. On suppose donc la convergence simple de (vn)n>o c¢’est-a-dire pour tout vecteur x € E, la convergence
de la suite de vecteurs (vn(x))n>o0 dans E ; on suppose aussi que Im (u — id g) est une partie fermée de E.

Soit x € E, posons z = lim wvp(x). Comme u(vn(z)) = 1 i uH (%) = v (x) + w0 — on
’ notoo ¥ " n—+1¢= " n+1 ’
obtient en passant & la limite : u(z) = z donc z € Ker(u — id g).
n
Posonsy =x —z = nE')Too(X —vn(x)). Or x —vn(x) = n17+1 kz::()(id E—uf)(x).
k=1 |
Oridg —u® = (idg —u)o ( > ul) d’ott 'on déduit que Im (id ¢ — u*) C Im (id g — 1) ce qui prouve que
i=0
Vn e N, x—vn(x) € Im (u—idg). Comme Im (u—id g) est fermé,y =x—z = liT (x—vn(x)) € Im (u—id g).
n—-+oo

On obtient donc x =y +z € Im (u —id g) + Ker(u —id g) donc Im (u —idg) + Ker(u —idg) = E et on peut

donc conclure a la réciproque avec la question b. : Im (u —id g) @ Ker(u —id g) = E.
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P P P
12.17 ) a. On l'a déja fait en cours : |[[UV]y ;| = ‘ Doouikvi| < O [uik|vieil Do U] eol [VIlee = PIIU oo [[V]]so-
k=1 k=1 k=1

Cette inégalité étant valable pour toutes les cases de UV, on a bien ||UV||oo < p||U|Joo]|V]|oo-

b. Par une récurrence simple, on a donc ¥n > 1, [|[A™|| < p™"||A||%. Or, par définition de My, on a

(n)
m31 = [[A7,

c. Porn>1,|m

n—1
< 1AMl < B [JA]I.

n—1 n—1
(n)| p—'HAH;‘O et la série > p—'HAH;‘O converge ! On connalt méme sa somme qui

ePlIAlso

+oo _n-—1 1
vaut Z p—||A||2O = d’apres le développement de I'exponentielle. On peut donc conclure

(n)

i,j est absolument convergente donc convergente.

que la série Y m;
n>0
d. On est en dimension finie et on sait qu’une suite de matrices converge si et seulement si la suite corre-
spondante de chacune de ses cases converge. C’est le cas d’apres c. : (Sn(A))n>0 converge.
. . . nopk n 7\“
e. Si D = diag(A1,---,Ap), on obtient S, (D) = <k2—:()ﬁ’.”) D
par case) quand n tend vers +o0o : exp(D) = diag(e ---,e*r). Si A = PDP™!, on a A¥ = PD*P~! pour
tout k donc Sp(A) = PS,(D)P~! et on sait que (Sn(D))ns0 converge vers exp(D). Comme f: M > PMP~!
est linéaire donc continue (on est en dimension finie), alors (Sn(A))nso = (f(Sn(D)))n>o0 converge vers
exp(A) = f(exp(D)) = Pexp(D)P~'. Ainsi det(exp(A)) = det(exp(D)) = el ---etr = errttAp = T (A),

) donc, en passant & la limite (case

[12.3 Topologiej

.

12.18) a. Si (fn)nen une suite de fonctions de A converge vers f € E, alors liT fn(0) = £(0) donc f(0) = 0. Par

n——+oo

encadrement : hT fn f f donc f f > 1. Ainsi A est fermée par caractérisation séquentielle. Si
n——+oo

fEAetHf||oo<1alorst f:1d’oﬁf0 (1—f)=0et1—f=0=f=1NON.

b. Cette distance est supérieure & 1 d’apres a.. De plus, en prenant f,, affine par morceaux avec f,,(0) = 0,

fn(l) =ntl o f(1) = nt1 alors [[fnlloo = ntl > done d(0,A) =1.
n n n n

12.19] a. 1l suffit de vérifier que X, est inversible pour tout n € N. Or si on considére une base B = (vi,--+,vy)

de vecteurs propres de f canoniquement associé & A, on a Vk € [1;n], f(vk) = Mvi avec Ay > 0. Ainsi :
A =PDP~! avec D = diag(A1,---,An) et P inversible.
Si gn est canoniquement associé a Xy, on a : Vk € [1;n], go(vk) = 1.v (initialisation).

Ensuite Yk € [1;n], g1(vk) = %(vk + Akvk) = 15(1 + )\k>vk donc X7 est diagonalisable dans la méme base

B avec des valeurs propres %(1 + )\k> strictement positives. On continue la récurrence pour vérifier que Xy,

est toujours diagonalisable (dans B) avec des valeurs propres strictement positives ; cela tient au fait que si

x > 0 alors E((X+ )>0.
)

Xk,p
converge (trés trés vite) vers y/Ax. On a donc liT diag(x1,p, -y xn,p) = diag(v/A1, -+, v/An) = A. Or,
p——+o0

b. Par lalgorithme de HERON, pour k € [[1;n], la suite définie par xx,0 =1, Vp € N, xi,p = %(xk)p +

clairement A% = D ; ainsi, par continuité de N — PNP~' on a hm Xn = PAP~! = X qui vérifie X*> = A.
n—-+oo

c. D’apres ce qui précéde, comme A et X;, sont codiagonalisables, elles commutent donc A et X;;! commutent
aussi. Ainsi, on montre par récurrence que X, est symétrique et ainsi X = v/A l'est aussi comme limite de
suites symétrique (8n(R) est fermé : le justifier).
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12.20] Soit M € M, (C), on sait que M est trigonalisable. Il existe donc P € GL,,(C) telle que P"'"MP = T

triangulaire supérieure avec (A1,---,A1,Az,---,A;) sur la diagonale (Aq,---, A, distincts deux a deux et Ay

1

étant répété my > 1 fois). Il suffit de modifier légerement (pour n € N de maximum 7 en module par

exemple) les coefficients diagonaux de T de maniere & ce qu'ils deviennent tous distincts deux a deux et le
tour est joué : pour n € N il existe donc T, triangulaire supérieure avec des valeurs propres distinctes deux

a deux donc T, diagonalisable telle que uT Tn = T (en effet, par construction ||Th — T||eo < ZL“ On
n—-—+0oo

conclut avec la continuité de I’application N — PNP~!.
12.21] Comme A et B commutent, on a aussi : Yk € N, AXB¥ = BKAK. Il suffit alors de passer & la limite quand k

tend vers 400 en se servant des hypotheses et de la continuité du produit matriciel (bilinéaire en dimension
finie) pour avoir PQ = QP.

12.22 ] L’application f — 2 = f o f est continue de £(E) dans lui-méme car elle est la composée de (f,g) — fog

bilinéaire donc continue et de (f,f) — f linéaire donc continue (et on est en dimension finie). Ainsi, par
différence : ¢ : £(E) — £(E) telle que @(f) = f2 — f est continue et P = ¢~ ({0}) par définition.

12.23| a. Supposons que le résultat est vrai pour une norme N; et soit une autre norme N;. Comme on est
en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes donc il existe des constantes o« > 0 et B > 0 telles
1 1 1
que aN7 < N2 < BNj. Par hypothése, klim N7 (AK)X = p(A). Or, klim ak = Um B% =1 donc, par
—+00

—Foo k—+00
le théoreme des gendarmes, comme Vk € N, oc%N1(Ak)1? < Nz(Ak)% < B%N1(Ak)1?, on en déduit que
kEToo Nz(Ak)% = p(A) : le résultat est aussi vrai pour Nj.
b. Si B € M, (C) est semblable & A € M, (C), il existe P € GL,(C) telle que A = PBP~'. Soit N une norme
sur E. Comme le produit matriciel est bilinéaire il existe M > 0 telle que V(U, V) € E2, N(UV) < MN(U)N(V)
d’apres le cours car E est de dimension finie. Ou on a vu en cours que ||[UV||e < n||U||oo]|V]|co €t il existe

des constantes o > 0 et B’ > 0 telles que &’N < ||.||[cc < B'N, on trouve facilement que pour toutes matrices

"2 "2
U et V dans M, (C), on a N(UV) < %N(U)N(V) et M = % convient.

Or, Ak = PB*P~! et BX = P~TAKP, donc N(A¥) < MZN(P)N(B¥)N(P~T) et N(BX) < MZN(P~T)N(AF)N(P).
N(AK) < N(B¥) < M2N(PTT)N(AX)N(P)

1 1
et, par encadrement, on obtient lim N(B¥)k = p(A) car, par exemple, lim (MZN(P_I)N(P)) k=1,
k—+4o0 k—+4o00

On passe ces deux inégalités A la puissance + > 0et —y—1——
P & P K MIN(P)N(P )

c. On écrit T = Iy +N avec N = T —I; nilpotente d’ordre inférieur ou égal & n (classique avec le théoréme de

k k i n—1 k .
CAYLEY-HAMILTON car xn = X™) et, comme N et I,, commutent, on a T® = > (_)Nl = > <_)N1 pour
i=0 \1 i=0 \1

n—1 /k .
k > n. On éerit 'inégalité triangulaire et 1 < [|T¥|| = Y ( >||Nl||oo. Le terme de droite est polynomial

i=0

en k de degré inférieur ou égal a n — 1 donc quand on éleve tout a la puissance %, la limite vaut 1 & gauche
et a droite (par croissances comparées) et on conclut par encadrement que klim |[T*|% = 1.
—+400

d. Comme A® = I, = B®, ||A°||o < ||B®|| et, par définition de B, [|A"||cc = ||A]lco < ||Blloc = ||B'[|oo- Si
n

on suppose, pour un entier k € N*, que ||[A¥||oo < [|B¥||oo, alors V(i,j) € [1;n]?, [Ak‘H]i,]- =3y ai‘e[Ak]g‘j

n n
donc, par inégalité triangulaire, |[AMF1];5| < 3 |aief|[[Ae;] < 32 bie|[B¥]e,;| par définition de B et
=1 (=1

par hypothese de récurrence. Ainsi, comme les coefficients de B¥ sont positifs (clair par récurrence et par
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n

définition du produit matriciel), on a |[AM]i;| < 3 bie[B¥e,; = [B¥']i; donc [[AM || < |[BXT|.
=1

Par principe de récurrence, on a bien établi que Vk € N, [|A¥||oo < |IB¥||oo-

Traitons maintenant deux cas :
p(A) =0 , alors il n’y a aucune valeur propre non nulle de A donc Sp(A) = {0} et xa = X™ donc A™ =0

1
par CAYLEY-HAMILTON ce qui prouve que Yk > n,A¥ = 0 donc klim [|[A¥||& =0 =p(A).
—400

p(A) >0 , la matrice A_ 5 une valeur propre de module 1 et ensuite uniquement des valeurs propres

p(A)
de modules inférieurs ou égaux a 1 par construction ; elle est trigonalisable car xa est scindé
sur C donc est semblable a une matrice triangulaire supérieure T’ dont les coefficients sont en
module inférieur a 1 sur la diagonale. En posant m = Kl\i/lg)% N ti,j| et T la matrice triangulaire

supérieure ayant des 1 sur la diagonale et des m au dessus, V(i,j) € [1;n]?, |t€‘j| < ty,j donc,

avec ce qui précede, on a Vk € N, [|[T%||o < ||T*||eo- Or la question précédente montre que

kliT ||[T¥||X, = 1. Mais comme T’ a un terme qui vaut 1 sur la diagonale, T'* I’a également
— 400
1

1 1 1
done T < |[T|so < |[T¥||oe d?ott 1 < ||T*||& < ||T*||&. Par encadrement, Hm [|[T%]|& = 1.
— 400

kL
Comme et T’ sont semblables, d’aprés la question b., on a donc lim H(i) Hk =1
p(A) k—+o00 p(A) 0
1
donc, par homogénéité de la norme, lim ||AX||% = p(A).
k—+o0

—_

Dans tous les cas, on a klim [|AK||E = p(A) donc, d’apres la question a., puisque ¢a marche pour la norme
—+00

1
infinie, pour toute norme ||.|| de E, on a lim [|[A¥||x = p(A).
k—+o0
12.24| a. En notant A = dom(P) > 0, comme P est scindé & racines simples et qu’'on connait ses racines, on peut

n
écrire P = A [] (X — a) € S. Comme les racines de P sont simples, la fonction polynomiale P change de
=1

signe au voisinage de chacune de ses racines (car Vk € [[1;n], P’(ax) # 0 car ax est racine simple de P) et
lim P(x) = +oo car A > 0. Ainsi, P(Bn) > 0, P(Bn—1) < 0, etc... et P(Bo) du signe de (—1)™.

X—+00

n k—1 n
Ou alors Vk € [1;n], P(Bx) =A [T (Bx— i) =A [[ (Bx — i) x [] (Bx — i) ce qui fait k termes strictement
i=1 i=1 i=k

positifs et n — k termes strictement négatifs dans ce produit : P(By) est du signe de (—1)""k.
b. Pour tout entier k € [[0;n]], application @y : Ry[X] = R définie par ¢ (R) = R(Bx) est linéaire et Ry [X]
de dimension finie donc @y est lipschitzienne donc continue.
n
c. Soit U = ﬂ q),Z]((—l)“_kRi) avec la convention (1)R% = R% et (-1)R7 = R*. Comme R} ou

k=0

R* sont des ouverts de R et que @y est continue, alors @, ' ((—1)"% R%) est ouvert dans Ry [X] en tant
qu’image réciproque d’un intervalle ouvert par une application continue. De plus, U est alors ouvert en tant
qu’intersection d’un nombre fini d’ouverts.

Comme P appartient & Pouvert U d’apres la question a., il existe r > 0 tel que B(P,r) C U.

Or si un polynéme Q appartient & U, on a Q(Bn) > 0, Q(Pn—1) <0, .-+, Q(Bo) du signe de (—1)™ ce qui
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implique grace au théoréeme des valeurs intermédiaires que la fonction polynomiale continue Q s’annule (en

ck) sur chaque intervalle du type |By; Br+1[ avec k € [0;n — 1]. Le polynéme Q a donc n racines distinctes,
il est de degré n, on en déduit qu’il existe u > 0 tel que Q = unl:f (X —cx) donc Q € S. Comme on vient de
prouver que U C S, et puisque B(P,t) C U, on a donc B(P,t) C ]g:((:)e qui justifie que S est ouvert.

a. Déja d(x,A) existe car la partie By = {|[x — a|| | a € A} est non vide et minorée par 0.

Soit (x,y) € E? et a € A, ona ||[x—al|| < ||x—y||+]|ly—a|| or d(x,A) < ||[x—al|| donc d(x,A) < ||x—y]||+]|ly—all.
On en déduit que d(x,A) — ||x — y|| < [ly — a|| donc d(x,A) — [|x — y]| est un minorant de By et comme
d(y,A) en est le plus grand des minorants : d(x,A) — ||x —y|| < d(y,A) = d(x,A) — d(y,A) < ||x —yl|.
L’inégalité d(y,A) — d(x,A) < |ly — x|| = ||x — y|| s’en déduit par symétrie.

On conclut que |d(x,A) — d(y, A)| < [[x —y]| donc d est 1-lipschitzienne.

b. e (=) Si x est adhérent & A alors Yn > 0, B(x,zin) NA # 0 donc Jan € A, ||x — anl| < ZL“ donc

d(x,A) < zi“ et comme ceci est vrai pour tout n € N, on a d(x,A) = 0.

o (<) Sid(x,A) =Inf{|[x —a|| | a € A} =0, soit ¢ > 0, alors Ja € A, ||x — a|| < ¢ par caractérisation de
la borne inférieure donc B(x,e) NA # () et x est bien adhérent & A.

c. Soit b € A, posons K = ANB¢(x,||b—x||). Alors K est fermé comme intersection de deux fermés, borné car
B¢(x, ||b — x||) donc K est un compact non vide car il contient b. Comme K C A, on a d(x,A) < d(x,X). De
plus, Va € K, [|x—al| < [|x=b]| < d(x,A) car a € B¢(x,||[b—x||). On en déduit en passant a la borne inférieure
que d(x,K) < d(x,A) et on a enfin d(x,A) = d(x,K). Comme a > ||x — a|| est continue (car 1-lipschitzienne)
sur K et a valeurs dans R, elle est bornée et atteint ses bornes. Ainsi: d(x,K) = 611161]12(| [x—al|) = leg]T(lﬂ Ix—al|)

et il existe ap € K C A tel que d(x,K) = d(x,A) = ||x — ao]|-
12.26 | Montrer que F est un sous-espace de B (non réduit & {0}) est facile, ce qui montre déja que F est un convexe
et que F n’est pas borné, car stable par multiplication par un scalaire (aussi grand qu’on veut).

Soit v € F, alors par définition : Ing € N, Vn > ng, v, = 0. Pour tout réel r > 0, la suite u définie par

vne N, u, =vn + % vérifie [Ju — V|| = % < v donc u € B(v,7) alors que u ¢ F car un = % # 0 deés que

[e]
n > ng. Par conséquent aucun vecteur v de F n’est intérieur & F ; F n’est pas ouvert, mais pire : F= (.

Considérons la suite de suites (WN)nen- ot uN = (ul) ey et ulY = - 1

+1
siu= (]7) ,on a |ju
n+1/nenN

Montrons que F est le sous-espace Z des suites tendant vers 0.

sin <N etull =0 sinon. Alors

—ul|| = —1_ donc (uN)Nnen+ converge vers w et u ¢ F : F n’est pas fermé.

N +2

e Si u € F, alors pour tout ¢ > 0, on a B(u, &) NF # 0 donc il existe v € F telle que |u —v|| < e. Mais comme
veEF:Iny € N, Vn>=mnp, vio =0. On en déduit que Vn > ng, |un| < e. Ceci justifie que u € Z.

e Réciproquement, si u € Z, alors pour tout ¢ > 0, il existe ng € N tel que Vn > no, |[un| < % donc la suite v
définie par v, = un sin < np et vy = 0 si n > ng vérifie bien v € F et |[u—v||o < % < edoncv e B(u,e)NF
qui n’est donc pas vide. On vient d’établir que u € F.

Par double inclusion, on a bien prouvé que F=2.
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[12.4 Suites récurrentes réelles]

12.27) Pour n € N, on a un, = cos(unt1) € [—1;1] donc un € cos([—1;1]) = [cos(1);1] C [0;7] ce qui fait

que Vn € N, uny1 = Arccos(uyn). Comme f = Arccos est strictement décroissante, une petite étude de
fonction montre qu’il existe un unique « € [0;1] tel que « = Arccos(x) <= cos(x) = a. De plus, si par
exemple up < a, comme Vx €]0;1[ Arccos’(x) < —1, on a d’aprés le théoréme des accroissements finis :
lur — o = [f(wo) — f(e)| > |uo — o] €t Juz — | > Jug — af > |up — af = u2 < up. On en déduit (&
détailler), que (uzn)nen est décroissante et minorée par 0 donc converge vers 0 < {7 < a et (Uan41)nen est
croissante majorée par 1 donc converge vers o < €, < 1. On sait que €3 = Arccos(€y) et £ = Arccos({y) donc
Arccos(Arccos(€1)) = {1 mais on montre que c’est impossible. De méme 1y > « impossible d’olt up = o.

12.28| La fonction f est paire, positive, dérivable sur R, de limite nulle en +oo et elle vaut 2 en 0 donc f(R) =|0; 2].

Posons g : x — f(x) — x, alors g est dérivable sur R et Vx > 0, ¢'(x) = ﬁ — 1. g est strictement
x
positive sur R_ et Vx > 0, g’(x) < 0 donc g réalise une bijection de Ry dans | — o0;2] car g(0) = 2 et
1111 g(x) = —oo ; ainsi, la fonction g ne s’annule qu'une seule fois sur R, et il est clair que c’est en 1
X—>+00

puisque g(1) = f(1) =1 =1—=1=0: le seul point fixe de la fonction f est 1.

_ 2 L2 207 —x((1 %) +4)
14 (2/(1 +x%))° (1+x°)* +4

fois par x—1 car 1 est racine triple du numérateur et on obtient 2(1+x%)2 —x((1+x?)?+4) = (1—x)3(x? +x+2).

Pour x € R, fof(x)—x or on peut factoriser plusieurs
Le discriminant du polynéme X? + X 4+ 2 vaut A = —7 < 0 donc x? + x + 2 reste strictement positif sur R.
Ainsi, la quantité f o f(x) — x est du signe de 1 —x.

Pour tout up € R, on a u; €]0;2] d’apres 1'étude précédente. De plus, comme l'intervalle ]0; 2] est stable par
f car £(]0;2]) =]2/5;2] C]0;2], on montre facilement par récurrence que la suite (un)nen est bien définie et
que Vn > 1, 0 < un < 2. Traitons trois cas :

e Siuy =1 (c’est-a-dire up = £1), comme 1 est un point fixe de f, on a (un)n>1 constante égale a 1
donc la suite (un)n>o0 converge vers 1.

e Siuy €]0;1], alors comme f est strictement décroissante sur Ry, f(1) =1 < uy = f(ug) < 2 = £(0) et,
de méme, f(2) = 2/5 < uz = f(uz) < 1 = f(1). Mais comme uz —uj = fo f(u;) —u; est du signe
de 1 —uy, on a donc uz > u;. En partant de u; < u3 < 1 < u, et en appliquant f indéfiniment, on
obtient par une récurrence classique Vn € N*, uj <u3z < - <upny1 <1 <upn <--- <uy. La suite
(u2n)n>1 (resp. (Uan41)n>0) est décroissante (resp. croissante) et minorée par 1 (resp. majorée par
1) donc elle converge vers {o € [1;2[ (resp. ¢ €]0;1]). Comme uzn42 = fo f(uzn), en passant a la
limite et par continuité de f, on a o = f o f({y) ce qui montre avec I’étude précédente que €op = 1. De

méme, comme Uyny3 = fof(urny1), onaly =fof(ly) et &1 = 1. Enfin, 117}: U = 1.
n—+oo

e Siug €]1;2], alors comme f est strictement décroissante sur Ry, 0 < f(2) =2/5 < uy = f(ug) < 1= f(1)
et, de méme, f(1) =1 < uz = f(uz) < 2 = f(0). Mais comme uz —u; = f o f(u;) — uy est du signe
de 1 —uy, on a donc u3 < uy. En partant de uy < 1 < u3z < u; et en appliquant f indéfiniment, on
obtient par une récurrence classique Vn € N*, uy <ug < -+ <upn <1 <upptp1 <---<uz <uy. La

suite (Uzn)n>1 (resp. (Uan41)n>0) est croissante (resp. décroissante) et majorée par 1 (resp. minorée
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par 1) donc elle converge vers £y €]0;1] (resp. €1 € [1;2]). Comme uzn42 = fof(uzn), en passant a la
limite et par continuité de f, on a £y = f o f({p) ce qui montre avec I’étude précédente que Lo = 1. De

méme, comme Uynt3 = fof(urnii), onaly =fof(ly) et & =1. Enfin, lim u, =1.
n—-+00

Dans tous les cas, la suite (un)n>o0 tend vers 1.
Ici, /(1) = —1 donc on ne peut pas utiliser le théoréme des accroissements finis directement pour montrer

que la suite (un)n>o converge. Il faudrait aller plus loin dans 'ordre de la formule de TAYLOR reste intégral.

3
12.29 ] On étudie la fonction f : R — R définie par f(x) = %5 _T_ : . Les deux intervalles | — co; —1] et [—1; +00]
x

sont stables. Siugp > —1, la suite décroit et tend vers —1 ; si up < —1, la suite croit et tend vers —1 car c’est
le seul point fixe de f.

12.30] La suite (wn)nen est bien définie et strictement positive car upni1 = f(un) avec f: x — 2_}_ et RY est
X
stable par f. Si la suite (un)nen converge, sa limite ¢ vérifie ¢ = f(¢) donc ¢ = v/2 — 1. On montre que :

Vne N, juntr — € < %|un —{| donc |un — €] < 4%|u0 —{| et c’est fini !

12.31] On constate que (un)nen €st une suite positive et que w1 = J/ug et ¥n > 1, uny1 = v/2uy. On étudie

donc les points fixes de f : x — v/2x (croissante) et on montre la convergence de (un)nen vers 2 selon les
valeurs de up (ou de uy).

[12.5 Applications linéaires continues}

12.32) Pour f € E, |T(f)

< |le]1[f]leo par inégalité de la moyenne : T est continue et |[|T|||o < ||@][1. Pour

n € N* on définit f, : [0;1] — R par Vx € [0;1], fn(x) = L)], alors ||fn]lec < 1 et on montre par
lo(x) + N
encadrement que |T(fn) — ||@[|1| tend vers 0 quand n tend vers +oc0. Ainsi : ||[T|||sc = ||o]/1-

12.33 | Pour f € E, |T(f)| < ||@||oo||f]|1 par inégalité de la moyenne : T est continue et |||T|||1 < ||¢||co. Comme ¢

est continue sur un compact, il existe xo € [0;1] tel que |@(x0)| = ||@||co. Pour tout e > 0, il existe o« > 0 tel
que Vx € [0;1], |x —x0] € a = |@(x) — ¢©(x0)| < &. On construit alors une suite (f)nen de fonctions (type
DIRAC) telles que fy, est nulle en dehors de [0; 1] N [xo — ; x0 + ], d’intégrale 1 et on montre par encadrement
que |T(fn) — @(x0)| < € ce qui permet de justifier que |||T|||1 = ||®]|co-

12.34 ) a. Pour P € R[X], la fonction positive t — |P(t)| est continue sur le segment [—1;1] donc elle y est bornée

et y atteint ses bornes, ce qui justifie la définition de ||P||. Ainsi, ||.||1 va bien de R[X] dans R,.
En fait, la norme |[.[[7 est la norme [|.[|o, [—1;17 pour laquelle on a déja vu dans le cours qu’elle vérifiait
I'inégalité triangulaire et 'homogénéité. Si P € R[X] et |[P[|y = 0, puisque ||.||,[—1;1] est une norme, la

fonction polynomiale P s’annule sur le segment [—1;1] et le polynéme P admet donc une infinité de racines
ce qui montre bien que P = 0. On vient d’établir la séparation de ||.||1 : ||.||1 est une norme sur E.

Pour n € N*,sion pose Py =1+ X+---+ X", 0ona||[Pnlloc =1 €t ||Pn]l1 =Pn(1) =n+1 car, par inégalité

n—too [P oo

triangulaire, ¥t € [=1;1], [Pn(t)| <1+ [t|+ -+ t[" <n+1="P,(1). Ainsi, = +o00 ce qui

interdit & ||.||oo de dominer ||.||7 : ces deux normes ne sont pas équivalentes.
b. f;, est linéaire en tant que restriction a E;, de f qui I’est. Comme E,, est de dimension finie, d’apres le cours,

fn est lipschitzienne donc continue : ceci justifie Vexistence du réel un = |||fnll|loc = Sup [fn (P)].
eErLyHPHoo:]
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n
Ici, pas besoin de ce théoréme puisque si P = > axX* € By, et ||P||oo = 1, alors Vk € [0;n], |ax| < 1 et on

k=0
n n n
a donc |fr(P)| = |P(x0)| = ‘ > akxlg‘ < Y Jakxol® < X0 |xo|* donc u, existe (on le savait déja mais 13
k=0 k=0 k=0
n
on a une majoration effective) et u, < > |xo|*.
k=0
n n
e Sixg >0, en prenant P = P, = 1+X+---+X", onabien P € Ep et ||P||oc = Tet [fn(P)| = > x5 = 3 |xo|¥
k=0 k=0
donc le majorant trouvé précédemment est en fait un élément de ’ensemble & majorer et on en déduit que
n
un =|lIfalllo = Sup | (P)l = Max [f(P) = 3 [xol“.
PEEn,||P||eo=1 PEEL||P|lec=1 k=0

n

n
e Sixg <0,avec P=Qn=1—X+-+(=1)"X", P EEp et |[P|loc =T et [fn(P)| = > (—=1)*x§ = > |xo|*
= k=0

k=
donc le majorant trouvé précédemment est encore un élément de I’ensemble a majorer et on déduit & nouveau

n
que un =|[[falllo = Sup  |f(P)l=__ Max _[|fn(P)= 3T [xol“.
PEEn,||P|lec=1 PEE,|[P|lec=1 k=0

n
Dans les deux cas, on a un, = Y. |xo|* et un est la somme partielle de la série géométrique de raison |xo|.

k=0
Si |xo| < 1, la série converge et lim un, = ——— ; si |xo| > 1, alors la série diverge et lim u, = 4oc.

n—+o00 1— |X0‘ n—+o0o0

c. Initialisation : To(cosx) =1 = cos(0.x) = To(chx) = ch(0.x) et Ti(cosx) = cos(1.x) et Ty(chx) = ch(1.x).
Si on suppose ces relations vraies pour tout réel x et pour les entiers n > 1 et n + 1 fixés, alors par
définition de la suite des polynémes de TCHEBYCHEV, on a Tpy2(cos(x)) = 2cos(x) cos((n + 1)x) — cos(nx)
et Tn(ch (x)) = 2ch (x)ch ((n + 1)x) — ch (nx) sauf que I'on connait les formules de trigonométrie circulaire et
hyperbolique 2 cos(a) cos(b) = cos(a+b) + cos(a —b) et 2ch (a)ch (b) = ch (a +b) + ch (a — b) donc, en les
appliquant pour a = (n+ 1)x et b = x, Tny2(cos(x)) = cos((n + 2)x) + cos(nx) — cos(nx) = cos((n + 2)x)
mais aussi Tn42(ch (x)) = ch ((n 4+ 2)x) + ch (nx) — ch (nx) = ch ((n + 2)x).

Par principe de récurrence, on a donc Vx € R, Vn € N, T, (cos(x)) = cos(nx) et T (ch (x)) = ch (nx).

De méme, par une récurrence double, Vn € N*| deg(T,) =n, cd(Tn) = 21 T, ala méme parité que n.

d. Traitons & nouveau deux cas :

e Si|xo| < 1 et P € Ey tel que ||P||7 = 1, il est clair que |[fn(P)] = |[P(x0)] < ||P|[i = Sup [P(t)]
RS

car xo € [—1;1] donc vy, existe et on a v, < 1. En prenant P = 1, on a bien P € E et [|P|[1 = 1 et

[fn(P)| = 1 donc le majorant trouvé avant est un élément de I'ensemble & majorer et on en déduit que

va = |llfallli = Sup  [fa(P)l= Max |fa(P)[=1.

" " EEn,||P|]1=1 " PEEwI[Pli=1"

e Si [xo| > 1, comme ch est une bijection strictement croissante et continue de R dans |1;+oof, il existe
yo € R% tel que |xo| = ch(yo) (il s’agit en fait de yo = Argeh (|xo|) = In(|xo| + y/x§ — 1) mais chut !).
D’apres ce qui précede, T € En car deg(Tn) =n, ||Tall1 = 1 car tout réel x € [—1;1] s’écrit x = cos(0) avec
8 € R donc |Tn(x)| = |Tn(cos(8))| = | cos(nd)| < 1 avec Tn (1) = Tn(cos(0)| = cos(n.0) = 1. De plus, comme
Ty est pair ou impair, on obtient |fr,(Tn)| = [Tn(x0)| = [Tn(|x0])| = [Tn(yo)| = |ch(nyo)| = ch (nyo) ce qui

prouve que vy = |||fnll]1 = Sup [fn(P)] = ch (nyo).
PeEnsHPH]:]

Par conséquent, si |xo| <1,ona Um vy =1et,si|xo|>1,ona lim vy =+o00 par minoration.
n—-+oo n—-+00

On peut revenir sur a. maintenant qu’on a les polynémes de TCHEBYCHEV a disposition. Pour n € N*, on
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T ]oo

vient de voir que |[Tn|[7 =1, on a aussi T, € E et ||Tn||oo = 2™~'. Par minoration, lim = 400 ce
n—oo |[Tnlly
qui interdit & || .|| de dominer ||.||oo. Ces deux normes sont incomparables : aucune ne domine l’autre.
12.35| a. Si f € E, par composition et somme, la fonction x +— f(%) + f(%) est aussi continue sur [0; 1] car
x> xetx — X '2~_ 1 envoient [0; 1] dans [0; 1] donc I’application T va bien de E dans E. Soit (f,g) € E> et A € R,
pour x € [0;1], on a T(Af+g)(x) = (Af+g)(§) +(>\f+g)f(—X er ! ) = A(f(%) +f<x er 1 )) +g(§) Jrg;("—;r L )

donc T(Af + g)(x) = AT(f)(x) + T(g)(x) et on en déduit donc que T(Af + g) = AT(f) + T(g) ce qui montre la

linéarité de T : T est donc un endomorphisme de E.

Soit x € [0;1] et £ € E, alors [T(N(x)| = |(%) +1(XF1) | < |r(3)] + [1(F) | < flloe + 1Flloe = 21l oc-

n passant a la borne supeérieure, on en déduit que f)lloo < 2||f]|co- Alnsi, si (f,g) € E-, par linéarite de
E N 1 b ya d/d . T < 2 A . . g 2 1. 7, o7 d

T et ce qui précede, on a ||T(f) = T(g)|lco = ||T(f — 9)||o0 < 2||f — g||co- Ceci prouve que T est 2-lipschitzienne
donc continue sur E. La constante o = 2 convient dans I'inégalité Vf € E, ||T(f)||coc < &|[f||oc- Autrement

dit, |||T||| = Sup ILG]IES < 2 (norme subordonnée). Si on prend pour u la fonction constante égale a
rek, 120 |[flloo

1, alors T(u) = 2u est constante égale a 2 donc o = 2 est optimale (en fait minimale). En effet, si on avait
Vf € E, [[T(F)lloo < BlIflloc avec B < 2, comme u € E, on aurait 2 = ||T(1)||eec < Bl|t]loc = B ce qui est
absurde. Ainsi, & = 2 est la plus petite constante telle que Vf € E, [|T(f)||co < &||f||oo : [||T]|| = 2.

b. Comme |f| est continue sur le segment [0;1], par le théoreme des bornes atteintes, il existe ¢ € [0;1]
tel que |[f(c)| = ||f||oc ; ¢ ne peut pas étre nul car f est non nulle donc ||f||c > 0 alors que f(0) = 0 par
hypothese. Posons A = {x € [0;1], |f(x)| = ||f||co}. Alors A CJ0;1], A # 0 car ¢ € A et A est minoré par
0. On peut donc poser xo = Inf(A) € [0;1]. Par caractérisation de la borne inférieure, il existe une suite
(an)nen d’éléments de A qui tend vers xg, alors comme Vn € N, [f(an)| = ||f||c, en passant & la limite, on
obtient par continuité de f la relation |f(xo)| = ||f||co ce qui montre que xo > 0 car |[f(0)| = 0 < ||f||co- Soit
x €]0;%0], alors x ¢ A car x < inf(A) donc [f(x)| # ||f]|co. Mais comme on a |f(x)| < ||f||c par définition de
la norme infinie, on en déduit qu’on a bien |f(x)| < ||f||co-

c. On a vu en a. que u est un vecteur propre associé & la valeur propre 2. La question est donc de montrer
que E1(T) = Vect(u). Soit g un vecteur propre de T associé & la valeur propre 2, alors T(g) = 2g. Posons
f = g—g(0)u. Comme E;(T) est un sous-espace vectoriel de E, f € E»(T) de sorte que T(f) = 2f. Supposons que
f n’est pas la fonction nulle, d’apres la question précédente, Ixo €]0;1], ¥x € [0;x0[, |f(x)| < [f(x0)| = ||f||co-

Comme )%O € [0;%0[, on a ‘f (x20> ‘ < |f(x0)| et, par définition de la norme infinie, ’f <X02+]) ‘ < [f(x0)]-
On a donc ‘f <Xzo> +f (X(’;]> ‘ < ’f <X20) ’ + ‘f <X02+1> ‘ < 2f(xo) par inégalité triangulaire. Mais ceci
vient contredire le fait que T(f)(xo) = 2f(xo), ¢’est-a-dire f (Xzo> +f <X°2—H> = 2f(xo).

On conclut ce raisonnement par ’absurde par f = g — g(0)u = 0 donc g € Vect(u). Ainsi E»(T) = Vect(u) et

le sous-espace propre de T associé a la valeur propre 2 est bien de dimension 1.

12.36 | u est bien str linéaire, et ¥Vx € [0; 1], [u(f)(x)| < (1 —=x)[F(0)| +x|Ff(1)| < (1 = %)||f]|oc + x||f||cc = ||f||co donc

u est continu et [||u]|]| < 1. On a égalité pour la fonction constante égale & 1 donc ||[u||| = 1.
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12.37| A est clairement linéaire et par inégalité triangulaire on a ||A[|s < 2|J1t||0o donc A est continu et |||A[]] < 2
11 suffit de prendre la suite u = ((—1)“)neN pour voir qu’on a P’égalité donc |||Al]| = 2.

On montre par inégalité triangulaire et inégalité de la moyenne que Vf € E, |¢(f)| < 2||f||cc donc ¢ est
continue et |||¢||| < 2. On peut construlre une suite (fn)nen+ de fonctions affines par morceaux, valant —1
en a et 1 en dehors de 'intervalle {a — ;; a-+ ;}, de norme infinie 1, telles nEToo ¢(fn) = 2 pour conclure
que [[loll| = 2.

Tout d’abord T est linéaire va bien de E dans F par le théoreme fondamental de l'intégration. Par en-
cadrement, on montre que : V € E, Na(T(f)) < 2N (f) donc T est continue et |||T||| < 2. Il suffit de prendre

f =1 pour avoir une égalité, donc |||T||| = 2.
n
12.40| Pour ||x|| < 1, on montre avec une inégalité triangulaire que ||u|loo < I\élcix Z lai ;| donc on peut
X \n :
n
majorer ||[u][]. Soit ig € [1;n] tel que > |ai, ;| = 17\</lc2c Z laij|, considérons x = (x1,---,xn) € C™ avec
j=1 i=
xj = 1siag;=0etx = l“—L sinon. Alors [[x|ls = 1 et [[u(x)||oc = z Jato,5] = Max z laij| d'oit
Aio,j

I’égalité.
12.41] L'inégalité Tr (A)? < nTr (A'A) est juste I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ appliquée au couple (A, 1)

avec ce produit scalaire. Alors, pour A € E, on a [Tr (A)| < /n ce qui prouve la continuité de Tr et que

[|Tr ||| < v/n. Il suffit de prendre A = I, pour voir que l'on a égalité et que [||Tr ||| = /n.
12.42] a. On établit cette relation par une récurrence ; sin > 1, uov*! — v ou = (Wov*)ov — v ou qui
vaut (vt ou+nav™ ) ov—v*lou=vrouov+nav™ —vitlou=v O(uov vou)—i—nocv“ =(Mm+1)ov™

Si v est nilpotent, In > 1 tel que v* = 0 et v*~! #£ 0 et la relation uwov™ —v* ou = nav™ ! donne a = 0.
Sinon, on prend les normes et on a : ¥n € N, (n—+ lad [l < flul [ V™| = v+ ] ull < 2]l o] Il
et en divisant par |[[v*|], on a (n + 1)|«x| < [|u]||]v]| donc |«| = 0.

b. On prend la trace de uov —vou = «id g et on trouve directement « = 0.

12.43) a. Les fonctions v : x +— f t)dt + k sont les primitives de u € E sur [0;1], la condition v € F s’écrit
1 1
fo v(t)dt =0 = fo (fox u(t)dt) dx 4+ k = 0 donc, par intégration par parties, on trouve I'unique valeur de
x 1 1
k, & savoir k = —[xfo u(t)dt]d + fo xu(x)dx = fo (x = Nu(x)dx (unicité).
X 1
b. Comme T(u)(x) = fo u(t)dt — fo (1 —t)u(t)dt, T est lindaire par linéarité de l'intégrale. T n’est pas

surjective car les T(u) sont de classe C'.

x —X 2 .
Comme T(w)(x) = [ tu(t)dt + f: (t — Du(t)dt, on a [T(W)(x)| < (% n %)Hulloo ce qui donne la

majoration [|T(u)]]ee < HuZHOO Ceci prouve que T est continue et que |||T||| < % Avec la fonction constante
u=1,onaT(u)(x)=x— % apres calculs donc |||T]|| = %

[12.6 Exercices aux oraux des étudiants de PSIl}

12.44 | a. C’est clairement vrai pour p = 1 car alors forcément t; = 1 et pour p = 2 par définition d’un convexe.

Soit p > 2 tel que les deux propriétés sont vraies, si (t1,---,tp, tp+1) € [0; 1PFT (xq,- - y XpyXp41) € cpt!
P+l

et > tx =1, on considere deux cas :
k=1
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p+1 p+1 p+1
e sityq =1, alors 21 txg = xp41 € Cet T( 21 thk) = T(xp+1) = 21 tiT(xi) car ty = -+~ =t, = 0.
K= K= K=
. . nt] p t .
®sitpyr # 0on écrit x = Y txe = (1 — tp+1)( > skxk) + tp41Xp41 Avec s = ﬁ Mais par
k=1 k=1 p+1
P P
hypothése de récurrence, comme Yk € [1;p], sk € [0;1] et > sk = 1, onay = > sgxx € C donc
k=1 k=1

p+1
(1—tp41)y+tpr1xp41 € C puisque C est convexe. De plus : T( > thk) =T(x) =T((1=tp41)y+tpr1xp41)
k=1

p+1 P pt1
done T( 33 tioxic) = (1= tps)T(W) + tp 1 Toop) = (1= o) ( 2 siT(00)) 4ty Tlepsn) = 3 6T ()
k=1 k k=1

par hypotBése de récurrence et car T est une transformation affine.

L’hérédité est vérifiée et par principe de récurrence, on a le résultat.

b. D’apreés la question précédente, comme Vk € N, T¥(a) € C par récurrence, on a Vn € N, x, € C.

D’aprées BOLZANO-WEIERSTRASS, il existe une suite extraite (X<P(“))neN telle que nEToox(p(n) =x € C.

T (a) —a
n—+1

T est continue donc, par caractérisation séquentielle : nETooT(Xn) = T(x).

Mais Vn € N, T(xn) —xn = par télescopage donc, comme C est bornée, HT T(%n) = x. Mais
n—-+0oo

Alors, par unicité de la limite : T(x) = x et x est bien un point fixe de T.
c. On prend C = [0;1] dans R et T(x) = 1 — x alors le seul point fixe est x = %

On prend C = [0;1] dans R et T(x) = x alors tous les x € [0; 1] sont fixes.

d. On sait que T; possede un point fixe d’apres ce qui précede : voila I'initialisation.

Supposons que, pour un entier k € [[1; N—1], les transformations (T, - - -, Ty ) posseédent un point fixe commun.
Comme indiqué, posons Cx = {x € C | Vi € [1;k], Ti(x) = x}. Alors Cy est inclus dans C donc bornée.
De plus, Ck est non vide par hypothese de récurrence et Cy est fermé car si on prend une suite (un)nen
d’éléments de Cy qui converge vers { dans E, alors par continuité de chaque Ti, on a T(¢) = € donc ¢ € Cx
ce qui prouve que Cy est aussi fermé. Enfin Cy est convexe car les applications T; sont des transformations
affines donc si (x,y) € CZ, i€ [1;k] et t € [0;1] : Ti(tx + (1 —t)y) = tTi(x) +' 101 = ) Ti(y) = tx + (1 — t)y.
Pour x € Cy, on a Vi € [1;k], Tikq1(x) = Te41(Ti(x)) = Ti(Tp1(x)) donc Tiq1(x) € Ck. Ainsi Cy est un
convexe non vide fermé et borné sur lequel Ty est une transformation affine, on sait qu’alors il existe un
point fixe de Ty41 dans Cy (qui est aussi un point fixe de Ty, - -+, Ty par construction). On a donc trouvé un
point fixe commun aux applications Ty, - -+, Tk et montré 'hérédité.

Par principe de récurrence : Ix € C, Vk € [1;N], Tk(x) = x.

11 suffit de prendre & nouveau C = [0;1], et Ty (x) = % + Ak (x - %) avec Ay € [—1;1] pour la stabilité de [0; 1].

En effet, % est alors point fixe commun et Ty o Ty(x) = Ti o Ty (x) = % 4+ AkAq (x — %)

12.45] 1l faut paramétrer : il existe t; # t2 tels que A = (t1,f(t1)) et B = (t2,f(t2)). La tangente de f en A a

pour équation y = f(t1) + f'(t1)(x — t1) donc hypothese se traduit par f'(t;) = w
22—t

Soit @ : R — R définie par ¢(t) = flt) — f(t1) sit#tr et o(t1) =f(t1). Comme f est dérivable sur R, la

t—1t4
f(t) — f(t1)

fonction ¢ est dérivable sur R\ {t;}. De plus, tlirg = '(t1) donc ¢ est continue en t;.
—4

t—tH
Mais on sait aussi que @(t1) = @(t2) d’aprés ’énoncé. Les conditions du théoréeme de ROLLE sont remplies,
o ' (to) (to — t1) — f(to) + f(t1)

on en déduit Pexistence de ty € |t1;t2] tel que ¢'(to) = =0.

(to — 1)
Soit M = (to, f(to)) qui est sur la courbe de f. La tangente en M est d’équation y = f(to) + f'(to)(x — to).
On vient de voir que f(t1) = f(to) + f'(to)(t1 — to) donc le point A appartient & la tangente de f en M.
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12.46) a. Comme [A| < 1, V0 € [0;271], on a | — Ae'®| < 1 donc la série géométrique Y (—Ae'®)™ converge et

n>0

i0 ., Foo . +oo . .
on a Lie =@ 3 (—1)maAnein® = 37 (—1)mAmet M+ 1O - Définissons i, 0 0 — (—1)"AMeH ™10 alors
T4 Ae n=0 n=0
[[fnlloo,0;27) = [AI™ et > [A[™ converge donc ) f, converge normalement sur le segment [0;27]. Comme

n=>o0 n=o0
toutes les fonctions f,, sont continues sur le segment [0;27], on peut intégrer terme & terme pour avoir

fh e a0 fzn (:éfn(e))de = zjj)foznfn(e)de = f(—])“xn[mrﬂ _ $o-o

0 1+ 7\619 - 0 n=0 1(‘r1 + 1) 0 n=0
b. D’apres le théoreme de D’ALEMBERT-GAUSS, C est algébriquement clos donc, comme Q # 0 car Q
T

n’admet pas de racine dans D(a,r), on peut décomposer Q = d [[ (X — ;)™ dans C[X] avec d # 0 son
j=1

coefficient dominant, «1,..., &, les racines distinctes de Q et my,---, m, les ordres de multiplicité respectifs
de aq,---, 0 dans le polyndme Q. D’apres les propriétés de la dérivée logarithmique (des polynémes :

c’est au programme en MPSI mais pas en PCSI et ¢ga ce montre assez simplement par récurrence sur ),

! T . / i0 T . T . .
onagzzgm—doan(Lmie):Z n:é = > Jieenposantbjzﬂ—et
Q 1 X~y Q(a+re™) =1 a+re” —oy j=1 1+ Aje a—
Aj = ——. Soit j € [1;7]], comme aj ¢ D(a,7), on a |a — ;| > v donc |Aj| < 1 et on peut appliquer le
a—
: 20

résultat de la question a. pour avoir f 79d0 = 0 de sorte que, par linéarité de l'intégrale, on en

0 T+ Aje
2 Q' (a +1e'®) T 2m 0 T
déduit que 1(Q) = - [ latTe Deiogg — T s p [T e qp= T S o0=0.
uit que 1(Q) 2ndo Q(a+rel?) e 27 ]-; ) j;) 1+ hje'® 2m j§
Q w
c. Si Q = (X —a)™U ol U ne possede aucune racine dans D(a,r), alors ) = XL + U T la dérivée
—a

logarithmique transforme les produits en somme (comme un logarithme). Ainsi, par linéarité de 'intégrale :

27 . 27
1(Q) = 2]—7_( o ﬁre‘ede +1(UW) = ;—ﬂ fo mde + I(U) donc I(Q) = m d’apres la question b..

d. Déja, il s’agit bien d’un maximum car la fonction ¢ : z — |P(z)| est bien continue sur D(a,r) qui est un

fermé borné de I’espace C (qui est de dimension finie) donc ¢ est bornée et atteint ses bornes sur D(a,r) ce
qui justifie 'existence de [|P|| = [|P||s,D(a,r)- L’homogénéité et I'inégalité triangulaire de || .|| proviennent
des propriétés équivalentes de la norme infinie classique (sur D(a,)). Pour la séparation, si P € Ry [X] vérifie
[|IP|| = 0, alors ¥z € D(a, ), |P(z)| =0 donc P(z) = 0 donc P posséde une infinité de racines d’otr P = 0.

Au final, || .|| est bien une norme sur Ry [X] (et méme sur R[X]).

e. L’application f : P — P’ est un endomorphisme de R, [X] qui est de dimension finie. D’apres le cours, f
est donc lipschitzienne. On en déduit l'existence de M > 0 telle que VP € R, [X], [[f(P)|| = [|P]| < M]|P|].

f. ¢ Si p =0, en prenant kg = 0, on a bien Vk > 0, |Px(z)| > 0= %
e Sip >0, on prend ¢ = % > 0 et, puisque la suite (Px)x>0 € (Rn[X])Y converge vers P (pour n’importe

quelle norme car on est en dimension finie donc en particulier pour la norme de la question d.), il existe un
entier ko tel que Vk > ko, ||Pxk —P|| <e= % Pour tout entier k > ko et tout complexe z € C(a,r) C D(a,r),
1 < [P(2)] = [P(2) = Pil2) + Pi(2)| < [P(2) = Pic(2)| + [Pic(2)] < [[Pic = Pl + [Pic(2)] < &+ [Pe(2)] (on peut bien
str aussi utiliser ||P(z)| — [Px(z)|| < [P(z) — Px(z)|) et on en déduit bien que [Py(z)] > E

2
g. Dans cette question, pour s’assurer que p > 0, on choisit r assez petit pour étre stir qu’il n’y a pas de racine

de P sur le cercle C(a,r). Comme a est une racine de P par hypothese, en notant a, ay,-- -, aq les différentes
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racines de P, il suffit de prendre r < ]Min la — ai]. Avec un tel choix, P ne s’annule pas sur C(a,r) donc
<i<q

. . . . 2701 Pl (a+re'®)  P/(a+re®)
s ’ . Soit k > k 27 1(Py) — 1(P)| < K ) .
p > 0 car il s’agit d’'un minimum. Soit k > k¢, on a . [I(Py) — I(P)] < fo Pelatre®)  Platre®

/ ’ I pl o
par inégalité de la moyenne. En écrivant L (P — PP + P/(P — Pi)
Py P PPy

|(Pi(a + 1e™®) — P’(a + 1e'9))P(a + e') + P’(a + re'®)(P(a + 1e'®) — Py(a + ') (a + re'?))|, puisque
[Pi(a +1e®) — P(a + re'®)| < [P — P/l < M|[Pic = PI[, [P(a +re™®)| < [[P], [P'(a + re™®)] < [|P']] et

, on peut majorer le numérateur

[P(a+ret®) — Pr(a+ret®)| < ||Px — P|| car C(a,r) C D(a,r), par la quantité (||[P’|| + M||P||)||P — Pk||. Mais
pour minorer le dénominateur, on sait que |Py(a + re'®)| > % d’apres e. et |P(a + ret®)| > u par définition
2

de w donc |Py(a + ref®)P(a + re'®)| = [Pr(a + ret®)|.|P(a + 1el®)| > ”7 donc, on obtient :

2m P'|| + M|[P|))||P — P 8nM||P||||Px — P
—|I || || ||2H))|| kHdG — %.(271).(”]’/”—|—M||P|D||P—Pk|| < H |||L k H
T (u”/2) i i

On en conclut, puisque lim [|P — Py|| = 0 par hypothese, que lim [I(Px) — I(P)| = 0.
k——+oo k—+oo

(po-17) < [

Or, en prenant v > 0 tel qu’on ait aussi v < |Im(a)|, comme les Py n’admettent que des racines réelles, Py n’a
pas de racine dans D(a, 1) donc I(Pyx) = 0 par la question b.. On a alors I(P) = 0 puisque kETw I(Px) = I(P).
Mais ceci contredit la question c. car P admet a pour racine de multiplicité m > 1 donc on sait que I(P) = m.
Au final, une limite dans Ry [X] de polynémes scindés dans R est un polynoéme scindé dans R puisqu’il ne

peut avoir que des racines réelles. L’ensemble de ces polyndémes de Ry, [X] scindés dans R est donc un fermé.
12.47) a. On sait d’apres le cours que ||.||s est une norme sur M, (R) : il faut le refaire ici et montrer la
séparation, I’homogénéité et 'inégalité triangulaire !

n
Soit (M, X) € Mn(R) x My, 1(R), alors Vi € [1;n], [MX]; = >~ mjxx. Ainsi, par inégalité triangulaire, on
k=1
n n
a |[MX]i] < 37 Imiklbacl < 27 (Moo Xl|oo = n[[M[[oo][X[loc- On en déduit que [[MX][oo < n||M||oo|X]|co-
k=1 k=
b. Par hypothese, il existe m > 0 tel que Vk € N, [|A¥||oc < m. Soit aussi X € Ker(A—I,,)NIm (A—1I,), on a

AX = X et JY € My 1(R), X = AY =Y. On multiplie cette derniere égalité par A* donc AKX = A*FTY — AkY,

—_

Or Vk € N, A*X = X par une récurrence simple et car A°X = I, X = X, donc en sommant ces relations, on

p—1 p—1 .
obtient ByX = 1 50 ARX =X = 1 ST (AR+y — Aky) = APY =Y
P k=0 P k=0 P
. e . Py _ .
D’aprés a. et par inégalité triangulaire, ||X||o = HA Y YH gmntl [[Y]|oo- Comme lim mntl_,
p o p p—too P

on a ||X||oc = 0 par encadrement donc X = 0. Les deux sous-espaces Ker(A —1,,) et Im (A — I,,) sont donc en

somme directe donc supplémentaires car, avec la formule du rang, dim(Ker(A — 1)) + dim(Im (A —1,,)) = n.
c. Notons P la matrice dans la base canonique de la projection sur Ker(A — I,,) parallelement & Im (A — I,).
La premiere colonne de By, est constituée des coordonnées (dans la base canonique (Eq,---,En)) de BpE;.
En décomposant E1 = X7 +X; avec X; € Ker(A —1,) et X; € Im(A — 1) donc AXy = X; et 3X3 € My 1(R)
tel que AX3 — X3 = X3, alors B,Eq = By X7 4 BpX2. Comme avant, B,X; = X; car Yk € N, AkX; =X;. De

P PX, —
plus, BpX; = 1 3 (ARFIX3 — ARX3) = ATX3 = X3 par télescopage donc |[BpXa||eo < MHXgHM ce qui
P x=0 P P

donne liT By X2 = 0 par encadrement comme ci-dessus.
p—+oo
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Comme PX = X; par construction, on a liT BpE1 = PEj. On fait bien sir de méme pour les autres
p—+oo

2 2

colonnes, ce qui montre que les n“ coordonnées (les n~ cases) de la suite (Bp)p>o convergent vers celles de

P. Comme on est en dimension finie, ceci assure que lim B, = P.
p—+oo P

a. Si on pose I = [«; B] et qu’on définit la fonction g : I — R par g(x) = f(x) — x, alors g est continue sur
[ g(la) =fla) —ax=0et g(B) =f(B) — B <O0car a < f(a) < B et a« < f(B) < B. Par le TVI, g s’annule en
au moins un x € I donc f admet au moins un point fixe sur I.
b. Soit [a;b] C f(I). Si a =b, par définition 3¢ € I, f(c) = a donc f([c;d]) = f({c}) = {a} = [a;b] si d =c.
Supposons donc maintenant que a < b. Posons X = f~1({b}) qui est non vide puisque b € f(I). Notons

s = Sup(X). Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe une suite (xn)nen € IV telle
que lim x, =s. Ainsi s € I puisque I est un segment (donc une partie fermée). Comme f est continue en

n—-+oo
s, il vient (xn) = f(s). Mais comme ¥n € N, f(xn) =b, on a f(s) = b. De méme Y = ' ({a}) # 0.

lim f
n—+o00
Comme s ¢ Y car a # b, YN] — o0;s[ ou YN|s; +00[ est non vide.

e Si YN]s; +oo[# 0, on pose ¢ = s et on définit d = Inf(YN]s; +o0[) € I. Comme avant, la continuité de f
en d prouve que f(d) = a car d est limite d’une suite (yn)nen d’éléments de YN|s; +oo[ qui vérifient donc
f(yn) = a. Par le TVIL, toute valeur z € [a;b] = [f(d); f(c)] admet un antécédent par f dans le segment
[c;d] donc [a;b] C f([c;d]). Réciproquement, soit t € [c; d], supposons que f(t) > b, alors par le TVI il
existerait x €]t; d] tel que f(x) = b ce qui contredirait la définition de ¢ = s comme la borne supérieure de
X. Par ailleurs, si on avait f(t) < a, encore une fois par le TVI, il existerait y €]c; t[ tel que f(y) = a ce qui
contredirait la définition de d comme la borne inférieure de YN]s; +o0o[. Ainsi, on a Vt € [c;d], f(t) € [a; 1]
donc f([c;d]) C [a;b]. Au final, on a bien f([c;d]) = [a; b].

e Si YN] — oo;s[# (), posons ¢ = Sup(YN] — oo;s[) € I. Comme précédemment, la continuité de f prouve que
f(c) = a. De plus, X N [c; +00[# () car cet ensemble contient s. Posons donc d = Inf(X N [c; +o00[) € I. De la
méme maniére que ci-dessus, on montre que f(d) = b et f([c;d]) = [a;b].

12.49 ] a. Montrons que les points extrémaux de C = By (0, 1) sont les points de la sphere S,(0,1).
Siu=(a,b) € B2(0,1), alors u n’est extrémal car en notant r = vaZ + b2 < 1, x = (c,d) = (%)(a,b) et
y=(e,f) = —(a,b),onau € [x;y] alors que x € C\ {u} et y € C\ {u}. Ainsi C\ {u} n’est pas convexe.
Siu=(a,b) € $2(0,1), montrons que C' = C \ {u} est encore convexe.
Soit (v,w) € C'? avec v # w. Soit t € [0;1], posons z = tv+ (1 —t)w. Sit=0,z=w # uw. Sit=1,
z =v # u. Sit €]0;1], comme on sait que C est convexe, on a déja z € C. Si on avait z = u, alors
Izl = |[tv+ (T =t)w]| < t|v]|+ (T =t)||w]| < t+(1—t) =1 =||ul||. Ainsi, cette suite d’inégalités ne comporte
que des égalités : ||[v|]| = |[w]| =1 et tv et (1 —t)w sont positivement liés (cas d’égalité dans MINKOWSKI)
donc v =w ce qui prouve que v=w =z =u : NON ! Ainsi C’ est convexe et u est extrémal.

b. De la méme maniére (ou on le "voit” en faisant un dessin), les points extrémaux de B(0,1) sont les
quatre sommets du carré S1(0,1).

c. Il est clair que si u € C est le milieu de deux points distincts de C, alors u n’est pas extrémal car C \ {u}
ne sera plus convexe puisque les deux points dont on parle sont dans C \ {u}.

Réciproquement, si u n’est pas extrémal, alors il existe deux points distincts a et b de (C \ {u})? tels que
[a;b] n’est pas inclus dans C \ {u}. Mais comme C est convexe, cela signifie que u € [a;b]. Ainsi, comme
u#aetu#b, il existe t €]0;1[ tel que uw = ta + (1 — t)b. Quitte & échanger a et b, on peut supposer que

t e }0; %} On pose alors ¢ = %a + ( — %)b et d = 3%(1 + (1 — 3§)b de sorte que ¢, d sont éléments de

[a;b] C C. Comme c #u, d#u, c#det c—|2—7d = u, u est bien le milieu de deux points distincts de C.
d. Notons d’abord que si uw € £(E), comme on est en dimension finie, u est lipschitzienne donc |||ul|| existe.

Puisque B est un compact de E et que E est de dimension finie, application x — |Ju(x)|| est continue donc
atteint ses bornes sur B donc |||[u]| = M%X [lu(x)|]-
xX€
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Montrons d’abord que C est une partie convexe de £(E). Soit (u,v) € C? et t € [0;1], alors pour tout vecteur
xde B,on a [|[(tu+ (1 —t)v)(x)|| = [[tu(x) + (1 = t)v(x)|]| < t|[u(x)|| + (1 —t)|[v(x)|| par inégalité triangulaire
et homogénéité donc ||(tu + (1 — t)v)(x)|| = [[tu(x) + (1 — t)v(x)|| < t||[u]|]] + (1 = t)||[v]|]|. Ceci étant vrai
pour tout x € B, on a bien [|[tu+ (1 —t)v]|| <t x 1+ (1 —t)xT=1doutu+ (1 —t)v € C.

Montrons que si u est un automorphisme orthogonal de E, alors u est extrémal dans C.

Supposons que u = YEIW avec (v,w) € C2. Pour tout vecteur non nul x, on a donc |x|| = [[u(x)]| =
DI < (1wl + 1weoll) < LM+ Il 1l = Tl Ainsi, comme on a égalité dans
I'inégalité de MINKOWSKI, les vecteurs v(x) et w(x) sont positivement liés. Or on a forcément |[v(x)|| =
[lw(x)|| = |]x|] donc v(x) = w(x). Comme ceci marche aussi pour le vecteur nul, on a v =w = u et u ne peut
donc pas étre le milieu d’un segment [v; w] avec deux endomorphismes v, w distincts de C. Ainsi, d’apres la
question c., u est extrémal dans C.

On garde la réciproque pour le chapitre sur les espaces euclidiens.

Méthode 1 : considérons X = {t € [0;1] | f(t) € A}. Alors X est une partie non vide (0 € X) et majorée

(par 1) de R donc, & ce titre, admet une borne supérieure qu’on note x. Montrons que f(x) € Fr(A).

e Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe (tn)nen € XN telle que nEToo th = X.
nLi)Too f(tn) = f(x). Par
caractérisation séquentielle des points adhérents, comme (f(tn))nen est une suite convergente de vecteurs
de A, on en déduit que f(x) est adhérent & A, c’est-a-dire f(x) € A.

Comme f est continue en x, par caractérisation séquentielle de la continuité, il vient

e Supposons que f(x) €A : il existe donc ¢ > 0 tel que B(f(x),e) C A. Comme A C A,onax < 1 car f(1) ¢ A.

Mais comme f est continue en x, on aurait un réel o > 0 tel que Vt € [0;1], |t — x| < o« = [|f(t) — f(x)]| < .
On aurait Vt € [x;x + «[N[0; 1], |t — x| < a donc ||f(t) — f(x)|| < e = f(t) € B(f(x),e) C A donc f(t) € A ce
qui contredit le fait que x soit la borne supérieure de X car ce qui précéde montre que [x;x + «[N[0;1] C X.
Ce raisonnement par ’absurde nous permet de conclure que f(x) §£;{.

Au final, f(x) € AN (A) = A\ A = Fr(A).

Méthode 2 : Y = {t € [0;1] | f(t) ¢ A} est une partie non vide (1 € X) et majorée (par 0) de R donc, & ce
titre, admet une borne inférieure qu’on note y. Montrons que f(y) € Fr(A).

e Supposons que f(y) 6;\), il existe ¢ > 0 tel que B(f(y),e) C A et, par continuité de f en y, il existe o« > 0
tel que Vt € [y;y + «[N[0; 1], [|[f(t) — f(y)|| < & ce qui montre que f(t) € B(f(y),e) C A donc f(t) € A. On
aurait donc Vt € [y;y + «[N[0; 1], t ¢ Y. Cette condition est incompatible avec la condition Inf(Y) =y. On
vient donc de démontrer par ’absurde que f(y) %X. Comme /i C A et que f(0) 627 on a forcément y > 0.

e Posons, pour n € N le réel t, = (1 — %)y, alors 0 < t, <y donc t, ¢ Y ce qui montre que f(t,) € A.

Puisque (tn)nen tend vers y, par caractérisation séquentielle de la continuité, (f(tn))nen tend vers f(y), et
comme elle est constituée de vecteurs de A, par caractérisation séquentielle des vecteurs adhérents, f(y) € A.
Au final, f(x) € AN (A)C = A\ A = Fr(A).

a. e Si||x; — x2|| > 2r, les boules By et B, sont disjointes. En effet, si on avait x € By N B2, on aurait
[Ix1 —x2|| = ||[x1 = x +x —x2|| < |x1 = x|| + |[x —x2|| <+ 71 =2r. Dans ce cas, B N By = ), rien a dire.

e Si x1 = x2, il est clair que la plus petite boule contenant B; N B, = B est By elle-méme donc ryin = 1.

/ar2 — a2
et v/ = % (faire un dessin) et montrons que

OSiO<d:||x1—xz||<2r,0nposec:%

la boule fermée B¢(c,r’) contient By N B,. Soit v € B; N B2, on pose x = x3 —v et y = x2 — v, alors on a
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Alle = vI[2 +[x1 =x2? = llx +yll> +[[x = ylI> = 2(/[x[1> + [[yl*) = 2[}x1 = vI|* +2[[x2 = v||* d’aprés V'identité
du parallélogramme. Or ||x; —v|| <1 et |[x2 —v|]| < v car v € By et v € By donc ||c —v||?> < 4r? — d? donc
[lc = v|| < 1'. Par conséquent, By N Bz C B¢(c, ™).

Réciproquement, soit une boule fermée B(w,r”) qui contient By N B,. Soit n un vecteur unitaire normal &
x1—x2,alorssia=c+r'netb=c—1'n,||x;—a||? = |]x1 —x—1n||? = [|[x1 —¢|[* +1? = %2+r/z = r2 donc
[|x1 — a|]| = r ce qui signifie que a € By. De méme, a € B,. Ainsi a € By N B,. Par symétrie, b € By N B,.
Ainsi, 2" = ||a—=b]| = [la—w+w—=Db|| < [J[a—w]||+|[b—w|| < 21" dotr” = v'. Ainsi, Trmin =1 = 7””227(12
est la borne inférieure de tous les rayons des boules fermées qui contiennent K.

b. Comme K est bornée par hypothese, il existe M > 0 tel que K C B¢(0g, M) donc I’ensemble X de tous les

rayons des boules fermées qui contiennent K contient le réel M et est minoré par 0 donc r = Inf(X) existe par
propriété de la bornée inférieure. Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite
(tn)nen qui converge vers r et telle que pour tout entier n € N, il existe une boule fermée By, de rayon
qui contient K, on note x,, le centre d’une telle boule ; ceci justifie les notations de 1’énoncé.

Supposons que (zn)nen ne tende pas vers 0, alors il existe un réel ¢ > 0 tel que ¥n € N, Ip > n, z, > 2¢. 11

existe donc deux suites extraites (xn, )ken €t (xmy )xen (avec my > ny) telles que zy = ||xm, — *n, || > 2e.
Par construction, K C B(xn,,™n,) €t K C B(xm,,Tm,) donc, en posant sx = Max(rn,,Tm,) > 0, on a

K C B(xn, ™) N BGxmysTmy) € B(%ny,sk) N B(xm,,sk). Ainsi, d’apres la question a., K C B(ck,tk)

2
X +x Xn, — X . .
en notant c, = % et t, = \/sﬁ — M < sﬁ —¢2. Mais comme lim s, = r par
k—+o0

hypothese, on a lim /s —e? = /12 — 2 < r. Ainsi, il existe un rang ko tel que Vk > ko, tx <t ce qui

k——+oo

contredit la définition de r comme une borne inférieure. Ainsi, on peut conclure que 11741_1 zn = 0.
n—+oo
12.52] a. Si (un)nen tend vers ¢, alors, par opérations sur les suites convergentes, la suite (v )nen définie par la
relation Vn € N, vy11 = 2uny1 + un converge vers ¢ = 30.

!/
Réciproquement, si (v )nen tend vers ¢/, posons £ = % Supposons que {’ = 0 et montrons que lhll un = 0.
n—-—+0oo

D’abord =Y _ Y0 puis =Y2 _ Y14 Y0 o encore =¥ _ Y2V _ M0 Qoitn > 1 tel que
e I BES Ty Ty T "z d
D) My, (=) g Vil Un  Vagl o (=DM ()M

tn = (k§1 gn—k+l ) * bl » alors uny1 = nT N 7n - n2 * k§1 k2 + T

n n+1-k n n+1 n+1-k n+1-1
A% 1 —1 Vi —1 Uo —1 Vi —1 uo . .
donc up41 = —“2"‘ —|—( > ( Zn)H*k“ )—i—( 2“)+1 = ( > ( 2“)+17k+1 )—l—( )2n+] . Par principe
k=1 k=1
n (_1\n—k _1\yn—1
de récurrence, on a bien Yn > 1, u, = ( > ( ZL)_kHVk) + ( ])2“ 1o
k=1
(—1)“*1110 . L .
Comme nE;Too g = 0, il suffit de montrer que n1—i>T-|r-1c>o kZ::1 Rk = 0. Soit e >0etnp € N
c n0—1(_4)n—kvk n (_1)n—kvk o .
tel que Vk > ng, |vi| < I alors Vn > no, [un|=| > AR + > ToRRET donc, par inégalité
k=1 k:no
. . P 1 mo T () Ryy L e ] nol! €
triangulaire et définition de ng, [un| < 2“_”°+2‘ g::l ST —I—k;o STz < Ao T2 Z:: |vk|+5.

no—1 no—1

) 1 P 1 e
Comme nEToo o2 k¥1 [vi| = 0, il existe un rang nq = no tel que ¥n > ny, o2 kz [vie| < 5
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£+ £ — ¢ On vient de prouver que si lim v, =0, alors lim u, =0.

Ainsi, Vn > nq, |jun| <
5 =z N1, | n| X 2 2 n—-+oo n—-oo

En général, si 1111 vp =0, comme Vn € N, vioy1 — 8 = 2(uny1 — ) + (un —{), ce qui précede montre que
n—+oo

. . 4
nETw(vn —)=0= nBToo(un —{) =0 donc (un)nen converge (vers £ = 5)

Ainsi, par double implication, (un)nen converge si et seulement si (vy)nen converge.

b. NON, il suffit de prendre xn = /M, alors (xn)nen diverge car 1111 xn = —+00 et pourtant, comme
n——+oo

Vvnt+1—yn= \/7+\f on a llm (xn_H—xn):O.

c. NON PLUS, il suffit de prendre x,, = sin (%) Alors, comme la fonction sin est 1-lipschitzienne,
Vne N, |xniy1 —xn| < 721(\/77— v/1) donc nl—EToo(X“H —xn) = 0 avec b.. Mais x4n2 = 0 et X(4n41)2 =1
donc (xn)nen diverge car il en existe deux suites extraites qui convergent vers des limites différentes.

Une valeur d’adhérence d’une suite (un )ne n est une valeur € qui est la limite d’une suite extraite de (un )neN-

On peut montrer que si (xn)nen est une suite réelle telle que liT (xn4+1 — xn) = 0, alors 'ensemble des
n——+oo

valeurs d’adhérence de (xn)nen est un intervalle.

12.53) a. Pour n € N* on pose f, : x — ] 5 + L ~ définie sur R\ Z*. Pour x € R\ Z*, on a
(n+x) (n—x)

fn(x) = 0 (ﬁ) donc Y fn(x) converge et la fonction g est donc bien définie sur R\ Z*.

nzl1
Soit a €]0;1[, n € N* et x € [—a;a], alors 0 < fn(x) < % Ainsi, |[fnllo,[—asa) < % Mais
(n—a) T T (n—a)
comme Y ( 2 )2 converge par RIEMANN, la série ) f, converge normalement sur tout segment de
n>l n—a nx1
] — 1;1[. Comme toutes les f,, sont continues sur | — 1;1][, g est continue sur | — 1; 1] par théoréme.

+oo 2 2
De plus, on a classiquement g(0) = > 5 =2((2) = %
n=1"n

b. La fonction ¢ de I’énoncé est bien définie sur R\ Z car g 'est et que sin ne s’annule qu’en les multiples

de 7. Comme il est donné qu’elle s’annule en tous les entiers, elle est bien définie sur R.

S R\ Z g +1) = 5 (1 )= 8 o+ Y s done
oit x € , glx +1) = + = + onc i
(n—|—1 +x)?  (n—1-x)* p=2 (p+x)? q=0 (q—x)?

n=1
: (X o 1 1 1 .
vient g(x + 1) = <p2::1 (p+x)2) (]+ e (Z::]( —)? >+X—2 = g(x)+x—2 BT de sorte que
2 2
Mx+U:XXlUZfSm%;X+U)+g@+1%:éumgﬁgﬁ+gﬁﬁzwﬂCmsmw+ﬂ%:fﬁﬂﬂ.

Par conséquent ¢ est 1-périodique car elle vérifie aussi ¥n € Z, o(n+1) = ¢(n) = 0.
Comme g est continue sur ]0; 1], que x — sin(mx) l'est aussi et ne s’y annule pas, ¢ est continue sur ]0; 1|
par opérations. Pour vérifier la continuité de ¢ sur R, comme elle est 1-périodique, il suffit de vérifier que

2 2 2
@ est continue en 0. Comme g est continue en 0 avec g(0) = %, on vérifie lim (l — 72[7) =T
3 x—0+ smn (mx) 3

On a le développement limité sin(mc)?mc - X + o(x3) donc sin?(nx) Errzxz ”3" + o(x*) ce qui

donne en inversant —5——

@M??_?_§+§+qwo(mmmW¢U (0) = 0.

Au final, la fonction ¢ est bien un élément de E.
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c. Soit f € E, la fonction h : x > f(%) + f(x '; ]> est bien définie sur R et, comme f est 1-périodique,

h(x+1) = f(X"zi' 1 ) +f(x "zi' 2) = f(X 'zi' 1 ) —|—f(§) = h(x) donc h est elle aussi 1-périodique. De plus, h est

continue sur R par opérations donc h € E. Ainsi, comme la linéarité de L est claire, L est un endomorphisme
de E. De plus, pour f € Eet x € R, |L(f)(x)| = f(%) + f(%)‘ < ‘f(%)‘ + ’f(%)‘ < 2||f]]oo ainsi L

est 2-lipschitzienne donc continue. L’inégalité précédente montre que |||L||]| = Sup % < 2. De plus,
feE,f#0 [eS)

si on prend f =1 (fonction constante), on a L(f) =2 = 2f et f # 0 donc |||L]|| = 2.

d. Posons ¢ = L(¢). Pour x €]0;1[, puisque sin (@) = sin (% + %) = cos(%)7 on obtient

— X ﬂ):i_ﬂiz (5) 4 i (X+1) : devient
P (x) ‘P(Z) + (P( 2 2 sint(nx/2) t9l5)F Gr 12 cosi(m2) +t9( qui devien
2 +o00

_ 4 4 _ s 4 4 4 4
) = x* * (x+1)*  sin(mx/2) cos?(mx/2) +nz::1 (2n +x)* + (2n —x)* * (2n+1+x)* * (2n—1—x)*

sin?(x)
4

Or (Xf])z - (2] _ﬁ _X)z et sinz(nx/Z) COSZ(T[X/Z) =

donc, en regroupant les termes pairs et

L NI _ 4 4ot = 1 1 _
impairs dans la méme série : P(x) = 2 St —&-4“2::1 ((n )2 + = x)2> =4¢(x).

De plus, @(l) =4-m?+g(1/2) =4—m?+4 +§ojo — 1 444 +§ojo e . +§Ojo —1 -0
2 n=1 (2n+]) n=1 (Zn+]) n=0 (2n+1)
2

(classiquement en séparant les termes pairs et impairs et en se ramenant & ¢(2) = &-).

Comme 1 est 1-périodique d’apres c. et que Vn € Z,db(n) = $(0) = ¢(0) + cp(%) = 0 d’apres ce qui

précede, on en déduit que P = 4. D’apres la question c., on a donc |[V]|eo = 4]|@||occ = ||L(@) |00 < 2||@]|so

ce qui montre que ||@||oc = 0 donc que ¢ est la fonction nulle. On en déduit donc que pour tout réel x

i 1 m’ 1\ ( 1 1 ) n?
non entier : X)) =—— —5——~+g9gx) = -5 + + — = 0 donc que
0 () x> sin?(mx) 9(x) x* né:] n+x)?  (n—x)? sin?(mx) q
+oo 1 2
5 = — 7; en regroupant les deux séries en une seule a indices entiers relatifs.
ne—oo (N +x) sin”(mx)

12.54a. Soit i € [[1;p]] et vi un vecteur propre associé & la valeur propre A;. Comme la fonction g; : M — Mv; est
continue car linéaire en dimension finie et que la suite (Ak)kgo converge, alors la suite (Akvi)k>o converge
vers le vecteur Lv;. Or, par une récurrence facile, on a Vk € N, Akv; = A'i‘vi. De plus, la convergence de la
suite (Afvi)k>o équivaut a la convergence de la suite numérique (7\5)1@0 (par exemple car les coordonnées
de AFv; dans une base B dont le premier vecteur est vi # Ocn sont (AK,0,---,0)).
Si [Ai] < 1, la suite (AF)x>0 converge vers 0. SiA; =1, Um AF=1.Si|A{| > 1, comme lim [A|*= +oo,

k——+oo k——+oo

la suite (AK)iso diverge. Si [Ai| =1 mais A; # 1, alors A; = ¢'© avec 0 # 0 [271], comme AXT! = 1Ak (1), si
la suite (AF)>0 convergeait vers un complexe ¢, on aurait { = e*®¢ donc ¢ = 0 en passant a la limite dans (1)
et c’est impossible car [A¥| = 1. En résumé, la suite (A\¥)x>o converge si et seulement si [A;| < 1 ou Ay = 1.
On peut conclure que la convergence de (A¥)y>o implique Vi € [1;p]], [Ai| < 1 ouA; = 1.
Toujours dans le cas out A est diagonalisable, la réciproque est vraie et laissée aux étudiants curieux.
Pour aller plus loin, soit une base B = (v1,---,vn) de vecteurs propres de A telle que (vq,---,v;) soit une

base de Eq(A), alors ce qui précede prouve que Lvi = vi sii € [1;1] et Lvi = O¢n sii € [[r+ 1;n]. Ainsi,
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Papplication L est la projection sur le sous-espace propre Eq(A) parallelement a @ EA(A).
AESP(AN{T}

P
b. D’apres le cours, P = [] (X —Ax) est annulateur de A car A est diagonalisable et Spc(A) = {A1,---,Ap}.
k=1
d
c. Soit Q = Y apX* annulateur de A et A une valeur propre de A, alors il existe un vecteur propre v associé
k=0
d d
aA: Av = Av. Comme A% = A*v comme ci-dessus, on a Q(A)v = > axA*v = 3 axA*v = Q(A)v donc
k=0 k=0
Q(A)v =0¢n alors que v # 0¢cn d’olt Q(A) = 0 et A est bien une racine de Q.
p—1 . p—1 .
Soit (ag,---,ap—1) € CP tel que > a;A' =0, cela signifie que le polynéme Q = > a;X' est annulateur de
i=0 i=0
A. Or, on vient de voir qu’alors toutes les valeurs propres de A sont des racines de Q. Ainsi Q € Cp_1[X]

admet donc au moins p racines distinctes ce qui prouve que Q =0 d’ott ap = --- = ap_7 = 0 donc la famille
(In,---,AP™1) est une famille libre. Ceci justifie que P est bien le polynéme minimal de A.

d. Soit k € N, on effectue la division euclidienne de X* par P ce qui donne X* = PQy + Py avec la condition
deg(Py) < deg(P) = p sur le reste Py : Px € Cp_1[X]. Ainsi, A¥ = P(A)Qk(A)+Pxk(A) = Py(A) car P(A) = 0.
e. Mu(C) de dimension finie donc tous les sous-espaces vectoriels de My (C) sont fermés (vu en cours).
Ainsi, C[A] = Vect(I,---,AP~") (d’apres d.) est fermé. Comme la suite (A¥)ye est une suite convergente

de matrices de C[A], sa limite L est dans C[A] = C,_;[X]. Ainsi, il existe U € C,_1[X] tel que L = U(A).

12.55)a. ®: C,[X] — C™*! définie par ®(P) = (P(ap),---,P(an)) est bien définie et clairement linéaire. Soit
P € Ker(®), alors P € C,[X] et P(ap) = -+ = P(an) = 0 donc P admet n + 1 racines distinctes d’ott P = 0.
Ainsi, Ker(®) = {0} donc ® est injective. Comme dim(Cy[X]) = dim(C™*"), ® est un isomorphisme.

b. Pour tout entier i € [[0;n], si P € Cn[X], on a (P(a;y) =1 et Vj € [1;n]\ {i}, P(aj) =0) <= ®(P) = ey
((i + 1)-ieme vecteur de la base canonique de C™). Ainsi, il existe un unique polynéme L; € Cy[X] tel que

Li(ai) =1etVj € [1;n]\ {i}, Li(aj;) =0 et c’est Ly = @' (ei41). En fait, Ly = [] (Xga) (LAGRANGE).

j=1 N4 — Qj

j#AL

c. Comme xa € Cq[X], on a ®(xa) = (xa(ao), - xalan)) = io xalaeiry = <I><_§O><A<ai>h> par

n
linéarité de ® et grace a la question précédente, d’ott xa = Y. xa(ai)Li par bijectivité de ®.

i=0
d. Soit k € [0;n] et fx : Mn(C) — C définie par fx(M) = xm(ak) = det(axln — M). Soit aussi
gk : Mn(C) = M, (C) définie par gx (M) = axl, — M. Alors gk est continue sur M, ( C) car 1-lipschitzienne.
En effet, ||gk(M) — gk(M/)]|co = ||akIn — M — axly + M/||eo = ||[M — M/||s. De plus, det : M (C) —» C
est continue car polynomiale donc, par composée fx = det o gy est continue sur M, (C). Avec c., YM €

n n n
Mn(C), fM) =xm = Y xm(ax)Lx = > fk(M)Lx d’ott f = > fxLy est continue par opérations.
k=0 k=0 k=0

12.56 ] a. Comme a et b ont été choisis strictement positifs, la suite (un)n>1 est bien définie et strictement
positive car la fonction racine est bien définie et strictement positive sur R’} . Par construction, elle est aussi

strictement croissante car la fonction / est strictement croissante sur R* (par exemple a + Vb > a donc

uz >uj et a++/b++/a>a++vbdonc uz > uy).
Si a="b, notons (vn)n>1 la suite associée, alors vi = y/a et Vn > 1, vy = Va+vy, = fg(vn). La

fonction fq : Ry — Ry est dérivable, strictement croissante et son unique point fixe est ¢4 > 0 tel que
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=Va+ g =% —{, —a=0. On trouve classiquement {, =1ty ] +4a (car VZ] +da 0).

Comme vi = /@ < 1—24a<1+\/1+4a:

applique fq strictement croissante a cette inégalité et on a 0 < fq(0) < fq(vn) = vnt1 < fa(lq) = Lq. Par

lq,on a0 <vy <y Soit n € N* tel que 0 < v, < £q, On

principe de récurrence, on a donc ¥n > 1, 0 < vy < {q. La suite (v )n>1 est donc croissante et majorée par
¢, donc elle converge vers un réel ¢, < {q. Mais en passant a la limite dans vy11 = fq(vn), comme f, est

continue, on a ¢, = fo(f};) ce qui montre que £, = {4 d’apres ce qui précéde. Par conséquent, Um v, = {,.
n—+oo

Sib < a (le cas b > a est similaire), on pose, pour tout entier n > 1, u, = \/a + \/b +vVa+vb+ ... et

vn—\/a—i-\/a—l—\/a—i— Va+ ... llest clair que Vn > 1, u, < vn. D’apres ce qui précede, Vn € N*, uy < €q
donc (un)nen est croissante et majorée donc elle converge (vers ¢) par le théoreme de la limite monotone.
b. Par construction, Vn > 1, upyy = m. On passe & la limite dans cette relation (elles
existent). Comme y/ est une fonction continue, on a donc ¢ = \/m ce qui donne en élevant au
carré la relation ¢* = a + /b + € puis {> — a = /b + { donc (¢ — a)?> = b + (. En développant, on trouve
¢4 —2at? — {4+ a? — b = 0. Ainsi, le polynéme P = X* — 2aX? — X + a? — b admet { comme racine.

12.57a. Soit h: [0;1] — R définie par h(x) = f(x) — g(x). Alors h > 0 sur [0; 1] par hypothése. Comme f et g

sont continues, h l'est aussi sur le segment [0;1] donc elle est bornée et atteint ses bornes. Ainsi, il existe
a € [0;1] tel que h(a) = Min h(x) = « > 0.

x€[0;1]
Initialisation : pour n =0, Vx € [0;1], fO(x) — ¢°(x) = id o,1)(x) — id [0.;1](x) = x — x > O.a. Pour n =1, par
construction de «, Vz € [0;1], f(z) — g(z) = h(z) > a = T.ac (7).

Hérédité : soit n € N* tel que Yy € [0 71] f“(y
Soit x € [0;1], " 1(x) — g1 (x) = M+ (x)
T (x) — g™t (x) = (F(F™(x)) — g(f™(x))) + (f™(g(x)) —g™(g(x))) car comme f et g commutent, f*og = gof™.
En prenant z = g™ (x) € [0;1] dans (1) et y = g(x) dans (2), f**'(x) — g™ (x) > «+no = (n + 1)«

Par principe de récurrence, on a donc Vn € N, ¥x € [0;1], f™(x) — g™ (x) > na.

Puisque [0; 1] est stable par f et g, par récurrence, on a Vn € N, Vx € [0;1], 0 < f*(x) < 1et 0 < g™(x) < 1.
Dés que na > 1, comme Vx € [0;1], f*(x) —g™(x) <1—-0=1, f*(x) — g"(x) = n« est impossible.

b. Raisonnons par I’absurde. Si on avait Vc € [0;1], f(c) # g(c), alors la fonction h = f — g ne s’annulerait
pas sur [0;1]. Or cette fonction est continue donc elle garderait un signe constant sur [0; 1] par le théoréme
des valeurs intermédiaires. Traitons deux cas :

e Soit h =f — g > 0 sur [0;1], alors on a vu la contradiction & la question précédente.

e Soit h = f — g < 0, en posant o = Max(h(x))<0, onavne N, Vx €[0;1], f*(x) — g™ (x) < na ce qui

x€[0;1]
devient absurde dés que na < —1 car Vx € [0;1], f™(x) — g™(x) > 0 — 1 = —1 comme avant.

Dans tous les cas, on a une impossibilité donc h s’annule au moins une fois sur [0;1] : Ic € [0;1], f(c) = g(c).

12.58] a. f ainsi définie est bijective de R* sur R? si et seulement si ¢ > 0 et a # 0 et dans ce cas, on a

1/oc
1(x) = 1/“ De plus, f est aussi dérivable sur R} et f'(x) = acx®'. On a Vx > 0, '(x) = f~'(x) si
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Il e 2 - 1=0+= a= ]i\/g. La condition ac = ¢~ /%

1/ [
14 2

et o« — 1

et seulement si ac = ¢~
avec ¢ > 0 impose o = % ~ 1,61 et on a donc ¢'+(1/®) = ¢ = 5= donc ¢ = «~ /%, Ainsi, la fonction

fix = o« "% est bien un élément de E avec o = % le nombre d’or.

b. Soit f € E, alors f étant bijective et continue sur I'intervalle R, elle est strictement monotone donc
strictement croissante car ' = f~! > 0. f admet d’apres le théoréme de la limite monotone une limite finie
en 07 car f est croissante sur RY et minorée par 0. Comme f réalise une bijection de R% dans R% cette

limite ne peut étre que 0 par le théoréeme de la bijection. Ainsi : lhg)h f(x) = 0F. f est continue sur R par
X—

*

hypothese. Soit k € N tel que f soit de classe C* sur R?, comme f’ ne s’annule pas sur RY, alors 1 est
aussi de classe C* sur R%. Comme ' = =1, f est donc de classe C*tT sur R? . Par principe de récurrence,
f (et donc £~ aussi puisque ' ne s’annule pas sur R ) est de classe C*> sur RY.

c. Soit g : R% — R définie par g(x) = f(x) — x. Comme f est de classe C* sur R*, g l'est aussi. Pour

tout réel x > 0, g'(x) = f'(x) =1 = 1 (x) =1 et ¢g"(x) = f'(x) = f,(f_]71(>) > 0. Ainsi, la fonction g
X
est strictement croissante sur R%. On a vu en question b. que Hm+ f(x) = 0%, et puisque £~ est aussi
x—0

une bijection strictement croissante de R* dans R%, ona lim f~'(x) =0% et lim f~'(x) = +oo. Ainsi,
x—0+ X—+00

lim g'(x) = —1 et lim ¢'(x) = +o00. Par continuité de g’ et le théoréme des valeurs intermédiaires, il

x—07F X—+00

existe donc un unique réel « > 0 tel que g’(«) = 0. La fonction g est donc décroissante sur |0; «] et strictement
croissante sur [o; +oo[. Comme liT /(x) = 400 car f = f~! est bijective strictement croissante de R7
X—>+00
xX
dans R7, il existe a > 0 tel que Vx > a, f'(x) > 2. Ainsi, ¥x > a, f(x) = f(a) + fa f'(t)dt = f(a) +2(x — a)

donc g(x) = f(x) —x > f(a) +x—2a. Comme Um f(a)+x—2a = 400, on en déduit que lim g(x) = +o0.

X——+00 X——+00

Or lim g(x) = Um f(x) = 0 donc, avec le tableau de variations de g, g(«) < 0 et on a l’existence et I'unicité
x—0F x—0t

d’un réel ¢ € [x; +-00[C R tel que g(c) = 0 = f(c) — ¢ donc l'existence d'un unique point fixe de f sur R .

a. Pour (t,t') € R?,

f(t) — £(t')] < [|(t —t)b[| = ||b]| [t — '|. Ainsi, f est ||b||-lipschitzienne donc continue.

f(t) — f(t')]| = ‘ [la +tb|| — |la+t'b]|| < |la+tb— (a+t'b)|| par la seconde inégalité
|

triangulaire, d’ou
b. Comme tb = (a + tb) — a, par inégalité triangulaire, on obtient |[tb|| = |t| ||b|| < ||a + tb|| + ||a|| donc

_ . B . . _ _ . . . _ .
f(t) = ||a + tb]| = ||b]| [t| — ||a]|- Comme tglloo(HbH [t| — |la]|) = 400, par minoration, tl}?oo f(t) = +o0

c. Intervalle : si I # (), soit (t7,t2) € I? tel que t; < t;. On va montrer que [tq;t2] C I, c’est-a-dire que I est un
convexe. Soit t € [t1;t2], en faisant un dessin, comme la trajectoire de t — a4+ tb est la droite affine passant
par le “point” a de vecteur directeur b, on voit que le vecteur a + tb est dans le segment [a + t1b; a + t2b],

c’est-a-dire qu’il existe un réel « € [0;1] tel que a+tb = a(a+t1b)+(1—a)(a+t2b). Un simple calcul, comme
t) —t
ta—t

b # Og, montre que « = . Par inégalité triangulaire, on a donc ||a+tb|| < «f|a+t1b||+(1—)||a+1t2b]|

or, puisque t; et ty sont dans I, ||a + t1b]| < 1 et ||a + t2b]| < 1, d’on, puisque & > 0 ou T — & > 0, on en
déduit que ||a + tb|| < 1. Ainsi, t € I. I est donc un convexe, I est alors un intervalle.

Borné si 1 # (), par définition des limites de b., en prenant ¢ = 1, il existe to tel que Vt > to, f(t) > 1
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donc [to;+oo[NI = @. On peut donc conclure que I est majoré par to. Le méme raisonnement avec

lim f(t) = +o0o montre que I est aussi minoré par un réel t;. Alors, I est un intervalle borné.

t——o0
On pouvait aussi reprendre I'inégalité ||a + tb|| > ||b]|[t| — ||a|| qui montre que sit € I, on a ||a + tb|| < 1
donc ||b]| [t| — [|a]| < 1 d’ou |t| < ! —|~_\b|{|a|| donc I est borné.

OQuvert : supposons I # @, on va montrer que I est ouvert de trois manieres différentes.

e Le plus simple, par définition de I = {t € R | [|[a+tb|| =f(t) < 1},onal=Ff"(]-1;1]) = (] —o0;1[)
donc 1 est 'image directe d’un ouvert par une fonction continue donc c’est un ouvert.

@ Soit (tn)nen € (1) Y une suite convergente (vers t) d’éléments de I¢. Ainsi, Vn € N, [|a+tnb|| = f(tn) =1

par définition de I. Par caractérisation séquentielle de la continuité, on a donc (tn) = f(t). Or

nL—ETOO f
Yn € N, f(yn) = 1 donc, a la limite, f(t) > 1 ce qui prouve que t € 1°. Ainsi, I¢ est fermé par caractérisation
séquentielle des fermés donc I est ouvert.

e Soit t € I, par définition v = a 4+ tb € B(0g,1) qui est une boule ouverte donc il existe r > 0 tel que
B(v,7) C B(0g,1) ; on peut prendre par exemple r = 1 — ||v|| > 0. Or f est continue en t donc il existe
n>0tel que Vt' € R, |t —t/| <n = |f(t) —f(t)| <r = f(t') < f(t) +r =1 car f(t) = ||[v||. Ainsi, si
t'elt—mt+nl,onaf(t)=]la+tb]|<1donct’ €IetIestbien ouvert.
Par conséquent, I = {t € R | a+tb € B(0g, 1)} est un intervalle borné et ouvert ou I est vide.
a. Une norme sur un K-espace vectoriel est une application N : E — R telle que :

e VA € K, Vx € E, N(Ax) = |A|N(x) (homogénéité).

e Vx € E, N(x) =0 <= x = O (séparation).

o V(x,y) € E2, N(x +y) < N(x) + N(y) (inégalité triangulaire).
b. Les trois applications Ng, N7, N, sont bien définies car, puisque les fonctions f de E sont de classe C? sur
[0; 1], les fonctions f, f', f”” sont continues sur le segment [0; 1] donc les intégrales sont bien définies.
Les trois applications Ng, N1, N vérifient I’lhomogénéité par linéarité de la dérivation, de I'intégrale et par
homogénéité de la valeur absolue sur R : il suffit de I’écrire !
Les trois applications Ng, N1, N, vérifient 'inégalité triangulaire par linéarité de la dérivation, de l'intégrale
et parce que la valeur absolue vérifie elle-méme 'inégalité triangulaire : il suffit de I’écrire !
No vérifie la séparation parce que si f € E et No(f) = 0, la fonction continue et positive |f| a une intégrale
nulle sur [0;1] donc elle y est nulle ce qui donne f = 0.

1 1
N1 vérifie la séparation parce que si f € E et Nq(f) = 0, on a forcément fo f(t)dt = fo |f'(t)|dt = 0 donc,

comme [f| est positive et continue, on a f' = 0 sur U'intervalle [0;1] donc f y est constante, cette constante

1
étant nulle avec la condition fo f(t)dt = 0. On a donc bien f = 0.
N ne vérifie pas la séparation car la fonction f : x — sin(27x) est dans E et, apres des calculs élémentaires,

1 1 1
fo f(t)dt = j; f'(t)dt = fo f”(t)dt = 0 donc N2 (f) = 0 alors que la fonction f n’est pas nulle.

Au final, Ny et N7 sont des normes mais N, n’en est pas une.

X
c. Soit f € E et F: [0;1] — R la primitive de f qui s’annule en 0 définie par F(x) = fo f(t)dt. Comme F est

31



de classe C3 sur [0;1] car f y est C2, le théoréme des accroissements finis justifie 'existence de ¢ €]0;1[C [0;1]

tel que F(c) = w = F(1). Or F'(c) = f(c) et F(1) = fol f(t)dt donc f(c) = f(: f(t)dt.

t
d. Soit f € E et x € [0;1], f(t) = f(c) + f f'(x)dx (avec le ¢ de la question précédente) donc, par inégalité

1 P
triangulaire et de la moyenne, |f(t)] < |+’ f If/(x)|dx| < (c)|+fo [f'(x)|dx car [c;t] C [0;1] et |f'| > 0.

Ainsi, Ny (F) = [#(e) |+ [[| [¥/(x)]ax est un majorant de £ sur [0:1] et No(f) = [ [f()]at < [ Ni(f)at = Ny (f)
qui prouve que N7 domine Ng.

Soit f € E non nulle telle que No(f) = N7 (f). Avec les notations précédentes, f(: [f(t)]at = fo] N1 (f)dt donc
f; (Nq(f) — |f(t)])dt = 0 mais on a vu que t — Ny (f) — |f(t)| est positive et continue ce qui montre que
Yt € [0;1], |f(t)| = Ny (f) # 0 car f # 0 et, puisque f est continue donc ne change pas de signe, f = N¢(f) ou
f = —Nj(f). Réciproquement, si f = a est constante avec a # 0, alors No(f) = Ny (f) = |a|. Les fonctions
non nulles telles que No(f) = N1 (f) sont les fonctions constantes non nulles.

e. Supposons l'existence d’une telle constante k > 0 telle que Vf € E, Ny(f) < kNo(f). Soit, pour tout

1
entier n, la fonction f,, : [0;1] — R définie par f,,(t) = t™. Alors f, € E et No(fn) = j;) fn(t)dt = %

ouk = n+ 2. Ceci étant

1 k
1<
+1+ S n41

supposé étre vrai pour tout entier n, on a notre contradiction. On conclut donc qu’il n’existe pas k > 0 telle

1 L n—1 1 .
et Ni(fp) = —— + =—1 4 1ce
t N (fn) ] f nt dt ; + 1 ce qui donne

que Vf € E, N1 (f) < kNo(f). Par conséquent, No ne domine pas Nt : N et N7 ne sont pas équivalentes.

12.61] a. S n’est pas un sous-espace vectoriel de M3(R) car la matrice nulle ne vérifie pas 02 = I3 par exemple.

1 0 0 1 0 0
b. S n’est pas stable par produit car, par exemple, sion prend A= |0 0 1 |JetB=|0 —-1 0|],on
0 1 0 0o 0 1
1 0 0
abien A2=B2=I3mais AB= | 0 0 1 | vérifie (AB)? = # 13.
0o —1 0
c. Soit (An)n>o une suite de matrices de S qui converge vers A € M3(R). L’application produit définie par

: (M3(R))? — M3(R) et P(A,B) = AB est bilinéaire en dimension finie donc elle est continue. L’application
D : M3(R) — (M3(R))? définie par D(A) = (A,A) est linéaire en dimension finie donc elle est continue.
Ainsi, par composée, I'application carré C = PoD : A +— A? est continue sur M3(R). Ainsi, comme

lim A, = A, par caractérisation séquentielle de la continuité, lim C(A,) = lim A2 = A2. Mais la
n—-+oo n—+oo n—+oo

suite (AZ)n >0 est constante égale & I3. Par unicité de la limite, A> = I3. L’ensemble S est donc fermé.

10 0
d. S n’est pas borné car les matrices Mg = [ 0 0 1/a | sont dans S quel que soit a > 0 alors que
0 a O

Va>1, [[Mql|lec = adonc lim [[Mql|eo = +00.
a—+oo

12.62 ] a. Le maximum d’un nombre fini de réels positifs étant clairement défini et positif, la fonction N est bien

définie sur R™ quelle que soit la famille F et elle est a valeurs dans R..

Séparation : soit x € R™ tel que N(x) = 0, alors 1M%x (Ivilx)]) = 0 donc Vi € [1;m], (vilx) = 0.
<ig<m
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Ainsi, x € (Vect(v1,~~~,vm))J'. Mais F est une famille génératrice par hypothese ce qui se traduit par

Vect(vy, -+ +,vm) = R™ On a vu dans le cours qu’alors (R™)+ = {0}, ce qui montre que x = 0.
Homogénéité et inégalité triangulaire : par définition N = |jvx||sc OU On a posé vy = ((vi\x))KKm e R™
et ot ||.||oo est la norme infinie classique (mais dans R™). Si A € R et (x,y) € (R™)?, par bilinéarité du

produit scalaire canonique dans R™, on a les relations vax = Ay et vy = v} +v,. Comme on sait que
justement ||.||co est une norme, on en déduit que N(Ax) = |[vax|loo = [|Avx|loo = [A|[|[vx|loc = [A|N(x) et
N(x+y) = [[vxtylloo = [[vx + vylloo <vxlloo + [[vylloe = N(x) + N(y).

N vérifie I'axiome de séparation, ’homogénéité et I'inégalité triangulaire, donc N est une norme sur R™.

n
b. Prenons m = n et § = (e1,---,en) la base canonique de R™ (bien génératrice), alors si x = > xjei,
i=1
puisque JF est orthonormale, x; = (ei|x) donc N(x) = 1T\</l.céx [xi] = ||x||co (norme infini classique dans R™).
<in
n
c. Prenons m = 2™ et F = (v¢)ecq_1,1}n oW, si on note € = (e1,--,en) € {—1,1}™, on pose ve = > ¢iey.

i=1
La famille F est bien génératrice de R™ car, par exemple en notant A; = {¢ € {—1,1}™ | ¢; = 1} la partie

de {—1,1}" de cardinal 2™~ " on a > v. =2""Te; car dés que j > 2, il existe autant de n-uplets ¢ dans

e€A
Aq tels que &5 = 1 que de n-uplets tels que ¢ = —1 (2"=2 de chaque sorte). Ainsi, e; = ——— > v.. Bien
eEA,
str, par symétrie, si k € [2;n], ex = 2n1_1 > ve avec A = {e € {—1,1}"™ | ex = 1}. De plus, toujours
A
n Eenk n
six = > xqei, pour ¢ € {=1,1}™, (ve|x) = > eixqy ce qui donne N(x) = Max > eixi|. Il est clair
i=1 i=1 ee{-1,13" 17
n
que | > eixi| est maximale si les eix; sont tous de méme signe, c’est-a-dire si (Vi € [1;n], eixi = |xi]) ou si
i=1
n
(Vi e [1;m], eixi = —|xi|). On a donc N(x) = >_ |xi| = ||x||1 (norme 1 classique dans R™).
i=1

d. Supposons qu’il existe une famille génératrice F de R™ telle que ||.||]2 = N (N associée & F comme dans
Pénoncé). On peut déja supposer que deux vecteurs différents de F ne sont pas colinéaires. En effet, si par
exemple vi et v, sont colinéaires, et si on suppose que vy est celui des deux qui a une norme maximale

(Iv2ll2 = Iv1ll2), alors N(x) = Max (|(vi]x)]) = Max (|(vi]x)]) = N’'(x) avec la famille 7 = (v, -, vn)
1<i<m 2<i<m

qui est encore génératrice. Dorénavant, on prendra donc F avec des vecteurs non deux a deux colinéaires.

Soit j € [1;m] tel que [[vj|[2 = 17;/Lc<1x [[vi]|2. Comme, par CAUCHY-SCHWARZ, pour i € [1;m], on a
<i<m

i)l < [lvillallvilla < Ivsl[3 par définition de j, on en déduit que N(v;) = Max (|(vilvj)) = []l[3.

Puisqu’on a supposé que N = |.||2, on a aussi N(vj) = |[vj||3 = |[vj||2 donc |[vj|| = 1 (on ne peut pas avoir

[[vjl]2 = 0 sinon tous les vecteurs de F seraient nuls par définition de j et  ne pourrait pas étre génératrice).
On prend un vecteur v unitaire qui est orthogonal a vj, on le peut car n > 2. Et on pose alors x = vj + Av
avec A € R*. Alors, d’aprés PYTHAGORE, |[x|[3 = |[v;||3 + A?|[v||3 > |]v;||3 donc [[x||]2 > [[v||2 = 1. On va
montrer que, pour A assez petit, le vecteur x vérifie N(x) = N(v;) (les boules unités pour les normes N sont
es polyedres et, comme v; est sur la sphere unité Bn(Orn, 1), la “face” du polyedre contenant vj est une
d lyed t 5 est la sphe té Bn(0Ogrn, 1), la “face” d lyed t t vj est
partie du plan passant par vj et de vecteur normal v; - on I’a constaté pour les normes 1 et oo en b. et c.).

D’abord, comme vj L v, on a |(vj[v)| = [(vj|v; +Av)| = [(vj]v;) + 0] = [|v;]|5 = 1. Evaluons, pour i € [[1;m]]
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tel que i # j, la quantité (vi|x) = (vi|lv; + Av) = (vi]vj) + A(vi]v). Par inégalité triangulaire et puisque
Pon a [[villz < |Pvillz = 1, [(viP)] < [(vilvi)l + AL < [vilvi)] + INHvillz (]2 < [vilvi)] + AL
Comme v; n’est pas colinéaire a vj, d’apres le cas d’égalité dans 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a
|(vilvy)| < [|vill2][vjl]2 = [[vil]2 < 1 donc |(vi]vj)| < 1. 11 suffit donc de choisir A tel que 0 < [A| <1 — [(vi|vj)]
pour qu’on ait |(vi|x)| < 1. Il faut maintenant rendre ce choix indépendant de i.

Posons donc Ao = Min (1— |(vilvj)|) > 0, alors si on choisit A € [—Ag;Ao], on a donc Vi € [1;m]], [(vi|x)| <1
R

et |(vj|x)| =1 donc N(x) = 1. Comme on a vu que ||x||2 > 1, on ne peut donc pas avoir N = ||.||2.

Ainsi, la norme 2 classique ||.||2 de R™ n’est pas une norme N obtenue comme ceci.
12.63) a. Soit h : R — R définie par h(x) = x — cos(x). h est dérivable sur R et h'/(x) = 1 + sin(x) > 0 donc,

comme R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux
réels a < b tels que h(a) = h(b) et on aurait ¥x € [a;b], h/(x) = 0, ce qui est impossible car f' ne s’annule

qu’en les réels de la forme —% + 2k (k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1

et h(1) =1 —cos(1) > 0. Par le théoréme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0; 1] tel que h(c) = 0,

donc un unique point fixe ¢ de cos sur R. On trouve numériquement ¢ ~ 0,74.

b. Supposons qu’il existe une fonction f : R — R dérivable telle que fof = cos. En appliquant f, on obtient

fofof=focos donc cosof = focos ce qui, en ¢, devient f(c) = cos(f(c)). D’aprés l'unicité montrée a la

question a., on en déduit que f(c) = c. Si on dérive f o f = cos, on obtient f' x (f' o f) = — sin ce qui, en c,

devient f'(c)? = — sin(c) < 0 car, comme ¢ €]0; 1[C]0; 7|, on a sin(c) > 0. NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f : R — R dérivable telle que f o f = cos.
Soit f: R — R telle que Vx € R, f(x) = x? — 2 de sorte que un41 = f(u,). Par une petite étude de cette

fonction dont le graphe est une parabole, on constate que Uintervalle [—2;2] est stable par f. En effet, f est

paire et croissante sur [0;2] avec f(0) = —2 et f(2) = 2.

Méthode 1 cas réel : supposons a € R et traitons deux cas :

e si |a] < 2, comme [—2;2] est stable par f, Vn € N, |un| < 2 done (un)nen est bornée.

e sifal > 2, u; = a? —2 > 2 et, par une récurrence simple, ¥n > 1, u, > 2. Or, pour x > 2, on a
x> —2>xcarx? —x —2=(x+1)(x —2) > 0 donc un 41 = uZ — 2 > uy,. La suite (un)nen- est donc
croissante. Supposons qu’elle converge vers un réel ¢, alors en passant a la limite dans la relation de
récurrence, on a {2 = { —2 donc £ = 2 ou ¢ = —1, ce qui est absurde car u; > 2. Ainsi, (Un)nen est
croissante et non convergente, elle tend vers +oco donc n’est pas bornée.

Ainsi, si a € R, (un)nen est bornée si et seulement si |a| < 2.

Méthode 2 cas réel : supposons a € R et traitons trois cas :

e si a € [—2;2], il existe un réel 0 tel que a = 2cos(0) car cos est surjective de R dans [—1;1]. Ainsi,
a = ug = 2cos(0), puis u; = a? —2 = 4cos?(0) — 2 = 2cos(20) et on montre par une récurrence

simple que Yn € N, u;, = 2cos(2™0) ce qui montre aussi que la suite (un)nen est bornée.
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e Si a > 2, comme ch est une bijection de R* sur |1; 400}, il existe t > 0 tel que a = uo = 2ch (t) puis
u; = a? —2 =4ch?(t) — 2 = 2ch (2t). A nouveau, par récurrence, Vn € N, u, = 2ch (2™t) et, comme
t > 0, ceci justifie que lim wu, = +oo.

n—+oo
e Sia< —2 il existe t > 0 tel que @ = up = —2ch (t) puis u; = a2 —2 = 4ch?(t) — 2 = 2ch (2t).

Encore, par récurrence, Vn € N*| u,, = 2ch (2™t) et, comme t > 0, ceci justifie que HT Up = +00.
n——+oo

A nouveau, si a € R, (un)nen est bornée si et seulement si |a| < 2.

Cas complexe non réel : soit maintenant a € C\ R. On prolonge la fonction cos & C en écrivant, pour tout
iz —iz
z€ C, cos(z) = %. On va vérifier que cette fonction est surjective de C dans C. Soit (z,2') € C?,

. iz —iz
posons u = e'* # 0. Alors cos(z) = 2/ <= & +ze = u—&—gl/u) =7 < u? - 2Z7u+1=0. Dapres

D’ ALEMBERT-GAUSS, il existe au moins un complexe u qui soit racine de P = X% — 22/X + 1, et ce u est
forcément non nul car 0 n’est pas racine de P. Soit donc u # 0 tel que u? — 2z'u+ 1 = 0. Or 'application

exp : v — e¥ est surjective de C dans C* puisque si w = rel® € C* avec r > 0 et 8 € R, le complexe

v = In(r) 4 10 est un antécédent de w par exp puisque e!™(MF10 = (M) x 10 — 1el® — 3y Ainsi, soit v e C
. iz —iz
tel que u = eV et z = —iv de sorte que v = iz et qu’on ait u = e'* puis & +ze —ut 21/11) =7/ = cos(z).

On a bien établi la surjectivité de cos de C dans C. Et on vérifie qu’on a toujours, méme pour z € C, la

formule 20082(2) - 1= Z(eil geiiz)z —1= 2027 444 2e7 M 4 (12D 4 o1

= = 2z).
1 5 cos(2z)

a

Comme 3 € C et que cos est surjective, il existe b € C tel que a = up = 2cos(b). Alors on a comme

avant uj = uj — 2 = 4cos?(b) — 2 = 2(2cos?(b) — 1) = 2cos(2b) et on démontre, par récurrence, que l'on a
vn € N, u, = 2cos(2™b). Si on avait b € R, on aurait a = 2cos(b) = e'® + e '® € R ce qui est contraire
& Phypothese. Ainsi, b = by 4+ ibs avec by € R et by € R* et on a donc uy = 2cos(2™b) = ei2"b | o127
— eiZ“b1 —2"b> + efiz“b1+2“b2.

qu’on peut aussi écrire un Traitons deux cas :

. . _on . son _omn sy n n
esiby >0, alors lim e 2 % =0donc lim e2"P172"b2 = (et [e!2"P1H+2702| = ¢2"P2 {onc
n—-+oo n—-+oo
. 1 n _on . . 7
lim [|e!2"P172"P2| — 100 ce qui prouve, par somme d’une suite bornée car convergente et d’une
n—-+oo

suite non bornée, que la suite (un)nen n’est pas bornée.

. . n . som n oM _omn _on
esiby <0, alors lim e*®2 =0 donc lim e P1#27b2 — g e [e?27P1727b2| = ¢=2"b2 {onc
n—-+oo n—+o00
. 1 n n N . 7
1111 |et2"P1+2702| — 10 et & nouveau, par somme dune suite bornée car convergente et dune
n—-—+0o0o

suite non bornée, la suite (un)nen n'est pas bornée.
Sia ¢ R, la suite (un)nen n'est jamais bornée.
On a donc montré que 'ensemble de JULIA associé a la constante ¢ = —2 est réduit au segment réel [—2;2] !

12.65| a. Supposons que f est K-lipschitzienne, alors sin > 1 et 0 <tp < --- < tn, < 1, par télescopage, on peut

n n
majorer Y. |f(tx) — f(te—1)| < > (K(tk — tk—1)) = K(tn — to) < K. Ainsi, V(f) <K < +o0 et f € BV.
k=1 k=1

b. Supposons f croissante (si f est décroissante, on remplace f par —f) et sin > 1Tet 0 <to < -+- <t < T,
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NgE!

n
on trouve par télescopage > |f(tx) — f(ti—1)| =
k=1 K

V(f) < f(1) = f(0) < +o0 et f € BV.

1(f(tk) — f(tk—1)) = f(tn) — f(to) < f(1) — £(0) donc

c. Soit f : [0;1] — R définie par f(x) = xcos (l) si x > 0 et f(0) = 0. f est continue par opérations sur
x

10;1] et Xlgz;r f(x) = 0 = f(0) donc f est continue sur [0;1]. Soit n > 2, t, = m si k € [[0;n], alors
- S 1 1 13~ (1 1

Vo= 35 00— 1] = 35 =13 (Ve v

" k;“") (t-)] k; mtl-r  (nt2-Wn wk; 1) R bR Y = e

par divergence de la série harmonique. Ainsi, f est continue sur [0;1] et elle n’appartient pas a BV.
d. SifeBVette [0;1],sin=1,tg=0ett; =t, ki [f(tk) = f(t—1)| = [f(t1) = f(to)| = [f(t) —F(0)| < V(f)
donc |f(t)| = [f(t) — f(0) + f(0)| < [f(t) — f(0)] + |f(0;| < V(f) + |f(0)]. Ainsi, f est bornée sur [0;1].
e. D’abord, la fonction nulle f = 0 est & variations bornées car dés que n > 1 et 0 < to < --- < tn < 1,
on a ki1 ’f(tk) - f(tk,1)| = 0 donc V(f) = 0 < +oo. De plus, si on prend un scalaire A € R et un couple

(f,g) € BVZ2, toujours pour n > 1 et 0 < tp < --- < t, < 1, on peut majorer par inégalité triangulaire
n

2 [+ 9)(t) — (¢ 4+ 6) ()| < M3 (1) — (1) + X [a(te) — gltemr)] S AV() + V(g) < +00

donc AMf + g € BV. Ainsi, BV est un sous-espace vectoriel de F([0; 1], R) donc BV est un espace vectoriel.
Homogénéité : soit £ € BV et A € R, ona > |(M)(t) — (M) (ter)| = A znj] I7(t) — F(tier)| < V() si
n>let0<tg< - <ty <1 donc V()\f)k;] [A[V(f). SiA#0, on appliqlre_ce qui précede & % et Af pour
avoir V(%(?\f)) < H’V(?\f) donc V(Af) = [A|V(f). Ainsi, V(Af) = |A|V(f) qui est aussi vrai si A = 0 car 0 = 0.
Ainsi, on a bien 'homogénéité N(Af) = V(Af) + [(Af)(0)] = A[V(f) + [A] [F(0)] = |AIN(F).

Inégalité triangulaire : on a déja vu en montrant que BV était un espace vectoriel (en prenant A = 1) que

kZ; |(F 4 g)(tx) — (f+ ) (tk—1)| < kZ; [f(ti) — f(t—1)| + kz; |9(tk) — g(tk—1)| < V(f) + V(g) donc on déduit

que V(f+9g) < V(f)+V(g). DouN(f+g) = V(f+9)+[(f+9)(0)| < V(f)+V(9)+[f(0)[+]g(0)| = N(f)+N(g).
Séparation : Si on suppose que N(f) = 0, comme V(f) et |[f(0)| sont positifs, on en déduit que V(f) = 0 et
[f(0)] = f(0) = 0. Avec 'inégalité de la question d., ¥Vt € [0;1], |f(t) — f(0)| < V(f) = 0 donc f(t) = f(0) et f
est constante. Comme f(0) = 0 donc f(0) = 0.

On peut donc conclure que N est une norme sur I’espace BV.

f. Soit f et g deux fonctions de BV, on peut définir d’aprés d. les deux réels A = [|f]|,[0;1] = tz;]?” [f(t)] et

B = [|g]|oo,0;1] = Sl(x)p]] lg(t)]. Sin>1et0<tg <+ <ty <1, en faisant intervenir un terme intermédiaire,
tel0;

vk e [in], [f(ti)g(ti) — f(tim1)g(t—1)| = [f(ti)g(ti) — f(ti)g(ti—1) + f(ti) g(tie—1) — F(ti—1)g(t—1)I.
Par inégalité triangulaire, |f(tx)g(tk) — f(tk—1)g(tk—1)| < [f(ti)|lg(tx) — g(tk—1)| + |g(t—1)||[f(tx) — f(tx—1)]
donc [f(tk)g(tk) — f(tk—1)g(tk—1)| < Alg(tx) —g(tx—1)|+B|f(tx) —f(tk—1)|- En sommant, on arrive & majorer

n

2 [(f9)(te) ~ (ra)(temn)] < 32 (Alo(te) — o(tumn)] + BIF(t) — f(tr)l) < AV(g) + BVI(). Ainsi, fg € BV

et lespace vectoriel BV est bien stable par produit (on dit que c’est une algebre).
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g. Soit f et g dans BV avec g : [0;1] — [0; 1] monotone. Supposons que g est une fonction croissante (sinon
on remplace g par —g € BV). Soitn > 1et 0 < to < -+ <ty < 1. Comme g(0) >0, g(1) < Tetg
croissante, on a 0 < ty = g(to) th =g(t1) <--- < t), = g(tn) < 1. Puisque f € BV, on a la majoration

Z [fog(tk) —fog(tk—1)| = Z [f(t}) — f(th_q1)] < V(f) donc fog € BV.
k=1 k=1

h. Soit g : [0;1] — [0;1] définie par g(0) = 0 et g(x) = x? sin? (E) si x €]0;1]. Les variations les plus
x

importantes de la fonctions g sont atteintes quand on parcourt tous les creux et bosses de g, g est croissante

sur tout segment C,, = [l; 2 ] pour n > 2 et elle est décroissante sur tout segment D,, = [ 2 ;l}
n' 2n—1 2n+1'n
avec n > 1. La variation de g sur C,, est de ‘g( 2 ) — g(l)‘ = % et celle sur Dy, est de
2n—1 (2n—-1)
‘g(l) — g( 2 )‘ = 4 7. Ainsi, comme ) ( 2 5 + 4 2) converge par RIEMANN car
n n+1 2n+1) ns2 \(2n+1) (2n—1)

4 4
(2n 4 1)? i (2n—1)% +

définie par f(x) = /x. Alors f est croissante donc f appartient & BV d’aprés b. et fo g(x

2, la fonction g est a variation bornée. Prenons maintenant f : [0;1] — [0;1]
sm( )‘

Ainsi, la condition “f monotone” n’est pas suffisante pour que fog € BV si (f,g) € BV? avec g : [0;1] — [0;1].

xR |=

x €]0;1] et on peut montrer comme en question c., que f o g n’appartient pas a BV.

12.66 ) a. Comme xa € C[X] est scindé d’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-(GAUSS, on sait que A est trigonal-

isable et semblable & D = diag(A1,---,A1,---,Ap, -+, Ap) ot chaque valeur propre A; est répétée ny fois si

ni est la multiplicité de A; dans le polynéme XxA. Pour k € N, la matrice A* est semblable & la matrice

P Nk NN
D* donc Tr (A¥) = Y niAk = m?\]f( + Z i (—1) ) Par hypothese, lim (1 + > h(h) ) =1 car
=1

—5 M1 \Aq k—+00 SHm \\q

) P /4 \K

Vi € [2;p], ALl <1 done Jko € N, Vk > ko, | Y h(;\\—1) ‘ < % ce qui prouve que Vk > ko, Tr (A¥) # 0.
i=2 M 1
Tr (AFH) o
Alors, pour k > ko, tx = —————* est bien défini.
p = Ko, Tk Tr (Ak)
k k 1?\11<+1

On a méme Tr (A ~ niAy done ty ~ = A7 ce qui prouve que Um tx = Ay.

( )+ 1 KL% Tk 1 ce qui p que lim ti =2y

1 0

0 _1> Il est clair que Sp(A) = {—1,1} avec AZ* =1, et

b. Prenons par exemple n = p = 2 avec A = (

AZKHT = A Ainsi, comme Tr (A) =0, on ne peut pas définir t si k est impair.
Cela vient du fait que, dans ce cas particulier, M| =1 =1=|—1] = |A2].
X -1 0 0 X—3
c. Onaxa=| 2 X-3 -1 |= (X—l)‘ 4 X+ ’ =X=-N[X=3)(X+1)—4] =(Xx—1)°
—4 4 X+1

0 0 0

donc Sp(A) = {1} et on n’est pas dans le cas de la question a.. Comme A —I3 = | -2 2 1 |,ona
4 -4 =2

rang (A —I3) = 1 donc dim(Ker (A —I3)) = 2 d’apres la formule du rang et, clairement, E1(A) = Vect(vy,v2)
en posant vi = (1,1,0) et vo = (0,1,—2). Comme Ej(A) # C3, A n'est pas diagonalisable mais elle est
trigonalisable car xa est scindé (dans R[X] et dans C[X]). Cherchons un vecteur vz tel que Avz = vy + v3,
ou encore (A — I3)vz = v, et on constate sur la troisieme colonne de la matrice ci-dessus que vz = (0,0,1)

convient. Comme vz ¢ Ej(A) = Vect(vy,v2), on a (vi,v2,v3) libre donc B = (vy,v2,v3) est une base de
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C3 et, par construction, Mat ¢ (f) = T si f est I’endomorphisme canoniquement associé &4 A. Par formule de

o

1

changement de base, avecP = [ 1 1 0 | la matrice de passage de la base canonique & B, on a A = PTP~!
0 =2 1

donc A et T sont semblables.

k k .
d. Comme T = I3+E; 3 et [3E, 3 = E; 313, par le bindme de NEWTON, on a TF = (I3 +E23)k = 3 ()EE 3
i ,

i=0
Mais E3 3 = 0 donc T* = I3 + kEz 3. Comme A* = PT*P~!, on a A* = P(I3 + kE23)P~" = I3 + kPE, 3P~ .
k
Mais Ez 3 = T — I3 donc PE; 3P~ ! = P(T — I3)P_ = A — I3, ce qui montre que lim A A I3 car on
> ’ k—+oc0 k

a A7k _ 13+k(A—I3) _
k k
sachant que les matrices I3 et A — I3 commutent et que A — I3 est nilpotente d’indice 2.

12.67) a. Soit d = dim(F) et n = dim(E), il existe une base (e, --,eq) de F qu’on peut compléter en une base

B = (e1,---,ed, "*,ea+1, -,en) de E. Soit une suite (vp)pen de vecteurs de F qui converge dans E, on

A—1I3+ % On pouvait directement effectuer le binéme avec A = I3 + (A — I3)

note v = ].'I.T vp € E et on décompose ces vecteurs dans la base B, v = Z agex et, pour tout p € N,
p—) o) k=1
n

vp = kE1 ap,kex. D’aprés le cours, on sait que Vk € [1;n], ax = pl—l>11 ap,k. Mais comme v, € F, on a

Vpe N, Vked+1n, apx = lim apx = lim 0=0 donc ax = 0. Ainsi, v € Vect(er,---,eq) = F. Par
p——+o00 p—+o0

caractérisation séquentielle des fermés, on peut conclure que F est fermé.
b. Prenons par exemple la norme oo dans M, ( C), alors on montre que ||AB||so < 1||A||oo||B||oo par définition
P
du produit matriciel donc, par récurrence, on a Vp € N*, ||AP||o < nP7[|A|[R,. Comme la série Y w
p=0 P
converge (par D’ALEMBERT ou en tant que série exponentielle), la série associée & chaque case converge
absolument donc converge ce qui fait que la série de matrices converge aussi (par les coordonnées).
c. Soit p € N, par la division euclidienne de X* par xa, on a Vk € N, A* € F = Vect(A* | k € [0;n — 1])
donc exp,(A) € F par stabilité de F par combinaison linéaire. Ainsi, comme (exp,(A))pen converge d’apres
b., on a exp(A) = 1111 exp,(A) € F = Vect(A¥ | k € [o;n — ]]])Vect(Ak | k € [o;n —T1]).
p—+o0

12.68) a. Soit f € E, on a f < |f| donc g = |f| — f > 0 ce qui donne, par hypothese, u(g) = u(|f]) — u(f) = 0

par linéarité de u. De méme, —f < |f| donc h = |f| + f > 0 et, & nouveau u(h) = u(|f]) + u(f) > 0 donc
—u([f]) < w(f) < w([f]) ce qui garantit bien que [u(f)| < w(|f).

b. Pour f € E, comme f est continue sur le segment I, elle y est bornée par le théoreme des bornes atteintes
donc [f| < ||f]|oc,1e. On pose cette fois a = ||f||oo,1e — f = 0 donc u(a) > 0 ce qui donne une nouvelle fois par
linéarité de u, ||f||oo,1u(e) — u(|f]) = 0. On a donc, d’apres a., |u(f)| < u(|f]) < ||f||so,1u(e) donc on a bien
Vi € E, |u(f)| < C||f||oo,1 en posant C = u(e) > 0 car e est positive sur I.

c. D’apres la question précédente, Vf € E\{0}, |\|fu||(7f)|1 < u(e). La partie A = {||||71 ‘ fe E\{O}} C Rest
non vide (car il existe des fonctions non nulles sur I)OZJU majorée par u(e) ce qui monm: que la borne supérieure

de I’énoncé existe et que Sup(A) < u(e). De plus, en prenant f = e, on a e € E\ {0} et |||f||( I _ u(e) donc
00,1

u(e) € A ce qui montre que cette borne supérieure est un maximum (atteint en e) et que Sup |||r||(f)| = u(e).
fEE 0.1

12.69 | a. p; est bien définie de M, (R) dans R,. Soit A = (aij)1<ij<n € Mn(R) et B = (bi,j)1<i,j<n € Mn(R):

esipa(A)=0,ona Y, aiz’j = 0 ce qui montre, comme une somme de quantités positives ne peut
I<i,jsn
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étre nulle que si tous ses termes sont nuls, que V(i,j) € [1;n]]?, ai,; = 0 donc que A = 0 (séparation).

esiAE R pa(A) = | 3 (Aayj)? = VAL x \/Taz] = [Alp2(A) (homogénéité).
1<i,j<n 1<i,j<n

ep2(A+B)> = Y (aij+bi)i= X af;+2 > aibij+ Y, bf;. Par linégalité
1<hjsn 1<i,js<n 1<hjsn I1<ijsn
2 .
de CAUCHY-SCHWARZ dans R™ ,ona > ajjbij < > aizj > bizj donc on obtient
1<ij<n 1<ij<n T\ i<ig<n

p2(A+B)% < p2(A)? +2p2(A)p2(B) +p2(B)? ce qui, en passant & la racine, donne bien la majoration
p2(A +B) < p2(A) + p2(B) (inégalité triangulaire).
Par conséquent, py est bien une norme sur My (R).
b. La norme p, définie par I’énoncé est, d’apres le cours, la norme euclidienne associée au produit scalaire
canonique (.|.) : (Mn(R))? — R défini par (A[B) =Tr (ATB) = 1 > aijbij.
<ij<
c. Pour X € My 1(R) tel que XT = (x1 -+ xn), en notant Li(l\/l\)l‘;;?igne i de la matrice M vue comme

un vecteur de My,1(R), on a (MX)T = (2:1 migxj - 221 mn,jxj) = ((Li(M)[X) -+ (La(M)[X)). Ainsi,
= =

n
[IMX]|3 = 3 (Li(M)|X)?. D’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a (Li(M)|X)? < ||Li(M)]|3]|X||3 donc

i=1

[IMX]|3 < (f:] ||L1(M)||%)HX||§ = p2(M)?||X||3. En passant & la racine, on a bien ||[MX||2 < p2(M)]|[X]|2.
i=

Pour trouver X # 0 tel que ||MX||2 = p2(M)]||X]|2, il faut que toutes les inégalités précédentes soient des

égalités, c’est-a-dire que X et Li(M) soient colinéaires pour tout i € [1;n], donc que toutes les lignes de M

soient proportionnelles, ou encore que M soit de rang 1. Ce n’est donc pas la meilleure constante cherchée

dans le cas général.

d. Pour X € My 1(R), on a |[[MX]|3 = (MX|MX) = XTMTMX. La matrice MTM est symétrique réelle, elle

est donc diagonalisable par le théoréme spectral. De plus, si A est une valeur propre de MM, il existe X # 0

tel que MTMX = AX ce qui donne XTMTMX = AXTX ou encore |[MX||3 = A[|X||3 donc A > 0 car ||X||3 > 0

puisque X # 0. On dit que MTM est symétrique positive. Il existe donc P € O(n) et D € M, (R) diagonale

avec des termes positifs sur la diagonale (les valeurs propres de MTM), plus précisément D = diag(A7,---,An)

avec 0 < A < - -+ < Ap telles que MT™M = PDPT.

Si X € My 1(R), [[IMX||53 =X"™MTMX = XTPDPTX = YTDY en posant Y = PTX. Sionnote YT = (y1 --- yn),

on calcule YIDY = kXi:] Ay < An kz: yZ = An|Y[|3. Or [|Y]|Z =YTY = XTPPTX = XTX = [|X||3 car PPT = ,,.

Ainsi, [|[MX||3 < Anl|X||3 d’olt, en passant & la racine, [|[MX||2 < v/An||X]||2 donc % < VAn. SiXy est un
2

2
[IMXnl2 _ XIMTMXp = AnX] Xn = An

[1Xnll2

‘ X € Mn,1(R) et X # O} et fait partie de

vecteur propre unitaire de MTM associé & la valeur propre An, on a

[MXn ]2 [[IMX] 2
X ]2 [1X]]2

cet ensemble, ceci prouve que  Sup [IMX]]2 = Max [IMX]]2 = VAn.

XGJ;[(;’(;(R) ||X||2 Xer)[(;,J(R) ||X||2

donc = y/An. Par conséquent, /A, majore {

12.70) a. Supposons que f est k-lipschitzienne sur R, alors V(x,y) € R?, |f(x) — f(y)| < k|x —y|. Soit xop € R et

e > 0, alors, pour tout réel x tel que |x —xo| < a = —5—, on a |f(x) — f(x0)| < k|x — xo| < ki

k+1 +1
prouve que f est continue en xo et, comme ceci est valable pour tout xgp € R, que f est continue sur R.

< e. Ceci

39



b. Soit f: x — |x|. La fonction f n’est pas dérivable en 0. Pourtant, f est 1-lipschitzienne sur R. En effet, si
(x,y) € R? tel que x < y, traitons quatre cas :
esio<x<y,onalf(x) —f(y)|=|x—y| <1 ]x—y|
esix <y <0, onalf(x) —fy)l=[(—x) = (—y)l =y =x[ =[x —y[ < T.]x —yl|.
e six <0<y < |x[onalf(x) = f(y)l = [(—x) —yl = x+y| = x—y < T.x—y[ =y —x car —y <.
esix <O |[x|<y,onalfix)—fly)|=(—x) —y|=x+y|l=x+y <l.Jx—y| =y —x car x < —x.
Le fait que f soit lipschitzienne n’implique donc pas que f soit dérivable.
a. C est une partie non vide et majorée de R donc, par la propriété fondamentale des réels, elle admet une

borne supérieure. Pour tout entier n € N, Sup(C) est un majorant de C mais Sup(C)— Zi“ n’en est pas un car

Sup(C) est le plus grand des majorants. Ainsi, il existe un réel x,, € C tel que Sup(C) — ZL“ < xn < Sup(C).

Comme 1111 (Sup(C) - i) = Sup(C), par le théoréeme d’encadrement, on a lim x, = Sup(C). Par
n——+0o0

mn n—-+oco

conséquent, (xn)nen est une suite d’éléments de C qui converge vers Sup(C). Bien sir, il existe aussi une

suite (yn)nen d’éléments de C qui converge vers Inf(C).
b. Comme C est non vide, X ne l’est pas non plus car si ¢ € C, alors |c — c¢| = 0 € X. De plus, comme C est
non vide et bornée, il existe M € R, tel que Vx € C, |x| < M. Ainsi, V(x,y) € C?, |x —y| < |x| + Jy| < 2M
par inégalité triangulaire donc C est non vide, minoré par 0 et majoré par 2M donc X admet une borne
inférieure et une borne supérieure toujours par la propriété fondamentale des réels. Mieux, si (x,y) € C?, en
supposant que x > y (l'autre cas est symétrique), on a |x —y| = x —y < Sup(C) — Inf(C) car xn < Sup(C)
et yn = Inf(C) donc Sup(C) — Inf(C) est un majorant de C.
e 0 minore X et 0 € X donc 0 = Min(C) = Inf(X).
e D’aprés a., il existe des suites (xn)nen €t (Yn)nen d’éléments de C qui convergent respectivement
vers Sup(C) et Inf(C). Il existe un rang ng tel que Vn > ng, xn = yn (et ceci méme si C = {c} car
alors xn =yn = c¢). Alors ¥n > ng, xn —yn = |xn —yn| € C et nEToo(Xn —yn) = Sup(C) — Inf(C).
Comme Sup(C)—Inf(C) est un majorant de X et qu'’il existe une suite d’éléments de X qui converge vers
Sup(C) — Inf(C), par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, Sup(X) = Sup(C) — Inf(C).
a. Soit un couple (a,b) € R? tel que Vt € R, at? + bt > 0. traitons deux cas :

Si a =0, pour avoir bt > 0 pour tout réel t, on doit clairement avoir b = 0.

Sia#0, f:t+ at?+btest polynomiale de degré 2 et son discriminant A = b? doit étre négatif car sinon f
s’annulerait deux fois et changerait de signe au passage des racines. Ainsi, 0 < b% < 0 donc b = 0.

Dans les deux cas, on a forcément b = 0 si Vt € R, at? + bt > 0.

b. Méthode 1 : pour se servir de la question précédente, pour x € R™, on pose f : t —< B(xp +tx),xo +tx >.

Par bilinéarité du produit scalaire, f(t) =< Bxg,xo > +(< Bxo,x > + < Bx,xo >)t+ < Bx,x > t?. Or la

matrice B est symétrique donc < Bxg,x >= ngTx = ngx =< x0,Bx >=< Bx,xp >. Ainsi, par hypotheése,

YVt € R, f(t) =2 < Bxo,x > t+ < Bx,x > t*> > 0. La question précédente montre alors que < Bxg,x >= 0.

Ceci étant vrai pour tout vecteur x € R™, on a Bxg € (R™)+ = {0} donc Bxg = 0.
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Méthode 2 : d’apres le théoréme spectral, il existe P € O(n) et D € M, (R) diagonale telles que B = PDP".
Comme B est positive par hypotheése, on peut écrire D = diag(A1,---,An) avec les valeurs propres Aq, - -+, An
positives de B. Alors < Bxg,xo >= ngxo = ngDPTxO = ygDyo en posant yo = P'xo. Si on pose

n
Yo = (yi)igign €t , on a < Bxp,xp >= Y, Aiyiz = 0 donc Vi € [1;n], }\iyiz = 0 donc Ayy; = 0 ce qui montre
i=1

que Dyp = 0 d’ott Bxp = PDP'Pyy = PDyo =0 car PP = I,,.
c. En notant A = (aij)iij<n €6 x = (Xi)1<ign, on a Vx € R™, F(x) = >  aijxixj donc F est

1<i,jsn
polynomiale en les coordonnées de x ce qui prouve que F est continue. On pouvait aussi écrire F = G o H ou

H: R™ = (R™)? et G: (R™)? — R sont définies par H(x) =< Ax,x > et G(x,y) =< x,y > puis, comme G et
H sont continues car respectivement bilinéaire et linéaire en dimension finie, F est continue par composition.
La sphere unité S est clairement bornée. De plus, en notant N : x — ||x|| la fonction norme qui est continue
car 1-lipschitzienne d’apres le cours, on a S = N71({1}) et {1} est fermé donc S est aussi fermée comme
image réciproque d’un fermé par une application continue. F étant continue sur un fermé borné en dimension
finie, on sait d’apres le théoreme des bornes atteintes que F est bornée sur S et y atteint ses bornes, d’ou

lexistence de Ing F(x) = Migx F(x) = A1 = F(e1) avec e1 € S d’apres I’énoncé de la question d..
xX€e xX€

d. Soit x € R™, six =0, alors < (A —Ajln)x,x >=0 > 0. Si x # 0, on pose y = HX—H € S donc F(y) = M
X
1

d’apres la question précédente, ce qui s’écrit < Ay,y >= W < Ax,x >2= Ay par bilinéarité du produit
scalaire et on a donc < Ax,x >> A1 < x,x > ou encore < (A — A1l )x,x >> 0.

e. Comme A — A1, est symétrique, que Vx € R™, < (A — A1ln)x,x >> 0 et que, d’apres ce qui précede, on
a aussi < (A —Aily)er,er >=TF(e1) —A1 =0, on a (A —A1ly)e; = 0 d’apres la question b.. Ainsi, Ay est
une valeur propre de A et e; un vecteur propre unitaire de A associé a la valeur propre Aj.

Soit A une valeur propre de A et e € S un vecteur propre de A associé a Ay, alors on a Ae = Ae donc

F(e) =< Ae,e >= Alle||?> = A = A par construction de Aj. Ainsi, A est la plus petite valeur propre de A.

12.73)a. Sin=1, M € M;(R) donc M est diagonalisable.

Sin > 2, M n’est pas forcément diagonalisable. En effet, si My = diag( 1

k+1" "k+n
entier k € N, alors My est triangulaire supérieure avec des termes tous différents sur la diagonale donc xm, =

+ E1,2 pour tout

n
11 (X - #) est scindé a racines simples sur R donc My est diagonalisable. Clairement, en regardant les
i=1 1

suites coordonnées (case par case), klim Mk = E12 et xg, , = X™ alors que dimKer(Ej2) =n — 1 avec la
—+0o0 ’

formule du rang car rang (E;2) = 1. Ainsi, M n’est pas diagonalisable (les deux ordres de multiplicité de 0

ne sont pas égaux) méme en étant limite d’une suite de matrices toutes diagonalisables.

T

b. (=) Supposons P unitaire et scindé dans R[X], alors P = [[ (X—ax)™* avecr > 1, a1, - -, &y les racines
k=1
.
réelles distinctes de P et my, - - -, m, les ordres de multiplicité associés. Pourz € C,onaP(z) = [] (z—ax)™*
k=1

|z — ag|*™*. Or, pour k € [1;7], |z — ax|? = (Re (z) — ax)? + (Im (2))? > |Im (z)|* et on

=

donc [P(2)|? =

—="

K
T

a donc |P(z)]? > [Im (z)[?™*. Comme deg(P) =n = 3. my, on a |P(z)|?> > [Im (z)|*™ ce qui donne bien
k=1

k

1
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[P(z)| = |Im (z)|™ en passant & la racine.

(«<=) On sait d’apres le théoreme de D’ALEMBERT-GAUSS que P est scindé dans C[X]. Soit A une racine
complexe de P, comme |P(z)] = 0 > |Im (z)|™, on a |Im(z)| = 0 donc z est réelle. Ainsi, P est scindé dans
R[X] car toutes les racines de P sont réelles.

Par double implication, on a montré que (P est scindé dans R[X]) <= (Vz € C, |P(z)| = [Im (2)|™).

c. Soit z € C fixé, la suite (My )r>0 converge vers M, donc (zI, — My )0 converge vers zI, — M. Comme la
fonction det est polynomiale donc continue dans M,, (C) de dimension finie, par caractérisation séquentielle
de la continuité, (det(zI, — Mk))k>o converge vers det(zl, —M). Ainsi, (xm, (z))k>0 converge vers xm(z).
Comme toutes les matrices My sont trigonalisables dans My (R), les polynémes xm, sont scindés sur R,
ce qui montre avec la question b. que |xm, (z)| = |Im (z)|. En passant & la limite dans cette inégalité, on
obtient donc |xm(z)| = [Im (z)], ce qui montre avec l'autre sens de la question précédente que xpm est scindé
sur R car xpm est unitaire de degré n. Ainsi, par théoréme, M est trigonalisable dans M, (R).

12.74] a. Soit (A,B) € E2, la case (i,j) de ATB contient, par définition du produit matriciel et de la transposée,

n
le terme Z a,iby,j. Ainsi, Tr (ATB) = ( Z ax,ibx 1) = > ajjbij =< A,B > enremplagant k par
k=1 i=1 1<i,j<n
i, i par j. ||A|| est donc la norme euclidienne (assomee au produit scalaire canonique) de A.

b. Pour (u,v) € (R™)?, si on écrit u = (ug,---,um) et v = (vi,---,vm), on a l'inégalité de CAUCHY-

J < Xty [ vt = Tl I

Si on note la matrice C = AB = (Ci,j)Igi,j<n7 on a cij = kzl ai,kby,; par définition du produit matriciel
donc, avec I'inégalité précédente élevée au carré, en posant up = ayx et vi = by j et m = n, il vient

B2 < 3 (z (Seat) (2 bi,j)) -3 (( > ady) & (3t )) or 3% (3 vd) = el

i=1 j=1 k=1 i=1 k=1 j=1

SCHWARZ (pour le produit scalaire canonique dans R™) : |(u|v)

n n
done [|ABI[2 < 3 <'B”2(k21 aﬁ)) = A 1B

c. On a déja AMo = MpA par hypothese. Si on suppose, pour un entier p € N, que AM, = M, A, alors
AMpi1 = A(2Mp, — MpAM,) = 2AM,, — (AM,)? = 2MpA — (MpA)% = 2M, — MpAMy,)A = Mp41A par
hypothese de récurrence. Ainsi, par principe de récurrence, on a Vp € N, AM;, = M,A.

Pour p € N, [|[In — AMp41]| = ||In — 2AMp, + AMpAM, || = [|(In — AM)?|| < [|In — AM,||? d’apres la
question b.. On a ||I,, — AMo|| = ||In — AM0||20 et, si on suppose que ||In — AMy|| < [|In — AMo||?” pour

un entier p € N, alors ||Tn — AM, 1] < |[Tn = AMp| 2 < (|[Tn — AMo|[2")2 = ||Tn — AM| ™"

. Par principe
de récurrence, Vp € N, 0 < ||In — AM, || < ||In — AM|2".

Comme [|I;, — AMyl| < 1 par hypothese, on a liT |[In — AMg||?" = 0 et, par encadrement avec I'inégalité
p—+oo

précédente, on en déduit que 1111 [[In — AM,|| = 0, ce qui prouve que lim AM]J = I. On a aussi
p—+oo
A=Y = Mp || = [[A7T(In — AMy)|| < ||A7]|[|Tn — AM, || donc, de méme, L‘Too M, =A""

La suite (|[In—AMo| 12" )pe y tend tres vite vers 0 donc la convergence de (Myp )pen vers A~ est extrémement

rapide, seul le choix de la matrice My telle que ||, — AMg|| < 1 reste a faire.
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12.75) a. Pour f € E, la fonction g : t — tf(t) est continue sur le segment [0;1] donc fox tf(t)dt est bien défini

pour tout x € [0;1]. Ceci justifie que @ est bien définie. De plus, ¢(f) étant la primitive de g qui s’annule en
0, d(f) est de classe C! donc a fortiori continue : ¢ va donc bien de E dans E. La linéarité de ¢ découle tres

naturellement de la linéarité de I'intégrale. Par conséquent, ¢ définit un endomorphisme de E.

b. Pour une fonction f € E et un réel x € [0;1], par inégalité triangulaire sur les intégrales, on obtient

27x% 2
la majoration [o(1)(x)| = | [T trwar] < [Telrolar < [ elrlat = [l [S] = W Ainsi,
- _ U loex® 5 B0l o _
il vient [lo(f)ll = [ o(O)lax < [ Flax = \|f||oo[ﬂo = Bl Si on prend = 1, alors

2
o(f) :x — X? donc ||¢(f)]|1 = % alors que ||f||oc = 1. Ceci justifie que Ky = % est le plus petit réel tel que

VfeE, [|[o(f)]]1 < Ki||fl|loo- En effet, 'l existait k < % tel que Vf € E, ||&(f)||1 < K||f]|co, en prenant f =1,

2
on aurait ||f|lec =1, ¢(f) : x — X? donc ||¢p (|1 = % et é < k ce qui est contradictoire.

X
c. Pour une fonction f € E et un réel x € [0;1], posons la fonction F : x — fo t|f(t)|dt de sorte que l'on a

1 1 x 1 . 7 . re . . . 7
()1 = fo |b(f)(x)]dx < fo (fo t|f(t)|dt) dx = j;) F(x)dx par inégalité triangulaire sur les intégrales.
Ainsi, comme F est de classe C' sur [0;1] d’apres le théoreme fondamental de l'intégration car t +— t[f(t)]

est continue sur [0;1], en posant w = F et v/ : x — x — 1, par intégration par parties, on obtient la relation

‘/‘01 F(x)dx = fol v (x)u(x)dx = [u(x)v(x)]} —f(: u(x)v(x)dx = j: x(1—x)|f(x)|dx car u(0) =v(1) = 0. Alors,

TIf f
comme ¥ € [0:1], x(1 =) < 1 on a flo(lly < ] | (:”dx - %
Si on trouvait une fonction non nulle f € E telle que ||¢(f)||1 = Hf4||1 , on montrerait comme & la question

1 1
précédente que Ky = JI Supposons I'existence d’une telle fonction. Alors fo x(1=x)|[f(x)]dx = % fo [f(x)]dx

1
ce qui donne, en soustrayant et par linéarité de l'intégrale, la relation fo (i —x(1 - x)) [f(x)]dx = 0. Or

x (th —x(1 — x)>|f(x)| est continue et positive sur le segment [0;1]. on en déduit par théoreme que

x € [0; 1], (411 —x(1— x))|f(x)\ = 0 donc que Vx € [0; 1] \ {%}, f(x) = 0. Par continuité de f, on en déduit
que Vx € [0;1], f(x) =0, ce qui est contradictoire avec I’hypothese initiale. Ainsi, il n’existe aucune fonction

non nulle f telle que || (f)|1 = @ mais on peut essayer avec les suites de fonctions.

Il faut que l'intégrale se condense autour de %, un peu comme une fonction de DIRAC, 1 out x(1 — x) est

maximal. On peut donc prendre, pour tout entier n € N, f5, : x — (x(1 —x))™ = x™(1 —x)™. Posons

1
Iy = ||fnl|1 et, pour (p,q) € N2, J(p,q) = fo xP (1 —x)9dx > 0. Par le changement de variables x =1—t on

+1
trouve facilement J(p, q) = J(q, p) et par intégration par parties, en posant u : x + (1—x)9t et v : x Xer T
P
+111
on obtient J(p,q+1) = gi—}](p +1,q). Ainsi, comme J(p,0) = [;:_ ] }0 = 5 _]’_ 7» on a par télescopage
% J(p+%q—k) ) o q—k 1 lq! insi
,q) = X +,O:( )>< = AL . Ainsi,
I(p.q) (kgol(p+k+l,q—k—l) Ipta0 =1 o5 ) s ar1 ~ rra )
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N2
In = J(nyn) = ﬁ Soit k € Ry tel que Vf € E, ||¢(f)||1 < K]|f|]1, en prenant f = f,, # 0, on a

2
Yn e N, lo()llt _ In+1 _ (n+1) — 1 <y cequi donne, en passant & la limite quand

[[fnlls I, (n+3)2n+2) 2(2n+3)
. Comme on a vu que Vf € E, ||¢(f)||1 < ||]1|1

n tend vers +oo, k >

411 , ceci justifie que Ky = 411 est le plus
petit réel tel que Vf ek, ||| < Kzlf]]1-
k
a

0 b ) avec la| < 1 et |b] < 1, comme on a A* =
n k-1 2k n k—1 2k
Bn(A) = 1 4+ > $< ) Ak = (9 0 par définition avec an = 1+ &4 a*
k=1 ) 0 bn )
n

pour tout k € N, il vient

4% (2K —1 & A2k —1

k-1 2k
et by = 1+ Z (1)( >bk pour tout n € N. D’apres le cours, la suite (Bn(A))nen converge si

1452k 1)\ k

k—1 2k
et seulement si les deux suites (an)nen et (bn)nen convergent. La série entiere > 4$((2]Z 7 ( )zk a
Kk>1 -

_ 1\k—1 2k
pour rayon R = 1 par la régle de D’ ALEMBERT car en notant uy = &L ,ona Um Y1 ‘ =1
45(2k = 1)\ k k—+too | Uk
’_ 2k — 1 @k+2)k! k-1 (2k+2)(2k41)
= X = X 5
U 42k4+1) 7 @)+ DI+ 1) 42k +1) (k+1)

- (=11 (2 (=11 (2K :
|b| <1, les deux séries ) ——r—— a‘et Y —t—— b* convergent donc les suites (an)nen
k>14 (2k—1)\ k k>14 (2k—1)\ k

puisque Vk > 1,

. Comme |a| < 1 et

et (bn)nen convergent. Ainsi, la suite (Bn(A))nen converge.

n

n
b. Comme I; et N commutent, on a Vn > 1, A™ = > (k) (AL )an K =A™, + nA™ N par le bindme
k=0

k—1 2k
de NEWTON car Vk > 2, N* = 0. Pour n > 2, B,(A) = I + Z 4$<(2]3 ])( )(7\“12 + nA™'N) donc

n K—1
1(< 1)k < k>)\k)12 + ( > (_U(Zk>k)\k1)N. On a vu en a. que le rayon

1482k — 1) \ K a2k —1) Lk

1
oy DS

=452k -1

M:

Br(A) = (1 +

o =~

de convergence

2k —)kT (2K
( )zk vaut 1 donc celui de la “série dérivée” > &])( )kzk_1
) 1472k —1) \ k

_1\k—1 2k
vaut aussi 1 d’apres le cours. Comme |A| < 1 par hypothese, les deux séries &L AR et
Kk>1 4 (Zk — 1) k

_1\k—1 2k
> % < k)kAk] convergent donc, d’apres I'expression (1), la suite (Bn(A))nen converge.
k=1 -

c. Traitons les deux cas quant a la diagonalisabilité de A :

e Si A est diagonalisable, alors A est semblable a une matrice D = ( 0 b) du type de la question a.

avec a et b qui sont les valeurs propres de A donc qui vérifient bien |a| < 1 et |b| < 1 par hypothese.

1l existe donc P € GL,(C) telle que A = PDP~'. On a classiquement, Yk € N, Ak = pD*p~!

d (=D (2K k) 1 T
onc B (A) = P(Iz+ E =T\ k D )P = PBn(D)P~". On sait d’apres a. que (B;,(D))nen

converge vers D’ et, comme ¢ : M — PMP~! est linéaire en dimension finie, elle est continue donc, par
caractérisation séquentielle de la continuité, (By (A))nen = (@(Bn(D)))nen converge vers B = ¢(D’).
e Si A n’est pas diagonalisable, comme x est scindé sur C, A est tout de méme trigonalisable et on
a forcément, d’apres le cours, xa = (X — A)? car xa ne peut pas étre scindé & racines simples puisque

. . L. . A
A n'est pas diagonalisable. Ainsi, il existe P € GL,(C) telle que A = PTP~! avec T = (O i) et
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o # 0. En posant N = «E; », on a bien N nilpotente d’indice 2 donc, d’apres la question b., la suite

(B (T))nen converge vers T'. Comme avant, puisque By, (A) = PB,,(T)P~! et que ¢ : M +— PMP~! est

continue, (Bn(A))nen = (@(Bn(T)))nen converge vers B = ¢o(T').

1/2 (=1k1 2k . .
Comme Vk > 1, == par un calcul classique, pour tout réel x €] —1; 1], on a la relation

k) akak—1)\k
+oo (_4)k—1 2k X +oo (—W)k_] 2k
1T+x=1+ —_— = K en notant & nouveau = 30— our k > 1 et
V=T ey L)Y T e YU e = ke (k) PO K2

+oo —+oo

up = 1. Comme ¥x €] — 1;1], (V1+x)(v/1T+x)=1+x,0na ( > ukxk> X ( > ukxk> =1+ x donc, par
k=0 k=0

identification des coefficients d’une série entiere de rayon strictement positif, on a u% =up =1, 2upu; =1

n
car u; = 1 (on le savait déja) mais surtout Vn > 2, > upun_x = 0. Ainsi, si on prend z € C tel que

k=0
+oo +oo +o0 n
|z| < 1, par produit de CAUCHY, on a ( > ukzk> X ( > ukzk> =5 ( > ukun_k>z“ =14z (1) donc
k=0 k=0 n=0 ‘k=0
+oo
f(z)2 =1+ z en notant f(z) = > uxz® pour z € C tel que |z| < 1.
k=0
De méme, en notant g(z) = % (Dt (2 k21 pour |z| < 1,onaVx € —1;1], g(x) = f'(x) = — 1
’ NE= -1y \k P ’ b9 21+ x

car f(x) = v/1+x donc 2f(x)g(x) = 1. Comme avant, en passant par I’égalité des coefficients qui provient

d’un produit de CAUCHY, on montre que V|z| < 1, 2f(z)g(z) = 1. A nouveau, on traite les deux cas :

e Si A est diagonalisable, il existe P € GL,(C) tel que A = PDP~! avec D = avec |a| < 1 et

a O
0 b
fla) O

0 £(b) ) et, en élevant au carré,

[b| < 1. D’apres ce qui précede, (Bn(D))nen converge vers D’ = <

o f(a)2 0 T+a 0 . o _
2 ) / / 1
il vient D’4 = < 0 f(b)z) = ( 0 1 b) =1, + D d’apres (1). Ainsi, B= ¢(D’) =PD'P~’,
et on obtient bien la relation B2 = PD’?P~! = P(I, + D)P~! =1, + A.

e Si A n’est pas diagonalisable, A est trigonalisable et il existe P € GL(C) telle que A = PTP~!
0 A

(Bn(T))nen converge vers T/ = f(A)I + g(A)N. A nouveau, T2 = f(A\)2I 4 2f(\)g(A)N car N2 = 0
donc T2 = (1+A)I +N = I, + (Al + N) = I; + T. Comme avant, B = ¢(T’) = PT’P~!, et on obtient

A .
avec T = ( (X) et o # 0 donc T = Al + N en posant N = «E;,. On a vu qu’alors la suite

bien la relation B2 = PT?P~! = P(I, + T)P~! = I, + A.
Dans les deux cas, la suite (B, (A))nen converge vers B € M>(C) vérifiant B = I, + A.

a. Soit @ : [0;1] = R telle que @(x) = f(x) — x. Comme f est continue sur [0;1], ¢ est aussi continue par
opérations sur [0;1]. Or ¢(0) = f(0) > 0 car f(0) € [0;1] et (1) =f(1) —1 < 0 car f(1) € [0;1]. Ainsi, par le
théoréme des valeurs intermédiaires, comme @(0)p(1) < 0 et que ¢ est continue sur [0;1], il existe un réel

o € [0;1] tel que @(«) = 0, ce qui justifie que o € A donc A # 0.

A est donc une partie non vide de R, majorée par 1 et minorée par 0. La propriété fondamentale de R

montre que A admet une borne supérieure M < 1 et une borne inférieure m > 0. Par caractérisation

de la borne supérieure, il existe une suite (un)neny d’éléments de A qui converge vers M. On a donc

vn e N, f(un) =un (R) et, en passant a la limite dans cette relation (R) et par caractérisation séquentielle

de la continuité de f, on a f(M) = M. Ainsi, M € A et M majore A assure que M est le maximum de A. De
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méme, m est le minimum de A.

b. Posons h = f — g, de sorte que h est continue sur [0; 1] par opérations. Comme fog = gof, en appliquant
en M, on a f(g(M)) = g(f(M)) = g(M) donc g(M) € A ce qui montre que g(M) < M = Max(A). Ainsi,
h(M) =f(M) — g(M) =M — g(M) > 0. De méme, f(g(m)) = g(f(m)) = g(m) donc g(m) € A ce qui montre

que g(m) > m = Min(A). Ainsi, h(m) = f(m) — (m) = m — g(m) < 0. A nouveau, par le théoréme des

—_~—

0, il existe un réel ¢ € [m;M] C [0;1]

N IN

valeurs intermédiaires, puisque h est continue sur [m, M] et h(m)h(M)

tel que h(c) = 0, ce qui revient & f(c) = g(c).
12.78) a. Comme N*=1 £ 0, il existe X € Mp,1(C) tel que N*=TX £ 0. Soit (Ag,--+,Ak—1) # (0,--+,0) € C¥

k=1 .
tel que > AiN'X = 0, posons 1 = Min({i € [[0;k — 1] | Ay # 0}) < k— 1, alors > A{N'X = 0 donc

i=0 i=r

NK=T=T STANTX = 0 = A.N¥~1X ce qui est absurde car A, # 0 et N¥1X # 0. Par I’absurde, on a montré
i=r .

que (Ao, -y Ak—1) = (0,---,0) si Z AMNIX = 0. Ainsi, (X,NX, -+, N*¥"TX) est libre dans M, 1(C). Comme

une famille libre a moins de vecteurs que la dimension de I’espace qu’elle occupe, on a donc k <

b. D’aprés a., il existe X € Myu,1(C) tel que B = (X,NX,---,N""TX) est libre donc c’est une base de
Mn,1(C) car dim(My,1(C)) = n. La famille B’ = (N"~1X,--+,NX, X) est aussi une base de My, 1(C) et, en
notant u Pendomorphisme de C™ canoniquement associé & N, on a Mat s/(u) = J, par construction. En
notant P la matrice de passage de la base canonique de C™ & la base B’, on a N = PJ,P~! par formule de
changement de base. Ainsi, N est semblable a J,.

c. D’apres a., il existe k < n tel que AK =0 donc A™ = 0. De méme, B™ = 0. Ainsi, d’apres le bindéme car

2n . .
A et B commutent, (A + B)?" = Z ( )A]BZn ). Pourj € [0;2n],sij = n,onaAl = AMAIT" =0 et si

j=0 J
j <n, B2 = BB = 0. Ainsi, ( A+B) = 0 donc A + B est nilpotente (et méme (A +B)™ = 0 avec a.).
n—1 n-1 L
De plus, (In +A)( > (=1) JAJ) ( (=1) ]A]> ( > (—1)JA]+]) = I + (—1)"A™ = I,, par télescopage
j=0 =0
71 . .
donc I, + A est inversible et (I, + A)~1 = > (=1)IAJ.
j=0
+oo ]k k 1 400 1k—1
d. Posons A = > k—"'“ de sorte que e/ =1, + A. Comme A = J,, Z , en posant Kp = > ,on a
k=1 K = k=1

A = JnKn = KnJn donc A™ = JKY = 0 car Ji = 0. D’apres la questlon c., eJn =1, + A est inversible.

e. Comme Jnpeln = eln], on a (Jpeln)™ = Ji(eJn)™ = 0 donc J,, est nilpotente d’indice inférieur ou
égal & n. En prenant X = Eq, par définition de J,,, on a J,E; = E,, puis J2E; = JoE2 = E3 et, par une
récurrence facile, Vk € [0;n — 1], JXEy = Ex4q. Ainsi, J7~" # 0 donc J,, est nilpotente d’indice n. Comme
on a (Jneln)* = 7% (eJn)* pour k < n, que (e/7)* est inversible d’apres la question d et que JX # 0, on a
(Jnelm)* £ 0 donc Jne/n est nilpotente d’indice n.

f. Sily, =PJaP 7 et Su(Ln) = Z % et Sm(Jn) = Z ]“, on a classiquement Sy (Ly) = PSm (Jn)P~".

! o

k=0
Comme f : M+ PMP~! est linéaire en dimension finie donc continue, par caractérisation séquentielle de la

continuité, on a et = lim S, (L,) = mliwa(Sm(]n)) = f( hm Sm(Jn)) = f(eJn) = peJnp=.

m—+o0

g. Comme Jne/™ est nilpotente d’ordre n d’apres la question e., il existe une matrice inversible Q telle
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que Jnelm = Q7'],,Q d’apres b.. Ainsi, J, = Q7 '(Jne/")Q. Sion note P = Q7', on a P € GL,(C) et
Jn = PJnP 'PeJnpP~1 = P]aneP]"P_1 d’aprés f.. En posant N = PJ,,P~" on a donc N € M, (C) telle que

Jn = NeN et N est nilpotente d’indice n.

a. Les matrices —I,, et I, sont orthogonales et pourtant [—In; 4] ¢ O(n) car la matrice nulle 0, n’est pas
orthogonale et Oy, € [—Iyn;L,] car Oy = %.In + %(fln) avec % € [0;7] et % =1- %
On en déduit que O(n) n’est pas convexe.

b. Considérons M;,(R) normé par la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique de M, (R)
donné par (A,B) + Tr (ATB). C’est un choix mais tous les choix se valent car toutes les normes sont
équivalentes puisqu’on est en dimension finie.

Pour toute matrice M € O(n), on a M'M = I,, donc [[M||> = Tr (MT™™M) = Tr (I,) = n et |[M|| = y/n donc
O(n) est inclus dans la sphere de centre O, et de rayon /n, ce qui prouve déja que O(n) est borné.

Soit une suite (My)xen € O(n)N de matrices orthogonales qui converge dans My (R) vers une matrice M.
On a donc Vk € N, M{My =1,. ¢ : A~ (AT A) et ¥ : (A,B) — AB sont respectivement linéaires et
bilinéaires en dimension finie donc continues d’ott f =P o ¢ : A — ATA est continue par composition. Par
caractérisation séquentielle de la continuité, la suite (f(My))x>o0 converge vers f(M) mais cette suite est
constante et vaut I,, donc f(M) = M™M = I, d’ou M € O(n). Ainsi, O(n) est fermé.

c. Soit vi = %(2, 1,2)7 vy = (2, -2, —1), vy = %(1,2, —2) les vecteurs dont les coordonnées sont dans les

1
3
colonnes de A. Comme (vi|vz) = %(4 —2-2)=(vilvz) = %(2 +2—-4) = (va]v3) = %(2 —4+42)=0et que
Ivi]1? = |v2||? = |[v3]|]? = %(4+4+1) =1, (v1,v2,v3) est une base orthonormale de R* donc A € 0(3). De

plus, det(A) = 21—7 (84+8—1+4+4+4)=1donc A € SO(3). Comme A n'est pas symétrique, A représente
une “vraie” rotation d’angle 8 €]0;2n][ tel que Tr (A) = 1+2cos(8) = 7% donc ® = £ Arccos (f %) Comme
-1 2 1 X —x+2y+z =0(1)
A—1; :% 1 =5 2 |,pour X= [y |, le systtme AX = X équivaut & { x —5y+2z =0 (2). En
2 -1 -5 z 2x—y—5z =0(3)
—x+2y+z =0(1)
faisant (2) «— (2) + (1) et (3) «— (3) +2(1), on a AX = X <= —3y+3z =0 (2'). Par conséquent,

3y—3z =0(3)
onaAX =X <= (x =3z, y = z) et E1(A) = Vect(u) avec u = (3,1,1). Prenons v = (1,0,0), alors u et v

1 2 3

ne sont pas colinéaires et on sait que sin(0) est du signe de [v, Av,u] = % 01 1|= f% donc sin(6) < 0.
0 2 1

Ainsi, A est la matrice dans la base canonique de R3 de la rotation d’angle 8 = — Arccos (— %) ~ —146,4°

autour de axe orienté par le vecteur uw = (3,1,1).

a. L’application ® est bien définie et elle est linéaire car si A € C et (P,Q) € Cn[X], on a la relation
(AP + Q) = ((AP +Q)(ap), -+, (AP + Q)(an)) = (AP(ao) + Q(ao), -, AP(an) + Q(an)) qui se transforme
en ®(AP + Q) = A(P(ao), -, P(an)) + (Q(ao), -+, Q(an)) = A®(P) + ®(Q).

De plus, si P € Ker(®), on a Vk € [[0;n], P(ax) = 0 donc P admet n+1 racines distinctes alors que deg(P) < n.

On sait qu’alors P = 0. Ainsi, ® est injective donc, comme dim(Cy[X]) = dim(C™**!) =n + 1, ® est un
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isomorphisme, en particulier c¢’est une bijection.
b. Pour i € [[0;n]), soit le vecteur ei41tvi de la base canonique de C™, puisque ® est une bijection, il existe

un unique polynoéme L; € C,[X] tel que ®(L;) = ei;1, il s’agit de Ly = ®~'(e;;1). Par définition de @, on a

®(Li) = (Liao), -+, Li(an)) = (0,-++,0,1,0,-++,0) done Li(ai) =1 et Vj € [0;n] \ {i}, Li(a;) =0.
n —_— .
D’apres le cours, on a méme L; = [] X~ qj

j=0 Ai — Qj

(polynémes de LAGRANGE).
AL
n n
c. Comme xpm € Cp[X] et ®(xm) = (xm(ao), - xmlan)) = X xm(ak)exs1 = > xm(ax)®(Lx), par
k=0 k=0

n

n
lindarité et bijectivité de ®, on a P(xm) = <I>( XM(ak)Lk> donc xm = > xm(ak)Lk.
k=0

k=0
d. Pour k € [[0;n], Papplication fy : Mn(C) — C définie par fi (M) = xm (ax) = det(axIn —M) est continue
car polynomiale en les coefficients de M. Plus précisément, fi. = det o gx avec g : M — ayxl,, — M qui est
continue car 1-lipschitzienne puisque ||gx (M) — gk (N)|| = ||M — N||.

n n
Or, d’apres c., YM € M»(C), f(M) = xm = > xm(ax)Lx donc f = > fxly est continue en tant que

k=0 k=0
somme de fonctions continues. En effet, hy : M — xm(ax)Lk est la composée de la fonction fy et de la

fonction hy : z — zLy qui est lindaire donc continue (en dimension finie).
e. Considérons deux cas :

¢ Si A est inversible, alors BA = A~T(AB)A donc AB et BA sont semblables. Directement, xAp = XBA -

e Si A n’est inversible, comme xa n’admet qu’un nombre fini de racines car deg(xa) = n, la matrice

A n’admet qu’un nombre fini de valeurs propres. Pour p € N*| puisque A — In prest pas inversible si
P

et seulement 1 est valeur propre de A, il existe pg € N* tel que Vp > po, Ap = A — In € GLn(C).
P P

D’apres le premier cas, comme A,B = AB — B _ BA,, on en déduit que xa,B = XBA,. Comme
P

les deux applications @ : M — MB et g : M — BM sont linéaires en dimension finie, elles sont

continues donc, puisque pET—iT-loc Ap = A, on a pl—l>T-iT-loo eB(Ap) = ¢B(A) et pETooll)B(Ap) = Vp(A)

par caractérisation séquentielle de la continuité. Ainsi, m ApB = AB et lim BA, = BA. Par
oo

U

‘pal p—>+o0

conséquent, comme f est continue, il vient lim f(A,B) = f(AB) et lim f(BA,) = f(BA). Pour
p—+oo — 400

p = po, f(ApB) = f(BAp) d’apres ce qui précede, donc f(AB) = f(BA) = 1111 f(ApB) = XAB = XBA-
p—+oo

Dans les deux cas, on a bien le résultat attendu, xas = XBA-

12.81 | Par définition, méme si ce n’est plus au programme depuis 2021, X est la partie de E qui est composée des

points intérieurs a X.

a. e Soit x G)c(), par définition 3r > 0, B(x,r) C X. Mais comme x € B(x,r), on a x € X. Ainsi, XC X.

e Soit x € X, pour tout réel v > 0, B(x,1) N X # () car x € B(x,r) N X. Ainsi, x est adhérent & X donc x € X.
Par conséquent, X C X.

b. e Soit (a,b) € (CO )2, montrons que [a; b] cC. Par définition, il existe deux réels rq > 0 et 1, > 0 tels que
B(a,tq) C C et B(b,1p) C C. Posons alors r = Min(rq,7p) > 0. Soit A € [0;1], posons ¢ = Aa + (1 —A)b et
montrons que c est intérieur & C. Soit x € B(c, 1), posons y = x — ¢ de sorte que ||y|| < r¢ donc |Jy|| < vq et

[lyl| < vb ce qui montre que a+y € B(a,rq) et b+y € B(b,1p). Comme B(a,rq) C et B(b,1,) C C, on a donc
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(a+y,b+y) € C? donc, par convexité de C, A(a+y)+(1—A)(b+y) € C. Or, A(a+y)+(1-A)(b+y) =c+y
donc c+y € C. On en déduit que B(c,r.) C C donc ¢ C donc [a; b] cC. Par conséquent, C est un convexe.
e Méthode 1 : soit (a,b) € (C)?, montrons que [a;b] C C. Par définition, pour tout réel r > 0, B(a,r)NC # 0
et B(b, ) N C # () de sorte qu'’il existe deux vecteurs x € B(a,r) N C et y € B(b,r) N C. Soit A € [0; 1], posons
c=Aa+(1=A)betz=2rx+(1—2A)y, alors |[|[c—z|| = |[A(a—x)+ (1 =A)(b—y)|| < [A||[Ja—x]||+ |1 =A]||b—y]]
donc, comme A > 0et1—A>0,0onallc—z||<Ar+ (1 —A)r=rdoncz € B(c,r)car A>00ul—A>0. Or
z =M+ (1 —2A)y donc z € C car (x,y) € C* et que C est convexe, ce qui prouve que B(c,r) N C # ) donc
c € C. Par conséquent, [a;b] C C et C est un convexe.

Méthode 2 : soit (a,b) € (C)?, montrons que [a;b] C C. Par caractérisation séquentielle des points adhérents,

il existe deux suites (an)nen € CN et (bn)nen € CN telles que lim anp =aet lim by, =b. Soit A € [0;1]
n—+oo n—+oo
et ¢ = Aa+(1—2A)b, par opération sur les suites de vecteurs, on a liT (Aan+(1=2A)bn) =Aa+(1—A)b =c.
n—-—+0oo
Mais Vn € N, ¢y = Aan + (1 —A)by € C car C est convexe donc c est la limite d’une suite de vecteurs de C

ce qui prouve que ¢ € C. Par conséquent, C est convexe.

12.82) a. E est non vide car 0 € E et, si A € R et (f,g) € E?, la fonction Af + g est de classe C' sur [0;1]par
opérations et (Af 4 ¢)(0) = Af(0) + g(0) = A.0 + 0 = 0 donc Af 4+ g € E. Ainsi, E est un sous-espace vectoriel

de C'([0;1], R) donc est lui-méme un R-espace vectoriel.

Homogénéité : soit A € R et f € E, comme la norme infinie [|. /o, (0;1] est une norme sur C°([0;1], R)
d’apres le cours, donc a fortiori sur E qui en est un sous-espace vectoriel, par linéarité de la dérivation, on a
N1 (M) = [+ (M) oo = [IMF 4+ F)[loo = N[+ Fl|oc = NN (£).

De méme, N2 (M) = [[(AM)'[Joc = [IAM'[[oc = [A[[If'[]cc = [AIN2(F).

Inégalité triangulaire : soit (f,g) € E?, par linéarité de la dérivation et car ||. ||00,[0;1] €St une norme sur E,

Ni(f+9) = [[(f+9)+(f+9) llcc = [[f+ 9+ +9'l[co = |(F+F) +(g+ 9 )lloc <[f'l]oc+[[gl[cc = N1(f)+N1(g)-
De méme, Na(f + g) = [|(f + 9)'[loc = [If' + 9'lloc < [[f'llcc + [l9'l|oc = N2(f) +Na2(g).

Séparation pour Nj : soit f € E telle que Ny (f) = 0, alors f' 4 f = 0 car |[|. ||, [0;1] est une norme. On sait

résoudre cette équation différentielle sur I'intervalle [0;1] et il existe C € R tel que ¥x € [0;1], f(x) = Ce ™.
Mais f € E donc f(0) = C =0 et on a bien f = 0.

Séparation pour N : soit f € E telle que N2(f) = 0, alors f' = 0 car |[|. |[s,[0;1] est une norme. Comme [0; 1]

est un intervalle, 3C € R, Vx € [0;1], f(x) = C. Mais f € E donc f(0) = C =0 et on a bien f = 0.

Les deux applications N7 et N2 sont donc bien des normes sur E.

b. Domination de Ny par N7 : soit f € E, posons g = f + /. On sait résoudre ’équation homogene
(Eo) : y' 4+ 1y = 0 dont les solutions sur 'intervalle [0;1] sont les fonctions y : x +—> Ae™ avec A € R. Par
variation de la constante, on trouve classiquement que les solutions de (E) :y’+y = g sont les fonctions y :

x = Ae ¥4e™¥ fox etg(t)dt avec A € R. Or f est solution de cette équation mais vérifie aussi f(0) =0 carf € E
donc A = 0 et Wx € [0;1], f(x) = e~ X fo" etg(t)dt donc '(x) = g(x) — f(x) = g(x) — e~ fo" etg(t)dt. Ainsi,
comme Vx € [0;1], |g(x)] < Nq(f) et qu’on a |f'(x)| < |g(x)|+e™ ™ fox e'|g(t)|dt par inégalité triangulaire, on

trouve |f'(x)| < (1 +e ¥ fox etdt)N1 (f) = (2 — e )Ny (f) < 2Nq(f). Ainsi, N2(f) < 2Ny (f).
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Domination de N1 par Ny : soit f € E et x € [0;1], alors f(x) = fox f’(t)dt d’on, par inégalité triangulaire, la
majoration |f(x)| < fox If/(t)|dt < xN2(f) < N2(f). De plus, |(f + ') (x)| = |f(x) + f'(x)] < [f(x)] + | (x)| par
inégalité triangulaire donc |(f 4 f')(x)| < 2N2(f) car |[f'(x)| < N2(f). Par conséquent, on a Ny (f) < 2N (f).
Par définition, comme N7 domine N3 et N, domine Ny, les normes N7 et N, sont équivalentes.

a. Pour r € Ry, soit f, : [0; 2] — C définie par () = W. Comme P n’admet aucune racine complexe

par hypothese, la fonction f, est bien définie et continue sur le segment [0;27] par opérations. Ainsi, la

fonction I est bien définie sur R,. Soit la fonction f : Ry — [0;2n] — C définie par f(r,0) = TR
Te
(H1) V8 € [0;27], > f(r,0) est de classe C! sur R, par opérations.
(H2) Vre Ry, fr: 0 — f(r,0) est continue et intégrable sur [0;27] (on vient de le voir).
19 10,10
P'(re'”)
P(rele)z

/
(H4) Soit ro > 0, comme la fonction P—z est continue sur le fermé borné B(0,79) dans 'espace vectoriel

(H3) Vre Ry, 0 2 0) =

or est continue sur [0; 27].

normé C (par le module) de dimension finie 2, on sait d’apres le théoréme des bornes atteintes que
i{
P(z)
o) = [P )| < My = o, (0) et t continue et
or\h = P(reie)z S 0 = @ ) et ¢, est continue e

intégrable sur [0;2n] car elle est constante sur ce segment.

cette fonction est bornée sur B(0,1p) et il existe My € Ry tel que Vz € B(0,70),

%’gMo.

Ainsi, Y(r,0) € [0;To] X [0; 2],

Ainsi par théoréme de dérivation sous le signe somme, I est de classe C! sur R.

do. On

. - 2m eleP re‘e)
b. Avec la formule de LEIBNIZ et la question précédente, Vr € Ry, I'(r) = —f

27T s i0 i0 27 X
reconnait, irl'(r) = fo (%e()rf))de = [ﬁ]o = 0 car 0 — e'9 est 2m-périodique. Ainsi,

Vr > 0, I'(r) = 0 et, puisque I’ est continue en 0 d’apres la question a., on a aussi I'(0) = 0. Ainsi, I est

constante sur 'intervalle R .

n—1

c. Ecrivons P = anX™ + 3 aX® avec a,, # 0 de sorte que deg(P) =n >1et ap, #0. Pour z#0 € C, on
k=0
n—1 n—1
peut écrire P("‘Ql =1+ Y %k donc ‘ P<7'21 - 1‘ < Z |z|k*n par inégalité triangulaire en notant
anz =0 an anz — an]

M= 0<l\lzl<ax ](|ak|). Ainsi, des que |z| > 1, on a Yk € [[O,n 1], n —k > 1 donc |z|*™* > |z| ce qui donne
KN —

Vz € C tel que |z| > 1 P(Z 1’ < "M On en déduit par encadrement que lim Lzzl = 1 donc que

| |z| |z| =400 Anz

[P(z)] ~ Jan|lz|™ Pu1sque 2 cela done lim |P(z)| = 4+oo0. Par définition, pour ¢ > 0, il existe

|z| —+o0 |z| —+o0

k € Ry tel que V(r,0) € [k; +00[x]0; 27], O car |ret®| =1 > k.

ﬁ’ < € en prenant z = re
Te

d. Pour tout ¢ > 0, avec la constante k de la question précédente, par inégalité triangulaire, pour r > k,

27 27
e 1 T, .
= —_— < —_— < . S = S S
on a |I(r)] ‘fo P(re®® ) < j;) ‘P(re‘e) ‘de < 2me. Alnsi, rl}Too I(r) = 0 alors que I est une fonction
27

constante sur Ry, ce qui prouve que I est nulle sur R;. On a donc 1(0) = W = 0 ce qui est absurde.
L’hypothese de départ est donc fausse, c’est-a-dire le fait que P n’admet aucune racine complexe.

On vient donc de montrer le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, & savoir que tout polynéme P € C[C] non
constant admet au moins une racine complexe et, par récurrence, que tout polynéme P € C[X] admet autant

de racines (comptées avec leur ordre de multiplicité) que son degré.
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Question supplémentaire : comme la fonction f est de classe C' de R? dans R et que les deux fonctions
x:t—t? ety :t— 2 sont de classe C' de R dans R, par la formule de la chaine, on sait que la fonction g

est de classe C! sur Ret que Vt € R, ¢/(t) = x/(t )gi( (t))—l—y’(t)%(g( ) = Ztgi (t2, zt)+1n(2)2tg—;(t2,zt).

12.84 ) On va d’abord montrer que pour A C R, (A dense dans R) <= (V[oc; Bl, x <P = (Fa €A, a€x B]))

(=) Si A est dense, A = R donc tout réel est la limite d’une suite d’éléments de A. Soit [«; B] avec « < B,
x4+ B
2

en posant par exemple xg = , il existe une suite (an)nen € AN telle que liT an = xo. En
n——+oo

prenant ¢ = B X>0,3np €N, Vn>no, |an —xo| <& <= a, € [o; ). Ainsi, an, € AN [ Bl.

(«<=) Supposons que A N [o; B] # @ dés que o < B. Soit un réel xo et n € N, prenons oy = xp — Z—H et

Bn = X0 + > oy, alors il existe an € [on; Bn] N A et Uencadrement _Zi“ <xo—an < ZL“ montre
que (an)ne N est une suite d’éléments de A qui converge vers xg. Ainsi, A = R et A est dense dans R.

On a montré par double inclusion que (A dense dans R) <= (V[o; B], a« < p = (Ja € A, a € [«;B])).

Montrons que A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R. Soit un segment [o; 3] C R non réduit a

un point. On cherche un élément de A dans [«; B]. Traitons plusieurs cas :
o <0< B Prenons n =m =0, alors 0 = f(0) — f(0) € A € [; B].

0<a<p Posonse =p —a>0. Comme lim f'(x)=0, il existe M € Ry tel que Vx = M, [f'(x)] < e.

X—+00

Posons n = [M|+1€ Net m = Min({k = n | f(k) = f(n) + «}). Cet entier m existe bien
par propriété fondamentale de N car la partie X = {k > n | f(k) > f(n) + «} C N est non vide

puisque XET@O f(x) = +00. Montrons que f(m) — f(n) € [«; B] :
e Comme m € X, on a f(m) > f(n) + « donc f(m) — f(n) > «.
e On ne peut pas avoir m = n car on aurait f(m) — f(n) = 0 contredisant f(m) —f(n) > « > 0.
Ainsi, m > n donc m — 1 > n et, par minimalité de m, m —1 ¢ X donc f(m — 1) < f(n) + «.
D’apres le théoreme des accroissements finis, comme f est dérivable sur [m — 1;m], il existe
un réel ¢ €lm —1;m[ tel que f(m) —f(m—1) =f'(c)(m—(m—1)) =f'(c). Orc>m—-1>=n
donc |f'(c)| < eet f(m) =f(m —1)+f(c) < f(n) + « + e = f(n) + B d’ott f(m) — f(n) < B.
Le réel f(m) — f(n) appartient donc & [o; B] et aussi & A par construction car (m,n) € N2
« < B <0 D’aprés le cas précédent, comme 0 < —p < a, AN [—B; —a] # ) donc il existe (m,n) € N? tel
que f(m) — f(n) € [-B; —a] et f(n) — f(m) = —(f(m) — f(n)) € AN [x; B].
Ainsi, A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R car A N [o; B] est non vide dés que o < p.

X -1 3
12.85)a. Danslecalculdexa =| 5 X—2 —1 |, on effectue 'opération de GAuss C; +— C;+C,+ C3 pour
—5 1 X+6

X+2 -1 3 1T =1 3
avoir xa = |X+2 X—-2 —1 |=(X+2)|1 X—=2 =1 | par linéarité du déterminant par rapport
X+2 1 X+6 1 1 X+6

a la premiere colonne. On effectue ensuite L, «— L, — L7 et L3 <— L3 — L7 et on trouve I’expression
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1 =1 3
xa=(X+2)l0 X-1 —4 :(X+Z)‘
0 2  X+3

X—1 -4
‘ = (X+2)((X=1)(X+3)+8) = (X+2)(X*> +2X +5)
2 X+3
apres avoir développé par rapport a la premiére colonne.
b. Comme xa = (X42)((X+1)2+4) = (X+2)(X+1421)(X+1-2i),ona Spc(A) = {2, —1-2i,—1+2i} et A

est diagonalisable car x est scindé a racines simples sur C. Il existe donc une matrice inversible P € GL3(C)

-2 0 0

telle A = PDP~! avec D = 0 —-1-2 0 . Il est alors classique que ¥n € N, A™ = PD™P~! et,
0 0 —1+2i

comme | —142i|=+5>2=]—-2],ona |[[D"e = (V5™

Pour M € M, (C), posons le réel positif |[M||o = |[P~"MP||oo. Comme || .|| est une norme d’aprés le cours :

Séparation : soit M € M, (C) telle que |[M||p = 0, alors |[P~'MP||o, = 0 donc P"'MP =0 d’ot1 M = 0.
Homogénéité : soit M € M, (C) et A € C, [|AM||o = [[P7T(AM)P||oo = [A||[[PT"MP||0o = |A| [IM]]o-

Inégalité triangulaire : soit (M,M’) € (Mn(C))?, |IM+M|[o = [P (M+M')P||oc = |[P"TMP+P"TM'P||»

done [[M +M'[|o < [[P7'MP|loo + [[P7TM'P|[o = [[M[lo + [[M] 0.

Ainsi, lapplication M +— ||M|]o est une norme sur My (C). Puisque toutes les normes sont équivalentes sur
I'espace My (C) de dimension finie, il existe («, B) € (R%)? tel que YM € Mn(C), «f[M||o < [[M]| < B|IM]lo.
On a donc, Vn € N, «||A™||o < ||A™]] < B||A™||o et, d’apreés le cours, en notant R (resp. Rp) le rayon de

convergence de la série entiere Y [|A™||z™ (resp. > ||A™]||oz™), on a Ro > R > Ry car o > 0 et B > 0.
n=0 n=0

Comme le rayon de convergence de la série Y. [|[A™][oz™ = Y [[D™|eoz™ = Y (v/52)™ vaut clairement
n>0 n=>0 n=0
1

V5
12.86)a. Comme x € Im (u—idg), il existe y € E tel que x = (u—idg)(y) = u(y) —y ce qui s’écrit u(y) = x+y.

b. Comme x € Ker(u —idg), on a u(x) = x. Ainsi, par une récurrence facile, on a Vk € N, u*(x) = x. Soit

Ro = \% car ((\/§|z|)“)neN est bornée si et seulement si |z| < %, onaR=

n € N, en composant I'égalité u(y) = x +y par u* pour k € [0;n — 1], on a u**' (y) = u*(x) + u*(y) donc

n—1

uWT(y) — uk(y) = uk(x) = x. Ainsi, par télescopage, on a > (W1 (y) — uk(y)) = u™(y) — y = nx donc
k=0

u™(y) = nx +y (et méme pour n =0 car u®(y) = ide(y) =y = 0.x +y).

n p—
c. Ainsi, Yn € N*, x = w Or [[u(y)|] < ||y]| et, 1& encore par une récurrence simple, on montre que
n

W+l ¢ 2[l]
n n

n
vm e N, [[lu™(y)]| < |lyll, ce qui montre que 0 < ||x|| < [[u par inégalité triangulaire

donc, comme lim 2]l _ 0, en passant a la limite, ||x|| = 0 donc x = O.

n—+oco N
d. On vient de voir avec ¢. que Im (u —idg) et Ker(u — id ) sont en somme directe mais, avec la formule
du rang, dim(Im (u —idg)) + dim(Ker(u —id¢)) = dim(E). Ainsi, on a Im (u — idg) @ Ker(u —idg) = E et

les sous-espaces Im (u — id g) et Ker(u — id g) sont supplémentaires dans E.
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12.7 Officiel de la Taupe|

12.87 | Supposons par exemple p > 0 (sinon on remplace f par —f). Alors : Ja > 0, Vx €]0; [, xf'(x) > % grace

N . . . _ X *udt n n
a la limite. On aurait : Vx €]0;«f, f(x) = f(x) + f f'(t)dt > f(«) + STl o) — 5 In(x) + 5 In(x).
X x
En faisant tendre x vers 07 dans cette inégalité, on a par encadrement : liT(r)L+ f(x) = 400 ce qui contredit
x—

I’énoncé. Fin du raisonnement par I’absurde : p = 0.

On peut trés bien ne pas avoir de limite pour xf'(x) quand x tend vers 07 avec les autres hypotheses. Par

exemple si f: x — x% sin (iz), alors f est dérivable sur ]0;1[, on a 1112)1+ f(x) =0 = A. On a méme f ainsi
x x—

prolongée par f(0) = 0 qui est dérivable en 0 car 1112)1+ fx) = 0 = f/(0) mais on n’a pas de limite finie pour
xX— X

xf'(x) car xf'(x) = 2x? sin (iz) — 2cos (iz) qui oscille entre 1 et —1 au voisinage de 0.
X X

12.88 | f est continue donc les intégrales existent.

Comme f est convexe : Vr €1, Vr 20, VA € [0;1], fA(a—7)+ (1 =A)(a+71)) < Af(a—1)+ (1 = A)f(a+ 7).
Géométriquement, si la fonction f était supposée dérivable, on écrirait que la courbe est au-dessus de sa
tangente en a : f(t) = f(a) + (t — a)f'(a) ; et on aurait directement le résultat en intégrant cette inégalité.

Sans cette hypothese, il convient de lier les points t a gauche de a a ceux qui sont a droite. On va donc couper
I'intégrale en 2 et faire des changements de variables pour avoir une somme de valeurs prises par la fonction f.

+ +
Ainsi : f:,: f(t)dt = faa,r f(t)dt+ faa ' f(t)dt et on pose t = a—ru dans la premiere intégrale et t = a+ru

+ 1
dans la seconde pour avoir (les justifications sont claires) : fa ' flt)ydt=r fo (fla—ru)+f(a+ru))du. Or
a—r

a+r

f(a) = f(%(a —-1)+ %(a + r)) < %(f(a —ru) + f(a + ru)) par convexité donc f f(t)dt > 2r fol f(a)du =

a—r
2rf(a).
Si f est de classe C2 et /(a) < 0, la fonction g est de classe C3 sur I et vérifie g’(x) = f(a+x)+f(a—x)—2f(a),
g’(x) =f(a+x)—f(a—x) et g""(x) = f"(a+x) + f'(a —x).
2 3 3
Par TAYLOR-YOUNG : g(x) = g(a)—!—xg’(a)—l—%g”(a)—i—%g”’(a)+o(x3) donc g(x) Y X?1‘”(a) qui est localement
strictement négatif quand x — 0T. Il existe donc des v > 0 telles que g(r) < 0 ce qui contredit la propriété.

Conclusion : si f est de classe C2, comme on sait que f est convexe si et seulement si £/ > 0 sur I, on a une

a+r
nouvelle caractérisation : f est convexe <= (Va eELVreRy, [a—ma+1]Cl= f f(t)dt > er(a)).
a—r

12.89] a. Il est classique qu’une application lipschitzienne est continue (méme uniformément pour les ex-MPSI).

Soit f, g lipschitziennes avec des constantes k et k’ et o« € R un scalaire, alors par inégalité triangulaire, on
a: V(x,y) € R%, [(af +g)(x) — (af +9)(y)| = |af(x) — af(y) + g(x) = 9(y)| < |alklx —y| +K'[x —y| donc
of + g est aussi lipschitziennes associées & la constante |a|k 4+ k’. Comme la fonction nulle est lipschitzienne
(constante 0), alors Pensemble des fonctions lipschitziennes est bien le sous-espace espéré.

b. Montrer que F est un sous-espace est extrémement classique ! G = Vect(1) (les fonctions constantes) est
assez clairement un supplémentaire de F avec la décomposition f = f — f(0) + f(0) (f(0) signifie ici la fonction
constante) et la fonction g est toujours lipschitzienne (méme constante que celle de f) et elle s’annule en 0.
c. L’application g est bien définie en fonction de f et ¢ est clairement linéaire. Si f est k-lipschitzienne, alors
V(x,y) € R, |g(x) — g(y)| = [F(x) — f(y) — F(tx) + F(ty)| < klx — y| + kltx — ty] < (1 + )kfx — y| donc g est
aussi lipschitzienne. De plus g(x) = f(0) — f(0) = 0 donc ¢ est bien en endomorphisme de F.

Si feFetd(f) =0, alors pour x € R fixé, on a ¢(f)(x) = 0 donc f(x) = f(tx) = f(t?x) = --- ce qui
donne par une récurrence simple : Vk € N, f(t*x) = f(x). Or kEToo thx = 0 et f est continue en 0 donc

klim f(t*x) = £(0) = 0 = f(x) (suite constante). Ainsi Ker(¢) = {0} : ¢ est injective.
—+o0
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n—1 n—1 N
d. Par télescopage, > g(t*x) = 3 (f(t*x) —f(t*T'x)) = f(x) — f(t"x). A nouveau lim f(t™x) = f(0) =0
k=0

k=0 n—+oo
+oo
donc en faisant tendre n vers +o0, on a la convergence de la série et sa somme : f(x) = > g(t*x).
k=0

Réciproquement, g k-lipschitzienne étant fixée dans F, la série > g(t™x) est absolument convergente car

n>0
+oo
lg(t™x)| < kt™|x| et > kt™x converge car 0 < t < 1. Ainsi f : x — > g(t™x) est bien définie, elle vérifie
n=0 n=0

clairement Vx € R, g(x) = f(x) — f(tx) par télescopage et car 1111 g(t™x) = g(0) = 0. Il reste néanmoins
n——+oo

A vérifier que f appartient bien & F. Or il est clair que f(0) = 0 car g(0) = 0. De plus, si (x,y) € R?, on a
+0o0 —+oo +oo +oo k

() —f)l =] 22 g(t™) — > g(t™y)| < X lg(t™) —g(t™y)[ < X Kkt x —y| = [x —y| donc f € F
n=0 n=0 n=0 n=0 11—t

et g = &(f). On en déduit que ¢ est aussi surjective : ¢ est un automorphisme de F.

“+o00
e. L’équation se traduit par ¢2(f) = id g = h. Or h € F et comme, pourx € R, ¢~ '(h)(x) = > t"x = —*
n=0

1—t
donc ¢! (h) = ]17th' Comme ¢ est bijective, il existe une unique solution dans F et comme ﬁ en
est une, 'unique solution de cette équation est (]1(17]1?)2.

12.90Si p =0 ou p = 1, la propriété (V(x,y) € (RL)2, xP —yP| < |x fy|p) est évidente (car 0° = 1).
Sip > 1, prenons x = 1 et y = 2, alors comme 2P > 2, on a |[xP —yP|=2P — 1> 1= |x — y|P.
P P
Sip €]0;1], il s’agit de montrer que pour 0 < x <y, on ayP? —xP < (y —x)P < (H) —-1< (H — 1) (on
x x

peut sans perte de généralité supposer que x < y). On peut stirement se servir de la concavité de la fonction
u — uP (dérivée seconde négative) mais il suffit de montrer : Vt > 1, t? —1 < (t —1)P (t = ¥ ci-dessus).
X

Posons donc la fonction ¢ :]1;+o0[— R telle que @(t) = (t — 1)P —tP + 1. Il est clair que ¢ est dérivable
sur |1; +oo[ et que HTJr o(t) = 0 (car p > 0) donc @ se prolonge par continuité par ¢(1) = 0. Comme
t—
o'(t) =p(t—1)P7 T —ptP~ ! S 0carp—1<O0ett—1<t, ona ¢ croissante sur [1;4oo[ donc elle y est
positive car (1) = 0. Ainsi, on a bien V(x,y) € (R%)?, [xP —yP| < [x —y|P sip €]0;1[.
Si p < 0, en imposant de méme que 0 < x < y et en posant t = £, on se raméne & prouver que la fonction
X

Pt (t—1)P +tP — 1 est positive sur |1; +00[ ce qui est clairement faux puisque tlizl P(t) = —1.
—+00
Ainsi, on a prouvé que : (V(x,y) € (R})%, [xP —yP| < |x —y\p> <~ pe0;1].

12.91) Pour (x,y) € R? tel que x <y, on a f([x;y]) = [u;v] avec v —u =y — x.

Ainsi |f(x) — f(y)] < |x — y| donc f est 1-lipschitzienne d’oti f est continue.

De plus, 'l existait deux réels a et b distincts (disons a < b) tels que f(a) = f(b), comme f([a;b]) = [c; d]
avec d — ¢ = b — a, en utilisant le fait que f est continue sur le segment [a;b], il existerait u € [a;b] et
v € [a;b] tels que f(u) = c et f(v) = d. Mais comme on ne peut pas avoir (u,v) = (a,b) ou (u,v) = (b, a),
on a forcément |v —u| < b —a. Mais [c; d] C f([u;v]) par le TVI et f([u;v]) C [c; d] par croissance de I'image
directe donc f([u;v]) = [c; d] est un segment de longueur b — a alors que [u;v] est un segment de strictement
inférieure : ce ne se peut ! On en conclut que f est injective donc strictement monotone car elle est continue.
e Si f est strictement croissante : pour (x,y) € R? tel que x <y, f([x;y]) = [f(x); f(y)] = f(y) —f(x) =y —x
par hypothese et la fonction h : t — f(t) — t est constante sur R donc Jk € R tel que Vt € R, f(t) =t + k.
e Par le méme raisonnement, il existe k € R tel que YVt € R, f(t) =k — t si f est strictement décroissante.

12.92] a. D’abord, E est bien un espace vectoriel car c’est un sous-espace vectoriel (classique) de C2([0;1], R). Si
f € E, la fonction f + 2f' + f est continue sur le segment [0;1] ainsi N(f) = I\[{)lc]?c [t + 2f + f| existe.

Comme [|.[|oo,[0;1] st elle-méme une norme, ’homogénéité et I'inégalité triangulaire sont aussi vérifiées pour
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N. Soit une fonction f € E telle que N(f) = 0, alors Vt € [0;1], f”(t) + 2f'(t) + f(t) = 0. Les solutions sur

[0;1] de y” + 2y’ +y = 0 sont les fonctions y : t + (o + Bt)e™ " mais f(0) = f(0) = 0 implique &« = p = 0

(probléme de CAUCHY). Par conséquent f = 0 comme attendu. Alors, N est bien une norme sur E.

b. La fonction h ainsi définie est bien de classe C? par produit donc fot (t —wh'(u)du est bien définie si
€[0;1]. En posant a:u+st—uet b ="h, aetbsont C' sur [0;t] donc, comme h(0) = h'(0) = 0 puisque

f € E (calculs), on a fot(t —uwh’”(u)du = [(t —u)h/(u)]0" + fot h(u)du = [(t —u)h/(u) + h(w)]§ = h(t) . Ou

par TAYLOR reste intégral h(t) = h(0) + th/(0) + fot(t —u)h”(u)du puisque h est de classe C? sur [0;t].

c. On en déduit que ¥t € [0:1], #(t) = e ["(t —wn"(wau = [/(t —w)("(w) + 2/ (w) + f(w))e*~*du par

t

LEIBNIZ donc, par inégalité de la moyenne, on a |[f(t)] < N(f) j;) (t —u)e* 'du. On pose v =1t —u dans
t

cette intégrale et on obtient |f(t)| < N(f) fo ve Vdv = N(f)[T — (1 +v)e V[ =NE)(1 = (1+t)e ). Orla

fonction g : t — 1 — (1 +1t)e " est dérivable et croissante sur [0; 1] car sa dérivée vaut g’ : t — te~* > 0 donc

N%(()D](] g(t) =g(1) =1—2e"". Ainsi, ||f||o0,j0;1] < (1 —2e7")N(f) donc a =1 —2e~" ~ 0,27 convient.
tel0;

Comme g € E car g(0) = ¢’(0) = 0, en prenant f = g, on a N(g) = 1 car les solutions de y”" + 2y’ +y =0
sont les t — (at + B)e " d'ot ¢” +29’ + g = 1. De plus, g est maximale en 1 sur [0;1] (déja vu) donc
lgllcc = @ =1—2e~" donc a est minimal ; si b < a, on n’a pas Vf € E, [[f||c,0;1] < DN(f) car cela serait
faux pour f = g. Ainsi, la plus petite constante o > 0 telle que Vf € E, |[[f|[o,0,1] < aN(f) est a =1 —2e7".
De plus, si f : t = t™, alors [[fn||o,j0:1] = fn(1) = 1 alors que f}; 4 2f;, + f, est croissante sur [0; 1] car
FO426(0 4 (6) = nn—1) (-2 2n(n D2 T > 0sitel0 1] Lim M = oo
car N(fn) = £, (1) 4+ 2f,(1) + fn (1) = n? + n + 1. Ainsi, ||.||o,[0;1) ne domine pas N.

Si x =0 ouy = 0, cette inégalité est évidente car elle se ramene & |y|P < [y|P ou |x|P < |x|P. Six # 0 et
y # 0, on peut diviser par x et ceci se rameéne a |1+t|P < 1+|t|P en posant t = % Or si x et y sont de signes

opposés, ceci est évident car alorst < 0 et [14t|P < Tsi|t] < Tet [14+t|P < |t|P si[t] > 1. Il ne reste que le cas

ou x et y sont non nuls et de méme signe, et dans ce cas t > 0. On pose la fonction hy : t = (14+1)P —1 -t
définie et continue sur Ry. Or hy, est dérivable sur R% et hi(t) = p(1 + t)P~T — ptP~! < 0 donc h,, est
décroissante sur R, (par continuité en 0). Comme h,(0) = 0, la fonction h, est décroissante sur R et on
a donc Vt >0, (14 t)P <1+ tP ce qui justifie le dernier cas. Ainsi, V(x,y) € R?, |x +y[P < |[x|P + |[y|P.
L’application x — |x|P n’est pas une norme pour 0 < p < 1 car elle ne vérifie pas 'homogénéité, en effet, si
0<p<Tletx>0,N(2x) = 2PxP # 2xP = 2N(x) car 2 # 2P.
12.94 ) Soit a < b et f: [a;b] — R continue sur [a; b] et dérivable sur ]a : b[, alors il existe un réel t €]a;b[ tel que
f/(t) — f(b) — f(a)
b—a

égale a la vitesse moyenne de f sur le segment [a;b] (interprétation cinématique). Cela signifie aussi qu’il

. Cela signifie qu’il existe un instant t dans Ja; b[ tel que la vitesse instantanée f'(t) soit

existe un instant t €]a;b[ tel que la tangente en M(t,f(t)) & la courbe I' de f soit parallele & la droite (la
corde) qui relie les points A(a,f(a)) et B(b,f(b)) (interprétation géométrique).

Supposons f dérivable sur un intervalle I et f bornée. En notant M = Sup |f'(t)| (qui existe par hypothese
tel
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si on suppose I non vide), alors si (a,b) € I? avec a < b, comme f est dérivable sur [a;b] par hypothese, on
a 3t €]a;b[C I, f(b) — f(a) = f(t)(b — a) donc |f(b) — f(a)| = |f'(t)|(b —a) < M(b — a) = M|b — a|.

Ainsi f est M-lipschitzienne sur 1 donc lipschitzienne sur 1.
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