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Méthode 1 : considérons X = {t € [0;1] | f(t) € A}. Alors X est une partie non vide (0 € X) et majorée (par

1) de R donc, a ce titre, admet une borne supérieure qu’on note x. Montrons que f(x) € Fr(A).

e Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe (tn)nen € XV telle que nEToo th = x.
nl—i)Too f(tn) = f(x). Par
caractérisation séquentielle des points adhérents, comme (f(tn))nen est une suite convergente de vecteurs
de A, on en déduit que f(x) est adhérent & A, c’est-a-dire f(x) € A.

Comme f est continue en x, par caractérisation séquentielle de la continuité, il vient

o o
e Supposons que f(x) €A : il existe donc ¢ > 0 tel que B(f(x),e) C A. Comme A C A,onax < 1car f(1) ¢ A.

Mais comme f est continue en x, on aurait un réel o > 0 tel que Vt € [0;1], |t — x| < a« = [|f(t) — f(x)]] < .
On aurait Vt € [x;x + «[N[0; 1], |t — x| < « donc ||f(t) — f(x)|| < e = f(t) € B(f(x),e) C A donc f(t) € A ce
qui contredit le fait que x soit la borne supérieure de X car ce qui précéde montre que [x;x + «[N[0;1] C X.
Ce raisonnement par ’absurde nous permet de conclure que f(x) %/i.

Au final, f(x) € AN (A) = A\ A = Fr(A).

Méthode 2 : Y = {t € [0;1] | f(t) ¢ A} est une partie non vide (1 € X) et majorée (par 0) de R donc, & ce
titre, admet une borne inférieure qu’on note y. Montrons que f(y) € Fr(A).

e Supposons que f(y) 6}({, il existe ¢ > 0 tel que B(f(y),e) C A et, par continuité de f en y, il existe o > 0
tel que Vt € [y;y + «[N[0;1], ||f(t) — f(y)|| < e ce qui montre que f(t) € B(f(y),e) C A donc f(t) € A. On
aurait donc Vt € [y;y + «[N[0; 1], t € Y. Cette condition est incompatible avec la condition Inf(Y) =y. On
vient donc de démontrer par 'absurde que f(y) Q}C{. Comme A C A et que f(0) E}i, on a forcément y > 0.

e Posons, pour n € N, le réel t, = (1 — Zi“)y’ alors 0 < t, <y donc t, ¢ Y ce qui montre que f(t,) € A.

Puisque (tn)nen tend vers y, par caractérisation séquentielle de la continuité, (f(tn))nen tend vers f(y), et

),
comme elle est constituée de vecteurs de A, par caractérisation séquentielle des vecteurs adhérents, f(y) € A.
Au final, f(x) € AN(A)° =A\ A=TFr(A).
a. Pour n € N*, on pose fn : x — ( 1 > + 1 > définie sur R\ Z*. Pour x € R\ Z*, on a

n+x) (n—x)
fa(x) = O (1—2) donc > fn(x) converge et la fonction g est donc bien définie sur R\ Z*.
+oo n n>1
Soit a €]0;1[, n € N* et x € [—a;a], alors 0 < fn(x) < % Ainsi, |[fnlloo,[—asa) < % Mais
ey el S g
comme Y 2 > converge par RIEMANN, la série > f, converge normalement sur tout segment de
n>1 (Tl - (1) n>1
] — 1;1[. Comme toutes les f,, sont continues sur | — 1;1], g est continue sur | — 1; 1] par théoréme.
+oo 2
De plus, on a classiquement g(0) = 21 % =20(2) = %
n=

b. La fonction ¢ de I’énoncé est bien définie sur R\ Z car g l'est et que sin ne s’annule qu’en les multiples

de . Comme il est donné qu’elle s’annule en tous les entiers, elle est bien définie sur R.

—+o0 —+o00 —+oo
Soit x € R\ Z, +1) = 1 + 1 = 1 4 1 done il
*€BAZ o0t ) = 2 (et e mt) T L T S



—+oo —+oo
. 1 1 1 1 1 1
Vlentgx+1:< )— —i—( 7)+—:gx + — — ———— de sorte que
CA = Z prr) o T S ) P T T

+g9(x+1) = X]—z - #;()2 + g(x) = @(x) car sin(6 4+ 1) = — sin(0).

1 TC
(x+1)2  sin(n(x+1))

Par conséquent ¢ est 1-périodique car elle vérifie aussi V¥n € Z, p(n+1) = ¢(n) =0.

e(x+1) =

Comme g est continue sur ]0; 1], que x — sin(mx) l'est aussi et ne s’y annule pas, ¢ est continue sur ]0; 1|
par opérations. Pour vérifier la continuité de ¢ sur R, comme elle est 1-périodique, il suffit de vérifier que

2 2 2
@ est continue en 0. Comme g est continue en 0 avec g(0) = %, on vérifie lim (l — 72[7) =T
3 x—0+ smn (mx) 3

On a le développement limité sin(mc)?mc - X + o(x3) donc sin?(nx) Errzxz 713" + o(x*) ce qui

2 2.2
S N e p—— Z(1+ 755 +o0)

donne en inversant = — =
sin“(mx) 0 x 1 Fo(x2) 0 X

@M??—?—§+§+MU§(NMMW@U 0(0) = 0.

Au final, la fonction ¢ est bien un élément de E.

c. Soit f € E, la fonction h : x > f(%) + f(%) est bien définie sur R et, comme f est 1-périodique,

h(x+1) = f(x"zi' 1 ) —l—f(X "zi' 2) = f(X —Zi_ 1 ) —|—f<§) = h(x) donc h est elle aussi 1-périodique. De plus, h est

continue sur R par opérations donc h € E. Ainsi, comme la linéarité de L est claire, L est un endomorphisme
de E. De plus, pour f € E et x € R, |L(f)(x)| = f(%) + f(%)‘ < ‘f(%)‘ + ’f(w)‘ < 2||f]|oo ainsi L

est 2-lipschitzienne donc continue. L’inégalité précédente montre que |||L||| = Sup Hh( ||)H°° < 2. De plus,
fek,f#£0

si on prend f =1 (fonction constante), on a L(f) =2 = 2f et f # 0 donc |||L]|| = 2.

d. Posons ¢ = L(¢). Pour x €]0;1[, puisque sin (M) = sin <§ + %) = cos(%), on obtient
blx) = <p( ) + (p()HZ—]) - ;iz a ﬁ;/z) * g(%) + (xﬁ1)2 a cosz?jrx/z) + g()HZJ) qui devient
+00

) = 37 * (x—f1)2 a sinz(nx/lgzcosz(ﬂx/Z) +n2::1 (2n j— x)? * (2n 4— x)* * (2n —&—1 + x)? * (2n —éll —x)?
Or (ijz = 2 7‘# 2 et sin?(mx/2) cos?(mx/2) = S”;& donc, en regroupant les termes pairs et
impairs dans la méme série : P(x) = iz - m +4 2_: ((n )2 + o _1 x)2> =4o(x).
Deplus,m(%)—4 m?4+g(1/2) =4— 71—}—42(17)24—44— Zﬁ —7 —|—82ﬁ—0
(classiquement en séparant les termes pairs et impairs et en se ramenant & {(2) = 7[62)

Comme ¥ est 1-périodique d’apres c. et que Vn € Z,d(n) = $(0) = ¢(0) + cp( ) = 0 d’apres ce qui

précede, on en déduit que p = 4. D’apres la question c., on a donc ||P|]oo = 4||¢@]lco = [|IL(@)]]oo < 2]|@]]co

ce qui montre que ||@||x = 0 donc que ¢ est la fonction nulle. On en déduit donc que pour tout réel x

. 1 n? ( ) i
non entier : == —-—>+ - + + — = 0 donc que
o () x> sin®(mx) 9(e) = 2_: n+x)? " (n—x)? sin?(mx) 4
+o00 1 2
> = z en regroupant les deux séries en une seule a indices entiers relatifs.

e (M4x)? T sin?(mx)



a. Pour (t,t') € R?, |f(t) — f(t')| = ‘ [la +tb]| — ||a +t'b|| | <]|a+tb — (a + t'b)|| par la seconde inégalité

triangulaire, d’olt [f(t) — f(t')| < ||(t — t')b[| = |[b]| [t — '|. Ainsi, f est ||b||-lipschitzienne donc continue.

b. Comme tb = (a + tb) — a, par inégalité triangulaire, on obtient |[tb|| = |t| ||b|| < ||a + tb|| + ||a|| donc
_ . _lall. . _ _ . . . _ .

f(t) = ||a + tb|| = |[b]| [t] — ||a]|. Comme tglloo(HbH [t| — ||al]) = 400, par minoration, Hm f(t) = 400

c. Intervalle : sil # 0, soit (t7,t2) € I? tel que t; < t2. On va montrer que [tq;t2] C I, c’est-a-dire que I est un
convexe. Soit t € [t1;t2], en faisant un dessin, comme la trajectoire de t — a + tb est la droite affine passant
par le “point” a de vecteur directeur b, on voit que le vecteur a + tb est dans le segment [a + t1b; a + tab],
c’est-a-dire qu’il existe un réel o € [0;1] tel que a+tb = a(a+t1b)+ (1 —a)(a+t2b). Un simple calcul, comme

=t parinégalité triangulaire, on a donc ||a+tb|| < o||a+t;b||+(1—«)||a+tzb]]

b # O, montre que o = r—
or, puisque t; et t; sont dans I, ||a + t1b]| < T et ||a + t2b]| < 1, d’otlt, puisque « > 0 ou 1 — « > 0, on en
déduit que ||a + tb|| < 1. Ainsi, t € I. T est donc un convexe, I est alors un intervalle.

Borné si I # (), par définition des limites de b., en prenant ¢ = 1, il existe to tel que Vt > to, f(t) > 1
donc [to;+00[NT = @. On peut donc conclure que I est majoré par to. Le méme raisonnement avec
Lilnoo f(t) = 400 montre que I est aussi minoré par un réel ty. Alors, I est un intervalle borné.

On pouvait aussi reprendre l'inégalité ||a + tb|| > ||b]| [t] — ||a|| qui montre que sit € I, on a ||a + tb|| < 1

1+ [[a]]

———l donc I est borné.
|[b]|

done |[b]|]t] = |la]| < 1 d'ott [¢] <

Ouvert : supposons I # @, on va montrer que I est ouvert de trois manieres différentes.

e Le plus simple, par définitionde [ = {t € R | [[a+1tb|| =f(t) <1}, onal=f"1(]—-1;1]) = f (] —oc;1])
donc I est 'image directe d’'un ouvert par une fonction continue donc c’est un ouvert.

@ Soit (tn)nen € (I°)N une suite convergente (vers t) d’éléments de 1°. Ainsi, Vn € N, ||a+tnb|| = f(tn) =1

par définition de I. Par caractérisation séquentielle de la continuité, on a donc (tn) = f(t). Or

Sauiy
¥n € N, f(yn) = 1 donc, a la limite, f(t) > 1 ce qui prouve que t € I°. Ainsi, I¢ est fermé par caractérisation
séquentielle des fermés donc I est ouvert.

e Soit t € I, par définition v = a + tb € B(0g,1) qui est une boule ouverte donc il existe r > 0 tel que
B(v,t) C B(0Og,1) ; on peut prendre par exemple r = 1 — |[v|| > 0. Or f est continue en t donc il existe
n>0telque Vt' € R, |[t—t/| <n = |f(t) —f(t)| < = f(t') < f(t) + 1 =1 car f(t) = ||v||. Ainsi, si
t'ejt—m;t+n[,onaf(t)=]|la+tb||<1donct €Ietlestbien ouvert.

Par conséquent, I = {t € R | a+tb € B(0Og, 1)} est un intervalle borné et ouvert ou I est vide.

a. S n’est pas un sous-espace vectoriel de M3(R) car la matrice nulle ne vérifie pas 02 = I3 par exemple.

1 0 0 1T 0 0
b. S n’est pas stable par produit car, par exemple, sion prend A= |0 0 1 |JetB=]0 —1 0],on
0 1 0 0o 0 1
1 0 0 1 0 0
abien A2=B?=1I3mais AB= [0 0 1| vérifie (AB)2=[0 -1 0 | #I3.
0o —1 0 0o 0 -1

c. Soit (An)n>o0 une suite de matrices de S qui converge vers A € M3(R). L’application produit définie par



P: (M3(R))? — M3(R) et P(A,B) = AB est bilinéaire en dimension finie donc elle est continue. L’application
D : M3(R) — (M3(R))? définie par D(A) = (A,A) est linéaire en dimension finie donc elle est continue.
Ainsi, par composée, I'application carré C = PoD : A — A? est continue sur M3(R). Ainsi, comme

lim A, = A, par caractérisation séquentielle de la continuité, lim C(A,) = lim AZ = A%, Mais la
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

suite (Aﬁ)ngo est constante égale a I3. Par unicité de la limite, A2 =13. L’ensemble S est donc fermé.

1 0 0
d. S n’est pas borné car les matrices Mg = [ 0 0 1/a | sont dans S quel que soit a > 0 alors que
0 a O

Va>1, [[Mql|lec = adonc lim [[Mql|eo = +00.
a—+oo

a. Soit f € E, on a f < [f] donc g = |f| — f > 0 ce qui donne, par hypothese, u(g) = u(|f]) — u(f) > 0
par linéarité de u. De méme, —f < |f| donc h = |f| + f > 0 et, & nouveau u(h) = u(|f]) + u(f) > 0 donc
—u(|f]) < u(f) < u(]f]) ce qui garantit bien que |u(f)| < u(|f]).

b. Pour f € E, comme f est continue sur le segment I, elle y est bornée par le théoreme des bornes atteintes
donc |f| < ||f]|oc,1e. On pose cette fois a = ||f||oc,1e — f = 0 donc u(a) > 0 ce qui donne une nouvelle fois par
linéarité de u, ||f||oo,ru(e) — u(|f[) = 0. On a donc, d’apres a., [u(f)| < u(|f|) < ||f||s,1u(e) donc on a bien

Vi € E, u(f)| < C||f|[oo,1 en posant C = u(e) > 0 car e est positive sur I.

D’apres la question précédente, Vf € E\ {0}, |||;L‘|(f)| < u(e). La partie A = { Hf|| ’ feE\ {O}} C Rest
oo, 1 oo,
non vide (car il existe des fonctions non nulles sur 1) et majorée par u(e) ce qui montre que la borne supérieure

de I’énoncé existe et que Sup(A) < u(e). De plus, en prenant f = e, on a e € E\ {0} et W = u(e) donc
oo, 1

u(e) € A ce qui montre que cette borne supérieure est un maximum (atteint en e) et que Sup |||r||(f)| = u(e).
fGE oo, 1

a. p est bien définie de My, (R) dans R,. Soit A = (ai,j)1<1,j<n €EMny(R)et B= (bi,j)1§i,j§n € Mn(R) :

esipy(A)=0,ona > aizj = 0 ce qui montre, comme une somme de quantités positives ne peut
1<ij<n

étre nulle que si tous ses termes sont nuls, que v(i,i) , aij =0 donc que A = 0 (séparation).

esiAe€ R, p2(AA) = > (Aay)? = VAZ x = |Alp2(A) (homogénéité).
1<ij<n \1 ]\n

2

e p2(A+B)2 = Y (ay+byj)?= aijbij + > b Par l'inégalité
1<i,j<n 1<1,)<n ) 1<1,)<n 1<i,j<n
2
de CAUCHY-SCHWARZ dans R™ ,ona >, ajjbij < > aizj > b j donc on obtient
1<i,j<n 1<i,j<n T\ 1<

p2(A+B)% < p2(A)? +2p2(A)p2(B) +p2(B)? ce qui, en passant & la racine, donne bien la majoration
p2(A +B) < p2(A) + p2(B) (inégalité triangulaire).

Par conséquent, p, est bien une norme sur M, (R).

b. La norme p, définie par I’énoncé est, d’apres le cours, la norme euclidienne associée au produit scalaire

canonique (.|.): (M (R))? — R défini par (A[B) =Tr (ATB) = > aijbi;.
1<ij<n
c. Pour X € My 1(R) tel que XT = (x1 -+ xn), en notant L;(M) la ligne i de la matrice M vue comme

un vecteur de My 1(R), on a (MX)T = (2:1 mypxy - 2:1 mn,ij) = ((Li(M)[X) -+ (Ln(M)[X)). Ainsi,
j= j=

n
IIMX|3 = Y (Li(M)|X)2. D’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a (Li(M)|X)? < ||Li(M)|[3]|X||3 donc

i=1



n
IMXI < (2 IILIZ)IIXI3 = pa(M)?X]3 En passant i la racine, on a bien |[MX]l2 < p2(M)X]l2
i=

Pour trouver X # 0 tel que ||MX||2 = p2(M)]||X]|2, il faut que toutes les inégalités précédentes soient des
égalités, c’est-a-dire que X et Li(M) soient colinéaires pour tout i € [1;n], donc que toutes les lignes de M
soient proportionnelles, ou encore que M soit de rang 1. Ce n’est donc pas la meilleure constante cherchée
dans le cas général.

Pour X € My 1(R), on a [[MX||3 = (MX|MX) = XTMTMX. La matrice MTM est symétrique réelle, elle est
donc diagonalisable par le théoréme spectral. De plus, si A est une valeur propre de MM, il existe X # 0
tel que MTMX = AX ce qui donne XTMTMX = AXTX ou encore |[MX||5 = A||X||5 donc A > 0 car ||X]|3 > 0
puisque X # 0. On dit que MTM est symétrique positive. Il existe donc P € O(n) et D € My, (R) diagonale
avec des termes positifs sur la diagonale (les valeurs propres de MTM), plus précisément D = diag(A1,---,An)
avec 0 < A1 < -+ - < Ay, telles que MTM = PDPT.

SiX € Mn,1(R), |\MX||2 =X"™MTMX = XTPDPTX = YTDY en posant Y = PTX. Sion note YT = (y1 --- yn),

on calcule YT DY = E My < An Z vz = Ml|Y]|3. Or Y||35 =YTY = XTPPTX = XTX = ||X||] car PPT =1,

Ainsi, [|[MX||3 < Anl|X||5 d’olt, en passant & la racine, [|[MX||2 < v/An||X]||2 donc ||||XH|| < VAn. Si Xy est un
o T IMXal[3 _ y1a,T T
vecteur propre unitaire de M' M associé a la valeur propre Ay, on a H7||22 =X, M ' MXpn = A X X0 = Ay
Xnll2
donc W = \/An. Par conséquent, \/A,, majore {H”X”HZ ‘ X € Mn,1(R) et X # O} et fait partie de
nil2
cet ensemble, ceci prouve que  Sup [IMX]]> = Max [IMX]]> = /An.
oo X2 xebfon Xl ¥
X#0

a. Supposons que f est k-lipschitzienne sur R, alors ¥(x,y) € R?, [f(x) — f(y)| < k|x —y|. Soit xo € R et

- k—£|—1’ on a [f(x) — f(xo)| < kfx —xo[ < % < e. Ceci

prouve que f est continue en xo et, comme ceci est valable pour tout xp € R, que f est continue sur R.

¢ > 0, alors, pour tout réel x tel que |x —xo| < «

b. Soit f : x — |x|. La fonction f n’est pas dérivable en 0. Pourtant, f est 1-lipschitzienne sur R. En effet, si
(x,y) € R? tel que x < y, traitons quatre cas :
esi0o<x <y, onalf(x) = f(y) =[x —y| <1.[x -yl
e six <y <0, ona lf(x) = f(y)| = [(—x) = (=y)| = ly —x| = [x —y| < T]x 1y
esix <0<y < fx[,onalf(x) —f(y)| =[(—x) —y|=|x+y|=—x-y<llx—y[=y—xcar —y <.
esix <0< |x| y,ona [f(x) —f(y)| =[(—x) —y|=x+y|=x+y <T.Jx —y| =y —x car x < —x.
Le fait que f soit lipschitzienne n’implique donc pas que f soit dérivable.
a. Soit un couple (a,b) € R? tel que Vt € R, at? + bt > 0. traitons deux cas :

Sia =0, pour avoir bt > 0 pour tout réel t, on doit clairement avoir b = 0.

Sia#0, f:t+ at?+btest polynomiale de degré 2 et son discriminant A = b? doit étre négatif car sinon f
s’annulerait deux fois et changerait de signe au passage des racines. Ainsi, 0 < b% < 0 donc b = 0.
Dans les deux cas, on a forcément b = 0 si Vt € R, at® + bt > 0.

b. Méthode 1 : pour se servir de la question précédente, pour x € R™, on pose f : t —< B(xp +tx),xo +tx >.



Par bilinéarité du produit scalaire, f(t) =< Bxo,xo > +(< Bxo,x > + < Bx,xp >)t+ < Bx,x > t>. Or la
matrice B est symétrique donc < Bxp,x >= ngTx = ngx =< x0,Bx >=< Bx,x¢ >. Ainsi, par hypothese,
Vt € R, f(t) = 2 < Bxg,x > t+ < Bx,x > t2 > 0. La question précédente montre alors que < Bxg,x >= 0.
Ceci étant vrai pour tout vecteur x € R™, on a Bxg € (R™)+ = {0} donc Bxg = 0.

Méthode 2 : d’apres le théoréme spectral, il existe P € O(n) et D € M,,(R) diagonale telles que B = PDP'.
Comme B est positive par hypothese, on peut écrire D = diag(A1,---,An) avec les valeurs propres Aq, - -+, An
positives de B. Alors < Bxg,xo >= ngxo = ngDPTxO = ygDyo en posant yo = P'xo. Si on pose

n
Yo = (yi)i<i<n et , on a < Bxg,xo >= >_ Ajy? = 0 donc Vi € [1;n], Ajy? = 0 donc Ayy; = 0 ce qui montre
i=1

que Dyg = 0 d’oll Bxg = PDPTPyg = PDyo = 0 car PTP = I,,.
c. En notant A = (aij)igij<n €6 x = (X{)1<ign, on a Vx € R™, F(x) = Y aijxixj donc F est

1<ij<n
polynomiale en les coordonnées de x ce qui prouve que F est continue. On pouvait aussi écrire F = G o H ou

H: R™ = (R™)?2 et G : (R™)? — R sont définies par H(x) =< Ax,x > et G(x,y) =< x,y > puis, comme G et
H sont continues car respectivement bilinéaire et linéaire en dimension finie, F est continue par composition.
La sphere unité S est clairement bornée. De plus, en notant N : x — ||x|| la fonction norme qui est continue
car 1-lipschitzienne d’apres le cours, on a S = N7'({1}) et {1} est fermé donc S est aussi fermée comme
image réciproque d’un fermé par une application continue. F étant continue sur un fermé borné en dimension
finie, on sait d’apres le théoreme des bornes atteintes que F est bornée sur S et y atteint ses bornes, d’ou

lexistence de Ing F(x) = Migx F(x) = A1 =F(e1) avec ey € S d’apres I’énoncé de la question d..
RIS XE€

d. Soit x € R™, si x =0, alors < (A — AL )x,x >=0 > 0. Si x # 0, on pose y = HX—H € S donc F(y) = M
X
1

d’apres la question précédente, ce qui s’écrit < Ay,y >= W < Ax,x >2= A1 par bilinéarité du produit
scalaire et on a donc < Ax,x >>= A1 < x,x > ou encore < (A — ALy )x,x >= 0.

e. Comme A — A1, est symétrique, que Vx € R™, < (A — A1ln)x,x >2> 0 et que, d’apreés ce qui précede, on
a aussi < (A —Aily)er,er >=TF(e1) —A1 =0, on a (A —A1ly)e; = 0 d’apres la question b.. Ainsi, Ay est
une valeur propre de A et e; un vecteur propre unitaire de A associé a la valeur propre Aq.

Soit A une valeur propre de A et e € S un vecteur propre de A associé a Aj, alors on a Ae = Ae donc

F(e) =< Ae,e >= Al|e||> = A = Ay par construction de A7. Ainsi, Ay est la plus petite valeur propre de A.

a. Sin=1, M € M;(R) donc M est diagonalisable.

Sin > 2, M n’est pas forcément diagonalisable. En effet, si My = diag( 1

k+1" "k+n
entier k € N, alors My est triangulaire supérieure avec des termes tous différents sur la diagonale donc xm, =

) + E4,2 pour tout

n

11 (X — ﬁ) est scindé a racines simples sur R donc My est diagonalisable. Clairement, en regardant les

i=1 1

suites coordonnées (case par case), klim My = E1,2 et xg, , = X™ alors que dimKer(Ey2) =n — 1 avec la
——+o0 ’

formule du rang car rang (E72) = 1. Ainsi, M n’est pas diagonalisable (les deux ordres de multiplicité de 0

ne sont pas égaux) méme en étant limite d’une suite de matrices toutes diagonalisables.

T
b. (=) Supposons P unitaire et scindé dans R[X], alors P = [] (X—oax)™* avecr > 1, a1, -+, &, les racines
k=1



T
réelles distinctes de P et my, - - -, m, les ordres de multiplicité associés. Pourz € C,onaP(z) = [] (z—ax)™*
k=1

.
donc [P(z)|? = [] |z — ox|*™*. Or, pour k € [1;7], |z — ox|* = (Re (z) — ax)? + (Im (2))? > [Im (2)|* et on
k=1

T T
a donc [P(2)]? > [] |Im (z)|*™<. Comme deg(P) =n = > my, on a |P(z)|? > |Im (z)|*™ ce qui donne bien
k=1 k=1
[P(z)| = Im (z)|™ en passant a la racine.

(«<=) On sait d’apres le théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS que P est scindé dans C[X]. Soit A une racine

complexe de P, comme [P(z)| = 0 > |[Im (z)|™

,on a [Im(z)] = 0 donc z est réelle. Ainsi, P est scindé dans
R[X] car toutes les racines de P sont réelles.

Par double implication, on a montré que (P est scindé dans R[X]) < (Vz € C, |P(z)| = |[Im (z)|™).

c. Soit z € C fixé, la suite (My k>0 converge vers M, donc (zI, — My x>0 converge vers zI, — M. Comme la

fonction det est polynomiale donc continue dans M,, (C) de dimension finie, par caractérisation séquentielle

de la continuité, (det(zln — My)), -, converge vers det(zl, — M). Ainsi, (xm, (z))ks0 converge vers xm(z).

k>0
Comme toutes les matrices My sont trigonalisables dans M, (R), les polynémes xm, sont scindés sur R,
ce qui montre avec la question b. que |xm, (z)| = |Im (z)|. En passant a la limite dans cette inégalité, on
obtient donc |xam(z)| = [Im (z)], ce qui montre avec 1'autre sens de la question précédente que xpn est scindé

sur R car xpm est unitaire de degré n. Ainsi, par théoréme, M est trigonalisable dans M, (R).

a. Pour f € E, la fonction g : t — tf(t) est continue sur le segment [0;1] donc fox tf(t)dt est bien défini
pour tout x € [0;1]. Ceci justifie que @ est bien définie. De plus, ¢(f) étant la primitive de g qui s’annule en
0, d(f) est de classe C T donc a fortiori continue : ¢ va donc bien de E dans E. La linéarité de ¢ découle tres
naturellement de la linéarité de I'intégrale. Par conséquent, ¢ définit un endomorphisme de E.

b. Pour une fonction f € E et un réel x € [0;1], par inégalité triangulaire sur les intégrales, on obtient

29x 2
la majoration |$(f)(x)| = ’foxtf(t)dt‘ < fo"t|f(t)|dt < foxt||f\|oodt = |\f||oo[tﬂo = % Ainsi,
1 1 2 3711
il vient [lo(f) = [ [6(Hlax < | de = 1l [2], = % Si on prend f = 1, alors

2
O(f) 1 x — X? donc ||¢(f)]|1 = % alors que ||f||c = 1. Ceci justifie que Ky = % est le plus petit réel tel que
Ve E, [|o(f)]]1 < Ki||flloo- En effet, 8'il existait k < é tel que Vf € E, [|d(f)]]1 < k||f]|oo, €n prenant f =1,

2
on aurait ||f]lec =1, ¢(f) : x — X? donc [|b()|]1 = 1 et 1 <x ce qui est contradictoire.

6 6
c. Pour une fonction f € E et un réel x € [0;1], posons la fonction F : x — fox t|f(t)|dt de sorte que l'on a
1 1 x 1
oIl = [ 19(N()lax < [ ( I t|f(t)|dt) ax = [ F(x)ax par inégalité triangulaire sur les intégrales.
Ainsi, comme F est de classe C' sur [0;1] d’apres le théoreme fondamental de l'intégration car t +— t|f(t)]

est continue sur [0;1], en posant w = F et v/ : x — x — 1, par intégration par parties, on obtient la relation

fol F(x)dx = fol v (x)u(x)dx = [u(x)v(x)]} —fol u(x)v(x)dx = j;)] x(1—=x)|f(x)|dx car w(0) = v(1) = 0. Alors,

TIf f
comme Vx € [0;1], x(1 —x) < zl;’ ona ||¢(f)|]1 < fo | (:)|dx = %
Si on trouvait une fonction non nulle f € E telle que ||¢(f)||1 = Tl , on montrerait comme a la question

4



précédente que Ky = JI Supposons I'existence d'une telle fonction. Alors f x(1=x)|[f(x)]dx = 1 f x)|dx

1
ce qui donne, en soustrayant et par linéarité de l'intégrale, la relation j;) (% —x(1 - x)) [f(x)]dx = 0. Or

x (th —x(1 — x)>|f(x)| est continue et positive sur le segment [0;1]. on en déduit par théoreme que

€ [0;1], CI —x(1— x)>|f(x)\ = 0 donc que Vx € [0; 1] \ {l}, f(x) = 0. Par continuité de f, on en déduit

2
que Vx € [0;1], f(x) = 0, ce qui est contradictoire avec I’hypothese initiale. Ainsi, il n’existe aucune fonction
non nulle f telle que ||¢(f)|1 = @ mais on peut essayer avec les suites de fonctions.

Il faut que l'intégrale se condense autour de %, un peu comme une fonction de DIRAC, 1 ou x(1 — x) est

maximal. On peut donc prendre, pour tout entier n € N, f, : x — (x(1 —x))™ = x™(1 —x)™. Posons

1
Iy = ||fnl|1 et, pour (p,q) € N2, J(p,q) = fo xP (1 —x)9dx > 0. Par le changement de variables x =1—t on

+1
trouve facilement J(p, q) = J(q, p) et par intégration par parties, en posant u : x ++ (1—x)9t! et v : x Xer T
P

. +1 - Ak 1 ;
on obtient q+1) =9 Jp+1,q). A si, comme O:[ } = , on a par télescopage
n obtient J(p,q + 1) p+11(p ,q). Ainsi, comme J(p,0) biTlo T py T omapar pag

& Jp+kag-—k) o q-k 1 plq!

J(p, :( 2 )x]p—i— ,O:( )>< = Ainsi,
P =5 rcrng—x-—n) o0 = s ) e = e

N2
Ihn = J(nyn) = ((L Soit k € Ry tel que Vf € E, |[&(f)|l1 < K||f|]1, en prenant f = f, # 0, on a

+1)!
2
Vn € N, [[e(fnlly _ Intr _ (nt1) = -1+l _ <xcequi donne, en passant & la limite quand
[[fn ] In (n+3)2n+2) 2(2n+3)

, ceci justifie que Ky = éll est le plus

[[]11
4

n tend vers +oo, k > . Comme on a vu que Vf € E, ||o(f)|1 <

1
e
petit réel tel que Vf € E, ||d(f)][1 < Ka||f||1-

a

2011a81A—<gb 0 b
n 2k —nk (2K
Bn(A) =L+ > $<)< )Ak = (aO“ bO > par définition avec an = 1+ Z (])< )ak
k=1 1) n )

4% (21 k 1 4% (2K —1

ton =1+ 3 (3

4% (2K k

k
avec |a| < 1 et [b| < 1, comme on a A =

pour tout k € N, il vient
)bk pour tout n € N. D’apres le cours, la suite (Byn(A))nen converge si

_1\k—1 2k
et seulement si les deux suites (an)nen €t (bn)nen convergent. La série entiere ). % Z* a
Kk>1 4 (Zk — ]) k

_1\k—1 2k
pour rayon R =1 par la régle de D’ALEMBERT car en notant w, = g# ,ona lim uk—“‘ =1
4 (Zk — 1) k k—+oo | Uk
. _ 2k + 2)!k!K! k-1 _(Qk+2)(2k+1)
Vk > 1 “k“’: 2k—1 - x . C <Tlet
prusque e LT a2 ) T @I+ DIk + 1)L T a2k + 1) (k+1)2 omme faf <1 e

i (=<1 2K\ i (=11 2K g _
|b| <1, les deux séries ) ——r—— a‘et Y 4——— b* convergent donc les suites (an)nen
k>14 (Zk*” k k214 (Zkfl) k

et (bn)nen convergent. Ainsi, la suite (Bn(A))nen converge.

n

n
b. Comme I; et N commutent, on a Yn > 1, A™ = > <k> (AL)*N™"% =A™, 4+ nA™ N par le binéme
k=0

)k 1
(2k — 1

Bn(A) = (1 + i g ) <2k>7\k>12 + ( i 1(< ki 1) <2k>k?\k1)N. On a vu en a. que le rayon

=142k —1) =142k —1

2k
de NEWTON car Vk > 2, N = 0. Pour n > 2, B,(A) = I, + Z 4$< )< )(?\nlz + A" 'N) donc



(=D (2K . o (—D)1 2K\ 4,
de convergence de ) ——~—— z* vaut 1 donc celui de la “série dérivée” 3y  ——F—— kz
Kk>147(2k — 1) \ k >145 2k —1)

k—1 2k
vaut aussi 1 d’apres le cours. Comme |A| < 1 par hypothese, les deux séries 4£(2£ 1)( )?\k et
k>1 -

_1\k—1 2k
> % < k)kAk] convergent donc, d’apres I'expression (1), la suite (Bn(A))nen converge.
K> -

c. Traitons les deux cas quant a la diagonalisabilité de A :

e Si A est diagonalisable, alors A est semblable & une matrice D = ( 0 > du type de la question a.

0 b
avec a et b qui sont les valeurs propres de A donc qui vérifient bien |a| < 1 et |b| < 1 par hypothese.

Il existe donc P € GLo(C) telle que A = PDP~'. On a classiquement, Yk € N, A¥ = pD*p~!

_1\k—1 2
donc B (A) = P(Iz+ Z 4$<(2]]Z])< k)Dk)P_1 = PB,(D)P~'. On sait d’aprés a. que (Byn(D))nen

converge vers D’ et, comme ¢ : M — PMP~! est linéaire en dimension finie, elle est continue donc, par

caractérisation séquentielle de la continuité, (By(A))nen = (@(Bn(D)))nen converge vers B = ¢(D’).

e Si A n’est pas diagonalisable, comme xa est scindé sur C, A est tout de méme trigonalisable et on

a forcément, d’apres le cours, xo = (X — A)? car xa ne peut pas étre scindé & racines simples puisque

A nest pas diagonalisable. Ainsi, il existe P € GL,(C) telle que A = PTP™! avec T = 2 ;c et

oo # 0. En posant N = «Eq 2, on a bien N nilpotente d’indice 2 donc, d’apres la question b., la suite

(B (T))nen converge vers T'. Comme avant, puisque B (A) = PB,,(T)P~! et que @ : M+ PMP ™! est
continue, (Bn(A))nen = (@(Bn(T)))nen converge vers B = o(T').

1/2 nt o2
Comme Vk > 1, ( / ) = L < ) par un calcul classique, pour tout réel x €] —1; 1], on a la relation

k 42k —1)\ k
_1)k_1 2k x 400 " . (_1)k—1 2k
Vi+Hx =1+ (7 = en notant a nouveau = -t our k > 1et
b Z ARk — 1) * go X Vet e = gk n\k ) P

—+o0 “+o0
up = 1. Comme Vx €] — 1;1], (vV/1+x)(/T+x)=1+x,0na ( > ukxk) X ( > ukxk) =1+ x dong, par
k=0 k=0

identification des coefficients d’une série entiere de rayon strictement positif, on a u% =up =1, 2upu; =1

n
car w1 = 1 (on le savait déja) mais surtout Vn > 2, > uxun_x = 0. Ainsi, si on prend z € C tel que
k=0

—+oo —+oo +oo n
|z| < 1, par produit de CAUCHY, on a ( > ukzk> X ( > ukzk) =5 ( > ukun_k)z" =1+2z (1) donc
k=0 k=0 n=0 k=0
+oo
f(z)2 =1+ z en notant f(z) = Y wrz® pour z € C tel que |z| < 1.
k=0
De méme, en notant g(z) = +Zo:0 & 2k kz*1 pour |z] < 1,onaVx €]—1;1], g(x) = f'(x) = 1
’ I = a8 —-1) \k P ’ nh 9 231 +x

car f(x) = v/1+x donc 2f(x)g(x) = 1. Comme avant, en passant par I’égalité des coefficients qui provient
d’un produit de CAUCHY, on montre que V|z| < 1, 2f(z)g(z) = 1. A nouveau, on traite les deux cas :

a

e Si A est diagonalisable, il existe P € GL,(C) tel que A = PDP~! avec D = 0 ’S

avec |a| < 1 et

f(a) O
0 f(b

2
il vient D’? = (f(a) 0 2) = <] ta ] —?—b) =1, + D d’apres (1). Ainsi, B = ¢(D’) = PD'P~ ',

[b] < 1. D’aprés ce qui précede, (Bn(D))nen converge vers D' = ( )) et, en élevant au carré,

0 f(b) 0



et on obtient bien la relation B2 = PD’2P~! = P(I, + D)P~! =1, + A.
e Si A n’est pas diagonalisable, A est trigonalisable et il existe P € GL;(C) telle que A = PTP~!
0 A

(Bn(T))nen converge vers T/ = £(A)Iz + g(A)N. A nouveau, T2 = f(A\)2I 4 2f(\)g(A)N car N2 = 0
donc T2 = (1 +A)I; +N = I3 + (Al + N) = I, + T. Comme avant, B = ¢(T’) = PT’P~!, et on obtient

avec T = (7\ “) et « # 0 donc T = Al + N en posant N = «Ej,. On a vu qu’alors la suite

bien la relation B2 = PT2P~! = P(I, + T )P~ =1, + A.
Dans les deux cas, la suite (B (A))nen converge vers B € Mo (C) vérifiant B =1, + A.

20.12] a. Comme N¥=1 £ 0, il existe X € Mn,1(C) tel que N*TX # 0. Soit (Ao, +,Ak—1) # (0,+-+,0) € C*

k1
tel que Z AMNYX = 0, posons 1 = Min({i € [[0;k — 1] | A\i # 0}) < k — 1, alors Z?\ N'X = 0 donc

Nk—T—1 E MNIX = 0 = A.N¥"TX ce qui est absurde car A, # 0 et N¥=TX £ 0. Par l’absurde on a montré

i=r
k=1 .
que Aoy -y Ak—1) = (0,---,0) si > AiN¥X = 0. Ainsi, (X,NX,---,N*¥"1X) est libre dans My 1(C). Comme
i=o0

i=
une famille libre a moins de vecteurs que la dimension de ’espace qu’elle occupe, on a donc k < n
b. D’aprés a., il existe X € Mn,1(C) tel que B = (X,NX,---,N""TX) est libre donc c’est une base de

Mn,1(C) car dim(Mn,1(C)) = n. La famille B’ = (N*~1X,---,NX, X) est aussi une base de M 1(C) et, en
notant u Pendomorphisme de C™ canoniquement associé & N, on a Mat s/(u) = J» par construction. En
notant P la matrice de passage de la base canonique de C™ & la base B’, on a N = PJ,,P~! par formule de

changement de base. Ainsi, N est semblable & J,,.

c. D’apres a., il existe k < n tel que AK =0 donc A™ = 0. De méme, B™ = 0. Ainsi, d’apres le bindéme car

2n . . . .
A et B commutent, (A + B)*™ = Z ( )A]BZn ) Pourj € [0;2n],sij = n,onaAl = AMAIT =0 et si

j=0 j
j<n, B2 =B"B™ I = 0. Ainsi, ( A+B) = 0 donc A + B est nilpotente (et méme (A +B)™ = 0 avec a.).
n—1 n—1 L
De plus, (I, +A)< S (=1) ’A)> ( JA]) ( > (71)’A3+]) = I, + (=1)"A" = L,, par télescopage
j=0 j=0
donc I, + A est inversible et (I, + A)~! Z (—1) A,
too Jk - Ik 1 foo k-1
d. Posons A = k§1 ﬁ de sorte que e/ =1, + A. Comme A = J,, ; %, en posant Ky = k§1 Tlld ,ona

A = JnKn = KnJn donc A™ = JIKD = 0 car J& = 0. D’apres la question c., eJn = I,, + A est inversible.

Comme Jpeln = eJn],, on a (Jpe/m)™ = J2(eJn)™ = 0 donc J, est nilpotente d’indice inférieur ou égal
a n. En prenant X = Eq, par définition de J., on a J,E; = E,, puis JAE; = J,E» = E3 et, par une
récurrence facile, Yk € [0;n — 1], JKEy = Exp1. Ainsi, J8~! # 0 donc J,, est nilpotente d’indice n. Comme
on a (Jneln)* = Jk(eJn)k pour k < n, que (e/n)¥ est inversible d’aprés la question d et que JX # 0, on a

(Jnelm)¥ # 0 donc Jnelm est nilpotente d’indice n.

. _ mok . _
e. Sil, =PI P et Sy(ln) = Zoﬁ et Sm(Jn) = Z Wpoona classiquement Sy, (Ln) = PSim(Jn)P 7',
Comme f: M — PMP~! est linéaire en dimension finie donc continue, par caractérisation séquentielle de la

continuité, on a et = lim S, (L,) = ml_igjrloof(sm(ln)) = f(ml_iglloo Sm(Jn)) = f(eJn) = PeJnp~l.

m—+o00

f. Comme Jne/n est nilpotente d’ordre n d’apres la question e., il existe une matrice inversible Q telle

que Jnelm = Q7'1,,Q d’apres b.. Ainsi, J, = Q7 '(Jne/")Q. Sionnote P = Q7', on a P € GL,(C) et



Jn = PJnP~1PeJnP=1 = PJ, P~ 1ePInP ™" q’aprés f.. En posant N = PJ,P~', on a donc N € My (C) telle que
Jn = NeN et N est nilpotente d’indice n.
20.13]a. Pourr € Ry, soit f, : [0;2n1] — C définie par f(0) = ﬁ. Comme P n’admet aucune racine complexe
Te
par hypothese, la fonction f, est bien définie et continue sur le segment [0;27n] par opérations. Ainsi, la

P(re'?)’

fonction I est bien définie sur Ry. Soit la fonction f : Ry — [0;2n] — C définie par f(r,0) =

(H1) V6 € [0;2n], v+ f(r,0) est de classe C! sur R, par opérations.
(H2) Vre Ry, fr: 60— f(r,0) est continue et intégrable sur [0;27] (on vient de le voir).
0p/(. 10
of e P/ (re'”) . ]
(H3) Vre Ry, 0 5:(r,0) = _P(Tie)z est continue sur [0; 27].

!
(H4) Soit 19 > 0, comme la fonction % est continue sur le fermé borné B(0,79) dans 'espace vectoriel

normé C (par le module) de dimension finie 2, on sait d’apres le théoréme des bornes atteintes que

!
cette fonction est bornée sur B(0,7p) et il existe Mo € Ry tel que Vz € B(0,r0), s((@ < Mo.
z
Ainsi ) ) of P’ (re'?) .
insi, V(r,0) € [0;70] x [0;27], |5:(r,0)] = Pire)? < Mo = ¢r,(0) et @y, est continue et
intégrable sur [0; 271] car elle est constante sur ce segment.
Ainsi par théoréme de dérivation sous le signe somme, I est de classe C! sur R.
. . 2m eieP'(reie)
b. Avec la formule de LEIBNIZ et la question précédente, Vr € Ry, I'(r) = f‘/; Wde. On
Te

2 —ire'P/(re'?) 117 i iodi insi

reconnait, irl’(r) = (—-)de = [ - } = 0 car 0 — e'® est 2m-périodique. Ainsi,
™) fO P(re'?)? P(ret¥)Jo P d

Vr > 0, I'(r) = 0 et, puisque I’ est continue en 0 d’apres la question a., on a aussi I'(0) = 0. Ainsi, I est

constante sur 'intervalle R .

, n—1
c. Ecrivons P = anX™ + Y. apX* avec a,, # 0 de sorte que deg(P) =n > 1 et a, # 0. Pour z # 0 € C, on
k=0

;. P(Z) _ n-l ax _k—-n P(Z) n-l M k—n . s o s . .

peut écrire = =14 > =Kz donc | —=4 — 1| < Y. 7 par inégalité triangulaire en notant

anz k=0 In anz k=0 |an|

M= 0<l\]£l<ax 1(|ak|). Ainsi, dés que |z| > 1, on a Vk € [0;n — 1], n —k > 1 donc |z|*™* > |z| ce qui donne
kN —

vz € Ctel que |z| > 1, Lzzl —1 ’ < M 0On en déduit par encadrement que lim P(Zzl =1 donc que

nz lan][z| |z|—+o00 Anz

[P(z)] ~ |an||z|™ Puisque n > 1, cela done lim |P(z)| = +oo. Par définition, pour ¢ > 0, il existe

|z| =400 |z| =400

0

k € R, tel que V(r,0) € [k; +00[x]0; 27], car [re'®| =1 > k.

ﬁ’ < ¢ en prenant z = ret
Te

Pour tout ¢ > 0, avec la constante k de la question précédente, par inégalité triangulaire, pour r > k, on a

I 40 | [P 1 a0 < 2me. Ainsi, lim I(r) = 0al I est une foncti tant
II(r)] = ‘ fo P(reie)’ < fo ’m’ < 2me. Ainsi, lm (r) = 0 alors que I est une fonction constante
2

sur Ry, ce qui prouve que I est nulle sur R,. On a donc I(0) = W = 0 ce qui est absurde. L’hypothese

de départ est donc fausse, c’est-a-dire le fait que P n’admet aucune racine complexe.

On vient donc de montrer le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, & savoir que tout polynéme P € C[C] non
constant admet au moins une racine complexe et, par récurrence, que tout polynéme P € C[X] admet autant

de racines (comptées avec leur ordre de multiplicité) que son degré.



On va d’abord montrer que pour A C R, (A dense dans R) <= (V[o; B], « < p = (Ja € A, a € [«; B])).

(=) Si A est dense, A = R donc tout réel est la limite d’une suite d’éléments de A. Soit [o; B] avec « < B,

B

en posant par exemple xg = cx; , il existe une suite (an)nen € AN telle que liT an = xo. En
n——+oo

prenant ¢ = B ; X0, Ing € N, Vn = no, |an —xo| < & <= an € [o; B]. Ainsi, an, € AN [x; .
1

(«<=) Supposons que A N [«; B] # ) dés que a < B. Soit un réel xg et n € N, prenons a, = xo — 7 et
Brn =x0 + Zi” > an, alors il existe an € [an; Bn] NA et Pencadrement *zin <xo— an < ZL“ montre

que (an)nen est une suite d’éléments de A qui converge vers xo. Ainsi, A = R et A est dense dans R.
On a montré par double inclusion que (A dense dans R) <= (V[ B], a < p = (Ha €A, a€lx [3]))
Montrons que A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R. Soit un segment [o; ] C R non réduit &
un point. On cherche un élément de A dans [«; B]. Traitons plusieurs cas :
« <0< B Prenons n =m =0, alors 0 = f(0) — f(0) € A € [«; B].
0<a< P Posons e =p —a>0. Comme xEToo f'(x) = 0, il existe M € R, tel que Vx > M, |f'(x)| < e.
Posons n = [M|+1€ Net m=Min({k = n | f(k) = f(n) + «}). Cet entier m existe bien
par propriété fondamentale de N car la partie X = {k > n | f(k) > f(n) + «} C N est non vide
puisque xEToo f(x) = +o00. Montrons que f(m) — f(n) € [«; B] :
e Comme m € X, on a f(m) > f(n) + « donc f(m) — f(n) > «.
e On ne peut pas avoir m = n car on aurait f(m) — f(n) = 0 contredisant f(m) —f(n) > « > 0.
Ainsi, m > n donc m — 1 > n et, par minimalité de m, m —1 ¢ X donc f(m — 1) < f(n) + «.
D’apres le théoreme des accroissements finis, comme f est dérivable sur [m — 1;m], il existe
un réel ¢ €lm —1;m[ tel que f(m) —f(m—1) =f'(c)(m—(m—1)) =f'(c). Orc>m—-1>n
donc [f'(c)] < eet f(m) =f(m—1)+f'(c) < f(n) + a + ¢ = f(n) + p d’otr f(m) — f(n) < B.
Le réel f(m) — f(n) appartient donc & [o; B] et aussi & A par construction car (m,n) € N2
& < B <0 D’aprés le cas précédent, comme 0 < —p < a, AN [—B; —a] # ) donc il existe (m,n) € N? tel
que f(m) — f(n) € [-B; —af et f(n) — f(m) = —(f(m) — f(n)) € AN [o; B].
Ainsi, A = {f(m) — f(n) | (m,n) € N?} est dense dans R car A N [«; B] est non vide dés que « < B.



