DM 10 : RAYON SPECTRAL

PSI 1 2025/2026 pour le vendredi 13 mars 2026

Tout vecteur x = (xi)1<ign de K™ est identifié a un élément X de My 1(K) tel que l’élément de la i-iéme
ligne de X soit xi. Dans toute la suite, nous noterons indifféremment X = (xi)1<ign un élément de My 1 (K)

aussi bien que le vecteur de K™ qui lui est associé.
Pour A = (aij)1<isn € M p(K) et X = (xi)1<icp € KP, notons (AX); le coefficient en i-ieme ligne de AX.
155<p
On appelle rayon spectral de A le réel p(A) défini par p(A) = R Z\gla();) [A].
esp

Classiquement, on note Noo la norme définie sur C™ par : VX = (xi)1cign € C™, Noo(X) = ]I\</lic2; [xil.

On appelle norme matricielle une norme N sur M (K) telle que V(A,B) € Mn(K)%Z, N(AB) < N(A).N(B).

(PARTIE 1 : UN EXEMPLE]

-1 2 0
On considere la matrice A=—-| =2 3 0
-2 1 2

Déterminer un polynéome annulateur de A de degré 3.
Calculer A™ pour tout n € N.

La suite (A™)nen converge-t-elle 7 Si oui, caractériser géométriquement I’endomorphisme canoniquement

associé a la matrice B= lim A™.

n—-+oo
Calculer p(A).
(PARTIE 2 : RAYON SPECTRAL COMME LIMITE)

n

Soit A = (aij)1<ijsn € Mn(C) et N une norme quelconque sur C™. On pose Ma = 1T\</l.cix > lai;l-
\‘L\le:]

Montrer que lapplication P : M, (C) — R définie par P(A) = ]L\{lqz laij| si A = (aij)i<i,j<n st une
\1,]\“

norme sur My (C), mais n’est pas en général une norme matricielle sur My (C).
Norme subordonnée

Montrer qu’il existe Ca € Ry telle que ¥YX € C™, N(AX) < CAN(X) en considérant 6 : X € C™ — AX.

N(AX
Montrer que I’ensemble { N( (X)) ‘ Xe Ct\ {0}} posséde une borne supérieure dans R.
~ N(AX
On notera dans la suite : N(A) = Sup (AX)

xecm\{oy N(X)
Propriétés de N : soit (A,B) € M, (C)2 et X€ C"et A € C
Montrer que N(A) =0 <= A = 0y,.
Montrer que N(AA) < [A|N(A).
En déduire que N(AA) = [A|N(A).



Montrer que N(A + B) < N(A) + N(B).
VX € C™, N(AX) < N(A)N(X).

Déduire de ces résultats que N est une norme matricielle sur M, (C).

Une équivalence
Montrer que pour tout X € C™, Ngo(AX) < MaAN (X).

n

Soit ip un entier compris entre 1 et n tel que > |ai, ;| = Ma. En considérant le vecteur Y de C™ de

j=1
composantes y; définies par :
aio,j 3 3

Yj = — Sl Qi, #0 et y; =1 si ay,,; =0,

|aio > ‘

montrer que Ma < Noo(A) et en déduire que Nog (A) = M.

En considérant un complexe A de Sp(A), montrer que p(A) < N(A).

@ Montrer que si lim A¥ =0, alors p(A) < 1.
k——+oo

Indication : on pourra commencer par montrer que A € Sp(A) = A* € Sp(A¥).

Dans toute la suite du probléme, on admettra que, réciproquement, si p(A) < 1, alors kliT Ak =0,.
—>+00

A
p(A)+¢
Montrer que pour tout k entier naturel non nul : p(A) < [N (A%)]
Montrer que pour tout « € C, on a p(aA) = |x|p(A).

Vérifier que p(A¢) < 1 et en déduire que Ik, € N, Vk € N, (k > ke = N (Ak) < (p(A) + s)k>.
:|1/k

Une limiteSoit ¢ >0 et A, =
1/k

En déduire lim [N (A¥) = p(A).
k—+oo

(PARTIE 3 : CROISSANCE DU RAYON SPECTRAL)

Une matrice A de My »(R) est dite positive (resp. strictement positive) et on note A > 0 (resp. A >0) si

et seulement si tous ses coefficients sont positifs ou nuls (resp. strictement positifs). Si A et B sont deux
matrices de My p(R), on note A > B (resp. A < B, A > B, A < B) si et seulement si A —B > 0 (resp.
B-A>0,A—B>0,B—A>0).

Notons que grace a lidentification de R™ (ligne) et My 1(R) (colonne), on pourra parler de vecteur de R™
positif ou strictement positif.

Donner un exemple de A montrant que les conditions A > 0 et A # 0 n’impliquent pas nécessairement A > 0.

Stricte croissanceA, B, A’, B’ désignent des matrices de My (R).

Montrer que si 0 <
Montrer que si 0 <
Montrer que si 0 <
Montrer que si 0 <

0<

Montrer que si

Bet 0 <A’ <B/,alors 0 < AA’ <BB'.

B, alors Noo(A) < Noo(B).
B, alors p(A) < p(B).
< B, il existe ¢ €]0;1[ tel que A < cB et en déduire p(A) < p(B).

A<
A < B, alors pour tout k € N*, 0 < Ak < BX.
A<
A<
A



