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[PARTIE 1 : EXEMPLES DE DECOMPOSABILITE

(=) Si X ~ X/, comme X(2) = X'(€') C N par hypothese, on a Vk € N, P(X = k) = P/(X’ = k) et ainsi,
pour tout réel t pour lesquels ces séries convergent absolument (les ensembles de définition sont les mémes),
on a Gx(t) = % P(X = k)tk = % P(X' = k)t* = Gx/(t) donc Gx = Gx- -

(<) Si Gx :kg(:(/, comme le ra;ozrf de convergence commun des ces deux séries étant Rx = Rx, > 1, on peut
identifier les coefficients de ces deux séries entieres par unicité, et obtenir Vk € N, P(X = k) = P(X’ = k)

donc les supports de ces deux variables aléatoires sont les mémes (et inclus dans N) et X ~ X'.

Par conséquent, pour deux variables aléatoires a valeurs dans N, ’X ~ X' << Gx = Gx. |

—+oo

Pour t convenable, par théoreme de transfert, E(tX) = Y t*P(X = k) = Gx(t). Comme X ~ Y + Z,
k=0

E(tX) = E(t¥+4) = E(tYt?) d’apres 1.1. De plus, comme Y et Z sont indépendantes, il en est de méme de t#

et t% par théoreme donc, d’apres le cours, E(t¥t%) = E(tY)E(t?) et on a bien |[Gx = GyGz si X ~ Y + Z.

(=) Sin > 2, d’apres le théoreme admis (T), on peut trouver des variables Xi, ..., Xy définies sur un méme

espace probabilisé ', indépendantes et de loi de Bernoulli B(p). On sait d’apres le cours que S = X7 +...4+Xn
suit la loi binomiale B(n,p) donc que X ~ S. On pouvait aussi le prouver avec 1.2 car, par récurrence,
Gs = [] Gx, donc Gs(t) = (1 —p + pt))™ = Gx(t) et utiliser la question 1.1 pour avoir aussi X ~ S. En

i=1

posant Y = X7 + ...+ Xn_1 et Z=X;, (on le peut car n > 2), on a X ~ Y + Z. Par le lemme des coalitions,

les variables aléatoires Y,Z sont indépendantes et non presque surement constantes car, comme ci-dessus,
Y~ B(n—1,p)et Z~ B(p) avec p €]0;1] : X est donc décomposable.

(«<=) Si X ~ B(n,p), d’apres le cours, Vt € R, Gx(t) = (pt+(1—p))™ donc Gx est une fonction polynomiale
de degré n. Si on avait X C Y + Z avec Y,Z a valeurs dans N et non presque stirement constantes définies
sur un univers ', alors (Y + Z)(£') = X(©) = [0;n] et, comme Y,Z sont & valeurs dans N, on aurait
Y() C [0;n] et Z(2) C [[0;n] ce qui montre que Iégalité Gx = GyGz de la question 1.2 est une égalité
entre deux polyndémes polynémes. Comme Y,Z ne sont pas presque sirement constantes par hypotheése,

deg(Gy) > 1 et deg(Gz) > 1. Ainsi deg(Gx) = deg(Gy) + deg(Gz) =n > 2.

Par double implication, on peut conclure que ’X% B(n,p) est décomposable si et seulement si n > 2.

Si on suppose que A = UV avec (U,V) € (R, [X])? olt ni U ni V ne sont constants, on peut supposer par
symétrie des roles joués par U et V que deg(U) < deg(V). On peut aussi les supposer unitaires sans perte
de généralité quitte a les multiplier par des constantes non nulles car A est lui-méme unitaires. Deux cas :

degU) =1 A =X"+2X+1 =X+ (a+ )X+ (b/ + ac/)X? + (a’ + ab’)X + aa’ si on écrit U = X + a et

V = X3 4 /X% + b’X + o’ donc, comme a,c’ sont positifs, a = ¢/ = 0, ce qui contredit aa’ = 1.



deg(U) =2 A = X*+2X+1 = X+ (b+b)X3+(a+bb’+a’)X? +(ab’+a’b)X+aa’ si on éerit U = X2 +bX+a
et V= X? 4+ b'X + o’ donc, comme b, b’ sont positifs, on a b =b’ =0, de méme a = a’ =0 car

a, a’ positifs, ce qui contredit aa’ = 1.

On conclut ce raisonnement par l’absurde, ’ (A=UVet (U,V) e (Ry[X])?) = (U ou V est constant).

Comme th + % + % = 1, il existe d’apres le cours une variable aléatoire Y telle que Y(Q2) = {0,1,2} C N
2 2
et P(Y =0) = 411’ IP(Y:U:%et P(Y:Z):i. On a alors Vt € R, Gy(t):él‘—i— —|—% :w.

2
On a en fait Y ~ B(Z, %) et on a vu en question 1.3 que Y est décomposable. Posons C = Y?, alors C est

4
P(y = k)tkz 1 + t 4 t _ A(t) par

telle que C(€) = {0,1,4} et Vt € R, Gc(t) = E(t€) = EtY") = AR i
0

2
k=
théoreme de transfert. Si C était décomposable, comme en question 1.3, on pourrait écrire G¢c = GyvGw
avec des variables aléatoires V, W a valeurs dans N, non presque stirement constantes telles que C =V + W.
Or on vient de voir qu’il est impossible d’avoir A = 4G¢ comme produit des deux polynémes non constants

a coefficients positifs 4Gy et Gy . Ainsi, C n’est pas décomposable.

On vient de voir un exemple de variable aléatoire |Y décomposable telle que Y? n’est pas décomposable.

(PARTIE 2 : VARIABLES UNIFORMES
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[PARTIE 3 : VARIABLES BORNEES)
Pour tout m € N*, on peut trouver m variables indépendantes X, 1,...,Xm,m toutes constantes égales a

4 d’apres le théoreme (T). La variable aléatoire Xm,1 + ...+ Xm,m est alors constante égale & a et a donc
m

méme loi que X. Ainsi, ’une variable aléatoire constante est infiniment divisible.

n
M
On al'inclusion ﬂ <Xi > > C (X1+...4+X5 > M) donc, en passant aux probabilités et par indépendance
n
i=1

n
de Xj,..., Xy qui sont définies sur (A, P'), on a [] P’ (X-l > M) < P'(Xy 4+ + Xy >M). Comme on a
i=1 n

X ~ X7 +...+Xqn, le membre de droite vaut P'(X5+- -+ Xy, > M) = P(X > M) et on sait que P(X > M) =0
n n
par hypothese car (X > M) = 0. Onadonc 0 < [[ P/ (X;L > M) < 0donc [[ P (X;L > M) = 0 ce qui

i=1 n i=1 n



justifie qu’il existe i € [[T;n] tel que P’ (Xi > M) = 0. Comme Xj,..., X, ont méme loi, on en déduit que
n

Vie[;n], P’ (Xi > M) =0 donc P (Xi < M) =1: |Iévénement (Xi < M) est presque sir.
n n n

n

M

De méme, ﬂ Xi<——] C (X3 4+...+ Xy < =M) et, comme avant, Vi € [1;n], P’ (Xi < —M> = 0.

n n
i=1

Comme (\Xi| > M) = (Xi > M) L <X~l < —M), on a P’(\Xi| > M) = P’(Xi > M) + ]P”(Xi < —M> =0
n n n n n n

(événements incompatibles). Par conséquent, |Vi € [1;n], P’ (|Xi| < M> =1.
n

Pour tout i € [[1;n]], X; est presque siirement & valeurs dans [— M. M} donc X? est presque stirement &
n n
2

2
valeurs dans {O; %} Par croissance de I'espérance, E(X?) < % Or V(X;) = E(X}) — E(Xi)? < E(x?),

2
donc V(X;) < M—Z D’apres le cours, V(X7 + ...+ Xn) = V(X1) +... + V(X;,) car les variables aléatoires
n

2
X1,...,Xn sont indépendantes. Avec les inégalités précédentes V(X5 + ...+ X;,) < M= Comme X et
n
. . M2
X1 4 ...+ Xy ont méme loi, | V(X)= V(X3 +...4+Xn) < .
n

C’est vrai pour tout n € N* donc, en passant & la limite quand n tend vers +o00, V(X) = E((X—E(X))?) =0

et la variable aléatoire positive (X — E(X))? étant d’espérance nulle, elle est presque siirement ,nulle donc X

vaut presque sirement E(X) donc ‘X est presque stirement constante. |

(PARTIE 4 : BINOMIALES ET POISSON)

Une variable aléatoire binomiale est bornée (puisque finie). La partie 3 montre qu’elle n’est infiniment

divisible que si elle est constante. Ainsi, ’si X ~ B(n,p) avec p €]0;1[, X n’est pas infiniment divisible. |

k
On a Gx,+x, = Gx,Gx, directement avec 1.2. Si Gx,+..+x. = || Gx, pour un entier k € [[2;n — 1],

i=1
comme X7 +- - -+ Xg et Xy41 sont indépendants par le lemme des coalitions, toujours d’apres la question 1.2,

k k+1
il vient GX1+"'+Xk+1 = GX1+"'+XkGXk+1 puis GX1+~~-+Xk+1 = ( H GXi)GXk+I = GX 4ot Xy = H Gx, en
i=1 i=1

n
appliquant ’hypotheése de récurrence. Par principe de récurrence finie, on a donc Gx,+..+x, = I] Gx;-
i=1

On sait d’apres le cours que si Y ~ P(A), alors Vt € R, Gy(t) = M=), Ainsi, avec la relation précédente,

n
Vt € R, Gx,4..1x, (t) = [[ Mt = eP1++A)=1) " On reconnait la fonction génératrice d’'une variable
i=1

aléatoire suivant la loi de POISSON de parametre A1+...+A, et avec 1.1, ’X1 o Xn ~ P+ M), |

On suppose que X ~ P(A) avec A > 0. Soit m € N*, on peut trouver m variables indépendantes X, ; suivant

la loi de POISSON de parametre A d’apres le théoreme (T). On a alors X ~ Xm,1 + ... + Xyn,m d’apres la
m

m
question précédente car A = Y A Ainsi, ‘si X ~ P(A) avec A > 0, alors X est infiniment divisible.
i=1 M




Les variables aléatoires X1,...,X, sont infiniment divisibles d’apres la question précédente, et avec des
notations similaires, pour tout entier i € [I;nf, si Xi ~ Xim,1 + ... + Xi,m,m, on a aussi clairement
iXy ~ i(Xi,m,1 4o F Xiym,m) = Xiym,1 + ...+ 1Xi,m,m avec iXim,1,...,1X{,m,m indépendantes donc iX; est
aussi infiniment divisible. Pour conclure, il suffit donc de montrer qu'une somme de variables indépendantes
et infiniment divisibles est infiniment divisible. Commengons par deux variables.

Initialisation : soit X et Y infiniment divisibles et indépendantes. Soit m € N*, il existe des décompositions
X~Xi4+...+4XnetY~Yy +...4 Yy ou Xq,...,Xm sont indépendantes de méme loi et Yq,..., Y, sont
aussi indépendantes de méme loi. D’apres la question 1.2 et son extension de la question 4.2, Gx = (Gx,)™
et Gy = (Gy, )™ car Xj,...,Xsm ont méme loi et Yq,...,Yy aussi.

On sait avec 1.2 que Gx4+y = GxGy car X,Y indépendantes donc Gx4+y = (Gx, Gy, )™. Comme Gx, et Gy,
sont développables en série entieére par construction avec un rayon de convergence supérieur a 1 d’apres le
cours et avec des coefficients positifs car ce sont respectivement P(X; = k) et P(Y; = k), par produit de

Caucny, la fonction Gx, Gy, est aussi développable en série entiere avec un rayon de convergence supérieur

+o00
a 1 et les coefficients de son développement Gx, (t)Gy,(t) = > ant™ (1) sont des termes positifs car
n=0

n
an = > P(X; =k)P(Y; =n — k). L’égalité (1) est valable pour t € [—1;1] car il y a convergence absolue
k=0
de Y P(X; = k)t et Y. P(Y; = k)t* pour t € [-1;1]. Ainsi . an = Gx,(1)Gy,(1) =1 x 1 =1 donc
k>0 k>0 n=0
(an)nen est une distribution de probabilité et, d’aprés le cours ou le théoreme (T) avec m = 1, il existe

une variable aléatoire Z telle que Vt € [—1;1], Gz(t) = Gx, (t)Gy, (t). Toujours d’apres le théoreme (T),
on peut trouver m variables aléatoires indépendantes Z1,...,Z;, de méme loi que Z. La variable aléatoire
Zy + ...+ Zn a pour fonction génératrice G} = GJ' = (Gx,)™(Gy,)™ = GxGy = Gxyy d’apres 1.2
car Z1,...,Zm sont indépendantes et X,Y aussi. On en déduit avec 1.1 que X+Y ~ Zy + ...+ Z,. Par
conséquent, puisque ceci est vrai pour tout entier m € N*, la variable aléatoire X+ Y est infiniment divisible.
Hérédité : si on a montré que la somme de k > 2 variables aléatoires indépendantes infiniment divisibles en
est encore une, soit Xi,...,Xx41 des variables aléatoires infiniment divisibles. Par hypothese de récurrence,
X7 + -+ 4+ Xx en est encore une et X7 + - - - + X et Xy41 sont indépendantes par le lemme des coalitions et,
d’apres linitialisation, (X7 + - - 4+ Xx) + Xy1 est aussi infiniment divisible.

Par principe de récurrence, toute somme de variables aléatoires indépendantes et toutes infiniment divisibles

n
est encore une variable aléatoire infiniment divisible. Par conséquent, | > iX; est infiniment divisible.
i=1

[PARTIE 5 : SERIE DE VARIABLES ENTIERES)

Pour A, B dans A, comme A = (ANB)U(ANB) (incompatibles) et B = (ANB) L (ANB) (incompatibles),

P(A) = P(ANB)+ P(ANB) et P(B) = P(ANB)+ P(ANB). En soustrayant, P(A)— P(B) = P(ANB)— P(ANB).

Par inégalité triangulaire, on obtient bien ’V(A, B) € A2, |P(A) — P(B)| < P(ANB) + P(ANB).




Pourne Nyona |[PX=n)—P(Y=n)| < P(X=n,Y #n)+ P(X#n,Y =n) en prenant A = (X =n) et

B=(Y=n)dans 5.1.1. CommeV¥n € N, |[P(X=n)—P(Y=n)| < P(X=n) et que >, P(X =n) converge
n>0

+0o0o
(sa somme vaut 1 car X(2) C N par hypothese), par comparaison, Y. |P(X =n)— P(Y =n)| converge.
n=0

+oo +oo
On somme ces inégalités et > |[P(X =n) — P(Y =n)| < Y. (PX=n,Y#n)+ PX #n,Y=mn)). Or
=0 =0
oo n n .
(X£Y)= |_| (X =n,Y # n) (incompatibles) donc, par o-additivité, P(X #Y) = Y (P(X =n,Y #n). De
—0 n=0
méme, (X #Y) = |_| (Y=n,X#mn)donc P(X #Y) = > (P(Y =n,X # n). Par conséquent, I'inégalité
n=0

n=0

—+oo
ci-dessus devient > |P(X =n) — P(Y=n)| <2P(X#Y).
n=0

Pourt € [-1;1,on a |[PX =n)t" — PY =n)t"| < |[PX=n) — P(Y=n)| et > |[P(X=n)— P(Y =n)|
n>0
converge ainsi, par comparaison, Y. (P(X =n)t™ — P(Y = n)t") converge absolument et, par définition de
n>0

Gx et Gy, |Vte[-1;1], |Gx(t) — Gy(t)] < +§O:O [PX=n)— P(Y=n)|t" <2P(X #Y).
n=0

Soit n € N* et w € Zn 1, il existe donc un entier i > n + 1 tel que U;(w) # 0. Comme i vérifie i > n et

qu’on a Ui(w) # 0, il vient w € Zy, donc Zn4+1 C Zy. Ailnsi, ‘ (Zn)nen+ est décroissante pour I'inclusion.

+oo +o0
Comme Z,, = U (Ui # 0), par formule de sous-additivité, on a P(Z,) < Y, P(U; # 0). Comme la série
i=n i=n

+oo
> P(U; # 0) converge par hypothese, Y. P(U; # 0) est le reste d’ordre n — 1 de cette série convergente et,

i>1 i=n

a ce titre, tend vers 0 quand n tend vers +o0o. Par encadrement, on a donc liT P(z,,) = 0.
n—-+0oo

+oo
Par continuité décroissante, d’apres 5.2.1, 0= lim P(Z,)=P (ﬂ Zk>.

n——+oo
k=1
—+oo
Or (w € ﬂ Zk) — (Vk € N*, 3i >k, Uj(w) #0) <= ({i € N* | Ui(w) # 0} est infini ) (aussi loin
k=1
qu’on regarde -au dela de k-, on trouve toujours un indice i > k tel que U;(w) # 0). Tout ceci prouve que

P({i € N* | U; # 0} est infini) = 0. Autrement dit {i e N*

Ui # 0} est presque strement fini.

Notons C = {w €N ‘ il existe un nombre fini de i pour lesquels U;(w) # 0}. Si w € C alors S(w) existe

(comme une somme finie de termes non nuls, tous les autres étant nuls). S est ainsi définie au moins sur

C qui est de probabilité 1 d’apres 5.2.2 donc |S est définie presque strement. | Avec la question 5.1.2, on

aVt € [-1;1], [Gs, (t) — Gs(t)] < 2P(Sy # S). On en déduit que ||Gs, — Gsl|oo,[=1;1] < 2P(Sn # S). Or
+oo

w€EC<«<= (Ine N* Vi>n, U(w)=0) <= (In € N*, S, (w) = S(w)) de sorte que C = ﬂ (Sn = S).
n=1

Comme les U; sont a valeurs positives, dés que S, = S, on a aussi S,417 = S d’ou la croissance de la



suite ((Sn = S))nen+ pour linclusion donc la suite ((Sn # S))nen- est décroissante pour 'inclusion. Par

“+oo
continuité décroissante, comme C = ﬂ (Sn #S), on a 1111 P(Sn #S) = P(C) = 0 donc, par définition de
n—+oo
n=1

la convergence uniforme, ’ (Gs, )n>1 converge uniformément vers Ggs sur [—1;1]. |

Comme 0 < P(X; #0) =1— P(X; =0) =1 — e~ < \; par concavité de la fonction f : x + 1 — e™%, par

comparaison des séries & termes positifs, | Y. P(X; # 0) converge.
i>1

On est dans le cadre de la question 5.2.3 avec X;j a la place de U; et la condition P(X; # 0) converge

i>1
+oo
est respectée avec 5.3.1, la variable aléatoire Y = > X;j est donc définie presque siirement d’apres 5.2.3.
i=1

n
La fonction génératrice Gy est la limite uniforme sur [—1;1] de (Gs,, Jnen~ avec S, = Y. Xj avec 5.2.3. Par
i=1

n n
indépendance de Xi,...,Xn, Gs, = Gx;1...4x, = Gx;...Gx, : te [[ Mt = exp <(t ny Ai>.
i=1

—+oo
Ainsi, Vt € [-1;1], Gy(t) = exp ((t -1 > 7\1)- On reconnait la fonction génératrice d’une variable aléatoire
i=1

—+o00 +oo
suivant une loi de POISSON et, d’apres la question 1.1, |[Y = > X; ~ P (Z M)-
i= i=1

i=1

Comme P(X; # 0) converge d’apres la question 5.3.1, {i € N*

i>1

donc {i c N*

Ui # O} est presque strement fini

“+o0o

iy # O} est presque sirement fini. Ainsi, la variable aléatoire X = > iX; est définie
i=1

presque strement (somme finie de termes presque sirement). Comme (iX;)(2) C iN, pour t € [-1;1],

) . . S} . .
on a Gix,(t) = Y. P(iX; = ik)ttk = Gy, (t}) = > P(X; = k)t'* = Gx, (t!) puis, par indépendance de
k=0 k=0

i=1

n n ; n n X
X1,2X2,...,nXn, G1,(t) = [ Gix,(t) = [] Mt =1 =exp < 3 )\i) X exp (Z ml) > 0.
i=1 i i=1 i=1

n

La fonction génératrice Gx est la limite uniforme de la suite (G, )nen avec Ty = Y. iX; d’apres 5.2.3.
i=1
Soit m € N*, comme T, est infiniment divisible d’apres la question 4.4, il existe des variables Yn 1,...,Yn m

indépendantes de méme loi telles que Ty ~ Yn 1+...4+ Yy m. Onaalors Vt € [-1;1], Gt, (t) = Gy, , (t)™ > 0.
Comme Gy,, , garde un signe constant sur son ensemble de définition et que Gy, ,(1) =1 > 0, la fonction
Gy,, , est strictement positive sur son ensemble de définition, donc au moins sur [—1;1], et on a donc
Vt € [-1;1], Gy, ,(t) = Gr,(t)"/™ donc nETooGY“*‘ (t) = Gx(t)"/™ par continuité de t — t'/™ sur R7.
En posant F(t) = Gx(t)'/™, on a alors Gx(t) = F(t)™. On pourra conclure comme en 4.4 si on montre que

+o0o 4 Foo 4 .
F:t— exp ( > )‘1) X exp <Z A‘t’“) est la fonction génératrice d’une variable aléatoire en reprenant le
i=1m i=1m

calcul de la question en travaillant avec pu; = M au Tieu de Ai. D’apres le théoreme (T), il existe des variables
m

aléatoires indépendantes de méme loi (ici la loi est § (h)) Zm1y---yZm,m telle que Vi€ [1;m], Gz, ,=F
m )



m
=GxetonaXn~ Y Zm,; d’apres 1.1. Comme ceci est vrai

:13

de sorte que Gz, ,+..z

m,m m i

i=1 i=1
+oo

pour tout m € N*| par définition, | > iX; est infiniment divisible.
i=1

[PARTIE 6 : SERIE ENTIERE AUXILIAIRE)

P(X = 1)
P(X = 0)

Analyse : si la suite (A;)ien+ convient, on a nécessairement A; = (pour k = 1) et, pour tout entier

k=2 M= m kP(X=%)— > jAP(X=k— ])) d’apres la relation de 1'énoncé ; ceci existe car

kP(X =0) > 0 par hypothese. Voila pour I'unicité !

Synthese : on peut définir la suite (A;)ie n+ par son premier terme Aj = H et la relation de récurrence

Ak = m (k PX=%k)— > iAPX=k— ))) (R) pour tout k > 2 car cette derniére relation ne fait
= =

intervenir que les valeurs Aqy,...,Ax—1 déja définies. La relation (R) et la définition de A; peuvent aussi

k
s’écrire Yk > 1, kP(X = k) = > jAj P(X = k —j) (méme valable pour k = 0). Voila pour I'existence !
j=1

sz

I1 existe bien une unique suite réelle (A;)ien- telle que, Vk € N*, kP(X =k) = > jAj P(X =k —j).

1

j

k=1

Soit k € N*, on a kAcP(X = 0) = kP(X = k) — > jAj P(X = k —j) et on passe en valeur absolue, puis on
j=1

utilise I'inégalité triangulaire, ce qui donne Vk > 1, k[Ax|P(X = 0) < kP(X = k) + Z iNIP(X =k —j).

Mais comme Vj € [1;k — 1], j < k, on obtient Vk > 1, A¢|P(X =0) < P(X =%k) + i Aj|P(X =k —j). En
=1

j
remarquant que P(X =1) + P(X =0) < 1sii# 0 donc P(X =1) <1 — P(X =0) et en reportant ci-dessus,

k=1
on en déduit la majoration |Vk =1, |[A¢|P(X=0) < (1 — P(X=0)) <1 + > |?\j|>.
=1

On prouve le résultat par récurrence sur k € N*.

PX=1) _ P(X=1) _ |

Initialisation : 1+ [A7] =1 < S
Initialisation : 1+ [Aq] TPRx=0) SPXx=0) S Px=0)

car P(X=1) < 1.

Hérédité : si 1+ ];z::: A < W (H) pour un entier k > 2, la question précédente et I’hypothese
d , B B B k-1 . _ ( ) ,

e récurrence (H) donnent alors |[Ax|P(X = 0) < (1 — P(X=0)) (1 + j; |7\)|> < 7@ ~0) (H). En
I\ i _ K 1 P(X=0) _ 1

sommant (H) et (H’) divisée par P(X =0) > 0,on a1 +j; A < PX = 0% + IE”(X “OF ~ PX=0F

K
Par principe de récurrence, |Vk € N*, 1+ > [A] < —1
j=1




Avec 6.2 et 6.3, Vk € N*, [\¢|P(X = 0)% < P(X =0)* 3 |Aj] < 1 donc la suite (Ax P(X = 0)¥) est bornée.

e

1

)

Par définition du rayon de convergence, | > Axt* est de rayon de convergence p(X) = P(X = 0).
K>1

Si on note Rx le rayon de convergence de la série entiere définissant Gx, et en supposant que p(X) < Rx

(peut-étre peut-on le montrer avec les conditions de I’énoncé mais je ne vois pas comment), on a la relation

—+o0
vt €] — p(X); p(X)[C] — Rx; Rx[, G&(t) = > (n+1)P(X =n + 1)tkn car on peut dériver terme i terme les
=0
n oo
séries entieres sur l'intervalle ouvert de convergence et aussi Hy (t) = > (n + T)An1t™.

n=0
Pour t €] — p(X);p(X)[, les séries ci-dessus étant absolument convergentes, par produit de CAUCHY, on

—+o00 n
obtient HY (t)Gx(t) = > punt™ avec un = Y (k+ 1)Ak41 P(X = n — k). Le changement d’indice j = k + 1
=0 k=0
n+1n
montre que pp = > AMPX =n+1-j) = (n+1)P(X = n+ 1) d’apres la relation définissant la suite
=1
(M)ien+. On a finalement montré que Vt €] — p(X); p(X)[, H%(t)Gx(t) = G%(t). On sait résoudre cette

équation différentielle (E) : vy’ = Hiy vérifiée par Gx et il existe donc une constante ¢ € R telle que

Yt €] —p(X); p(X)[, Gx(t) = cexp(Hx(t)). Comme Gx(0) = P(X =0) et Hx(0) = In(P(X = 0)), on en déduit

que ¢ = 1, puis que ‘Vt €]l —p(X);p(X)[, Gx(t) = exp(Hx(t)). |

Comme (X+Y =0) = (X =0,Y = 0) et que les variables aléatoires X,Y sont indépendantes, on obtient
P(X+Y = 0) = P(X = 0)P(Y = 0) < Min(P(X = 0), P(Y = 0)) < Min(p(X),p(Y)). Pour un réel t tel
que |t| < P(X = 0)P(Y = 0), d’apres la question 6.5, comme P(X = 0)P(Y = 0) < p(X +Y) d’apres 6.4,
on a Gx4y(t) = exp(Hx4v(t)) = Gx(t)Gy(t) = exp(Hx(t) + Hy(t)) car X,Y sont indépendantes. Ainsi, par
injectivité de exp, on a Hx4y(t) = Hx(t) +Hy(t). Par unicité des coefficients d’un développement d’une série
entiere, les coefficients de Hx vy sont la somme de ceux de Hx et de Hy. On sait d’apres le cours qu’on a alors

p(X+Y) = Min(p(X), p(Y)) et que la relation montrée sur | — P(X = 0) P(Y = 0); P(X = 0) P(Y = 0)[ est en fait

valable pour [t| < Min(p(X), p(Y)). Ainsi, |Vt € R, |t|] < Min(p(X), p(Y)) = Hx4v(t) = Hx(t) + Hy(t).

[PARTIE 7 : VARIABLES ENTIERES A-POSITIVES)

Pour k € N* et d’apres la question 6.1, comme les A; sont positifs par hypothese, on peut minorer et avoir

K k1
kP(X = k) = > jNP(X =k —j) = KA P(X = 0) + > jAP(X = k —j) > kAcP(X = 0) donc, comme

j=1

P(X = k)

P(X =0) > 0, on a o) converge (sa somme valant méme

.. P(X = k)
Comme la série —
& B(x=0)

=~
X
I

1— P(X=0) . 12 . f
“Px=0) car X est & valeurs dans N donc > P(X = k) = 1), par comparaison de séries a termes
= k=0

positifs, on peut conclure que la série | Y Ay converge.
k>1




En particulier, le rayon de convergence p(X) de > At® vérifie p(X) > 1 car la série converge pour t = 1.
K>1

Mieux, en notant vy : t — Axt*, on a |Villoo,[—1;1) = Ak done, d’aprés 7.1, > vk converge normalement
Kk>1
sur [—T1;1] ce qui assure la continuité de Hx sur [—1;1] car toutes les fonctions v y sont continues. De

méme, d’aprés le cours, en notant uy : t — P(X = k)t*, on a |[ux|[e,—11] = P(X = k) et > P(X = k)
k>0
converge donc Y uy converge aussi normalement sur [—1;1] donc Gx est continue sur [—1;1] car toutes les

k>0
ux y sont aussi continues : c’est du cours ! La relation Gx(t) = exp(Hx(t)) de la question 6 valable pour

€] — 1;1[C] — p(X); p(X)[ puisque p(X) > 1 peut donc étre prolongée par continuité (aussi de la fonction

exponentielle) & [—1;1]. On obtient donc ’Vt € [-1;1], Gx(t) = exp(HX(t)).l
“+00 o0
La relation, pour t = 1, donne Gx(1) = >, P(X = k) = 1 = exp(Hx(1)) = exp (m(]p(x —0)+ > )\k>
k=0 —
+oo +oo
done In(P(X=0)) + 3 Ax = ln(1) =0 dott | 3. Ax = — In (P(X = 0)).
k=1 k=1

D’abord, par théoréme de transfert, Vt € R, Gix,(t) = E(t™) = Z P(X; = k)t'* = Gx, (t") (on sait que

n
le rayon de convergence de la série définissant X; suivant une loi de POISSON vaut +o00. Posons S, = Y iX;
i=1

pour n € N*. Comme les variables aléatoires X7,2X3,...,nX, sont indépendantes, d’apres le cours ou la
n n . n n .
question 1.2 avec récurrence, Gs, = [] Gix, : t+— [] M=) — exp (— > )\i> X exp (Z 7\1’&).
i=1 i=1 i=1 i=1
400

On obtient la fonction génératrice de S = > iX; sur [—1;1] en passant & la limite (d’apres la question 5.2.3)
i=1
et ainsi, d’apres 7.2 et par définition de Hx, on a

Vt € [—1;1], Gs(t) = exp (—2??\1) X exp (§A1t1> = exp(Hx(t)) = Gx(t).

“+oo
On conclut donc avec les questions 1.1 et 7.2 que X ~S = > iX;.

i=1

[PARTIE 8 : CARACTERISATION

On notera Sy, = Xn,1+...+Xn,n qui a la méme loi que X. Les variables S et X n’étant pas forcément définies

sur le méme espace probabilisé, mais ayant méme loi, on devrait noter Vk € N, P/(S, = k) = P(X = k).
Mais comme 'énoncé fait l'abus, comme en question 8.1.2, on notera Yk € N, P(S, = k) = P(X =k) en

supposant toutes ces variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé.

n
Comme la somme de quantités strictement négatives 1’est encore, on a m (Xn,k < 0) C (Sn < 0) d’ot,
k=1
n
par indépendance de Xn,1,...,Xn,n, 0n a 0 < (ﬂ nk<0> H P(Xn,x < 0) < P(Sn < 0) =0 car

k=1
n

Sn est presque stirement positive comme X. Ainsi, H (Xn,k < 0). Il existe donc un entier k € [[1;n] tel



que P(Xpn,kx <0) =0. Comme Xn,1,...,Xnn ont la méme loi, P(Xn,1 <0) =0 d'ott P(Xn,; >0) =1 ce qui

montre que |Xy,1 est presque stirement positive ou nulle.

n
D’apres 8.1.1, 0on a P(Xn,1 2 0,...,Xpnn 20) = [[ PXnkx = 0) = (P(Xn

)

1 = 0)™ =1 par indépendance

k=1 ’
de Xn.1,-- ) Xn.n. De plus, P(Sp =0) = P(Sp = 0|Xn,1 = 0,...,Xnm = 0)P(Xn1 = 0,...,Xn.n = 0).
mn

Ainsi, P(Sp =0[Xn,1 2 0,...,Xnn =2 0) = P(Xp,1 =0,...,Xnn =0) = [[ P(Xn,x =0) par indépendance
=1
de Xn,1,...,Xn,n et car la somme de quantités positives est nulle si et seulement si elles sont toutes nulles.
n

En conclusion, P(X = 0) = P(Sp, = 0) = [[ PXnx =0) = (P(Xn,1 = 0))™ car Xn,1,-...,Xn,n suivent la

méme loi. Cette quantité étant non nulle, aucun des facteurs ne l'est et P(Xyn,1 =0) > 0.

Ainsi, on a bien établi que ’pour tout entier n € N*, on a P(X,, 1 =0) > 0. |

L’événement (Xn,1 € Ry \ NyXn2 = 0,...,Xn,n = 0) C (Sn € R4\ N) est négligeable puisque S

est presque strement a valeurs dans N comme X. Par indépendance de Xn 1,...,Xnn. On en déduit que
n
P(Xn,1 € RL\N) [[ P(Xn,xk =0) =0. Or, d’apres 8.1.2, on a P(Xy x =0) > 0 donc P(Xn,1 € R4\ N) =0.
k=2

Mais, comme R = R* U(R;y\ N)U N, ona P(Xp,1 € R*)+ P(Xn,1 € R\ N)+ P(X; € N) =1 car Xp 1
est réelle. Or d’apres la question 8.1.1, P(Xn,1 € R*) = 0 donc P(Xy,1 € N) =1 ce qui justifie, comme

Xn,1y- -+, Xn,n suivent la méme loi, que Vi € [1;n]], P(Xn,; € N) =1.

Par conséquent, les variables aléatoires ‘Xn’i sont presque stirement a valeurs dans N. |

On a vu en question 8.1.2 que P(Xn,1 = 0)" = P(X = 0) donc, comme P(X = 0) > 0 par hypothese,

P(Xn,1 =0)= Y/ P(X=0) =exp (% In (P(X = O))) donc | lim P (Xn,1 =0)=¢% =1/ car exp continue.

n—-+oo

Soit i € N*, comme (Xn,; € {0,i}) = (Xn,1 = 0)U(Xn,1 =1) C Q, onaalors P(Xn,1 = i)+ P(Xn,1 =0) <1

donc 0 < P(Xn,1 =1) < 1— P(Xn,1 =0). Par encadrement et 8.1.3, |Vi € N*, liT P(Xn,1 =1) =0.
n——+oo

Kk
8.1.6] Soit n € N*, raisonnons & nouveau par récurrence en notant T, = Xni:
b )

i=1

Initialisation : comme Xy 1 et Xy 2 ont méme loi, an = p(Xn,1) = p(Xn,2) et, avec la question 6.6, on a
HxX, 1 4+Xn., = Hx, ., T Hx, , = 2Hn sur | — an; on [ par indépendance de Xn,1 et Xy 2.

Hérédité : si on a établi que Hy, = kHy sur | — an; an[ pour un entier k € [2;n — 1], par indépendance
k

de Tk = D Xn,i et Xn k41 par le lemme des coalitions, toujours d’apres la question 6.6, on a la relation
i=1

HTk+1 = HTkJan)k_*_] =Hr, + Hxn,k_*_] =kH, + H, = (k+ 1)Hn sur ] — On; ocn[.

Par principe de récurrence, Vk € [[1;n], Ht, = kH,. En particulier, pour k = n, on obtient, comme

n
X~Tn= > Xn,i, Hx =nHn. On a bien |¥n € N*, nH,, = Hx.

i=1




Soit (n,k) € (N*)2, on peut identifier les coefficients des séries entieres dans la question précédente pour

avoir nAx (X7 n) = Ak(X) ol on note Ay (Y) le coeflicient Ay associé & la variable Y. Ainsi, par définition, on a

k k k
> IS, X)PXni=k—j)= > IS, PXni=k—j)=n) iNXin)PXn1 =k —j) =nkP(Xn,1 =k).
j=1 j=1 j=1

On fixe k € N*. Pour j € [[1;k — 1], d’apres la question 8.1.5, ona Um P (Xn,1 =k —j) =0 alors que

n—-+oo

liT P (Xn,1 =0) =1 d’apreés 8.1.4. Le passage a la limite quand n tend vers +oo dans la relation de la
n——+oo

question 8.1.7 donne donc |Vk € N*;  lim nP(Xn,1 =k) = Ax.
n—-+4oo

Les Ak sont donc tous positifs comme limite de quantités positives et |X est A-positive | par définition.

On vient de montrer au cours des huit derniéres questions que si X est infiniment divisible, alors X est
A-positive, c’est-a-dire (i) = (ii). L’implication (ii) = (ii) a été établie & la question 7.3 et 'implication

(iii) = (i) a été montrée en question 5.3.3 avec le fait que si X ~ Y et Y est infiniment divisible, alors X

Pest aussi. On en déduit que ‘les assertions (i), (ii) et (iii) sont équivalentes' sous la condition que X est

une variable aléatoire discrete & valeurs dans N telle que P(X =0) > 0.

Dans le cas d’une variable a valeurs dans N*, on a P(X = 0) = 0. Il existe un plus petit entier k € N* tel
que P(X =k) > 0. La variable aléatoire Y = X — k est & valeurs dans N et vérifie P(Y =0) = P(X =k) > 0.

De plus, ’X est infiniment divisible si et seulement si Y 1’est| en posant, pour tout entier m € N*  les

variables Xm,1 = Y1 + L, cosXmym = Ymym + X On peut donc appliquer a Y le résultat de la question
m m

précédente pour caractériser le fait que X soit infiniment divisible.

Si X suit la loi géométrique G(p), posons Y = X — 1 comme dans 8.2.2 car P(X = 1) > 0. On a donc,
par définition, Yk € N, P(Y = k) = P(X = k+ 1) = p(1 — p)¥, la suite (Ax)xen~ associée & Y est la
suite des coefficients du développement en série entiere Hy(t) = In(Gy(t)) = In(p) — In(1 — (1 — p)t) car
Vvt € ] — 11 Gy() = :f; P(Y = Ktk = :zof;‘pﬂ —p)tk = — P Or on sait d’apres le

1T—p’1—p 1T—(1—p)t

+o00 (] _ p)ktk

cours que si [(1 —p)t| < 1, on a Hy(t) = In(p) —In(1 — (1 —p)t) = In(p) + >_ de sorte qu’en
k=1

Nk
identifiant les coefficients du développement en série entiere (par unicité), Yk € N*| Ay = M >0.Y

est A-positive donc infiniment divisible d’apres 8.2.1 : ’X =Y — 1 est infiniment divisiblel d’apres 8.2.2.




