ENONCES EXERCICES CORRIGES 13
ENDOMORPHISMES DES
ESPACES EUCLIDIENS

[13.1 Groupes orthogonauxj

Soit E un espace euclidien et f : E — E une application.
Justifier I'équivalence : V(x,y) € E2, (f(x)[f(y)) = (x|y) <= f € O(E).

Centrale PSI 2012 Soit E = R? euclidien orienté canonique, B = (e7, e2, e3) la base canonique de E. On pose

5= {(1,1,1),(1,1,_1),(1,_1,1),(1,_1,_1),(_1,1,1),(_1,1,_1),(_1,_1,1),(_1,_1,_1)} = {—1,1}3. Soit
G = 03(R) N M3(Z) ’'ensemble formé par les matrices orthogonales 3 x 3 & coefficients entiers.
a. Soit u € £L(E), justifier : ()\ € R valeur propre de u) = A = +1. Qu'est u 8’il est diagonalisable ?

01 0
b. Décrire géométriquement u si A =Matg(u)= |1 0 0 |, donner ses éléments caractéristiques.
o 0 -1

c. Montrer que (G, x) est un sous-groupe de O3(R). Quel est son cardinal ?
d. Soit u € £L(E) et A = Mat 5(u), montrer ’équivalence suivante :

A appartient & G si et seulement si S est invariant par wu, c¢’est-a-dire u(S) = S.
Décrire géométriquement toutes les rotations canoniquement associées a des matrices de G.

[13.2 Isométries du plan ou de I’espace}

T =2
Reconnaitre ’endomorphisme r canoniquement associé a A = % V2 0 —V2
1T V2
1 V6
Reconnaitre I’endomorphisme r canoniquement associé a A = éll 1 3 —V6
-6 V6 2

Centrale Montrer que si A = (aij)i<ijen €O(n) : < Y Jagj| < ny/n. Quels sont les cas d’égalité ?

1<ijsn
Mines Montrer que si A = (aij)i<ij<n € O(n) 1 0 < ‘ Y- aij| <n. Quels sont les cas d’égalité ?
1<ij<n

Centrale PSI 2012 Soit E = R3 euclidien orienté canonique, B = (e7, e2, e3) la base canonique de E. On pose

S = {(1,1,1),(1,1,—1),(1,—1,1),(1,—1,—1),(—1,1,1),(—1,1,—1),(—1,—1,1),(—1,—1,—1)} = {=1,1}3. Soit
G = 03(R) N M3(Z) 'ensemble formé par les matrices orthogonales 3 x 3 & coefficients entiers.
a. Soit u € £(E), justifier : (7\ € R valeur propre de u) = A = +1. Qu’est u s’il est diagonalisable ?

0 1 0
b. Décrire géométriquement uwsi A =Matg(u)= |1 0 0 |, donner ses éléments caractéristiques.
0 0 —1

c. Montrer que (G, x) est un sous-groupe de O3(R). Quel est son cardinal ?
d. Soit u € L(E) et A = Mat ¢ (u), montrer I’équivalence suivante :

A appartient & G si et seulement si S est invariant par u, c’est-a~dire u(S) = S.
Décrire géométriquement toutes les rotations canoniquement associées a des matrices de G.



Soitn>2et A= (ai,j)lgi,jén S On(R).
< nym.

a. Montrer quen < ) |(11'.,j

1<ij<n
b. Décrire les matrices A € O (R) pour lesquelles > |aij| =n. Combien en existe-t-il ?
1<ij<n
c. Comment appelle-t-on les matrices pour lesquelles Y~ |ai ;| =nyn ?
I<hjsn

d. Montrer que ‘ > aiy

1<i,j<n

<n.

Centrale PSI 2013 Soit E un espace euclidien de dimension n, B une base orthonormée de E, f € £(E) et

A = Mat 5 (f). On suppose que : V(x,y) € E?, (x]y) =0 = (f(x)|f(y)) = 0.
a. Montrer qu’il existe un réel o« € R tel que : V(x,y) € E?, (f(x)|f(y)) = a(x|y). Indication : interpréter
les coefficients de 'AA comme des produits scalaires pour en déduire tout d’abord que 'AA est diagonale.

‘- . . s 1 1
b. Caractériser 'endomorphisme de R? canoniquement associé & A = < 11 )

13.10| Centrale PSI 2013 Soit E un espace euclidien de dimension n > 1, un entier p € N* et deux familles

(w1, up) et (vi,---,vp) de vecteurs de E telles que V(i,j) € [1;p]]%, (uiluj) = (vilv;).

a. Montre que les familles (u7,---,up) et (v1,---,vp) ont le méme rang (noté r).

b. En déduire qu'il existe un automorphisme orthogonal f de E tel que : Vk € [1;p], f(ux) = vk.

c. Dans quel cas peut-on imposer que f € SO(E) ?

d. Trouver la matrice A dans la base canonique de f € O(R3) tel que f(uy) = v1, f(u2) = v et f(uz) = v3
siug = (0,1,1), uz = (1,0,1), uz = (1,1,0), v; = %(1,4,1), vy = %(1,1,4), v3 = 1(4,1,1). Caractériser f.

13.11| Transformation de CAYLEY

a. Si A est une matrice antisymétrique réelle, que peut-on dire des valeurs propres complexes de A ?
b. Soit ¢ : A € An(R) = (In — A)(I, +A)~ "
Montrer que ¢ réalise une bijection de A, (R) sur {M € On(R) | —1 ¢ Sp(M)}.

W =

13.12] Soit (a,b,c) € R3, 0 =ab+bc+ca, S=a+b+c et la matrice M =

S o n
o o o
e o o

a. Montrer : M € O3(R) <= (0 =0et S € {-1,1}).
b. Montrer : M € SO3(R) <= (c=0et S=1).

c. Montrer que M € SO3(R) <= (Jk € [O; %}, a,b et ¢ sont les racines du polynéme X3 — X2 + k).

a? ab—c ac—+b

13.13| On considere des réels a,b,c. On pose A= | ab+¢ b? bc—a

ac—b bc+a c?
a. A quelle condition A est-elle orthogonale 7

b. Cette condition étant réalisée, reconnaitre I’endomorphisme de R3 canoniquement associé a A.

-2 6 -3
13.14 | Centrale PSIT 2012 Reconnaitre I’endomorphisme r canoniquement associé a A = 1; 6 3 2
-3 2 6



[13.3 Réduction des endomorphismes symétriques}

13.15] Soit u € £(E) ol E est un espace euclidien, on note |[[u]|| = Max |[Ju(x)|]|= Max (ol ou [l
x€S(0g,1) xeE\{0e} [[x]|

est la norme euclidienne. Soit u* I'application de E dans E définie par V(x,y) € E2, (xJu(y)) = (u*(x)]y). On
vérifie que ceci définit bien u* et que u* est bien un endomorphisme de E (appelé 'adjoint de u).

a. Montrer que |||ul][* < [[[u* oul|| et en déduire que [[[ul[|> = [[luw*[||* = [[[u* o u]]].
b. Etablir que si v est symétrique, on a |||v]|| = Max |A|.
AESP(V)
b. Prouver alors que [|[u]|| = Max VA
AESP(u*ou)

13.16 | Centrale PSI 2012

Soit E euclidien et f € £(E). Montrer que deux des trois propriétés précédentes entrainent la troisiéme :
(i) : fest une isométrie (ii) : 2 = —ide (iit) : Vx € E, (f(x)|x) = 0.

On suppose E de dimension 2, combien existe-t-il de telles f 7

On suppose E de dimension 3, combien existe-t-il de telles f 7

13.17] Centrale PSI 2013 a. Chercher les matrices M € My, (R) telles que MtMM = I,,.

b. Montrer que de nouvelles solutions apparaissent si 'on cherche M dans M, (C) cette fois.
Parmi ces nouvelles solutions, peut-on en trouver qui ne soient pas diagonales ?

13.18] Centrale PSI 2012 Soit (n,m) € (N*)2 et A € M, (R) une matrice symétrique dont toutes les valeurs

A 'B
B 0
a. Justifier que si X est une matrice colonne de My 1(R) : ’XAX =0 <= X =0.
b. Montrer que si m > n alors M n’est pas inversible.

On suppose dorénavant que m < n et que B est de rang m.

t
c. Résoudre (A B> X <X> = <0> ol X € Mn,1(R), Y € M, 1(R) et montrer que M € GLp4m(R).

propres sont strictement positives. Soit B € My n(R) et M = < ) ou 0 est la matrice nulle.

B 0 Y 0
I, —A B

d.OnposeQ—<O I

), calculer *QMQ et en déduire que BA™'*B € GL,,(R).

13.19 | Centrale PST 2012 Soit n € N* et A € My, (R) une matrice inversible. On pose alors By = *AA et B; = A'A

et by, by les endomorphismes de R™ canoniquement associés a By et B, respectivement.
a. Prouver que B; et B, sont diagonalisables et ont les mémes valeurs propres.

b. Soit A € R une valeur propre de By, établir que dim (Ex(b1)) = dim (Ex(b2)).

c. En déduire I'existence d’une matrice orthogonale U € Oy, (R) telle que By = UB, U.

13.20 Centrale PST 2012 Soit un entier n € N* et A € M, (R), on suppose que A est nilpotente (c’est-a-dire qu’il

existe un entier p € N* tel que AP =0) et que A et *A et A commutent (c’est-a-dire *AA = AA).

a. Justifier que A™ = 0 (la matrice nulle).

b. Etablir que tAA = 0. En déduire que A = 0.

c. Trouver un exemple de matrice A € M4 (C) écrite en blocs 2 X 2 qui soit nilpotente, qui commute avec sa
transposée et qui soit non nulle.

13.21] Soit A € Mn(R) et B = %(tA + A). On note « la plus petite valeur propre de B et  sa plus grande.

a. Pour une colonne X € My, 1(R), comparer *XAX et 'XBX.
b. Montrer que pour tout X € My, 1(R), a'XX < 'XAX < B*XX. En déduire que : Sp(A) C [«; B].

13.22] Soit A = (ai,j)1<i,j<n € Sn(R) une matrice symétrique.
On pose « = MinSp(A) et B = Max Sp(A). Montrer Vk € [1;n], « < axx < B.



13.23 | Centrale PSI 2012 a. Soit A € R, montrer qu’il n’existe pas de matrice A € An(R) telle que AZ = AlL,.

b. Déterminer une CNS sur A € R pour qu’il existe une matrice A € A, (R) telle que A% = Al,.
c. Soit $ € $,(R), déterminer une CNS pour qu'il existe une matrice A € A, (R) telle que A% = S.

13.24] X Soit A € GL,,(R). Montrer qu'il existe D diagonale et (U, V) € O, (R)? telles que A = UD'V.

[13.4 Symétriques positifs et définis positifsj

13.25 | Décomposition de CHOLESKY

Soit S € 8;7(R). Montrer qu’il existe T € T,V (R) (triangulaire supérieure) telle que S = *TT.
Indication : on pourra procéder par récurrence sur la taille de la matrice.

13.26 | Centrale PSI 2012 Soit n et m deux entiers de N* et A € My (R) une matrice symétrique dont toutes les

A 'B

valeurs propres sont strictement positives. Soit B € My n(R) et M = (B 0

) ou 0 est bien sur la matrice

nulle de My, (R).
a. Justifier que si X est une matrice colonne de My 1(R) : '’XAX =0 <= X = 0.
b. Montrer que si m > n alors M n’est pas inversible.
On suppose dorénavant que m < n et que B est de rang m.
t
c. Résoudre (g (;3) X (é) = <g) ol X € Mn, 1(R), Y € M1 (R) et montrer que M € GLpym (R).

I, —A'tB

d. On pose Q = ( 0 >7 calculer *QMQ et en déduire que BA™'*B € GL,(R).

Im

13.27| Centrale PSI 2012 Soit A symétrique dont toutes les valeurs propres sont strictement positives.

t
Considérons Papplication ¢ : My,1(R)? — R définie par : V(X,Y) € Mn,1(R)?, @(X,Y) = det <($ :))

Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique telle que : VX € My 1(R), ¢(X,X) < 0.

13.28 | Centrale PSI 2013 Soit n € N* et S € My, (R) une matrice symétrique, c’est-a-dire S € S;;. On dit que S

est positive si ses valeurs propres sont positives. On note S;° ’ensemble des matrices symétriques positives.
a. Etablir que pour S € S, : S € S — (VX € Mn,1(R), *XSX > 0).

1 . o Si: st
En déduire que si S = (si,j)<ij<n €Sy et 1<i<j<m,ona | " "V |>0,

S50 85,5
b. Montrer que si S € S et S # 0, on a : rang (S) =1 <= (U € My,1(R), S =U'U).
c. Soit S € Sy, montrer que S € S < (EIM € Mn(R), S = tMM) (on pourra chercher M symétrique si
S €Sy).
d. En déduire que : V(A,B) € (S})2, Tr (AB) > 0.

e. Soit A = (aij)<ij<n € Sit telle que V(i,j) € [1;n]?, ai,j # 0, on pose B = ( 1

ai;j ) <ij<n

€ Mn(R).

Montre que l'on a : B € S}t <= rang (A) = 1.

13.29] Soit (A,B) € 8t (R), montrer que 0 < Tr (AB) < Tr (A)Tr (B).
13.30] Soit A € 8/ T(R) et B € 8;-(R), montrer que la matrice I, + AB est inversible.

13.31) Soit (A,B) € 8+ (R), montrer que (A +B)~" # A~ + B



13.32| Centrale PSI 2012 Soit A symétrique dont toutes les valeurs propres sont strictement positives.

t
Considérons I'application @ : My 1(R)? — R définie par : V(X,Y) € My, 1(R)?, @(X,Y) = det (3 :)

Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique telle que : VX € My 1(R), ¢(X,X) < 0.

(13.5 Exercices aux oraux des étudiants de PSI1)

13.33 | Centrale PSI 2013 Marine DC.

Soit E euclidien de dimension n, u € £(E) symétrique de E et A, < -+ < Ay ses valeurs propres.
a. Soit k € [[1;n]], soit (eq,- -, ex) une famille orthonormée de E.

Montrer qu'il existe x unitaire dans Vect(eq, - -, ex) tel que (x|u(x)) < Ak.

M=
2
VAN
M=
>

b. Soit A = (ai,j)1<i,j<n = Mat 5(u) avec B base orthonormale. Montrer que Yk € [1;n]),

13.34 | Centrale PSI 2013 Pierre-Simon.

a. Soit r une rotation d’angle 8 de R3. Soit P € R[X] tel que P(1) =1 et [P(e'®)| = 1.

I
=
o
Il
=

i

Montrer que P(r) est une rotation.

b. Soit B une base orthonormée directe et o telle que Mat ¢ (o) =

o - O
— O O
oS o =

Montrer que 1o est une rotation. Préciser son angle.

On considere r = %(Zré — 710 + Zid). Montrer que r est une rotation donc on déterminera l’angle noté 0.

c. Décrire tous les polynémes P € R,[X] tels que P(1) =1 et |P(e'®)| = 1 dans le cas oi1 r = ro.

Mines PST 2015 Inés Arranz-Valsero
Soit B = (ei)1<ign une base du R-espace vectoriel E de dimension n et M € M, (R). Montrer que M € Sj{*‘
si et seulement s'il existe un produit scalaire ® tel que V(i,j) € [1;n]%, ®(ei,ej) = My;.

Mines PSI 2015 Térence Burcelin

a. Soit M € Sy (R), montrer que M € S}/ (R) <= VX € My,1(R), 'XMX > 0.

b. Montrer que : YM € S, (R), Ja = 0,VA > «, M + AL, € SFT(R).

c. Montrer que SH(R) est un fermé de S, (R).

d. Soit f € £(Sn(R)) tel que f(STT(R)) = ST (R), montrer que f € GL(Sn(R)).

e. Donner des exemples d’applications f qui vérifient cette propriété.

13.37| Mines PSI 2015 Arnaud Dubessay

Quel est le centre C = {M € O(3) | YN € O(3), MN =NM} de O(3) ?

13.38 | Mines PSI 2015 Adrien Gruson

Soit A et B deux matrices symétriques réelles de My (R).

On suppose qu’il existe p € N tel que A?PT1 = B2P+!. Montrer que A = B.



13.39 ] CCP PSI 2015 Agatha Courtenay

Soit A = 1T =1 1

a. Démontrer rapidement que A est diagonalisable.

b. Déterminer une base orthonormale de vecteurs propres colonnes de A et diagonaliser A.

Untl = —Up +Vvp+wn
d. Soit des suites réelles u, v et w qui vérifient les récurrences : ¢ vp41 =  Up —Vn +wn
Wni4l = Un +Vn — Wn

Quelle condition sur ug, vo et wo pour que les suites convergent ?

13.40| CCP PSI 2015 Marin de Bonniéres

Soit E euclidien de dimension n > 2, f € GL(E) tel que V(x,y) € E?, (x|y) = 0 = (f(x)|f(y)) = 0.
a. Soit B = (ey,- -+, en) une base orthonormée de E, que dire de B’ = (f(e1), -+, f(en)) ?
b. Calculer (f(ei)+f(e;)|f(e;)—f(ej)) de 2 manieres différentes. Montrer : Jo > 0, Vi € [1;n], ||f(ei)||? = «?.

c. (Que dire de L¢ ?) Montrer que : V(x,y) € E2, (f(x)[f(y)) = o?(x|y).
o

13.41 | CCP PSI 2015 Ludovic Péron

Equivalence entre : S = 'BB et S symétrique positive.
13.42| E3A PSI 2015 Marie Trarieux et Patxi Teillagorry
Soit M = (mij)1<i,j<n € O(n).

<n.

a. Montrer que ’ > myj
1<ij<n

b. Montrer que Y |my;| = n.
1<ij<n

< ny/mn.

c. Montrer que Y |my
1<ij<n

13.43| Cachan PSI 2016 Antoine Badet

Soit me€ N*, n=2m et RO[X] ={P € Ry[X] | ¥x € R, P(x) > 0}.

Soit ¢ une forme linéaire sur R [X]. On pose L = (¢1,j)1<i,j<m+1 € Mm41(R) avec @15 = (XHI=2),
a. On suppose que VP € R2[X], ¢(P) >0 (M). Montrer que YV € My41,1(R), *VLV >0 (1).

En déduire que les valeurs propres de L sont des réels positifs.

Montrons que (1) = (M). On pose ¢[X] = {P € R]X] | 3(A,B) € R[X]?, P = A? + B2}

b. Soit P = aX? + bX + ¢ avec (a,b,c) € R3 et a # 0, trouver une CNS pour que P € ¢[X].

[¢]

. Soit (P, Q) € ¢[X]?, montrer que PQ € ¢[X].
d. Montrer que RS [X] C €[X].
e. En déduire que (1) = (M).



ENS Cachan PSI 2016 Marie Rebitre
Pour M symétrique, on dit que M est positive si VX € My 1(R), X"MX > 0.
Pour M symétrique, on dit que M est définie positive si VX € My 1(R) \ {0}, XTMX > 0.
Soit A et B des matrices symétriques réelles. On suppose B positive.
a. Montrer que : Jk > 0, VX € My 1(R), X"BX > k|[BX||?.
b. Soit p > 0 tel que A + pB soit définie positive.
Montrer que : IA > 0, VX € My 1(R), BX =0 = XTAX > A||X||* (1).

c. Montrer que si (1) est vérifiée, alors il existe py > 0 tel que A 4 poB soit définie positive.

13.45 | Centrale Mathsl PSI 2016 Mathieu Perrin

Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire (.|.) et w € £(E).

a. Supposons qu’il existe deux valeurs propres réelles A et pu de u de signes opposés.

Montrer qu'il existe un vecteur non nul z de E tel que (u(z)|z) = 0.

b. Supposons u symétrique et Tr (u) = 0, montrer qu’il existe un vecteur z # 0¢ de E tel que (u(z)|z) = 0.
c. Supposons Tr (1) = 0, montrer qu’il existe un vecteur z # Og de E tel que (u(z)|z) = 0.

d. Supposons Tr (u) = 0, montrer qu'il existe une base orthonormale B de E telle que Mat g (1) ait tous ses
coeflicients diagonaux nuls.

13.46 | Mines PSI 2016 Sylvin Bielle 11

Soit E un espace euclidien et u € £(E). Montrer que u est une homothétie si et seulement si u commute avec
tout automorphisme orthogonal de E.

Si u commute avec toutes les réflexions, qu’en déduit-on ?

Mines PST 2016 Adrien Boudy II

Soit E un espace euclidien, p et q deux projecteurs orthogonaux de E.

a. Rappeler la définition d’un projecteur orthogonal.

Donner un exemple de probleme ou les projecteurs orthogonaux sont utiles.
b. Montrer que le polynéme caractéristique de w =p + q est scindé sur R[X].
c. Montrer que les valeurs propres de u sont dans [0;2].

d. A quoi sont égaux Ker (u) et Ker (u— 2id ) ?
13.48 | Mines PSI 2016 Pauline Bourda II

Soit (E,< .,. >) un espace euclidien. S(E) I’ensemble des endomorphismes symétriques et ST (E) I'ensemble
des endomorphismes symétriques dont les valeurs propres sont positives ou nulles.
i
a. Soit f € S(E). Montrer que E = Ker(f) @ Im (f).
b. Soit f € S*(E). Montrer qu’il existe h € S*(E) tel que h? = f.
c. Soit (f,g) € ST(E)2. Montrer que Ker(f 4 g) = Ker(f) N Ker(g) et Im (f + g) = Im (f) + Im (g).

13.49 | Mines PSI 2016 Marie Rebiere et Sébastien Sequeira 11

a. Soit E un espace euclidien et x, y deux vecteurs de E. Montrer que ||x +y|| < ||x|| + ||y]|- Cas d’égalité ?
b. Soit X € R™ et (U,V) € O(n)? tels que UX + VX = 2X. Montrer que UX = VX = X.

c. Soit (U, V) € O(n)?, M € M (R) tels que UMU™' +VMV~! = 2M. Montrer que UM = MU et VM = MYV.
d. Subsidiaire : Pourquoi (M,N) — Tr (*MN) = (M|N) est-il le produit scalaire canonique de Mn(R) ?



13.50| CCP PSI 2016 Léo Fusil I
2 2 1
1

Caractériser ’'endomorphisme u de R3 canoniquement associé aM =+ [1 -2 2

2 -1 =2
CCP PSI 2016 Alexis Tacono II

Soit A € My (R), montrer 'équivalence entre les deux assertions :
(i) A est symétrique et son spectre est positif.
(ii) il existe B € My (R) telle que A = 'BB.

13.52 | E3A PSI 2016 Léo Fusil 11

Soit u un vecteur de R3 et f: R3 — R3 définie par f(x) = u A x.
a. Calculer Im (f) et Ker(f).

b. Ecrire les matrices A et A2 de f et 2.

c. Exprimer f™ en fonction de f et 2.

d. Reconnaitre exp(f).

13.53 | E3A PSI 2016 Alexandre Janot
On définit A = (aij)i<ijen avec ajj =1sii=jet ajj = % sinon.

a. Trouver les éléments propres de A. Est-elle diagonalisable ? Inversible ?

Soit F = (u1,---,un) une famille de vecteurs unitaires de R™ tels que |Juj —uj|| =1 pour i # j.
On note (e7,---,en) la base canonique de R™.

b. Montrer que F est une base de R™.

c. Soit f un endomorphisme de R™ tel que Vi € [[1;n], f(ei) = us.

f est-il un automorphisme ? Est-ce un automorphisme orthogonal ?

13.54 | ENS Cachan PSI 2017 Elliott Jean-Frangois et Claire Raulin et

Soit A € My, (R) symétrique, B € My 1 (R) une matrice colonne et f : R™ — R définie par f(X) = "XAX—BX.
a. Montrer que f est minorée ssi A et B vérifient les deux conditions suivantes : Sp(A) C Ry et B € Im (A).
b. Si(A1,A2) € Sp(R)? (matrices symétriques), (B1,B2) € Mn,1(R)?2, et les fonctions f1 : X — *XA1X—"'B1X
et 2 : X = 'XA2X — 'B,X, calculer le gradient de f1 et f2 (resp. Vfy et Vfa).

Montrer que f; = f; si on suppose fj et f, minorées et ||Vf|| = ||Vf2]].

c. Soit A7, A deux matrices symétriques positives de My (R).

Montrer que Im (A7 + Az) =Im (A7) + Im (A3) et en déduire que Ker(A7 + Az) = Ker(A1) NKer(A3).

13.55| ENS Cachan PSI 2017 Bastien Lamagnere

On définit les matrices symétriques positives de My, (R) comme étant les matrices vérifiant *M = M et
VX € R™, *XMX = 0 et on note alors M € S} (R).

Montrer que S} (R) est stable par addition et multiplication par une constante positive.
Montrer que, si U € R™, alors S = U'U est symétrique positive.
Montrer qu’une matrice symétrique M est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.

En notant A = (ai,j)1<i,j<n €t B = (bij)1<i,j<n, on définit le produit de HADAMARD de ces deux matrices
par : A ®B = (ai,jbij)i<i,jen. Montrer que S;(R) est stable par le produit de HADAMARD.

Soit Uy, -+, Uy, dans R™, montrer que pour tout entier k € N* et pour tout réel ¢ € [0;400[, la matrice

e . K
S = (si,j)1<i,j<n st symétrique positive si sij = (*UiU; +c) .



ENS Cachan PSI 2017 Clément Maurel I
Soit E un R-espace vectoriel. Soit C un convexe de E et u € E ; on dit que u est un point extrémal de C si
et seulement si C \ {u} est encore convexe.
a. Quels sont les points extrémaux de la boule fermée unité de R? pour la norme ||. || ?
b. Quels sont les points extrémaux de la boule fermée unité de R? pour la norme ||.||; ?
c. Montrer qu'un point de C est extrémal si et seulement s’il n’est pas le milieu de deux points de C.

Soit E un espace euclidien qui est donc un espace vectoriel normé si on prend pour norme la norme euclidienne
associée au produit scalaire de E. On note B la boule unité de E.

Pour u € £(E), on note |||u]|| = Sup [[u(x)[| et C = {u € L(E) | [[[u]|| < 1}.
x€B

d. Montrer que les points extrémaux de C sont les automorphismes orthogonaux de E. Indication : on pourra
utiliser sans démonstration la décomposition suivante : VA € M, (R), 30 € 0,(R), 35S € S{(R), A = OS.

13.57| ENS Cachan PSI 2017 Vincent Meslier 1

Soit un entier n > 1 et E = {P € Ry[X] | P(1) = 0}.

a. Prouver que E est un espace vectoriel. Quelle est la dimension de E 7

b. Soit Uy = %(X —1)* avec k € [1;n]]. Montrer que B = (Uy,- -+, U,) est une base de E.
c. Quels sont les coefficients de P dans la base B.

En déduire un produit scalaire pour lequel B est une base orthonormale.

d. Soit ¢ : E — E définie par ¢(P) = (X — 1)P’. ¢ est-il un endomorphisme ? Que vaut ¢(Uy) ?
En déduire que ¢ est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

e. Montrer que ¢ est inversible et donner son inverse.

13.58 | Centrale Mathsl PSI 2017 Nelson Gary et Alexis Trubert

Soit A € My (R) une matrice symétrique, on définit I'application ¢ : My 1(R)? — R par ¢(X,Y) = 'XAY.
a. Montrer que toutes les valeurs propres de A sont réelles.

Indication : on pourra calculer *XAX avec X un vecteur propre associé a la matrice A.

2 — - . .
1 2 ), vérifier que @ est un produit scalaire.

b. Onprendn=2et A = (
c. On reprend n quelconque, montrer I’équivalence des deux propositions suivantes :
(i) Les valeurs propres de A sont strictement positives.
(ii) @ est un produit scalaire.

Question de cours : donner la définition d’'un endomorphisme symétrique.

13.59 | Centrale Mathsl PSI 2017 Sam Mamers

Soit E euclidien et f € O(E). On note K(f) = Ker(f —idg) et I(f) = Im (f —id g).

Si u # O € E, on note s,, la réflexion par rapport & (Ru)*.

a. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F stable par f <= F! stable par f.
b. Montrer que K(f) @ I(f) = E et que cette somme est orthogonale.

c. Soit (uf,---,up) une famille libre de E. Montrer que I(sy, o---0sy,) = Vect(ur,---,uyp).



13.60 | Centrale Mathsl PSI 2017 Claire Meunier et Claire Raulin

On définit ¢ : Mp(R)? — R par ¢(A,B) =Tr (ATB).
a. Montrer qu’il s’agit d’'un produit scalaire.

b. Montrer que Sn(R) et An(R) (symétriques et antisymétriques) sont des supplémentaires orthogonaux.
Donner 'orthogonal de Sy, (R).

Soit M € Sn(R) telle que Sp(M) C R% et I'application ¥ : My 1 (R)? — R définie par ¥(A,B) = XTMY.
c. Montrer que { est un produit scalaire.

13.61 | Mines PSI 2017 Clément Maurel I

Soit E un espace euclidien de dimension n et B = (ej,- -, e, ) une base orthonormée de E.
a. Donner le cardinal du groupe S, des permutations de [[1;n].

b. Pour o fixé dans Sy, on pose ¢(t) = T o o, montrer que ¢ est bijective de S, dans Sy.
c

. Soit o € Sy, donner une CNS pour que fq : ex + eg(e, ) S0it diagonalisable.

d. On pose p = ]—' E fo. Montrer que p est un projecteur qu’on caractérisera.
n: 0ESH

13.62 | Mines PSI 2017 Inigo Saez-Casares 1

Soit n > 1 et U € My,1(R) tel que UT =(1---1).
On pose V = {A € M, (R) | U est vecteur propre de A et de AT}.
On pose aussi W = {A € M, (R) | Vi € [2;n], a11 = ai,1 =0}

a. Montrer que W est un espace vectoriel et déterminer sa dimension.

e s

vn

b. Justifier I'existence d’une matrice orthogonale P = - € 0(n).

c. Montrer que A € V <= PTAP ¢ W.
d. En déduire la structure de V et sa dimension.

13.63 | Mines PSI 2017 Roland Tournade I

E désigne un espace euclidien de dimension finie non nulle.

a. Montrer que si p est une projection orthogonale, alors p est symétrique.
Soit p, q deux projecteurs orthogonaux.

b. Montrer que p o q o p est symétrique.

c. Montrer que (Im (p) + Ker(q))* = Im (q) N Ker(p).

d. Montrer que p o q est diagonalisable & valeurs propres dans [0;1].

E3A PSI 2017 Alois Blarre

Soit n € N* et Jn = (1)1<ijen € Mn(R) (matrice remplie de 1).

a. Montrer que J, est diagonalisable. Quelles sont les valeurs propres de J,, 7

b. Pour n = 2 et n = 3, déterminer deux matrices P, € O(n) (orthogonale) et Dy, € My (R) (diagonale)
telles que J, = P,D,P;".

13.65 | Petites Mines PSI 2017 Elisa Gressier-Monard I

Soitn>T1et A= (ai’j)1<i‘j<n S Mn(R) définie par aij = 1sii 7&) et aij > 1sii=j.
a. Montrer que si X # 0 € My, 1(R), on a 'XAX > 0.
b. Montrer que A est diagonalisable et inversible.

10



13.66 | ICNA PSI 2017 Ninon Toussaint

Déterminer E = {A € M,,(Z) | A orthogonale}.

13.67 | ENS Ulm/Cachan PSI 2018 Jean Boudou et Erwan Dessailly
Soit A € My (R) une matrice symétrique telle que YV € R™, *"VAV >0,B € R" et S ={U € R™ | AU = B}.
On suppose que S # (. On définit aussi le systeme différentiel (E) : X'(t) = —AX(t) + B avec t € Ry.
a. Montrer que les valeurs propres de A sont positives réelles.

b. Donner les solutions constantes de (E).

c. Montrer que si X et Y sont solutions de (E) sur R, alors t ~ [|X(t) — Y(t)||? est décroissante sur R.
d. Montrer que X est bornée et qu’il existe Xy, € S tel que Xy, = tli1+n X(t).
— 400
e. Montrer que ||X(0) — Xoo|| = Inf [1X(0) — Ul
€

f. Que se passe-t-ilsi S =07

13.68 | Centrale Mathsl PSI 2018 Mathilde Dutreuilh

1

o NG Lo
ol ol o

Soit M = | © . Déterminer la plus petite constante C > 0 tell que VX € R3, ||[MX]| < C||X]| :
0

a. lorsque la norme choisie est la norme || . |[7 sur R3.

b. lorsque la norme choisie est la norme || . ||o sur R3.

c. lorsque la norme choisie est la norme ||. ||z sur R3.

13.69 | Centrale Maths1 PSI 2018 Julien Langlais

n
Soit n € N* et By, I'ensemble des matrices A = (aij)1<i,j<n de Mn(R) telles que xa = [] (X — ax k).
k=1
a. Montrer que By # 0.
b. L’ensemble B, est-il un sous-espace vectoriel de My, (R) ?
c. Montrer que si A € Mn(R) est symétrique, alors ) aizj = Y ma(AN
I<ihj<sn 7 AESp(A)
d. Déterminer By, NSy, (Sn est Uensemble des matrices symétriques de M, (R)).
e. Trouver B, N A, (An est Uensemble des matrices antisymétriques de My (R)).
13.70 | Centrale Mathsl PSI 2018 Charlotte Nivelle
o -1 0
a. Diagonaliser A= | -2 2 -1
0o -1 0
A —ax 0
b. Soit A= | —a p —B | € M3(R) avec aoc > 0 et b > 0. Montrer que Spc(A) C R et que les
0 —-b v

sous-espaces propres de A sont de dimension 1. Justifier que A est diagonalisable.

11



13.71 | Centrale Mathsl PSI 2018 Raphaél Pobeda

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2 et u un endomorphisme de E.

On définit @ : E2 — R par ®(x,y) = (u(x)|y).

a. Montrer que ® est bilinéaire. Si on suppose que ¢ est symétrique, montrer que u est diagonalisable.

b. Donner une condition nécessaire et suffisante sur le spectre de u pour que ® soit un produit scalaire.

c. On suppose que ® symétrique et que u est de rang 1.

Montrer qu’il existe une forme linéaire € : E — R telle que ¥(x,y) € E2, ®(x,y) = el(x)l(y) avec ¢ = +1.
Question de cours : soit v un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E et ej,e; deux vecteurs

propres associés a des valeurs propres différentes. Que peut-on dire de e et e, 7 Le montrer.

13.72| Centrale Mathsl PSI 2018 Titouan Sancier

Soit n € N* on dit qu’une matrice A € My (R) est orthodiagonalisable s’il existe une matrice P € O(n) et

une matrice diagonale D € My (R) telles que A = PD*'P.

a. Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice A € M, (R) soit orthodiagonalisable.
cos(8) —sin(0)

- i i ?
sin(0)  cos(@) > est-elle orthodiagonalisable 7

b. On prend ici n = 2, pour quels 0 € R la matrice A = (

Questions de cours :
e énoncer le théoreme spectral pour les endomorphismes des espaces euclidiens.
e donner une définition et une caractérisation des endomorphismes symétriques.

e définir le groupe spécial orthogonal.

13.73 | Mines PSI 2018 Colin Baumgard et Marion Lebrun I

a. Rappeler le cardinal de Sy, 'ensemble des permutations de [[1;n]. Soit ¢ € S, fixée, montrer que

@o : Sn — Sn définie par ¢ (t) = T o o est une bijection.

On note B = (ey,---,en) la base canonique de R™. Pour o € Sy, on note fy ’endomorphisme de R™ tel
que Vi € [1;n], fo(ei) = eq(i). On pose enfin p, = % > fo.
*0€SH

b. Montrer que p,, est un projecteur dont vous déterminerez les éléments caractéristiques.
13.74| Mines PSI 2018 Martin Monsel 1
Soit E un espace euclidien et f € £(E). Montrer que parmi les trois assertions suivantes, deux quelconques

d’entre elles impliquent la troisieme :
(i) f est une isométrie.
(i) f2 = —idE.
(ili) Vx € E, (f(x)|x) = 0.
On suppose E de dimension 2, combien existe-t-il de telles f ?
On suppose E de dimension 3, combien existe-t-il de telles f 7

CCP PSI 2017 et CCP _PSI 2018 Samuel Sanchez I et Gauthier Crosio 11

On définit les conditions : M2 441, =0 et MTM = MMT (%) pour n € N* et M € M, (R).
a. On suppose que M € M, (R) respecte (*). Trouver un polynéme annulateur de S = MMT.
En déduire que M /2 est orthogonale.

b. Quel est 'ensemble des matrices M € M, (R) qui respectent (k) ?

c. Quel est I'ensemble des matrices M € M3(R) qui respectent (%) ?

12



13.76 | CCP PSI 2018 Charlotte Nivelle 11

Soit A € My (R) antisymétrique.

a. Montrer que [, + A est inversible.

b. Montrer que M = (I, + A)~' (I, — A) est une matrice orthogonale.

c. Calculer det(M).

d. (question rajoutée) Montrer que I’application @ : A € An(R) + (I, +A)~ (I, — A) réalise une bijection
sur I'ensemble {M € On(R) | —1 ¢ Sp(M)}.

ICNA PSI 2018 Quentin Meynieu 11

Soit un entier n > 2, on définit u : Mn (R) = My (R) par u(M) = —M + Tr (M)1,,.
a. Prouver que —1 est valeur propre de u.

b. Trouver une base de E_j(u).

c. Montrer que u est diagonalisable. Déterminer det(u) et Tr (u).

d. Donner un produit scalaire sur My, (R) pour lequel u est un endomorphisme symétrique. Trouver une

base orthonormale de vecteurs propres de u pour ce produit scalaire.

ENS Cachan PSI 2019 (OdIT 2019/2020 X-ENS PSI planche 41) Charles Broquet

2 2
Il

Soit V€ R™\ {0} et H(V) € My, (R) définie par H(V) =1, — V'V (matrice de HOUSEHOLDER).

On note Hyn = {In} U {H(V) |V € R™\ {0} } et Sy(R) 'ensemble des matrices symétriques de Mn(R).
a. Pour V€ R™\ {0}, montrer que H(V) € On(R) N Su(R).

b. Soit (X,Y) € (R™)? tel que [|X|| = ||Y||. Montrer qu'il existe H € %, telle que HX =Y.

c. Soit A € GLn(R). Montrer qu’il existe P € O (R) produit d’au plus n matrices de Hy, telle que PA =R
avec R matrice triangulaire supérieure avec des termes diagonaux strictement positifs.

Quel est le principe de construction de P et R 7

d. Ecrire une fonction basée sur les matrices de HOUSEHOLDER qui donne la factorisation QR d’une matrice

3
inversible de M, (RR). Complexité attendue en termes d’opérations : % +0(n?).

13.79 | Centrale Mathsl PSI 2019 Tom Boileau

Soit n € N*, A € My, (R) symétrique & valeurs propres strictement positives et p € R™.

On définit les applications f : R™ — R et F, : R™ — R par f(X) = *XAX et F,(X) = (p|X) — f(X).

n
a. Démontrer qu’il existe une base orthonormale B’ = (f1,...,fy) de R™ telle que, pour X = > aif; (avec
i=1
n

(1, ) € R, il existe des réels B1, ..., Bry,Aly---,An tels que (p|X) — £(X) = 3 (Biai — Aio?).
i=1

b. Montrer que F, admet une borne supérieure et qu’elle est atteinte.

Questions de cours :

e Enoncer I’inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV.

e Donner la loi faible des grands nombres.

13



13.80 | Centrale Mathsl PSI 2019 Lola Josseran

a. Soit n € N* et A € M, (R) est symétrique, montrer alors que le spectre de A est inclus dans R.

0o -+ .- 0 1
. o,
Soit dorénavant A = :
0 -+ --- 0 :
1 2 ... ...n

b. Calculer Tr (A) et Tr (A?).

c. Déterminer les valeurs propres de A et donner une base de chaque sous-espace propre associé.

Centrale Mathsl PSI 2019 Thomas Méot
Soit n € N* et A € My, (R) une matrice symétrique telle que Sp(A) C R,.
On pose E = R™ qu’on munit du produit scalaire canonique noté < ., . >.
a. La matrice A est-elle diagonalisable 7
b. Montrer qu'il existe une matrice M € My (R) telle que A = MTM.
c. On suppose que 0 ¢ Sp(M). Montrer qu’il existe B € My, (R) triangulaire supérieure avec ses coefficients

diagonaux strictement positifs telle que A = BTB. Indication : montrer que ¢ : (X,Y) — XTAY définit un

produit scalaire sur R™.

Question de cours :

e Enoncer complétement le théoreme spectral matriciel (resp. vectoriel).
e Pour M € My (R), montrer que Ker(M) = Ker(MTM).

13.82| Mines PSI 2019 Pierre Fabre I1

Soit E un espace euclidien de dimension n € N* muni de < .,. >.
Pour f € £(E), on dit que f est antisymétrique si V(x,y) € E2, < f(x),y >= — < x,f(y) >.
a. Montrer que f est antisymétrique si et seulement si Vx € E, < x,f(x) >= 0.

b. Montrer que si f est antisymétrique alors Ker(f) L Im (f).

Soit f un endomorphisme antisymétrique de E. On pose s = f o f.

c. Montrer que s est symétrique & valeurs propres négatives. Montrer aussi que Ker(s) = Ker(f).
0o 0 o0

d. Si n = 3, montrer l'existence d’une base B de E telle que M =Matg(f)=[ 0 0 —ou | avec x € R.
0 o O

Questions supplémentaires pour la question d. :

e Calculer xp. Que dire sur le spectre de M 7 Et en général ?

e Calculer M™ pour n € N. En déduire la valeur de exp(M) = > .

13.83 | Mines PSI 2019 Florian Guyomard I

Soit E un espace euclidien et uw un endomorphisme de E tel que Im (u) = Ker(u).
Soit v un autre endomorphisme de E tel que ¥(x,y) € E2, (u(x)|y) = (x|v(y)).
a. Montrer que E = Im (u) &+ Im (v).

b. En déduire que u + v est inversible.

14



13.84 | Mines PSI 2019 Perrine Hoffmann II

Soit n € N* et U et V deux matrices symétriques de My (R).

On munit E = My, 1(R) de sa structure euclidienne canonique.

On suppose que VX € E, (UX|X) = 0 et (VX|X) > 0.

On se propose de montrer 'inégalité (I) : det(U+ V) > det(U) + det(V).

a. Montrer (I) si U et V ne sont inversibles ni I'une ni lautre.

b. Montrer (I) si U inversible. Indication : on pourra commencer par le cas U = I;,. Conclure.

c. Etudier le cas d’égalité dans (I).

13.85 | Mines PSI 2019 Auriane Luquet 11

Soit n € N* et A = (ai,j)1<ij<n € On(R).

sn< Y eyl <nyn
1<ij<n

a. Montrer les inégalités suivantes : ‘ >ooai
1<ij<n

Ce n’était pas dans I’énoncé originel mais j’ai rajouté les cas d’égalité.

b. Montrer que ‘ Y. aij| =n <= U est vecteur propre de A.

1<ij<n
c. Décrire les matrices A € On(R) pour lesquelles on a > |ajj| = n. Combien y en a-t-il ?
1<hjsn
d. Montrer que - [ai | =nvn=V(i,j) € [;n]?, |ay;] = \%
1<i,jsn n

Donner un exemple de telle matrice pour n = 2 ; que représente-t-elle 7 Et pour n =4 7

13.86| CCP PSI 2019 Jon Biran II et Pierre Fabre II

1 2 ... n
200 ... 0

Soit un entiern >3 et An = [ . . .| € Mn(R).
noo - 0

a. Déterminer le rang de A,, et la dimension de Ker(Ay,).

b. La matrice A, est-elle diagonalisable 7

c. Que peut-on dire de la multiplicité de la valeur propre 0 7

d. Montrer que les valeurs propres de A, sont 0, A,, et 1 — A, avec A, > 1.

e. Trouver un polynéme annulateur de degré 3 de A,,.

13.87| CCP PSI 2019 Benoit Le Morvan 1

Soit une matrice A € Mz(R) inversible telle que *tA = A% et A # I,.

a. Déterminer un polynéme annulateur de A.

b. Montrer que les valeurs propres d’une matrice M sont racines de tout polynéme annulateur de M.
c. Trouver Sp(A). Montrer que A est orthogonale. Déterminer det(A).

d. Trouver toutes les matrices A qui vérifient les conditions imposées ci-dessus.

Question de cours : montrer que si A € Mn(R) et A € Sp(A), alors A € Spc(A).

13.88 | CCP PSI 2019 Thibault Maury I

Soit n € N* et M € My, (R) telle que M # I,, tMM = M*M et M3 = 1,,.
a. Montrer que M est une matrice orthogonale.

b. Sin =2, trouver toutes les matrices M vérifiant ces conditions.
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13.89| X PSI 2020 Victor Barberteguy II

Soit n € N*, déterminer toutes les matrices de O(n) de trace n.

13.90| ENS Cachan PSI 2021 Robin De Truchis

Soit A € M, (R) et a 'endomorphisme de R™ canoniquement associé & A.

On dit que A admet un pseudo-inverse s’il existe une matrice B € M, (R) telle que :

e AB = BA.
e A = ABA.
e B = BAB.

a. Supposons que v = rang (a) = rang (a?). Montrer que R™ = Im (a) @ Ker(a). En déduire qu’il existe

P € GL,(R) et C € GL,(R) telles que A = P (g g) P

b. Montrer que A admet un pseudo-inverse si et seulement si rang (a) = rang (a?).

On suppose dans la suite que A admet un pseudo-inverse et que B est un “pseudo-inverse” de A. On note b
I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a B.

c. Montrer que a o b est un projecteur dont on déterminera les sous-espaces caractéristiques.

d. Montrer 'unicité de B.

e. Montrer que B est un polynome en A.
On suppose de plus que Ker(a) et Im (a) sont orthogonaux et on se donne un vecteur y € R™.

f. Montrer que le vecteur v = b(y) est tel que :
e f:x— |la(x) — y|| est minimale en v.

e Siw #ve R" vérifie f(w) = f(v), alors ||[w]| > []v]]-

Centrale Mathsl PST 2021 Adrien Guyot
Soit n € N*, A et B deux matrices symétriques de M (R) telles que Sp(A) C R et Sp(B) C Ry.
telle que A = R'R.
et D € M, (R) diagonale telles que A = PTP et B = PTDP.
c. Montrer que det(A + B) > det(A) + det(B).

a. Montrer qu’il existe R € GL,,(R)
b. Montrer qu'il existe P € GLn (R)

13.92 | Centrale Mathsl PSI 2021 Esteban Poupinet

Soit n € N* et E = R™ muni de son produit scalaire canonique avec sa base canonique By.

Soit une matrice A € M, (R) telle que A2 = A.
On définit les deux endomorphismes p et q de E tels que A = Mat 5, (p) et AT = Mat 5, (q).
a. Montrer que V(x,y) € E2, (p(x)|y) = (x[q(y)).

n
b. Soit B = (v1,---,vn) une base orthonormée de E. Montrer que Tr (qop) = > |[p(vi)||*.
k=1

[¢]

. Montrer que si p est un projecteur orthogonal, Tr (qop) = Tr (p).

d. Dans le cas général, montrer que Tr (qop) = Tr (p).

o}

. Montrer que Tr (qop) = Tr (p) <= p est orthogonal.
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Centrale Maths1 PSI 2021 Rafli Sarkissian
Soit n € N* et une matrice M € M, (R). On dit que M est :
e orthodiagonalisable (ODZ) s’il existe D € M,,(R) diagonale et P € O(n) telles que M = PDP'.
e orthotrigonalisable (OTZ) s'il existe T € M,,(R) triangulaire et P € O(n) telles que M = PTPT.
a. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M soit ODZ.
cos(8) —sin(0)

sin(0)  cos(0) > soit, OTZ.

b. Donner une condition nécessaire et suffisante sur 6 pour que N(0) = (
c. Montrer que M est OTZ si et seulement si xpm est scindé dans R[X].

Mines PSI 2021 Antoine Faivre-Duboz 1T
Soit deux entiers n et p tels quen >3 et 2 <p <n.
Soit aussi une matrice A € My, (R) telle que rang (A) = p. On pose alors B = ATA.
a. Montrer que B est une matrice inversible.

b. Montrer que P = AB~'*A est la matrice d'une projection de rang p.

13.95 | Mines PSI 2021 Antonio Treilhou I

Dans R3 euclidien canonique, on considére une droite vectorielle D et un plan vectoriel P.
On note r une rotation d’angle 0 €]0; 2 autour de la droite D et s la réflexion de plan P.
a. On suppose dans cette question que D L P, montrer que sor =Tt os.

b. Que peut-on dire sisor=ros ?

13.96 | Mines PSI 2021 Sylvain Vigouroux II

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et u un vecteur unitaire de E.
On définit I’application f : E — E par f(x) = (x|u)u + x A u.
a. Montrer que f est une isométrie et la caractériser.

b. Déterminer les endomorphismes g de E qui vérifient g% = f.

13.97| CCINP PSI 2021 Maxime Brachet I

Soit n € N* et M € My (R) telle que M(MTM)? = 1,,.
a. A laide du déterminant, montrer que la matrice M est inversible.

b. Montrer que M est symétrique.
c. En déduire que M = 1,,.
13.98 | CCINP PSI 2021 Mehdi Hamdaoui 1T

Soit Dn(R) l'ensemble des matrices M = (mij)i<ij<n de Mn(R) telles que Sp(M) = {my 1, -+, mnn}
(valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité).

1 2 3 ---0mn
. 1 e
0 1 2 - .
Onpose A=|: " . ",  letB=
: : -2 1 e
0 -+ v 0 1

On note S, (resp. An) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de My (R).

a. Les matrices A et B sont-elles dans Dy, (R) ?

b. L’ensemble D;, (R) est-il un sous-espace vectoriel de My (R) ?

c. Montrer que si A € M;, (R) est symétrique, alors > aiz)j = Y ma(A)A% En déduire D,,(R)NS,,.
1<ij<n AESP(A)

d. Déterminer D (R) N A,.
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13.99| CCINP PSI 2021 Pierre-Issa Lacourte 11

€1

_ T
Soitne N*, C= | : GMnJ(R)etM—(]C IC>€Mn+1(IR{).
n

Cn
a. Calculer MTM. En déduire que M est inversible.
b. Montrer que N = M~ M7 est une matrice orthogonale.

13.100| CCINP PSI 2021 Juliette Maricourt II

n
Soit E un espace euclidien, uy, - - -, un des endomorphismes symétriques de E tels que Y rang (ux) = dim(E)
k=1

n
et tels que Vx € E, Y (u(x)[x) = |[x]|*.
k=1

n
a. Montrer que ’endomorphisme ( > uk) —id g est diagonalisable.
k=1

n
b. En déduire que > ux =idg.
k=1

n
c. Montrer que E = @ Im (uy).
k=1
d. Montrer que uy, - --,un sont des projecteurs orthogonaux.

13.101 | CCINP PSI 2021 Esteban Poupinet 11

Soit n € N* et A € My, (R) non nulle telle que A3 + %A = 0.
a. Montrer que Sp(A) C {0, 3i, —3i}.

b. A est-elle diagonalisable dans My, (C) ?

c. A est-elle diagonalisable dans My (R) ?

d. Si n est impair, montrer que A n’est pas inversible.

e. Montrer qu’il n’existe aucune matrice symétrique réelle non nulle telle que A3 + 9A = 0.

13.102 | CCINP PSI 2021 Laurine Texier I

Soit n € N* A une matrice antisymétrique de My, (R) et f ’endomorphisme de R™ canoniquement associé

a A. On se place dans R™ muni de sa structure euclidienne canonique.

a. Montrer que V(x,y) € (R™)?2, (x|f(y)) = —(f(x)|y).

b. Montrer que det(f) = (—1)"det(f). Qu’en déduit-on ?

c. Montrer que f induit sur Im (f) un endomorphisme injectif. Qu’en déduit-on sur la dimension de Ker(f) ?
d. On suppose dans cette question que n = 3. Montrer qu'’il existe une base orthonormale B = (v1,v2,v3)

0o 0 ©
de R3 telle que Mat 5(f) = | 0 0 —a |. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
0 a O

13.103 | Centrale Mathsl PSI 2022 Anna Decrock

Soit n € N*, on munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit A € M, (R) et P la matrice de la

projection orthogonale sur Im (A) dans la base canonique.
a. Montrer que (V(X,Y) € (R™)2, XTMY =0) <= (M =0).
b. Montrer que P est symétrique.

c. Caractériser la matrice PA.

d. En déduire que Tr (A)? < rang (A) x Tr (ATA).

e. Dans l'inégalité précédente, quel est le cas d’égalité ?
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13.104 | Centrale Mathsl PSI 2022 Thomas Lanne

Soit n € N* et V; lensemble des matrices de M, (R) telles que leur spectre complexe est réduit a {1}.
a. Donner un élément de Vi.

b. Prouver que VM € Vi, (M —I,)™ = 0.

c. On prend ici n = 4. Trouver une matrice M € V; telle que (M —14)? # 0 et (M — 14)3 = 0.
d. On revient a n quelconque. Trouver toutes les matrices symétriques appartenant a Vj.

e. On prend ici n = 3. Trouver toutes les matrices orthogonales appartenant a Vj.

13.105 | Centrale Mathsl PSI 2022 Anatole Rousset

On pose C = {M € M, (R) | VX € M,,1(R), |IMX]|]2 < [|X]|2}
On dit que les endomorphismes canoniquement associés aux matrices M de C sont contractants.

On dit qu'un vecteur Xy est extrémal pour M € C si Xo #0 et  Sup [IMX][ = HMXOHZ.
o X2 [Kollz

On dit qu'un vecteur Xo est fixe pour M € C si MXy = Xo.
a. Vérifier que toutes les matrices A € O2(R) appartiennent a C.
b. Soit A € C, montrer l’existence d’une matrice R € SO2(R) telle que AR est symétrique. En déduire qu’il

existe deux matrices Q7 et 2, dans O2(R) et deux réels a et b telles que Q1AQ, = (8 g)
c. Soit A € C, avec les notations ci-dessus, montrer que (a,b) € [—1;1]%.

d. Montrer qu’il existe un vecteur extrémal pour A. A quelle condition existe-t-il un vecteur fixe pour A 7

13.106 | Centrale Maths1 PSI 2022 Baptiste Savarit

Soit la suite (Py)nen de polynémes de R[X] définie par Py =2, Py = X et ¥n > 2, P, = XPh_1 — Pn_2.
a. Etudier le degré, la parité et le coefficient dominant de P,, pour tout n > 1.

b. Soit z € C*, montrer que Yn € N, P, (z + l) =z"+ in
z z

c. Montrer que, si n € N*, P, admet n racines réelles distinctes.

On admet que Mn(R) = S (R) @ An(R) ot Sy (R) (resp. An(R)) est le sous-espace vectoriel contenant les
matrices symétriques (resp. antisymétriques).

Pour M € My (R), on note Spm le projeté de M sur S, (R) parallelement & A, (R).

d. Soit n € N* et U € O(n). Trouver, pour k € N*/ un polynéme Qy tel que Syx = Qi (Su)-

13.107 | Mines PSI 2022 Noé Chassagne 11

Soit n € N*, pour toute matrice A € My (R), on définit n(A) = Tr (AAT).
a. Montrer que V(A,B) € (Mn(R))?, n(AB) < n(A)n(B).
Soit A € My (R) une matrice symétrique, on note A; < -+ < Ay, les valeurs propres de A.

b. Montrer que (A, —A1)? < 2n(A). Caractériser le cas d’égalité.

13.108 | Mines PSI 2022 Tony Géreaud I

Soit E l'ensemble des matrices symétriques de M, (R).

!/ !/
Pour M = <E lcj) et M/ = (’S’ E,) dans E, on pose (M|[M) = aa’ + 2bb’ + cc’.

a. Montrer que E muni de (.].) est un espace euclidien de dimension 3.

Onnote G={f€ L(E) | YM € E, Tr (f(M)) =Tr (M) et det(f(M)) = det(M)}.

b. Montrer que G est un sous-groupe de (O(E), o).

c. (question fausse) Montrer que G est I’ensemble des endomorphismes de E tels que f(I2) = L.
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13.109 | Mines PSI 2022 Louis Lacarrieu 11

Soit n € N* et f : My (R) — My, (R) définie par f(M) =M +MT.
a. Montrer que f est un endomorphisme de M, (R).
b. f est-il diagonalisable 7

c. Déterminer les sous-espaces propres de f.

13.110 | Mines PSI 2022 Paul Mayé 11

Soit n € N* et E = My, 1 (R) muni de son produit scalaire canonique. Soit A € GL,(R). Montrer qu'il existe

une base orthonormée (Xj,---,Xy) de E telle que (AXy,---,AXy) est une base orthogonale de E.

13.111 ) CCINP PSI 2022 Margaux Millaret I

Soit A € M2(R) une matrice inversible telle que AZ = AT.

a. Trouver un polynéme annulateur de A.

b. En déduire les valeurs propres complexes possibles de A.
c. En déduire la valeur de det(A).

d. Quelles sont les valeurs possibles pour xa 7

e. Montrer que A est orthogonale. Quelles sont les valeurs possibles de A 7

13.112| CCINP PSI 2022 Camille Pucheu I

Pour (a,b,c) € R3, on pose M(a,b,c) =

o o e
o o o
o oo

a. Déterminer les valeurs propres de M(a, b, c).
b. Calculer d = det(M(a,b,c)). Si d =0, donner Ker (M(a,b,c)) et Im (M(a,b,c)).
c. La matrice M(a, b, c) est-elle diagonalisable 7

d. Si a =b et c # 0, donner des bases des sous-espaces propres de M(a, a,c) et en déduire une matrice P
inversible et une matrice diagonale D telles que M(a, a,c) = PDP™!.

13.113 | CCINP PSI 2022 Thibault Sourdeval I

Soit n € N* et E = R™ muni de sa structure euclidienne canonique.

Soit u € L(E) et A sa matrice dans la base canonique.

Soit w I’endomorphisme de E canoniquement associé & AT.

a. Montrer que ¥(x,y) € E2, (u(x)|y) = (x|w(y)).

b. Montrer que si F est un sous-espace stable par wu, alors F- est stable par w.

—1
OnposeA=|1 0
o 1 0

c. Calculer xo. AT et A sont-elles diagonalisables ?

d. Donner les sous-espaces stables par u.
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13.114 | Mines-Télécom PSI 2022 Marius Desvalois 1

Soit n € N, E =Myu,1(R), (A,B) une famille libre de E et F = Vect(A, B).

On pose M = ABT + BAT et f "endomorphisme de R™ canoniquement associé a M.
a. Trouver Ker(M).

b. Déterminer rang (M) et Im (M).

c. M est-elle diagonalisable ?

d. Quelles sont les valeurs propres de M 7

13.115| Centrale Mathsl PSI 2023 Bader Ben Amira

Soit n € N* et E = R™ muni de son produit scalaire canonique avec sa base canonique By.
Soit une matrice A € My (R) telle que A2 = A.

On définit les deux endomorphismes p et q de E tels que A = Mat 5, (p) et AT = Mat 5,(q).
a. Montrer que V(x,y) € E2, (p(x)|y) = (x]q(y)).

n
b. Soit B = (v1,---,vn) une base orthonormée de E. Montrer que Tr (qop) = > |[p(vi)||*.
k=1

c. Montrer que si p est un projecteur orthogonal, Tr (qop) = Tr (p).
d. Dans le cas général, montrer que Tr (qop) = Tr (p).
e. Montrer que Tr (qop) = Tr (p) <= p est orthogonal.

13.116 | Mines PSI 2023 Paul Bats II
1
Soit n € N* et E = R,y [X] qu’on munit du produit scalaire (A,B) — (A|B) = fo A(t)B(t)dt.

1
Pour P € E, on définit le polynéme u(P) par u(P)(x) = fo (x +t)™P(t)dt.
a. Montrer que u est linéaire et a valeurs dans E.

b. Montrer que u est autoadjoint.

c. Montrer que u est bijectif.

13.117 ) Mines PSI 2023 Antoine Campos II

Soit n € N* et S € My (R) une matrice symétrique. on suppose que les valeurs propres de S comptées avec

leur ordre de multiplicité se trouvent sur la diagonale de S.

Montrer que S est diagonale.

13.118 | Mines PSI 2023 Juan Dupierris 11

E désigne un espace euclidien de dimension finie non nulle.

a. Montrer que si p est une projection orthogonale, alors p est symétrique.
Soit p, q deux projecteurs orthogonaux.

b. Montrer que p o q o p est symétrique.
c. Montrer que (Im (p) + Ker(q))* = Im (q) N Ker(p).

d. Montrer que p o q est diagonalisable & valeurs propres dans [0;1].
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13.119 | Mines PSI 2023 Fares Kerautret I

1 3 0
On considére la matrice A= | 3 -2 -1
0o -1 1

a. Donner tous les sous-espaces de R3 stables par A.
b. Quelle est la structure de C(A) = {M € M3(R) | AM = MA} 7 Déterminer sa dimension.
c. Quelles sont les matrices M € M3(R) (resp. M € M3(C)) telles que M? = A ?

Mines PSI 2023 Nathan Roy 1I

Soit n € N* et A € M (R) une matrice symétrique.

a. Montrer que : A positive <= 3B € M, (R), A = BTB.

b. Montrer que : A définie positive <= 3B € GL,(R), A = B'B.

c. On suppose A définie positive, montrer que N : X > VXTAX définit une norme sur R™.

13.121 | Mines PSI 2023 Elae Terrien 11

Soit n € N* et (A,B) € (GLn(R))?, on dit que A ~ B s'il existe une matrice Q € O(n) telle que A = QB.
Soit M € GL,(RR) une matrice inversible.
a. Montrer qu'il existe S € S} T(R) telle que M ~ S.

b. La matrice S est-elle unique ?
13.122 | Mines PSI 2023 Antoine Vallade II

Soit E un espace euclidien et f : E — E telle que ¥(x,y) € E%, [|[f(x) — f(y)|| = [|x —y]|.
On veut établir qu’il existe un unique couple (u,g) € E X O(E) tel que (P) : Vx € E, f(x) = u+ g(x).
a. Soit f : RZ — R telle que f(x,y) = (1 —y,3 + x). Trouver I'unique couple (u,g) € E x O(E) tel que
(P) : WEE, f(v)=u+gH).
b. Si (u,g) € E x O(E) vérifie (P), donner des expressions de u et g en fonction de f.
c. Siu€Eet g:E— E ont les expressions trouvées a la question précédente, montrer que :
(1) ¥x € E, f(x) =u+ g(x).
(it) Y(x,y) € B2, (9(x)lg(y)) = (x|y).
(ii) g € O(E).

13.123 | CCINP PSI 2023 Hugo Delval 1

Soit Dy (R) l'ensemble des matrices M = (myj)1<ij<n de Mn(R) telles que Sp(M) = {my1, -, mnn}

(valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité).

1 2 3 ---0mn
) 1 e
0 1 2 .. .
OnposeA=|: "~ - - ! |etB= .
: : -2 1 e
0 -+ oo 0 1

On note Sy (resp. An) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de My (R).
a. Les matrices A et B sont-elles dans Dy, (R) ?

b. L’ensemble Dy (R) est-il un sous-espace vectoriel de M (R) ?

. Montrer que si M € Dy, (R) est symétrique, alors M est diagonale en considérant Tr (M?).
d. Déterminer D (R) N A,.

[¢]
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13.124 | CCINP PSI 2023 Pierre Dobeli III

Soitn >2et Jn = (U]gi,jgn S MH(R)
a. Justifier que J,, est diagonalisable.

b. Diagonaliser J,, trés rapidement.

13.125| X PSI 2024 Jules Campistron I
D4 a

a. Soit a,A1,A2,D1,D> des réels tels que A7 > Ay et D7 > Dj. Soit A = ( . D > € M2 (R) dont les
2

valeurs propres sont A1,A2. Montrer que A1 +A2 = Dq + Dy et Ay > Dj.
b. Réciproquement, soit A € M>(R) symétrique dont les deux valeurs propres sont A7 > A et soit D1,D;

des réels tels que Ay +A2 = D1 + Dy, D7 > Dy et A > Dy. Montrer qu’il existe a € R tel que les matrices
A et (D1 ¢ ) soient orthosemblables.
a Dy
13.126 | ENS Cachan PSI 2024 Tiago Genet

Soit (E, (.|.)) un espace euclidien de dimension d > 2. Pour u € E unitaire et a € R, soit fq : x = x+ a(x|u)u.

a. Montrer que V(a,b) € R?, fq 0 fp = fatbiba-

b. En déduire que fq o fp = fp, 0 fq.

c. Montrer que Va € R, Vp € N, f§ = f(qj1)p_1.

d. Montrer que fq est inversible si et seulement si a # —1.

e. Montrer que f, est autoadjoint pour tout réel a.

f. Montrer que f, est une isométrie si et seulement si a =0 ou a = —2.
Question supplémentaire :

- 80it (An)nen une suite d’événements disjoints, montrer que 1111 (An) =0.
n—+oo

Centrale Maths1 PSI 2024 Axel Corbiere
Soit E un espace euclidien dont on note ||.|| la norme euclidienne associée au produit scalaire (.|.) et f un
endomorphisme de E. On dit que f est une contraction si Vx € E, [|f(x)|| < ||x||.
a. Si f est autoadjoint, montrer I’équivalence entre des deux assertions suivantes :
(i) f est une contraction.
(ii) VA € Sp(f), |A] < 1.

b. Soit P € R[X], montrer que si f est autoadjoint et x € E, ||P(f)(x)|| < ( Sup (|P(?\)|)>Hx||

AESP(f)
13.128 ) Centrale Maths1 PSIT 2024 Nathan Jung
Soit E un espace euclidien de dimension p > 1 dont on note (.|.) le produit scalaire et ||.|| la norme
euclidienne associée. Soit u un endomorphisme autoadjoint de E dont on note A7 < --- < A, les valeurs

propres. On note enfin S = {x € E | ||x|| = 1} la sphére unité de E.
a. Montrer que x — (u(x)|x) admet un minimum sur S.

. M = Mi .
b. Montrer que A ’\){lelgl (u(x)|x))

c. Montrer que A; = Min ( Max ((u(x)|x))) ol &, est Pensemble des plans vectoriels de E.
Fe€, \xeSNF
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13.129 | Centrale Mathsl PSI 2024 Guillaume Leduc

Soit E un espace euclidien pour un produit scalaire (.|.), A € R*, v un vecteur non nul de E et f : E — E
définie par ¥x € E, f(x) =x — A(x|v)v.

a. f est-il un endomorphisme autoadjoint de E ?
b. Pour quelles valeurs de A I’endomorphisme f est-il une isométrie vectorielle 7
c. On suppose que f est une isométrie vectorielle, déterminer les éléments caractéristiques de f.

d. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que deux réflexions commutent.

13.130| Centrale Mathsl PSI 2024 Clément Reiner

Soit U' ={z€ C\{-1}|]z]=1} et h: C\{—1} — C définie par h(z) = 1 :Lz

a. Montrer que h réalise une bijection de C\ {—1} dans lui-méme.

b. Montrer que h induit une bijection de U’ dans iR.

c. Former une représentation de U’ dans le plan complexe.

d. Pour 8 €] — m; 7t[, représenter dans le plan complexe le point d’affixe h(e?).

On note O’ l'ensemble des matrices orthogonales de O(2) dont —1 n’est pas valeur propre et on définit

H: 0" — Mz(R) par HM) = (I — M)(I + M)~ ".

e. Justifier que H est bien définie et donner le spectre de H(M) si M € O’.

f. Montrer que H réalise une bijection entre O’ et les matrices antisymétriques de M, (R).

13.131 | Centrale Mathsl PSI 2024 Guilhem Thébault
Soit Dy (R) l'ensemble des matrices M = (my,j)1<i,j<n de Mn(R) telles que Sp(M) = {mq1, -, mnn}
(valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité) : ces matrices sont dites & diagonale propre.

On note Sy, (resp. An) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de My (R).

a. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A = (S d) soit a diagonale propre.

b. Déterminer D,,(R) N Sy,.

c. Trouver D, (R) N A,.
nn+1)

d. Montrer que si un sous-espace F de My (R) vérifie F C Dy, (R), alors dim(F) < 7

Mines PSI 2024 Jules Campistron I
Soit X #0 € R™ et ® : My, (R) — R définie par ®(M) =< MX, X >.
a. Déterminer ®(M, (R)).
b. Déterminer (0 (R)).

13.133 | Mines PSI 2024 Armand Dépée 1

On définit la suite (fn)nso par fo =0, f1 =1 et Vn € N, f 42 = fny1 + fn. Pour un entier n > 2, on note
An = (firj—2)1<i,j<n € Mn(R).

a. Exprimer Aj, Az, A4.

b. Pour n > 2, quelle est la multiplicité de 0 pour A, .

c. Montrer qu’il existe deux valeurs propres de A,, non nulles a,, et ., telles que oy < 0 < By

d. Quelle est la nature de la suite (an)n>2 ? Et de (Bn)n>2 7
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13.134 | Mines PSI 2024 Valentine Girard II
Soit n € N*, trouver les matrices M € M, (R) telles que MTMMT = 1,,.

13.135 | Mines PSI 2024 Antoine Métayer [

1
Soit n € N* et E = R, [X]. Pour (P,Q) € E?, on pose < P,Q >= fq P(t)Q(t)dt. Si A # 0 € E, on définit

I’application fo qui & un polynéme P € E associe le reste de la division euclidienne de P par A.

a. Montrer que < .,. > définit un produit scalaire sur E.

b. Montrer que fa est un endomorphisme de E.

c. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur A pour que fa soit un projecteur orthogonal.

d. Trouver tous les polynéomes A tel que fao est un projecteur orthogonal si n = 3.

13.136 | CCINP PSI 2024 Yasmine Azzaoui II

Soit n € N* et A € My (R) telle que A et AT commutent.
a. Montrer que Ker(A) = Ker(AT).

b. Montrer que Ker(A) et Im (A) sont supplémentaires orthogonaux.

c. En déduire qu'il existe r € [0;n] et P € O(n) tels que A = PBPT avec B = (0 0 ) et U € GL,(R).

0 u
13.137 | CCINP PSI 2024 Romane Mioque I

Soit M € Mz (R) telle que MTM = MM T et M? + 21, = 0.

a. La matrice M"M est-elle diagonalisable ?

b. Montrer que Sp(M™M) C {-2,2}.

c. Montrer que si A € Sp(MTM), alors A > 0. En déduire Sp(MT™M).

d. Montrer que 1 M est orthogonale.
q V2 2

e. Quelles sont les matrices M € M;(R) telles que MTM = MM T et M? + 21, =0 ?

13.138 | Mines-Télécom PSI 2024 Mattéo Aumaitre II

Soit S € My (R) une matrice symétrique définie positive, X € My 1 (R) un vecteur colonne non nul et la suite
skx
e
[S*X]|

Montrer que la suite (Yy)ken converge vers un vecteur propre de S.

de vecteurs colonnes (Yy)xen définie par Vk € N, Yy =

13.6 Officiel de la Taupe|
OdIT 2012/2013 Centrale PSI planche 111 1

Soit 4 points A, B, C, D non coplanaires de l’espace & et P = {M ce ’(—I\/f AB ﬂ) (m A W) = 7}

Etablir que pour trois vecteurs @, vV, W de R3, ona: WA (VY AW) = (T.W)V — (T.V)W.
Pour M € &, écrire (m A W) A (c_zvf A W) 3 l’aide du produit mixte.
Montrer que P = (AB) U (CD) (la réunion des deux droites (AB) et (CD)).

OdIT 2012/2013 Centrale PSI planche 111 II

Soit la matrice M € My, (R) qui a des 0 partout sauf sur la derniére ligne et la derniére colonne ou I’on trouve
at, -+, on. Bst-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.
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13.141 | OdIT 2012/2013 Centrale PSI planche 114 I1

Soitn >3etf = 27 Calculer le déterminant de la matrice A + In, ot A = (ai,j)1<ij<n € Mn(R) avec
n

aij = cos ((1 + j)e). On pourra s’intéresser au rang de A et a ses éléments propres.

13.142 | OdIT 2013/2014 Centrale PSI planche 134 II

-1 2 2
a. Donner les éléments géométriques associés a la transformation s de matrice A = a2 1 2

2 2 -1
b. Déterminer r, rotation d’axe dirigée par k unitaire et d’angle 8 €]0; 2xt, telle que sor =ros.

c. Méme question avec I’hypotheése supplémentaire Tr (1) = 0.

13.143 | OdIT 2013/2014 Mines PSI planche 192 1

Pour M matrice symétrique réelle d’ordre n, définie positive, et C € R™, on définit la fonction f, sur R™
par fn(x1, -, %n) = 'XMX + 2*CX ot X est le vecteur de coordonnées (x1, -+, %n ).

Trouver le minimum de f,, sur R™. Montrer que si A et B sont symétriques réelles d’ordre n définies positives
alors A + B est inversible. Trouver Inf{'*XAX + 'YBY | X + Y = Z} en fonction de Z fixé dans R™.

OdIT 2013/2014 Mines PSI planche 202 1

On note x1,--+,xp des vecteurs unitaires d’'un espace euclidien E de dimension n < p. On suppose que si
i #j, la distance ||x; — x;j|| = d > 0 est constante. Exprimer d en fonction de p et en déduire que p =n +1
(on pourra utiliser la matrice de coefficients égaux a (xi|x;j)).

13.145 ) OdIT 2013/2014 CCP PSI planche 242 I1

Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien E muni d’une base orthonormale B = (eq,- -, en). Montrer

n
que Tr (f) = > (f(ex)|ex). Sif est autoadjoint et ses valeurs propres positives, montrer : Vx € E, (f(x)|x) > 0.

=
Soit f, g deux endomorphismes autoadjoints dont les valeurs propres sont positives, montrer : Tr (fog) > 0.

13.146 ) OdIT 2013/2014 E3A PSI planche 286 II

Soit (a,b) une famille libre d’un espace euclidien E.

a. Montrer que f(x) = (a|x)b — (b|x)a définit un endomorphisme de E.

b. Est-ce un automorphisme ? Est-il diagonalisable ?

13.147 | OdIT 2014/2015 X-Cachan PSI planche 60
On munit R™ de son produit scalaire canonique et on note S;: I'ensemble des endomorphismes symétriques
définis positifs : V(x,y) € (R™)?, (u(x)|y) = (xJu(y)) et (u(x)|x) >0 si x # 0.
a. Montrer que u € $}+ = (u € GL(E) et u™! € S} avec une bon commune de vecteurs propres).
b. Montrer que ¥(x,y) € (R™)?, (x]y)* < (w(x)|x)(u™" (y)[y)-

Pour u € 8T, on note 8;(u) = ( ‘In)f 1(u(x)\x) ou (er,---,en) est la base canonique de R™ et on pose
X|ei)=

H; = {x € R™ | (x|e;) = 1} 'hyperplan affine passant par e; et de direction Vect(e;
c. Montrer que si (u,v) € (S)% : Vi € [1;n]], 8i(u+v) = 8i(u) +8i(v). Montrer que 5;(u) =

)t

1
(u ' (ei)les)
Pour A € M, (R) et i € [1;n]], on note A; la matrice obtenue en supprimant dans A la ligne et la colonne i.
On note A la matrice de u dans la base canonique de R™.

d. Montrer que (u™'(ei)|ei) = C}leett(é\i))

det(A; + Bi) _ det(A;) | det(By)
det(A+B) ~ det(A) | det(B)”

, puis montrer que pour tout couple (A, B) associées a (u,v) € (S;+)?,

on a Vi€ [1;n],
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13.148 | OdIT 2014/2015 Mines PSI planche 161 I1

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique, on rappelle que ||X|]2 = V1XX.
a. Montrer que N(A) = Sup [|AX]|2 définit une norme sur M, (R).
[1X][2=1

b. Montrer que N(A) n’est autre que \/p(A) avec p(A) = Max |A|.
AESP(TAA)

OdIT 2014/2015 Mines PSI planche 173 1

Soit u ’endomorphisme de R? de matrice M = (2 ! ) dans la base canonique.

3 -1
Existe-t-il un produit scalaire de R? tel que u soit orthogonal ?

13.150| OdIT 2014/2015 Centrale PSI planche 242 II ~ Soit E euclidien.

a. Montrer que si f € O(E), alors det(f) = %1.

b. Que dire de f de déterminant —1 en dimension 2 ?

c. Que dire de f de déterminant 1 en dimension 3 7

d. Quel est le centre de O(E) ('ensemble des u € O(E) tels que ¥v € O(E), uov=vou) ? De SO(E) ?

13.151 ) OdIT 2014/2015 CCP PSI planche 280 IT

Soit A réelle, carrée de taille n, nilpotente d’indice p non nul, commutant avec sa transposée.

Montrer que *tAA est nilpotente et en déduire toutes les matrices vérifiant les hypothéses de 1’énoncé.

13.152 ) OdIT 2014/2015 CCP _PSI planche 289 1

1

3

Montrer que X € My (R) vérifiant X*XX = I, est inversible et symétrique. Trouver X.

153 | OdIT 2014/2015 E3A PSI planche 316 11

Soit A une matrice réelle nilpotente qui commute avec sa transposée.
Que dire de S = 'AA 7 S et A ont-elles le méme noyau ? Que dire de A ?

154 | OdIT 2015/2016 X-Cachan PSI planche 43

Autour de la propriété () : toute matrice inversible A connait une décomposition A = OS ol O est une

matrice orthogonale et S une matrice symétrique définie positive.

a. Démontrer que toute matrice symétrique définie positive est le carré d’une matrice symétrique définie
positive, puis démontrer la propriété (x).

Soit n € N*, E = R™ l'espace euclidien canonique, pour d € [1;n] on définit m sur E¢ par la relation
m(xy,---,xq) = |detg(x1,---,xq)| si (x1,---,xq) est libre dans toute base orthonormale B de l’espace F
engendré par (xi,---,xq) et m(x7,-++,xq) = 0 sinon. Soit X4 l'ensemble des endomorphismes f de E tels que
lon ait V(x1,--+,xa) € E4, m(f(x1),- -+, f(xa)) = m(x1,- -+, xa)-

b. Justifier la définition de m et montrer que toutes les applications de X4 sont des automorphismes.

c. Montrer que X4 contient les isométries vectorielles.

On choisit maintenant d < n.

d. Quels sont les endomorphismes symétriques de Xq 7

e. En déduire que X4 est 'ensemble des isométries vectorielles.

f. Déterminer ’ensemble X,,.
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13.155 | OdIT 2015/2016 Mines PSI planche 12611

A

ty o soit un produit scalaire sur R™.

Trouver une CNS sur A € 8,,(R) pour que (X,Y) =

13.156 | OdIT 2015/2016 Mines PSI planche 13011

Montrer que si A et B sont deux matrices symétriques réelles d’ordre n, telles qu’il existe p € N tel que
APt = B2PH1 alors A = B.

13.157 | OdIT 2015/2016 Centrale PSI planche 179

Montrer que, dans E euclidien, ||x +yl|| < |[x|| + |[y]|. Quand y a-t-il égalité ?
Montrer que, si U et V sont deux matrices orthogonales complexes (c’est-a-dire vérifiant *UU = *VV = 1)
telles que VX € C™, UX + VX = 2X, alors UX = VX = X.

13.158 | OdIT 2015/2016 Centrale PSI planche 184

Soit A > 0 ; montrer qu’il n’existe aucune matrice antisymétrique telle que A% = Al,,.
Donner une CNS sur A € R et sur n € N pour qu'il existe une matrice antisymétrique telle que A% = Al,.

Soit A < 0 et A antisymétrique telle que A% = Al,, ; montrer qu’il existe un réel p tel que A soit orthogonale-

ment semblable & la matrice diagonale par blocs, de blocs diagonaux (3 _OH>

13.159 ) OdIT 2015/2016 CCP _PSI planche 2341

Soit A une matrice réelle, carrée de taille n, nilpotente d’indice p et commutant avec sa transposée. Montrer

que A'A est nilpotente et en déduire toutes les matrices répondant au probléme.

13.160 ) OdIT 2015/2016 CCP PSI planche 23611

Montrer que si A est réelle, carrée d’ordre n et antisymétrique, alors ¥X € R™, 'XAX = 0.

Montrer que si B est symétrique, réelle et a toutes ses valeurs propres strictement positives, alors la matrice
A + B est inversible.

13.161 ) OdIT 2015/2016 CCP PSI planche 23811

a. Montrer que si A est une valeur propre d’une matrice A, A est racine de tout polynéome annulateur de A.

b. Déterminer les matrices symétriques réelles telles que A3 +4A = 1,,.

13.162 | OdIT 2015/2016 E3A PSI planche 26811

Soit M € O (R) de coefficients m; j.

<n< ) \mi,j\ <nd/2

Montrer que’ > my
1<ij<n

1<ij<n

OdIT 2015/2016 E3A PSI planche 2731

Soit u un vecteur non nul fixé de R3 ; donner I'image et le noyau de f(x) = w A x puis calculer f o f (on
rappelle que a A (b Ac) = (alc)b — (a|b)c).

Déterminer la matrice A de f dans la base canonique et donner A2.

Calculer f™ en fonction de « = |[u||, f et f2, puis exp(f) = > i'f“.

Comment déterminer la nature géométrique de cet endomorphisme ?
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13.164 ) OdIT 2015/2016 ENTPE-EIVP planche 2771

n
Soient n réels aj,---,an tel que > ai =1. Onposesi;=1-— ai2 et, pour i # j, si; = —aiaq;.
k=1
Trouver les éléments propres de la matrice S de coefficients s; ;.

13.165 ) OdIT 2015/2016 ENTPE-EIVP planche 2781

Montrer que si A est une valeur propre d’une isométrie vectorielle u dans E euclidien, la dimension du

sous-espace qui lui est associé est égale a son ordre de multiplicité.

13.166 ) OdIT 2015/2016 ENSEA planche 28111

1

3

1—|—6005; —0sin 2
o, 0 0
Eléments propres de M(0) = 2

, avec 0 € R*. Est-elle diagonalisable ?
—Gsiné 1—0cos=

DN

167 | OdIT 2015/2016 Télécom SudParis planche 28511

Montrer que u(x) = a Ax ot a € R3 est un endomorphisme de R3 dont on donnera le noyau et I'image.

13.168 | OdIT 2015/2016 Télécom SudParis planche 28711

Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E, de valeurs propres A\; <« < Ap.
Montrer que Vx € E, A1[[x]|? < (x|u(x)) < Anllx][?.

13.169] OdIT 2016/2017 X/Cachan PSI planche 35 abordable dés la 1°"¢ année

1

3

Soit D = diag(dy,...,dn) € Mn(R) avec dj,---,d, des réels distincts deux a deux. Etudier I'image de
l’endomorphisme ¢ de My, (R) défini par ¢(X) = DX — XD.

Soit trois réels u, v, w ; montrer qu’il existe un réel x tel que : wcos? x 4+ vsin?x + wsinxcosx = LV,

2
Montrer que V(x,y,z) € R3,

z— %H‘ < Max(|z — x|, |z — y|) avec égalité si et seulement siy = x.

On suppose que (1) : VA € M, (R), 3P € 0 (R), PAP™! a tous ses coefficients diagonaux égaux.
Montrer que Tr A = 0 si et seulement si I(X,Y) € Mn(R)?, A = XY — YX.
Montrer que la propriété (1) est vraie dans le cas n = 2. On note § l'application définie sur M, (R) par

§(M) = Max |mii—m;;|. Montrer que si A € Mu(R), leréel Min §(PAP~') existe.
1<i,j<n ’ ’ PeOn(R)

Montrer que si §(A) > 0, P € O, (R), §(PAP~T) < §(A) (on pourra faire une récurrence sur n) et conclure.

.170 | OdIT 2016/2017 Mines PSI planche 1041

Donner la définition d’un projecteur orthogonal d’un espace E euclidien. Soit p et q deux projecteurs
orthogonaux de E ; montrer que le polynéme caractéristique de uw = p + q est scindé dans R[X].
Montrer que toutes les valeurs propres de u sont dans [0;2]. Déterminer Keru et Ker (uw — 2id ¢).

13.171 ) OdIT 2016/2017 Mines PSI planche 10611

1

3

Soit E euclidien et uw € £(E), montrer que u est une homothétie si et seulement s’il commute avec tout
automorphisme orthogonal de E.

Existe-t-il toujours une base canonique dans un espace vectoriel 7 Si oui, y en a-t-il une seule ? Plusieurs ?
Une infinité ? Si u commute avec toutes les symétries par rapport a un hyperplan de E, qu’en déduit-on ?

172 OdIT 2016/2017 Mines PSI planche 11211

On note S, (I) Pensemble des matrices symétriques réelles de taille n dont les valeurs propres sont dans

I'intervalle non vide I. Montrer que VS € S (R), VX € R™, ()\ Agli?s))\)tXX < TXSX.
esp

Montrer que Sy, (I) est une partie convexe de Sy (R).
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13.173 ) OdIT 2016/2017 Mines PSI planche 12011

Montrer qu'un endomorphisme symétrique s d’un espace euclidien est p-lipschitzien ssi ses valeurs propres
sont de module au plus égal a p. Dans le cas général, montrer que seul un sens de I’équivalence est vrai.

13.174) OdIT 2016/2017 CCP PSI planche 20611 abordable dés la 127 année

Pour a # O dans E euclidien, déterminer les « € R pour lesquelles u(x) = «(x|a)a — x est une isométrie.

OdIT 2016/2017 CCP PSI planche 213]

2 2 -1
Reconnaitre I’endomorphisme f représenté par A = 1 1 —2 —2 | dans une base orthonormale.
-2 1 -2

13.176 | OdIT 2016/2017 CCP PSI planche 2161

Pour n > 3, on cherche & déterminer les matrices symétriques réelles de taille n telles que A3 +4A2 +5A = 0.
Montrer que A est diagonalisable et que ses valeurs propres sont racines d’un polynéme de degré 3 ; conclure.

OdIT 2016/2017 CCP PSI planche 21711

a. Déterminer un polynéme annulateur de A réelle, non nulle, carrée de taille 2 et telle que A2 = AT.

b. Déterminer Sp(A) §’il contient 0. Montrer que A est alors orthogonalement semblable & D = <(1) g)

c. Déterminer Sp(A) si A n’a pas de valeur propre réelle. Que peut alors valoir A ?

OdIT 2016/2017 CCP PSI planche 21911

Montrer que A carrée, d’ordre n, réelle, est symétrique a valeurs propres positives, si et seulement s’il existe
une matrice B telle que A = 'BB.

OdIT 2016/2017 EIVP PSI planche 24611

Si ¢ est un endomorphisme symétrique de E euclidien, comparer Sup ||d(u)|| et Sup |(p(u)|u)l.
[ull= ul|=

OdIT 2016,/2017 ENSEA PSI planche 2501

Reconnaitre I’endomorphisme f de R™ représenté dans la base canonique par la matrice M dont les coefficients
diagonaux valent 1 — 1 et tous les autres — 1. Donner les éléments propres de f.
n n

n
Exprimer f(x) pour tout x (on pourra introduire u = »_ ej).
i=1

13.181 | OdIT 2017/2018 X-Cachan PSI planche 39

On note E ’ensemble des fonctions f continues de R dans R telles que f ® 2 existe.

+oo
Montrer que [f, g] f t)dt munit E d’un produit scalaire.

o0
Soit (on)nen+ € EN ) et, Y€ N*, Qn = ((01]95)) ¢ j)eprinzg € Mn(R).

On suppose qu'’il existe r € N* tel que Q; soit inversible.

Montrer que la plus petite valeur propre de Q; est strictement positive.

Montrer que @41 € Vect(@1,- -+, @) si et seulement si Q41 est non inversible.

On suppose que pour tout (i,j, k) € (N*)? x N, (@itx|@j+k) = (9i|9;) et Q.41 non inversible.
Montrer que pour tout n € N* @, € Vect(@1,--+, @r).
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13.182| OdIT 2017/2018 Mines PSI planche 1151

Dans E euclidien, on note ST(E) ’ensemble des endomorphismes symétriques & valeurs propres positives.

Montrer que, si f € ST(E), E = Kerf @ Imf, que Jh € ST(E), h? = f.
Montrer que si (f,g) € (ST(E))?, alors on a Ker(f + g) = Kerf N Kerg et Im (f + g) = Im f + Im g.

13.183 | OdIT 2017/2018 CCP PSI planche 2081, abordable dés la premiére année

n n
a. Calculer S, = = >~ cos(k0) et T, = = > sin(k®) pour 8 # 0 [rn], puis donner leur limite en +oo.
k=1 k=1

S =

1
n
] n
b. On note r une rotation d’angle 8 en dimension 2 ou 3. Calculer, pour x € E, lim — Y r*(x).
n—+o0o N 3
c. Montrer que si u est une isométrie de E euclidien, Ker(u — idg) et Im (u — id g) sont supplémentaires et

n
orthogonaux. Calculer lim 1 k(x).
rthogonaux urnﬁnroonkz::]u(x)

13.184 | OdIT 2017/2018 CCP PSI planche 21311

Montrer que si A € My (R), non nulle, vérifie A3 + 9A = 0, ses valeurs propres possibles sont 0, 3i et —3i ;
est-elle diagonalisable dans M, (C) ? Dans My (R) ?

Montrer que A n’est pas inversible pour n impair. Montrer que A ne peut pas étre symétrique.

13.185 | OdIT 2017/2018 E3A PSI planche 2431

Montrer que M € My, (R) symétrique vérifie ¥X € R™ \ {0}, *XMX > 0 si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont réelles et strictement positives. Montrer alors que M est inversible et que M~ vérifie la méme
propriété.

Montrer que si A et B vérifient cette propriété, A + B est inversible.

Trouver I’ensemble des couples (A, B) de la question précédente tels que (A +B)~' = A~" + B~

13.186 | Compléments OdIT 2017/2018 Mines PSI planche 15311

Soit E euclidien de dimension n, u un endomorphisme de E tel que V(x,y) € E2, (u(x)ly) = —(x|u(y)).
A 0 - 0
Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle u a pour matrice
: Ay 0
0 ... 0 On_2k

aj 0

oﬁAi<0 ai) et a; € R*.

13.187 | Compléments OdIT 2017/2018 Centrale PSI planche 310

Soit E euclidien de dimension n > 1, B = (e, -, en) une base orthonormale de E et p un projecteur de E.
a. Questions de cours : qu’est-ce qu’un espace euclidien 7 quelles sont les particularités d’un projecteur ?
qu’est-ce qu’une base orthonormée ?

b. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si c’est un endomorphisme symétrique (c’est-
a-dire que V(x,y) € E%, (x[p(y)) = (p(x)|y))-

n
c. Si p est orthogonal, que vaut 3" ||p(ex)||* ?
k=1

Soit p* I'endomorphisme dont la matrice dans la base B vaut *A si A = Mat ¢ (p).
d. Montrer que Y(x,y) € E%, (p(x)ly) = (x[p*(v))-
e. Montrer que Ker(p* op) = Ker(p).
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13.188 | Compléments OdIT 2017/2018 CCP _PSI planches 4341 et 4361

A € Mn(R) a une valeur propre réelle v associée au vecteur propre X. Montrer que S = %(A +' A) est

diagonalisable et que ses valeurs propres sont réelles ; on les notera A1 < ... < A,,. Montrer que A} < v < Ay
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