SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 13
ENDOMORPHISMES DES
ESPACES EUCLIDIENS

[13.1 Groupes orthogonauxj

Seul = compte : soit x € E, A € R : [[f(Ax) — Af(x)[|? = |[f(Mx)]|* — 2A(f(Ax)[f(x)) + A?||f(x)||* mais par

hypothise [[F(0x)|[2 = A2[[x] 2, (FAwI(x)) = (hxlx) = Allxl [ et [[£(0]I2 = [Ix][2 done [[f(h) — Af(x)[12 = 0 et
f(Ax) = Af(x). On fait de méme pour montrer que si (x,y) € E2, on a f(x +y) = f(x) + f(y).

On peut aussi dire que si B = (eq,--,en) est une bon de E, alors B’ = (f(e1),-- -, f(en)) est aussi une bon
n n
et donc f(x) = > (f(x)[f(ex))f(ex) = > (x|ex)f(ex) ce qui prouve la linéarité de f.
k=1 k=1

a. u € O(E) < (V(a,b) € E4, (u(a)lu(b)) = (alb)) <= A € 03(R) car B est une bon. Si A € R est

une valeur propre de u : ||u(x)|| = ||Ax]| = ||x|| avec x # Og donc |A] = 1. Si u est diagonalisable, u est une
symétrie orthogonale : I'identité, une réflexion, un demi-tour ou la symétrie centrale.

b. A est orthogonale, symétrique de trace —1 donc u est le demi-tour autour de Vect((l, 1,0)).

c. La matrice I3 est dans G, le caractere ”coefficients entiers” se conserve par produit et par inverse (car
A~T ='A si A € G), le caractere orthogonal aussi. Une telle matrice A € G ne peut contenir que des 0, des
1 ou des —1. Il faut choisir la permutation des vecteurs de la base canonique : 6 choix, et les signes dans
chacune des 3 colonnes : 23 choix. Ainsi : card (G) = 48.

d. Le sens direct est évident. Réciproquement, si u(S) = S, comme u(£1,+1,£1) = (£1,£1,£1), on a
2u(er) =u(1,1,1)+u(1,=1,—-1) = (£1,£1,+1) 4+ (£1,£1,41) donc u(e;) est & coordonnées entieéres ; méme
chose pour u(ez) et u(esz) donc A € M3(Z). Si par exemple aj 1 <0, aj 2 > 0 et aj,3 < 0, en calculant
u(—1,1,—1), on trouve que |a1,1| + |a1,2| + |a1,3] =1 ; ceci impose qu’une seule des 3 valeurs soit 1 et les
deux autres nulles. C’est vrai dans les lignes donc aussi les colonnes (u inversible car de rang 3) : on trouve
que A € G. Les rotations de G sont au nombre de 23 : 9 autour de ’axe qui traverse deux faces opposées de
C (3 pour le choix des faces et angle :I:% ou 7), 6 demi-tours autour des axes joignant deux milieux d’arétes

opposées et 8 autour de l'axe joignant 2 sommets opposés de S (4 choix d’axe et angle :l:z?”)

[13.2 Isométries du plan ou de I’espace]

YAA = I3 et det(A) = 1 donc t est une rotation car la base canonique est orthonormée : c’est la rotation

autour de l'axe orienté par le vecteur e + e3 et d’angle %

YAA =13 et det(A) = 1 donc r est une rotation car la base canonique est orthonormée : c’est la rotation

autour de I'axe orienté par le vecteur e + ez et d’angle %



Colonnes de A normées : V(i,j) € [1;n]?, [ai;| <T= Y Ja;l> X a2 =n

1<ij<n 1<ij<n

, N . o 2 2 RIS

De plus, d’aprés CAUCHY-SCHWARZ : Z lag;] < Z ag; Z 14 = ny/n. On a égalité a
1<i,j<n 1<i,jsn 1<i,jsn

gauche si et seulement si la matrice ne contient que des 0, des 1 et des —1 (donc & peu prés une matrice
de permutation) et on a égalité a droite si et seulement si tous les coefficients de la matrice sont égaux en
valeur absolue : ce sont (& un facteur pres) des matrices de HADAMARD qui n’existe que si n = 0 [4].

n
> aij = > (vj|v) otrvj représente le vecteur dans la colonne j et v = (1,---,1). Alors, d’apres CAUCHY-
1<ij<n j=1
)

V est la colonne ne contenant que des 1,

n
SCHWARZ : (Z] Vj
]:

n
<[l
j=1

‘ < V]| = [Ju()|| x [[v]| = |[v]|?> = n si u canoniquement associé & A. Si

= |*"VAV| = |(V|AV)]| est plus direct.

> aiyj

I<i,jsn

NS THIPEN . . I 0
On peut avoir égalité a gauche pour n = 2p pair en prenant par exemple la matrice par blocs < (1; I ) !
Iy

-1 1 1 1

On peut avoir égalité a droite si par exemple A = % : o1 g
1

a. u e O(F) <= (V(a,b) € E2, (w(a)lu(b)) = (alb)) <= A € O3(R) car B est une bon. SiA € R est

une valeur propre de u : |Ju(x)|| = |[|Ax]| = ||x|| avec x # 0 donc |A] = 1. Si u est diagonalisable, u est une
symétrie orthogonale : I'identité, une réflexion, un demi-tour ou la symétrie centrale.

b. A est orthogonale, symétrique de trace —1 donc u est le demi-tour autour de Vect((], 1,0)).

c. La matrice I3 est dans G, le caractere ”coefficients entiers” se conserve par produit et par inverse (car
A~T ='A si A € G), le caractere orthogonal aussi. Une telle matrice A € G ne peut contenir que des 0, des
1 ou des —1. Il faut choisir la permutation des vecteurs de la base canonique : 6 choix, et les signes dans
chacune des 3 colonnes : 23 choix. Ainsi : card (G) = 48.

d. Le sens direct est évident. Réciproquement, si u(S) = S, comme u(+1,4+1,4+1) = (£1,41,41), on a
2u(er) =u(1,1,1) +u(1,=1,-1) = (£1,£1,+1) + (£1,£1,+1) donc u(ey) est & coordonnées entieres ; méme
chose pour u(ez) et u(ez) donc A € M3(Z). Si par exemple a1 <0, aj2 > 0 et aj 3 < 0, en calculant
u(—1,1,—1), on trouve que |aj1| + |ai,2| + |as,3] =1 ; ceci impose qu’une seule des 3 valeurs soit +1 et les
deux autres nulles. C’est vrai dans les lignes donc aussi les colonnes (u inversible car de rang 3) : on trouve
que A € G. Les rotations de G sont au nombre de 23 : 9 autour de ’axe qui traverse deux faces opposées de
C (3 pour le choix des faces et angle :I:% ou 7), 6 demi-tours autour des axes joignant deux milieux d’arétes
opposées et 8 autour de laxe joignant 2 sommets opposés de S (4 choix d’axe et angle :l:z?ﬂ)

a. Comme A est orthogonale, on a V(i,j) € [1;n]?, ai,; € —1;1[ donc |ay ;| > aizyj. Mais, comme pour

n n
jel;m]ona > aij =1,ona )y |ajj| >1et en sommant surj: > |ayj| =>n.
i=1 i=1 1<ijgn
Par l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ : Y |ayj| < > aiz’]- > 1T=ny/ncar A € 0On(R).
1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n
b. Pour qu'on ait la relation )~ |ayj| = n, il est nécessaire et suffisant d’apres la question a. que
1<i,jsn

V(i,j) € [15n]?, |ai;| = aiz,)- <= ajj = £1. Cela représente des matrices avec n —1 0 et un 1 ou un —1 par
ligne et par colonne. On choisit les signes : 2™ choix. On choisit les lignes non nulles pour chaque colonne :
n! choix. Ainsi il y a 2™n! telles matrices qui forment en plus un groupe multiplicatif (groupe des isométries
de R™ laissant globalement invariant 'hypercube : ”c’est pas faux”).

c. Pour avoir I'égalité > |aij| < ny/n dans CAUCHY-SCHWARZ, il est nécessaire et suffisant qu’on ait
1<i,jsn

une proportionnalité qui se traduit ici par le fait que la matrice A a tous ses coefficients égaux en valeur

absolue. De telles matrices s’appellent les matrices de HADAMARD.
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d. On pose X le vecteur colonne ne contenant que des 1, alors Y. ajj = *XAX donc par I'inégalité de

1<ij<n
CAUCHY-SCHWARZ, on a ‘ > ay;| = [(XIAX)] < |IX]||]AX]| = [|X||* = n car A est orthogonale (elle
1<ij<n
représente une isométrie) donc ||AX]|| = ||X]|.

a. On pose B = (er,---,en) €t Cq,---,Cy les vecteurs colonnes de A. On a donc 'AA = (cij)i<i,j<n
avec cqj = 'CiCj = (f(ei)|f(ej)) (car B est une base orthonormale) donc ci; = 0 si i # j car alors e; L e;.
De plus, si i # j, on a (e; —ej) L (ei + ;) car |lei]| = ||ej|| donc, par symétrie du produit scalaire :
(f(ev)|f(er)) = (f(ej)[f(e;)) et ci,i = cj,j ce qui prouve que *AA = cj 71, = «ly en posant « = c1,7. Ainsi :
V(x,y) € B2, (f(x)|f(y)) = 'X'AAY = «'XY = a(x|y) avec X = Mat 5(x) et Y = Mat 5(y).
b. On montre qu'on a I'hypotheése de I’énoncé ou directement que 'AA = 2I, de sorte que A (qui est
symétrique) est la matrice de f = hos ol h est ’homothétie de rapport /2 et s est la réflexion par rapport &

la droite D : y = (v2—1)x = tan (%) (celle qui fait un angle de % dans le sens direct par rapport & (Ox)).

13.10 a. Méthode 1 : soit les matrices respectives A et B de ces familles dans une bon B = (ej, -, en) de E.

Alors 'AA — ((ui|ui))1<i,j<p € Mp(R) et 'BB = ((Vi‘vj))1gi,jgp € M, (R). Alors, pour X € My 1(R),

AX = 0 <= [|AX]|? = 'X'AAX = 0 <= 'X'BBX = 0 <= |[BX||? = 0 <= BX = 0 donc ces deux matrices
ont méme rang (car méme noyau).

P 2 2
Méthode 2 (mais en fait la méme) : pour (A1,--+,Ap) € RP, > Aaug = 0 <= || 3 hawi||” = 0 <=
k=1 k=1
P 5 P
Z ?\iAj(ui|uj):O<:> Z 7\1?\j(v1|v]-)20<:> H Z )\kaH =0+ Z Axvik = Og.
1<ij<p 1<ij<p k=1 k=1
b. Supposons, quitte & réordonner les vecteurs, que (uq,---,u;) est libre. Alors comme & la question a.,
on montre que (vi,---,v;) est libre. De plus, pour k € [r + 1;n]), comme il existe (A,---,A;) € R" tel que
T T 2 T 2 T
we = > Ajuj alors |[vic — > Ajvj ’ = Huk - > Ny H d’apres les hypothéses donc v = Ajvj.
j=1 j=1 j=1 j=1
e Sitr=mn, B = (ur, --,un) est une base de E et en posant f 'unique endomorphisme de E tel que

Vk € [[1;n], f(ux) = vk, f conserve la norme (en décomposant les vecteurs dans la base B’) donc f € O(E).
D’ailleurs f est unique & vérifier ces hypotheses et elle vérifie bien Vk € [[1;p], f(ux) = vk (méme si p > n).

e Si r < n, on compleéte la famille libre (uq,---,u;) (resp. (vi,---,vy)) est une base B’ = (uy,---,un) (resp.
B"” = (v1,-++,vn)) telle que (uri1,---,1n) (resp. (Vyi1,--+,vn)) soit une BON de Vect(uq,---,u;)* (resp.
Vect(vi, -+, v;)1). Soit f I'unique endomorphisme de E tel que Vk € [1;n], f(uy) = vk, alors f conserve la

norme (en décomposant les vecteurs dans la base B’) donc f € O(E) et vérifie encore bien la condition voulue.
c. Sir < n on peut changer le signe d’une image pour avoir f directe.

Sir=net (w1, -, un) et (vi,---,vn) d’orientation différente, on ne peut pas imposer f directe.

d. On peut vérifier que ¥(i,j) € [1;3]%, (wiluj) = (viJvj). L'unique f € O(E) qui vérifie les conditions est

une rotation car les familles sont directes. On a f(1,0,0) = %(f(uz) + f(uz) — f(u1)) = %(2, —1,2), puis

£(0,1,0) = %(2,2,—1), £(0,0,1) = %(— 1,2,2). f : rotation d’axe D orientée par n = (1,1,1) et d’angle —g.

a. Si A€ An(R) et si A € C est une valeur propre de A, alors il existe X € Mn,1(C) tel que X # 0 et
AX = AX. Alors 'XAX = AtXX = A[|X[|? or tXAX = —'X*'AX = —'X'AX = Y(AX)X = *(AX)X = A|X||? car A
est réelle. Ainsi (A +A)||X||> =0 or X # 0 <= ||X||*? #0 donc A+ A=0<= A€ iR : Sp(A) CiR.

b. Soit A € An(R), comme —1 n’est pas valeur propre de A d’apres la question a., la matrice I, + A est
inversible donc M = (I,, — A)(I, + A)~! existe bien. Ainsi, ¢ est bien définie.

De plus, 'MM = Y((In = A)(In + A) ") (In —A)(In +A) ' = (In —A) " (In + A)(In —A)(In +A) " =1,
car I, + A et I, — A commutent donc M € O (R). Ensuite, M+ 1,)(In —A) =In + A+ 1, — A =2I,, est

inversible donc M + I,, I'est aussi et on en déduit que —1 n’est pas valeur propre de M. L’image de ¢ est
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bien incluse dans 'ensemble {M € O (R) | —1 ¢ Sp(M)}.

e Soit (A,B) € (An(R))? tel que @(A) = @(B), alors comme les matrices I, — A et (I, +A)~" commutent, il
vient : (In —A)(In+A)"" = (I, +A) " (In—A) = (I —B)(In +B) ™! <= (I, —A)(In +B) = (I, +A)(I, —B)
qui est encore équivalent a A = B en développant : ¢ est injective.

e En résolvant I'équation M = (I, — A)(I, + A)~! pour A € A,(R) et M € O, (R), on a successivement
M(Ip+A)=Ip —A <= (In+MA =TI, —M <= A = (I, + M)~ (I, — M) si —1 & Sp(M).

Ainsi, si M € O, (R) et —1 ¢ Sp(M), on pose A = (I, + M)~ (I, — M) (qui existe) et on vérifie que A est
antisymétrique. En effet, *tA = *((In + M) (In = M)) = (In — M) (In + M) = (I, =M )(I,, + M)
donc *tA =M T (M-I, M(M+1,)"" = — (I, +M) " (I, —M) = —A (tout commute) : ¢ est aussi surjective.
Au final : ¢ réalise une bijection de An(R) sur {M € On(R) | —1 ¢ Sp(M)}.

$2 — 20 o o
13.12)a. Comme a? +b2+c? = (a+b+c)? —2(ab+ac+be) = $2—20, 'MM = o s — 20 o
o o $2 20

Par conséquent M € O3(R) < (6 =0et S? —20=1) <= (6 =0et S =1) < (c=0et S € {~1,1}).

b. On commence par 'opération C; +— C; 4+ C2 + C3, ce qui permet de factoriser a + b + ¢ dans la

1 b ¢
premiere colonne et d’avoir det(M) = (a+b+¢c)|1 a b|. Puisly +— L —Lj et L3 «— L3 — Ly et
1 ¢ a

1 b c
onadettM) = (a+b+c)|0 a—b b—c|=(a+b+c)((a—Db)(a—-c)+ (b—c)?) qui se simplifie en
0 ¢c—b a—c
det(M) = (a+b+c)(a? + b2 +c% — (ab + ac + be)) = S — 30S. Ainsi, on a I'équivalence :
M € SO3(R) <= (M € 03(R) et det(M) =1) <= (0 =0et S=+let S3=1) <= (c=0et S=1).
c. Lestéels a, b et ¢ sont les racines de P = (X—a)(X—b)(X—c) = X3 —(a+b+c)X?>+(ab+bc+ac)X—abe (R).
(=) Si M € SO3(R), posons k = —abe, alors P = X3 — $X2 + 0X + k = X3 — X? + k d’apres la question b..

Soit la fonction f : t = t> — t? + k, comme '(t) = 3t? — 2t = 3t (t — %), la fonction f admet un maximum

local en 0 ou f(0) = k et un minimum local en % ol f(g) =k—2% Tlest impossible que a = b = ¢ car alors

3 27
M ne serait pas orthogonale (méme pas inversible) ; ainsi f s’annule au moins en deux réels différents (a, b

et ¢) ce qui implique que ces deux extrema locaux de f sont de signes opposés, le maximum est positif et le

minimum négatif ce qui donne k > 0 et k — % < 0, c’est-a-dire k(k — 24—7) <0etke [O; 24—7}

(<) Sl existe k € {0; 24—7} tel que a,b et c sont les racines du polynéme X3 — X? +k, alors par les relations

coefficients/racines,ona a+b+c=1=S, ab+bc + ac =0 = 0 et abc = —k avec la relation (R). L’étude
de la fonction f ci-dessus montre f s’annule trois fois sur R (éventuellement en une racine double réelle et

k=0ouk= 24—7) donc que a, b et ¢ sont des réels donc, d’apres b., la matrice M est bien dans SO3(R).

a. En notant vi,vz,v3 les vecteurs de R3 canoniquement associés aux colonnes de la matrice A, on a
Vil = (a? + b2 4+ ¢?) + a?((a? + b% + ¢?) — 1). Idem pour |[v2||* et [|v3]|* de sorte qu'en sommant
on obtient : ||vi||? + |[v2||® + |[v3]|> = 3d 4+ (d — 1)d en posant d = a? +b? +c2. Si A € O(3) alors
[[vi||? + [[va]|® + ||v3][? =3d + (d — 1)d =3 donc (d —1)(d +3) =0 d'ottd =1 car d > 0.
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Réciproquement, si a? 4+ b2 + ¢ = 1, les calculs précédents montrent que vi,vz,v3 sont unitaires. De plus,
(vi[v2) = a?(ab — ¢) + (ab + ¢)b? + (ac — b)(bc + a) = a®b — a’c + ab> + b%c + abe? + a’c — b%c — ab
qui se simplifie en (v1|v2) = a®b + ab3 + abc? — ab = ab(a? + b? + ¢ — 1) = 0 et on vérifie de méme que
(vz2]v3) = (vilvz) = 0 donc (v1,v2,v3) est une base orthonormée ce qui justifie que A € O(3).
On en déduit que A € O(3) <= a? +b% +c? =1.
b. On suppose donc que a? + b? + ¢ = 1. Alors on vérifie facilement qu’en notant k = (a,b,c) (vecteur
unitaire de R3 ) et K le vecteur colonne associé, on a AK = K donc 1 est valeur propre de A car k # 0. Si on
oriente la droite Vect(k) par le vecteur k et qu’on note 6 ’angle de la rotation A avec son axe ainsi orienté,
onaTr(A)=142cos(8) = a?+b?+c? =1donc cos(8) =0 <=6 = :i:%.

1 a? a

Si par exemple k n’est pas colinéaire & e1, [e1,Aer, k] = |0 ab+c b|=(ab+c)c—b(ac—b) =c?+b?>0
0 ac—b ¢

donc 6 = T, Ainsi, A est la rotation autour de I’axe orienté par le vecteur k et d’angle T (quart de tour).
2 2

13.14] A est symétrique, et en notant B = (v1,v2,v3) la base de R dont la matrice dans la base canonique

est A, on a [[vi]|? = |[v2]|? = [[v3]|? = 4]—9(364—94—4) = 1. De plus : (vi|v2) = 4‘—9( —12+8-6) =0,

(vilvs) = 4]—9(6 +12—18) = 0 et (valvz) = 4]—9( — 18+ 6+ 12) = 0 donc B est une base orthonormée :

A € 03(R). On a donc *tAA = I3 = A% donc A représente une symétrie qui est aussi une isométrie vectorielle

donc A est une symétrie orthogonale d’apres le cours. Comme Tr (A) =1 (ou que det(A) = —1), A est une
-2 6 =3

réflexion. Ainsi, P = Ker(A — I3) est un plan d’équation 3x —2y+z=0car A — I3 = ]7 6 —4 2 | de
-3 2 -1

rang 1. Par conséquent D = Ker(A + I3) = P+ = Vect((3,—2,1)). A “est” la réflexion de plan P.

[13.3 Réduction des endomorphismes symétriques}

13.15)a. Vx € E, [[u(x)||? = (u(x)[u(x)) = (xJu*ou(x)) < [[x|||[u*ou(x)|| < [[x||?||[u* ou|||. On a donc I'inégalité

proposée car cette inégalité est vraie pour tout x € E. Ainsi ||Jul||? < ||[u]||?||[w*|||* donc (en distinguant

selon que u = 0 ou u # 0) on arrive a [||ul|| < [|[u*|]|. On lapplique & u* : ||[[u*|]| = ||[u|]| car (u*)* = w.
Ainsi, [[[ulll® < [llw* o ulll < ([l = [lull* done [[[ull]* = [[[u*][]* = [[[u* oull].
n
b. v est symétrique donc diagonalisable dans une b.o.n. B = (eq,---,en), pour tout x = Y xxex € E, on
k=1

n n
a, en notant o = )\T\/éa?) Al =Dl [PO)]2 = 3 MexE < o Y xE = of[x|]? on a donc [[|v]|| < « et comme
€Sp k=1 k=1
— on a = M Al
eyl = o om a v = Max [A
b. Les deux premiéres questions et le fait que si u € £(E), on a v = u* o u symétrique positif.

((1) et (i1)) = (iii) : si f est une isométrie et 2 = —id alors ¥x € E, (f(x)|x) = —(f(x)[f(f(x))) car
2 = —id ¢ donc (f(x)|x) = —(x|f(x)) car f conserve le produit scalaire et on en déduit que (x|f(x)) = 0.
((i) et (iii)) = (ii) : si f est une isométrie et Vx € E, (f(x)|x) = 0, montrons que Vx € E, ||f*(x) +x||*> = 0.
Or 0 = (f(x+f(x))|x+f(x)) = (f(x) +F2(x)|[x +f(x)) = [[F(x)||* + (> (x)|x) car (f(x)|x) = (F*(x)|f(x)) = 0. Mais
[[F()[|2 = [|[F2(x)]|*> = ||x||? car f est une isométrie donc on a aussi ||f2(x)||? + (f2(x)[x) = ||x||?+ (f*(x)|x) = 0.
On somme pour obtenir |2 (x)||? + 2(f2(x)|x) + |[x||?> = |[f*(x) + x||? = 0 donc ?(x) = —x. Ainsi f? = —id¢.
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((ii) et (iii)) == (i) : si 2 = —idg et Vx € E, (f(x)|x) = 0 alors, en appliquant (iii) & x + f(x), on a
Vx € E, (f(x +f(x))|x +f(x)) = 0 <= (f(x) — x|x + f(x)) = 0 <= ||[f(x)||? — ||x||* = 0 donc |[f(x)]|| = ||x]| et f
est une isométrie car elle conserve la norme.

En dimension 2, si f est une isométrie vectorielle telle que 2 = —id g, f ne peut donc pas étre une symétrie
donc f est une rotation, et comme f2 = —id ¢, c’est une rotation d’angle 4/2 : il en existe donc deux.

En dimension 3, f2 = —id g = det(f)? = det(f?) = det(—idg) = (—=1)3 = —1 : impossible, il n’y en a pas.

13.17) a. Analyse : A = 'MM est symétrique réelle, donc M = A~ aussi, donc M3 = I,,. On pouvait aussi

écrire que si M*MM = I,,, alors *tMM*MM = (*MM)? = *M donc *M est symétrique (d’ott M aussi) comme
le carré d’'une matrice symétrique. Comme M est symétrique réelle, M est orthosemblable a une matrice
diagonale réelle D vérifiant D3 = I, donc D = I,,, soit M = I,,.

Synthese : inversement M = I,, convient. Ainsi I,, est la seule solution.

b. Analyse : de méme M = (*MM)~! est symétrique, puis M> = I, donc M annule X> — 1 scindé & racines
simples, donc M est DZ et Sp(M) C Us. Ainsi M est symétrique et DZ avec Sp(M) C {1,j,j?}.

Synthese : si M est symétrique, DZ avec Sp(M) C {1,4,j2} alors MMM = M3 = I,, donc M est solution.
On a facilement de nouvelles solutions en prenant des diagonales a coefficients diagonaux dans Usz. On peut
trouver des solutions non diagonales, en prenant M = P~ DP avec D diagonale & coefficients diagonaux dans
{1,3,i2} et P telle que P~! = *P (P € O(n) par exemple) pour assurer le caractere symétrique.

2
1 TG g

5> H0-1)
2

1 _)
SG=1) 5

Exemple pour n =2 : D = diag(1,j) et P = R4, d’olt une solution M =

n
13.18) a. On décompose X = > AXy dans une base de vecteurs propres (associés aux valeurs propres oy > 0),
k=1
n

alors AX = > ogMcXk et comme ces vecteurs propres peuvent étre choisis orthogonaux entre eux deux &
k=1

n
deux : 'XAX = 3 a|[Xi|[P=0= A = =Ay =0 = X =0.
k=1
b. On sait que rang (B) < Min(n,m) donc si m > n on a rang (B) < m donc deux colonnes de B (donc de
M) sont proportionnelles et M n’est alors pas inversible.
t
(g (])3) X (>Y<) = (g) = (AX +'BY =0et BX = 0). On multiplie la premiere équation par *X
et on obtient X = 0 d’apres 1. Alors 'BY = 0 = Y = 0 car 'B ”est injective” d’aprés le théoréme du rang.
Ainsi Ker(M) = {0} donc M inversible car on est en dimension finie.
A 0

d. On calcule et on trouve, car ‘A = A : '‘QMQ = <0 _BA-TtB

) donc, comme det(Q) = 1, on a

n
det(M) = (—1)™det(A)det(BA™''B) avec det(A) = [] o > 0 donc det(BA~'*B) # 0.
k=1

13.19| a. B et B, sont symétriques réelles donc diagonalisables, elles sont inversibles car A 1’est. De plus :

xB, (A) = det(By — Aly) = det(*AA — AlLy) = det(A(tAA - MH)A—‘) = det(B2 — Aln) = xs, (M) donc elles
ont les mémes valeurs propres. On pouvait aussi voir que si X # 0 et B1X = AX alors A'AAX = AAX avec
Y = AX # 0 car A inversible donc A est aussi valeur propre de B;.

b. On vient de voir que u canoniquement associé a A induit une application linéaire de Ex(b1) dans Ex(b2)
donc dim (Ex(b1)) < dim (Ex(b2)). Par symétrie on a I'égalité.

c. Il existe donc deux bases orthonormales B et B, de R™ telles que les matrices de by et by dans ces bases
soient D diagonale. Ainsi, il existe Py et P, orthogonales (matrices de passage de la base canonique & B ou
B,) telles que By = P1D'Py et By = P,D'P; ; alors By = UB,'U en posant U = PP, € O, (R) car On(R)
est un groupe.

13.20)a. Comme AP = 0, la seule valeur propre possible (dans C) de A est 0. Ainsi son polynéme caractéristique

ne peut valoir que xa (X) = (=1)"X™ et par le théoreme de CAYLEY-HAMILTON : A™ = 0.
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b. 'AA est une matrice réelle symétrique donc diagonalisable, et comme (tAA)p = (*A)PAP =0, on a donc
tAA = 0. Grace au produit scalaire canonique : ||A||> = (A|JA) = Tr (*AA) =0 = A =0.

c. On peut la chercher en blocs 2 X 2 et on trouve A = (0 B> avec B = <l - )

0 0 T i
13.21]a. Y(*XAX) = 'X*'AX donc 'XAX = 'XBX.

b. Comme B est symétrique, elle est orthosemblable & une matrice diagonale réelle : 3P € O(n) telle que
B = PD'P avec D = diag(A1,--+,An). En posant Y = 'PX : a'XX = a'YY < 'XBX = 'YDY < BlYY = BXX
car "P conserve la norme”. Soit maintenant une valeur propre A (donc forcément A € R) de A, alors il existe
un vecteur colonne non nul X tel que AX = AX et *X*A = A'X donc 'XBX = A'XX d’olt I'on déduit A € [«; B].

13.22] La matrice étant symétrique, elle est diagonalisable : Sp(A) # @) d’ou la définition de « et .
Si on pose Sp(A) = {A1,--+,An}, alors il existe P € O(n) telle que A = PD'P avec D = diag(A1,- -+, An). Si
n n n
X € Mn,1(R), Y = 'PX (avec des notations évidentes) : a Y yZ < 'XAX ='YDY = Y My < B > yi or
k=1 k=1 k=1

n n
3 y2 = vy = = 35
k=1 k=1
En prenant les vecteurs colonnes élémentaires Eyx, on trouve donc : Vk € [1;n]], axx € [«;B].

13.23 ] a. Si A antisymétrique vérifiait pour A € R la relation AZ = Al,, alors pour un vecteur colonne X non

nul, on aurait A2X = AX donc 'XAZX = —*X'AAX = —||AX||? = A||X||> = A'XX ce qui est impossible car
A>0et [|X]||? > 0.
b. Si A existe, on a A < 0 d’apres a. et det(A)? = A™ > 0 donc n pair si A < 0. Réciproquement, si A = 0,

0 —V=AlL

— . . — 2 . . — . Y 2 — .
A =0convientetsiA <Oetn p pair, il suffit de prendre A ( VAL 0 ) qui vérifie A ALy

La CNS est donc A =0 ou (A < 0 et n pair).

c. S est symétrique donc diagonalisable dans une bon B ce qui se traduit matriciellement par S = 'PDP
avec P € O, (R) et D = diag(A1,---,An) contenant les valeurs propres de S. Comme A antisymétrique si
et seulement si A’ = PA'P D'est, le probleme est donc lexistence de A’ antisymétrique telle que A’> = D.
Si A’ existe, Comme A et S commutent, les sous-espaces propres de D (abus de notation) sont stables
par A’ et si on écrit D = diag(Mly,, -, Amly,, ) par blocs en regroupant les valeurs propres, on a donc
A’ = diag(Af,---,AL) avec A} antisymétrique de taille rx. On se ramene & b. et la CNS (la réciproque se
fait comme au b.) : les valeurs propres de S sont négatives et si A € Sp(S) N R*, dim(Ex(S)) est pair.

13.24] On considere B = *AA alors B est symétrique définie positive d’apres le cours (B inversible car A Dest).

Alors, par le théoreme spectral, il existe U € On(R) et D’ = diag(A1,---An) avec (A1, ---An) € (RL)™ telles
que B = UD’*U. Soit u canoniquement associé & A, et B = (f1,---,fn) la base orthonormée de R™ telle
que U est la matrice de passage de la base canonique & B. V(x,y) € (R™)? (u(x)|u(y)) = (x[u* o u(y))
et Vk € [1;n], u(fi) = Axfi, donc on a (u(fi)|u(f;)) = (filu* ou(f;)) = (fi|Ajf;) = 0. Ainsi, la famille
u(fi)  u(fn) ) .
a7 Tt/ 4
est orthonormée, alors D = Mat 5 5/ (1) est diagonale et par la formule de changement de bases : A = VD'U
avec V la matrice de passage de la base canonique & B’ qui est donc aussi orthogonale.

(w(fq),---,u(fn)) est une base orthogonale (u est inversible). Définissons B’ = (

(13.4 Symétriques positifs et définis positifs|

13.25 | Initialisation : si S € 87 (R) alors S = (a) avec a > 0 et en posant T = (y/a) on a bien S = 'TT.
Hérédité : soit n > 2, supposons que cette propriété soit vraie pour toutes les matrices symétriques positives

a 'C onCeM (R) est une
C A n—1,1

matrice colonne et A € 8;,_1(R) une matrice symétrique. On cherche une matrice triangulaire supérieure T,

de taille n — 1. On décompose la matrice S (symétrique) par blocs S = (
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L . .
0 B) avec b € R, L € My, n_1(R) une matrice ligne et B € T ;(R).

L'équation S = 'TT équivaut au systéme (S) : (a = b%, b'L = C, 'LL+ 'BB = A). On aimerait donc

poser (b =+/a, L = %tC) et prouver l'existence (par ’hypothese de récurrence certainement) d’une matrice

qui s’écrit donc sous la forme T = (

triangulaire B telle que 'BB = A — 'LL. Il faut donc prouver premiérement que a > 0 et considérer les deux
cas : a > 0 et a = 0 auquel cas il faudra forcément prouver que C = 0 aussi.

La condition S ”positive” se traduit par le fait que si x € R et Y € My_1,1(R) est une matrice colonne, en
posant X = <$> € Mn,1(R), on a tXSX > 0 d’ott la relation (1) : ax? 4+ 2x'YC +YAY > 0 (car 'YC = tCY).
e Sia =0, larelation (1) avec Y = C équivaut au fait que Vx € R, 2x*CC +*CAC > 0 mais une fonction affine
qui reste positive sur R est forcément constante donc *CC = ||C||? = 0 implique que C = 0. Reprenons la

relation (1) avec Y quelconque, on a donc VY € Mu_1.1(R), 'YAY > 0 ce qui permet d’affirmer que A est
symétrique positive et I'hypothese de récurrence nous dit alors qu’il existe une matrice B € T ;(R) telle que

A = 'BB. Le systeme (S) est donc vérifié avec le choix b =0, L =0. On a bien S = 'TT avec T = (g g)

e Sia>0,onprendb=+aet L= %tC (avec (S)) et on doit trouver B triangulaire telle que *BB = A — ‘'LL.

11 suffit donc de prouver que A — 'LL est symétrique positive et d’appliquer ’hypothése de récurrence.
Posons U = A —'LL = A—1CtC et reprenouns le polynéme de degré 2 en x de la relation (7). Son discriminant
a

est donc négatif ce qui s’écrit A = 4(*YC)? — a'YAY) < 0 ce qui équivaut, comme (*YC)? = tyctcCy, a
tYCtCY — a'YAY = a(tv(lctc - A)Y) < 0. On adone VY € Mn_1,1(R), (A = Lctc)y > 0. Cest une
a a

des CNS pour que A — Tete soit positive (elle est clairement symétrique). Par hypothése de récurrence, il
a

0 B
Par principe de récurrence, on a la décomposition de CHOLESKY : VS € 8 (R), IT € TT(R), S = 'TT.

existe B € TT_;(R) telle que ‘BB =A —'LL = A — Lete. Diapres (S) 1 A =TT avec T = (b L).
a

n
13.26 a. On décompose X = > A Xy dans une base de vecteurs propres (associés aux valeurs propres ay > 0),

k=1
n
alors AX = > ogMcXk et comme ces vecteurs propres peuvent étre choisis orthogonaux entre eux deux a
k=1
n
deux : 'XAX = 3 a|[Xi|[P=0= A = =Ay =0 = X =0.

b. On sait que rang (B) < Min(n,m) donc si m > n on a rang (B) < m donc deux colonnes de B (donc de
M) sont proportionnelles et M n’est alors pas inversible.
t
(/]; ;3) X (>Y() = (8) = (AX +'BY =0et BX = 0). On multiplie la premiere équation par *X
et on obtient X = 0 d’aprés 1. Alors 'BY = 0 = Y = 0 car 'B ”est injective” d’aprés le théoréme du rang.
Ainsi Ker(M) = {0} donc M inversible car on est en dimension finie.
A 0

d. On calcule et on trouve, car 'tA = A : '*QMQ = (0 _BA-1B

) donc, comme det(Q) = 1, on a
n

det(M) = (—1)™det(A)det(BA™''B) avec det(A) = [] o > 0 donc det(BA~'*B) # 0.
k=1

13.27|On a ¢(X,Y) = ¢(Y,X) en prenant la transposée de la matrice par blocs (¢a ne change pas le déterminant) :

Y A X A
a la premiere colonne par exemple.
A est symétrique, il existe P € O, (R),

tX ty Lo e g o . .
¢ <O — (9 car A est symétrique. On a la bilinéarité par linéarité du déterminant par rapport

(A1,-+,An) avec A = PD'P, Sp(A) = {A1,---,An} C RE.

diag
0 tX 0 'y ¢ .
p) (X A) ( ) = <Y D) avec Y = 'PX. Ensuite

D
Alors calculons le produit par blocs : (



0 'y 1 0 =YDy ‘v ., . t n 5 .
(Y D)(—D_]Y )—( 0 D)dOU(p(X,X)——YDY——kX_:1)\kyk<051X7é0<:>Y7é0.

In

13.28 ] a. SiA valeur propre de S et X # 0 associé, alors SX = AX et *XSX = A||X||? = 0 donc A > 0. Réciproquement,

n
si X se décompose X = Y xxXy dans une base orthonormale de vecteurs propres de S, 'XSX = Z Akxk >0
k=1 k=1
car toutes les valeurs propres sont positives.

Il suffit de prendre le vecteur X = (0 -+ 0x{ 0 --- 0% 0 --- 0) dans ce qui précede et on & *XSX = *X'S'X’

Sji Si
b. Sirang(S) =1, d’apres le théoreme spectral, la matrice S est orthosemblable a D = diag(Tr (S),0,---,0)
(avec Tr (S) > 0 car S € S;. et S # 0) : il existe une matrice orthogonale P € O(n) telle que S = PD'P = U'U
en posant U = PX avec X = '(/Tr (S),0,--+,0) € My, 1(R).
c. Si $ = '™MM, alors pour tout X € My 1(R), on a 'XSX = *X*MMX = |[MX||?> > 0. Réciproquement, si
S € S}, par le théoréme spectral, il existe P € O(n) et D = diag(A1,---,An) avec Sp(S) = {A1,---,An} C RT
tels que S = PD'P et il suffit de prendre M = PA'P ot A = diag(v/A1,- -, VAn)-
d. 1l existe donc (M, N) € M,,(R)? tel que A = *MM et B = *NN donc, en définissant la matrice P = M'N,
onaTr (AB) = Tr (‘"MMENN) = Tr (NEMMEN) = Tr (*PP) > .
e. Comme A € S, il existe M € My (R) telle que A = *MM donc a;j = (C |C; ) ol Cy est le vecteur associé

Sii Sij N . ) : :
avec X' = t(xq xj) et 8’ = ( btooh) > d’ou S’ est positive et son déterminant aussi.

. N N Sii  Si . . .
A la k-iéme colonne de M. Grace 4 a., on a | »' "M | > 0 avec si,j = ai,j mais aussi avec si,j = by j si
Sii Si;
i S5,
+ 2 o2 (e e — 2 I ) .
B € S donc ajiajj —af; =0 et ajiajj —ap; < 0. Alnsi: (Ci|Cj)” = af; = aiiaj,; = [|Cil]|[Cj|] done Cy

et Cj sont colinéaires avec CAUCHY-SCHWARZ donc A est de rang 1.

La réciproque est vraie en remontant les arguments car alors V(1,j) € [1;n]?, ai,iaj,; — af‘j =0.

13.29] On diagonalise A = PD'P avec D = diag(A1,---,An) ot (A1,---,An) € (RL)™ et P € On(R), on pose
aussi C = 'PBP de sorte que Tr (A) = Tr (D), Tr (B) = Tr (C) et méme Tr (AB) = Tr (DC). Alors nous avons

n
Tr (DC) = Y Axck,k- Or ci,x = "ExCEg = 0 olt Ey est le k-itme vecteur de la base canonique car C est aussi
k=1

n n n

symétrique positive (& vérifier) : 0 < ( > 7\1) X ( > cj‘j) < D Akekk = 0 < Tr (AB) < Tr (A)Tr (B).

i=1 j=1 k=1

13.30) 1, + AB = A(A~" +B) donc I, + AB € GL,(R) <= A~ + B € GL,(R). Mais A~ est symétrique définie
positive comme A (valeurs propres sont les inverses de celles de A) donc, si X est un vecteur colonne non

nul, on a *X(A7! 4+ B)X = 'XA7'X + 'XBX est la somme de *XA "X > 0 et de *XBX > 0 par hypothese donc
tX(A™T 4+ B)X # 0 donc X n’est pas un vecteur du noyau de A~' + B qui est donc inversible.

13.31) Supposons qu'on ait (A +B)~' = A~ + B~ alors I, = (A +B)(A +B)"! = (A +B)(A~" +B~") donc

In =In+I.+AB '+BA~ ! donc AB~'+BA~'+1,, = 0 et en multipliant par A & droite : AB"'A+B+A = 0.
Si X est alors un vecteur colonne non nul, on a *XAB~TAX 4 'XBX + 'XAX = 0 = 'YB~'Y + 'XBX + 'XAX
car A est symétrique en posant Y = AX # 0. Or B!, B et A sont symétriques définies positives et ceci est
donc absurde. Par conséquent : (A +B)~" # A~ 4+ B,

13.32|On a ¢(X,Y) = ¢(Y,X) en prenant la transposée de la matrice par blocs (¢a ne change pas le déterminant) :

t t
t <$ })\( ) = (;.( }I ) car A est symétrique. On a la bilinéarité par linéarité du déterminant par rapport

a la premiere colonne par exemple.
A est symétrique, il existe P € On(R), D = diag(M,---,An) avec A = PD'P, Sp (A) ={A,--,An} C RY.

ty
Alors calculons le produit par blocs : (é ) ( > ( ) = ( ) avec Y = 'PX. Ensuite

0 ty 1 0 —_typy ty L
(Y D)(DIY In)_< 0 D d’ott (X, X) = YDY_—kgl)\ky 1 <0siX#0<=Y#0.
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[13.5 Exercices aux oraux des étudiants de PSIl}

13.33] a. On sait que puisque u est un endomorphisme symétrique, il existe une B.O.N. B = (x1,---,x) de
vecteurs propres associés aux valeurs propres A1 > --- > An. On constate que si x € Vect(xk, - +,%n), on
n n n
ax = Y ax donc (xu(x)) = 3 a?Ai < Ak Y. o = A||x||*. Ceci nous conduit & chercher un vecteur
i=k i=k i=k
x comme dans ’énoncé dans F, = Vect(ey,---,ex) N Vect(xk, - +,xn). Par la formule de GRASSMANN :
dim(Fx) = k+ (n — k + 1) — dim(Vect(er, -, ex) + Vect(xk, - +,xn)) = 1 car le sous espace vectoriel
Vect(eq, -, ex) + Vect(xk, -+, xn) est inclus dans E, il est donc de dimension inférieure & n. Il existe donc
un vecteur x unitaire dans Fy pour lequel on a bien, d’apres le calcul précédent : (x|u(x)) < Ak.

b. On pose B = (ey, -+, en) cette base orthonormale. Pour un entier k € [[1;n]], on pose Fi, = Vect(ey,- -, ex),
d’apres a. il existe un vecteur unitaire vy € Fx tel que (vi|u(vik)) < Ax. On complete (xx) en une B.O.N
V), -+, V_1,vk) de Fx et on recommence, il existe un vecteur vi_; unitaire dans Vect(v},---,vi_;) tel
que (vi—1[u(vk—1)) < Ax—1 etc... ce qui permet de construire une B.O.N (vi,---,vi) de Fx qui vérifie
les conditions Vi € [1;k], (vilu(vi)) < Ai. On complete enfin cette famille orthonormale en une B.O.N.
(Viy "y Vi, Wit1, -, wn) de E mais par construction (eq,---,ex, Wii1, -+, wn) est aussi une B.O.N. de
k n k n
E. Alors Tr (A) = > (eijuer)) + > (wilu(wi)) = > (vilu(vi)) + > (wilu(wi)) et on obtient enfin
i i i i=kt1

i=1 i=k+1 i=1

M=

K k
I'inégalité voulue : > (eifu(ei)) = > (viJu(vi)) <

i=1 i=1 i
13.34) a. D’apres le cours, il existe une base orthonormale directe B de R3 (adaptée a r) telle qu'en notant

10 0 N
A = Mat 5(r), on ait A = [ 0 cos® —sind |. Soit un polynoéme réel qu'on écrit P = Y. apX* € R[X]
0 sin® cos® k=0

Ai.
1

et qui vérifie P(1) = 1 et |P(e'®)| = 1. On a donc P(r) = Z axr®. Or on sait que Vk € N, R = Ryp

1 0 0

(par récurrence simple en notant Ry = <C$E:§ _CSH(L’SC)>) donc A¥ = | 0 cos(k8) —sin(k8) |. Ainsi,
s o8 0 sin(k6) cos(k0)
n
> ax 0 0
k=0 n n P(1) 0 0
Mat 5 (P(r)) = 0 > akcos(k0) — > axsin(k) | = 0 Re(P(et?)) —Im(P(e'®))
ey ne 0 Im(P(el?))  Re(P(e))
0 > apsin(kB) > axcos(kO)
k=0 k=0
Or, par hypothese, P(1) = 1 et, comme P(e'?) € U, il existe « € R tel que P(e'?) = e* donc P(r) est la
1
rotation de méme axe que r (méme orientation) et d’angle o car Mat g(P(r)) = | 0 cosa —sina
0 sina cosax
0 0 1
b. On pose B = (v1,v2,v3) une base orthonormée de R3 et 1o telle que A = Matg(ro) = [ 1 0 0
0 1 0

Comme les colonnes de A représentent la famille (v2,v3,v1) qui est aussi une base orthonormale directe de

R3, onaAe€ SO(3) et 1o est bien une rotation de R3. Son axe est engendré par le vecteur a = vi +vy +v3

(clairement fixe par o) et on décide de lorienter par le vecteur a. Son angle 8 vérifie Tr (A) =0 =2cos0+1
1 1
donc 6 = iz?ﬂ. En prenant x = vy, on a [a,x,mo(x)] = |1
1

0
1| =1 donc sin 0 > 0 et finalement 6 = 2?71
0

0
0
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c. v =P(ry) avec P = %(ZX2 — X +2) qui vérifie, comme 1+ j +j% = 0, les conditions de la question a., &

] —im

savoir P(1) = 1 et P(e*/3) = P(j) = %(ij —j+2) = g(ij +i2+142)=j2+1=—j=e 3 doncrest
la rotation autour de I’axe orienté par vi + v 4+ v3 et d’angle 6 = 7%'

Les polynomes P € R;[X] tels que P(1) = 1 et [P(e'?)| = 1 dans le cas ou v = 1 sont ceux qui vérifient
P(1) =1 et P(j) = e'* avec « € R. Ce sont les P tels que (car P est réel) P(1) = 1, P(j) = e'* et P(j?) = e~ 1*.

. .2 . _ .2 . s
e D’aprées LAGRANGE, seul P = Py = 1(?) (%) + e“"(%) (Xi_:) + e’w‘(.)g#) (%)
) ) ) =) ) — ) -

T =
i X2 52X 4]
3j

X2 EX+1 | ia X2 FiX+i2
— +3+ +eloc ]2 )

3j
polynéme Py = %[(1 + 2cos (o + 2?n))X2 + (1 + 2cos (o — Z?ﬂ))X +1+ Zcos(oc)} comme seule solution.

convient avec Py +e ce qui donne apres simplifications le

e On pouvait aussi chercher P sous la forme P = aX? + bX + ¢ et résoudre P(1) — 1 = P(j) — e!* = 0 ce qui

at+b+c= 1
a -
R a+b+c= 1 _E_E+C_ cos , S
donne le systeme{ 2 . .. — qu’on sait résoudre.
aj“+bj+c= cosa+isinau V3 V3
—7(14-71'): sin «

13.35) (=) Pour (x,y) € E2, soit X et Y les vecteurs colonnes respectifs des coordonnées de x et y dans la base

B. Posons ®(x,y) = 'XMY, alors @ est bilinéaire par linéarité de la transposée et bilinéarité du produit
matriciel, de plus @ est symétrique car M l'est : ®(y,x) = 'YMX = '(*X'MY) = L(*XMY) = 'XMY = ®(x,y).

Comme M € S}, il existe une matrice A € St telle que M = A? = 'AA (cette matrice est appelée la
racine carrée de M) et on a ®(x,x) = *X*AAX = ||AX]|> donc ® est positive. Comme A est inversible, on a
aussi ®(x,x) =0 <= AX =0 <= X =0 <= x = 0. Ainsi ® est bien un produit scalaire sur E.

n
(<=) M est alors symétrique car ® l'est. Six = ) xxex,ona ®(x,x) = > xixjP(ei, ej) par bilinéarité
k=1 1<ijgn
de ® donc ®(x,x) = *XMX par définition du produit matriciel. On en déduit que ¥X # 0, *XMX = ®(x,x) > 0

car ® est défini positif. Par conséquent, d’apres le cours : M € SH+.

13.36a. Si M est symétrique positive, M est diagonalisable et ses valeurs propres sont positives donc M = PD'P
avec D = diag(A1,--+,An) diagonale positive et P € O, (R) donc, pour X € My 1(R), on a 'XMX = *YDY
n
en posant Y = 'PX. Avec des notations logiques : 'XMX = tYDY = > AyZ > 0.
k=1
b. On peut classer les valeurs propres de M dans l'ordre croissant : A7 < -+ < An. Si A7 > 0 on prend
a=0etsiA; <O,onprend a=-A1+1>0:VA>a M+Al, =Pdiag(A\1 +a, -, An +a)'P € STT(R)
(symétrique et toutes les valeurs propres strictement positives) dans les deux cas.

c. Soit (My)nen une suite de matrices de S;7(R) qui converge vers M € M, (R). Pour une matrice colonne
X € Mn,1(R), on a Vn € N, XM X > 0 et 'application @x : M — 'XMX est continue car linéaire en
dimension finie. Ainsi : 'XMX = ox(M) = 11141_1 ox(Myn) > 0 (par caractérisation séquentielle de la

n——+oo
continuité) et on en déduit d’apres la question a. que M est symétrique positive.
d. Soit A € Sy(R), alors il existe d’apres la question b. un réel A > 0 tel que A + AL, € S;H(R), mais
f(ST(R)) = S;iT(R) donc il existe S € S{T(R) telle que f(S) = A + Al,. De méme I, € ST (R) donc il
existe S’ € ST(R) telle que I, = £(S’). On a alors A = A + Al — AL, = f(S) — Af(S") = (S — AS’) par
lindarité de f et S —AS’ € S (R) donc f est surjective.

nn+1)

Comme on est en dimension finie (dim(Sn(R)) = f), on peut conclure que f € GL(Sn(R)).

e. Par exemple, dés que P € O, (R), 'application fp : M — *PMP qui est un automorphisme de S,,(R) et
conserve le spectre (matrices orthosemblables) donc envoie S} (R) sur S} (R).
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a b
13.37 ) Matriciellement : siM = [ d e f | € O(3) est dans le centre de O(3) alors YA € 0(3), AM = MA par
g h

10 0
définition. On prend A= [ 0 0 —1 | € O(3) et, apres calculs,onab=c=d=g=0et que e =1i. On
01 0
0 -1 0
recommence avec A= | 1 0 0 | € O(3) et on trouve de méme f = h =0 et a = e. Ainsi M = al3 et
0 0 1

comme M € O(3), on a a = +1. Réciproquement I3 et —I3 commutent avec toutes les matrices de O(3). On

en déduit que le centre de O(3) est I’ensemble (et méme le sous-groupe de O(3)) C = {I3, —I3}.
Vectoriellement : si E est un espace euclidien de dimension n > 2 (on généralise) et u € O(E) qui est dans le
centre de O(E), alors Vv € O(E), uwov = vou par définition. Les réflexions étant les plus simples des isométries,

soit a un vecteur unitaire quelconque de E et H = Vect(a)®. Comme u commute avec la réflexion sy, on a

u(sp(a)) = sn(u(a)) ce qui montre que u(—a) = —u(a) = sy(u(a)) donc u(a) € Ker(sy +idg) = Vect(a).
Alors il existe un réel A tel que u(a) = Aa mais comme u est une isométrie, A = £1 car |[u(a)|| = ||a]|.
Supposons maintenant qu’il existe deux vecteurs unitaires b et ¢ orthogonaux tels que 1(b) = b et u(c) = —c

et posons d = \sz(b + c), alors d est unitaire donc u(d) = +d d’aprés ce qui précéde mais par linéarité de

u, on au(d) = \%(b —¢) qui est différent de +d, ce qui amene une contradiction.

Si on prend une base orthonormée B = (e, - -,en) de E, on ne peut avoir grice a ce qui précéde que
(Vk € [1;n], u(ex) = ex) ou (Vk € [1;n], u(ex) = —ex). Ainsiu=idg ouu = —id g. Réciproquement, ces
deux isométries commutent avec toutes les autres donc le centre de O(E) est & nouveau l'ensemble (et méme

le sous-groupe de O(E)) C = {idg, —id g }.
13.38 e Soit A € Ret X € My, 1(R) tels que AX = AX, par une récurrence facile, Vk € N, AKX = AKX, en particulier

AZPHIX = A2PFTX | ceci prouve que Ker(A — Al,) C Ker(A2PH!T —AZPH1 ). Comme A est symétrique réelle,

A est diagonalisable donc @ Ker(A — Al,) = R™ donc Y. dim(Ker(A —Al,)) = n. Puisque
AESP(A) AESP(A)

fp ot — t?PT1 est injective de R dans R, si on éerit Sp(A) = {Aq,--+,Ar} avec A, - -+, A, distincts, alors

ATPHL AP T sont aussi distincts ce qui fait que la famille de sous-espaces ( Ker(AZP+1 _\2p+1 In))

AESP(A)
est en somme directe donc dim ( @ Ker(AZPTT _p2p+1 In)) = > dim(Ker(A2PTT_A2PHIL)) <.
AESP(A) AESP(A)

Onadoncn= Y dim(Ker(A—Aly)) < > dim(Ker(A?PTT—A2PT11)) < n d’apres les inclusions
AESP(A) AESP(A)
précédentes donc les deux sommes précédentes valent n et toutes ces inclusions sont des égalités, ce qui justifie

que VA € Sp(A), Ker(A —Al,) = Ker(AZPH!T —AZPH11 ) et Sp(AZPFT) = {A2P*T | A € Sp(A)} car on vient de

voir que R™ = @ Ker(AZPFT —A2P+11 ) (on a le plein de valeurs propres pour AZP+T1).
AESP(A)

Comme B est aussi symétrique, par symétrie, VA € Sp(B), Ker(B — Al,) = Ker(B2PH! —AZ2P+11 ).

e Revenons a l'exercice, si AP+ = B2P+! alors Sp(A2P+!) = Sp(B2P*!) donc, d’aprés ce qui précede,
Sp(A) = Sp(B) avec la bijection f,. Ainsi, pour toute valeur propre A € Sp(A) = Sp(B), on obtient ’égalité
Ker(A — Aly) = Ker(A2PH!T — AZPHI1 ) = Ker(B2PF! — A?PH1[ ) = Ker(B — Al,). Comme A et B sont
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diagonalisables, il existe une base orthonormale de vecteurs propres de A, qui est donc aussi une base de
vecteurs propres de B (avec les mémes valeurs propres), par conséquent A = B.

C’est faux si on prend des puissances paires : (—15)? = I% alors que —1I # 1.

alors que A # I3.

o = o

0 1
C’est faux si on ne suppose pas A et B symétriques : A3 =13 = Ig avecA=1[0 0
1 0

13.39] a. A est symétrique réelle donc A est diagonalisable (et méme orthosemblable & une matrice diagonale)
d’apres le théoreme spectral : c’est le plus rapide !

b. 1 est valeur propre de A car A(e; +e2 +e3) = e1 + ez + e3 = vi. De méme —2 est valeur propre de A

et E_2(A) est le plan d’équation x +y +z = 0 car A +2I3 = (1)1<i,j<3- Une base orthonormale de vecteurs

ropres B est formée de f :1—\/,1‘ =1 —1,0) et = 1_(1,1,—2). En posant P € O(3) la matrice
prop 1 \/3:1 2 ﬁ(» ) 3 \/g(»v ) p ()

® kS
SIS sk

1T 0 0
de passage de la base canonique & B, A=PD'"PavecD= |0 -2 0 et P= -
0o 0 =2

SESES-

d. On a Up 41 = AUy avec "Up = (un vy wy) donc par récurrence : Vn € N, U, = A™Up = PD"'PU,.
Si ces trois suites (un)nen, (Vn)nen €t (Wn)nen convergent, alors (U )nen converge (ses suites coefficients
convergent) donc (Vi )nen aussi en posant Vi, = *PU,.
— — 2w .
Or Vi = D™V, avee tVo = (“0 tvo+wo uo—vo uo+vo 0) et D™ = diag(T, (=2)™, (—2)™).
n v@' » VE , V%V 9(>( )’( ))

La condition nécessaire et suffisante sur ug, vo et wo pour que les trois suites convergent est donc que
Uup —Vvo _ Uo +vo — 2wo

V2 V6
13.40 a. Comme par hypotheése f € GL(E), 'image d’une base de E par f est une base de E. Ainsi B’ est une base

=0 <= up = vo = Wy car une suite (A(fZ)“)neN ne converge que si A = 0.

de E. De plus : V(i,j) € [1;n]%, i #j = (f(ei)|f(ej)) = (eile;) = 0 donc B’ est une base orthogonale.
b. Si (i,j) € [1;n]? et i #j, on a (e; — ej) L (ei + ej) donc, par propriétés du produit scalaire, il vient :
(f(ei + ej)|f(ei - e]')) =0= (f(ei)|f(ei)) = (f(e)-)|f(ej)).
Ainsi : Yk € [1;n], |[f(ex)]|? = ||f(e1)]|* = a® en posant « = ||f(e7)|| > 0.
c. On pose g = 1y,
o

Méthode 1 : D’apres ce qui précede, g transforme la base orthonormale B est une autre base orthonormale
(lf(m), e lf(en)> donc g € O(E) : g est une isométrie vectorielle de E.

o o

n n
Méthode 2 : soit x € E quon décompose x = Y. xkex, alors |[x||? = Y. x£ puisque B est une base
k=1 k=1

n n

orthonormale. De plus f(x) = > xxf(ex) donc [[f(x)||2 = > xZ|[f(ex)||*> car B’ est orthogonale. Donc
k=1 k=1

[[£(x)||? = «?||x||? par b. et ||g(x)||*> = ||x||? : g conserve la norme et g € O(E) encore une fois.

e Comme g est une isométrie, elle conserve le produit scalaire. Ainsi, si (x,y) € E2, on a (g(x)|g(y)) = (x|y)

de qui s’écrit (]CSTX) %) = (x|y) et, par bilinéarité du produit scalaire, on obtient (f(x)|f(y)) = a?(x|y).

On pouvait aussi obtenir ce résultat de maniere directe :
e Si(xy) € B2 et [x|| = [l =1, (x +y) L (x —y) donc (f(x +y)[f(x —y)) = 0 <= [[f{(¥)]| = [[f(y)]]

par hypothese. Notons, d’apres ce qui précede, « > 0 la norme des images par f de tout vecteur unitaire de
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E. Par linéarité, si x # Og, |[f(x)|| = ||x||
Y0oy) € 2, (10017(w)) = L(I1e06) + 12 + l1606) — 1)I2) = & (Ipe+ 9l + [l — ulI?) = ().

e Soit A = Mat (f), alors comme B est une base orthonormale, on a A = ((f(ej)|ei))1<1.L j<n+ Posons

‘f(ﬁ)H = «f[x|| (vrai aussi pour x = Og). Par polarisation :
X

G=ATA = (cij)1<i,j<n, alors cij = (f(ei)|f(ej)) (ATA est la matrice de GRAM associée a la famille
B’). Comme B’ est orthogonale, ATA diagonale car ¢;; = 0 si i # j. On a montré a la question b. que
Vk € [1;n], ek = o donc ATA = o?I,. Ainsi : V(x,y) € B2, (f(x)|f(y)) = XTATAY = «?XTY = o?(x|y)
avec X = Mat 5(x) et Y = Mat 5 (y).

13.41 ) Du cours.
13.42]a. Soit Cy,- -, Cy les colonnes de la matrice M. Puisque M est une matrice orthogonale, B = (Cy,---,Cp)

est une base orthonormale de R™. Comme la base canonique By est aussi une base orthonormale de R™ pour

le produit scalaire canonique, on sait que, comme M est la matrice de passage de Bo & B, on a my,; = (ei|Cj).
n n
> myl=| X o] = | L (o] 2 a)| = [(Z el £o)| =l en
1<i,j<n i=1

1<4,j<n j=1 j=1
posant u = 2:] e et v= Z:] Cj. Les deux vecteurs sont de norme /n par PYTHAGORE. Par l'inégalité de
1= )=

CAUCHY-SCHWARZ, |(ulv)| < [[ul|[[v|] = (y/n)? = n ainsi : ‘ > omiy
1<ij<n

Par conséquent,

<n (I).

Il y a égalité dans I'inégalité (I7) si et seulement si u et v sont des vecteurs colinéaires. Or comme u et v ont
méme norme, ils sont colinéaires si et seulement si v = £u. De plus, v = Mu. On peut donc conclure que :

il y a égalité dans (I17) si et seulement si u est vecteur propre de M (associé a la valeur propre 1 ou —1).
n
b. Comme M est orthogonale, on a Vj € [1;n], > mij =1 (car la norme de la j-itme colonne de la matrice

M vaut 1) donc les coefficients m;j sont dans l'intervalle [—1;1] et il vient |my;| > m?.. En sommant :

L)
X fmgl> ¥ omd=3(Lmd)=31=n 0)

1<i,j<n 1<ij<n i=1 j=1

Il y a égalité dans (I,) si et seulement s'il y a égalité dans les n? inégalités qu’on a sommé pour obtenir (1),
cest-a-dire si V(i,j) € [1;n]?, |my;| = miz’j ou encore si et seulement si M ne contient que des 0, des 1 ou des
—1. Mais ceci ne peut se produire que s’il y a un seul £1 par ligne et par colonne. Il y a donc 2™n! matrices
pour lesquelles il y a égalité (choix des cases non nulles et des 1 pour ces n cases). On peut constater que

cet ensemble de matrices constitue un sous-groupe de O(n) : c’est le groupe de ’hyper-cube en dimension n.

c. Pour j € [1;n], on définit le nouveau vecteur v; = (Jmyj|,---,|mn,j|) et toujours w = (1,---,1). Alors
n n

(upvy) = > Imi| < [[ull[vj]] € v/n x 1= /n. Par conséquent : > |mi)j = (ulyy) <nym (I3).
=1 1<ij<n j=1

Il y a égalité dans (I3) si et seulement s’il y a égalité dans les n inégalités qu’on a sommé pour obtenir

(I3), c’est-a-dire si et seulement si tous les vj sont colinéaires a u, c’est-a-dire si et seulement si tous les
coeflicients de la matrice M sont égaux en valeur absolue. Mais comme la somme des carrés des coefficients

d’une colonne vaut 1, cette valeur constante de la valeur absolue ne peut valoir que \f Ainsi, il y a égalité

dans (I3) si et seulement si M est une matrice de O(n) qui vérifie V(i,j) € [1;n]?, mi; = :I:T (matrice de
n
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1 1 -1 -1
N R I B T
HADAMARD). Par exemple, M = Hy = > 2 S

T -1 1 -1
Autre méthode : on se rappelle du produit scalaire canonique dans M, (R) défini par (A|B) = Tr (ATB)
qui s’écrit aussi (A|B) = Y  ajy,jbi; apres calculs. Posons J = (ji,j)1<ij<n avec jij = 1si myj > 0 et

I<ijsn
ji,j = —1si myj < 0. Par construction, on a my jjij = |mi ;| donc > fmi,j
I<i,jsn
CAUCHY-SCHWARZ et [[M|[2 =Tr (M™™) =Tr (In) =net |[J|? = . 1=n? ce qui donne & nouveau
1<hjsn

> ’mi‘j| < Vn3 =nym. Iy a égalité dans cette inégalité si et seulement M et J sont colinéaires si et
1<ijsn

= (M[]) < [IMI[[]]] d’apres

seulement si les coefficients de M sont égaux en valeur absolue, et on retrouve les matrices de HADAMARD.

m+-1 X
13.43]a. SoitP = > viX'"! € Ry [X], on lui associe V € My, y1(R) tel que 'V = (vq -+ vimy1) (et réciproquement
i=1

AV € Mmi1(R) on associe P € Ry, [X]). En effectuant le produit matriciel, *VLV = ¢(P?). Par hypothese,
comme deg(P?) < 2m =net Vx € R, P?(x) >0, on a P2 € R%[X] donc 'VLV > 0 et (1) est vérifiée.

La matrice L est clairement symétrique, soit donc A € R une de ses valeurs propres, on a donc 'existence de
V # 0 tel que LV = AV. Alors 'VLV = A'VV = A||V||2 > 0 donc A > 0 car ||V||? > 0. Ainsi Sp(L) C R,.

b. Si P € ¢[X], alors Vx € R, P(x) = A(x)? + B(x)? > 0 donc a > 0 sinon pour x assez grand on aurait
P(x) < 0 et A = b? —4ac < 0 sinon P changerait de signe au voisinage de ses deux racines réelles distinctes.
Réciproquement, si a >0 et A <0,onaP= a(X - %)2 - ﬁ = (\/E(X - %))2 + (%)2 € ¢[X].
Ainsi, une CNS pour que P € ¢[X] est que a > 0 et A = b? —dac < 0.

c. Si (P,Q) € ¢[X]?, il existe quatre polynémes A, B, C, D réels tels que P = A? + B% et Q = B2 + D2. Alors,
par I'identité de LAGRANGE, on a PQ = (A2 +B2)(C2+D?) = (AC—BD)?+(AD+BC)? (penser aux modules
complexes) ce qui montre que PQ € e[X]. Ainsi, e[X] est stable par produit.

d. Soit P € R2[X] et plus généralement un polynéme P € R[X] tel que ¥x € R, P(x) > 0.

e Si P =0, alors P = 0% + 0% € ¢[X].

T S
e Si P # 0, décomposons P = A [T (X — a;)™ [ (X* + bjX + ¢;)™ en produit de polynémes irréductibles
i=1 j=1
réels avec A # 0 le coefficient dominant de P, v > 0 le nombre de racines réelles distinctes (e, ..., ) de P,
2s le nombre de racines complexes non réelles distinctes de P, mj > 1 les ordres de multiplicité des e, nj les

ordres de z; et Zj les deux racines complexes non réelles de X% + bjX +¢; car bj2 —4c; < 0.
e Si on avait A < 0, pour x assez grand on aurait P(x) < 0 (limite en +00) : NON. On pose donc A = p?.
e Si un des m; était impair, P(x) ~ Aji(x — ai)™ changerait de signe au voisinage de o; : NON.

X— X

S
2TT(X — aq)?Pt TT (X2 + 15X + ¢5)™ et tous les termes de ce produit sont dans e[X] car

i=1 j=1

2 bi\2  sy\/4c) —biy2
w2 = (w)? + 0%, (X — ;)P = ((X - oci)p‘) + 07 et X2 +bjX +¢;j = (X—i— 7)) + (f) . Comme

o

Ainsi, P = p

¢[X] est stable par produit d’apres c., on en déduit que P € ¢[X].
On vient d’établir que RS [X] C e[X] et plus, généralement, que si P € R[X] vérifie ¥x € R, P(x) > 0, alors
P € ¢[X]. Puisque si P = A2 + B2 avec (A,B) € R[X]?, on a Vx € R, P(x) = A(x)?2 +B(x)? > 0:
{Pe R[X]|Vxe R, P(x) >0}={Pe R[X]|3IA,B) € R[X?, P=A%+B?}.
e. Supposons YV € My 41,1(R), 'VLV > 0. Soit P € RS [X], d’apres la question d., on peut écrire P = A%+B2.

Comme les coefficients dominants de A2 et B sont positifs et ne peuvent s’annuler, deg(P) < n = 2m impose
que deg(A) < m et deg(B) < m. Si U est le vecteur colonne des coordonnées (dans la base canonique) du
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polynéme A et V le vecteur colonne des coordonnées de B (dans la base canonique), d’apreés la question a.,
@(A?) = 'ULU et @(B?) = 'VLV. Ainsi, ¢(P) = ¢(A2 +B?) = ¢(A?) + ¢(B?) > 0 donc (M) est réalisée.
On vient de prouver que (1) = (M).

13.44)a. ¢ SiB=0et k >0, on a VX € My,1(R), XTBX = 0 > k|[BX||* = 0 donc toute constante k > 0 convient.
e Si B # 0, notons r = rang (B) > 1 de sorte que, par la formule du rang, on ait dim(Ker(B)) =n—r<n—1.

On sait que Ker(B) et Im (B) sont supplémentaires orthogonaux car B est symétrique. Il existe d’apres le
théoréme spectral une base orthonormale B = (Vq,- -+, Vi, Vog1,- -+, V) de My, 1(R) telle que (Vrg1,--+, Va)
soit une base orthonormale de Ker(B) et (Vq,- -, V;) une base orthonormale de Im (B) constituée de vecteurs
propres de B. Pour i € [[1;7], soit A; la valeur propre associée a V; de sorte que BV; = A;V;. Puisque B est

positive et que Vi ¢ Ker(B), A; > 0. Quitte & renuméroter les vecteurs de B, supposons 0 < A1 < A2 < -+ - < Ay
n T T

Pour X € My, 1(R) qu'on écrit X = > xiVi, on a BX = Y AixiV; done XTBX = (BX|X) = > Aix? alors que
i=1 i=1 i=1

T T
|[BX]|* = Z AZx?. Ainsi, pour k € R* , on a donc XTBX — k|[BX||? = Z Axg — Z] Ax? = 221 (At — kAZ)x?
1= 1=

i=1

- si VX € My 1(R), XTBX > k||BX||?, alors en particulier si on prend X = X; avec i € [[1;r], alors
I'inégalité précédente montre que A; — kAZ > 0 car x; = 1 et x; = 0 si i #j pour le vecteur X;.

- Réciproquement, si on suppose Vi € [1;7], Ai — kAZ > 0, alors 'inégalité précédente montre que
VX € R, XTBX — k||BX||? = 0 car les x? sont positifs.

On vient de montrer, pour un réel k > 0, que (VX € R™, XTBX —k|[BX||? > 0) <= (Vi € [1;7], Ai —kAZ > 0).
Il convient donc de choisir k tel que k < }\l pour tout i € [[1;7]. Et puisqu’on a classé ces valeurs selon
i

Dinégalité 0 < Aq gng---gxr,ona0<?\i<-~<?\i.
T 1

Les constantes k > 0 telles que VX € R™, XTBX > k||BX||? sont exactement les k € }O; }\i] : il en existe !

T
b. Comme avant, les valeurs propres de A + pB € M, (R) supposée définie positive sont des réels strictement

positifs qu’on peut classer 0 < o« = a1 < -+ < a, (comptées avec leur ordre de multiplicité). On note

(Y1, -+, Yn) une base orthonormale de My, 1(R) formée de vecteurs propres de A + pB associés & ces valeurs

propres. Comme avant, si X = Z xiY; € R™, XT(A + pB)X = Z oaix; = Z x? = o [X||?.
i=1 i
Par conséquent, si BX = 0, on a XT(A + pB)X = XTAX + pXTBX XTAX )\|\X||2 (1) en prenant A = o > 0.
Comme en question a., on peut montrer que les A > 0 qui conviennent sont ceux de ]0; o : il en existe !
c. Supposons l'existence d'un réel A > 0 tel que ¥X € My 1(R), BX =0 = XTAX > AJ|X||%.

Cas élémentaires : si B = 0, on a donc un réel A > 0 tel que VX € My,1(R), XTAX > A||X||? ce qui montre

que si X # 0, XTAX > 0. La matrice A est donc symétrique définie positive par un théoréme du cours et pour
tout réel pg > 0, on aura A + ppB = A définie positive. Si A est elle-méme définie positive, pour tout réel
po > 0, pour X # 0 € Mp,1(R), il vient XT(A + poB)X = XTAX + poXTBX > 0 car X'AX > 0 et XTBX > 0.
Par conséquent, dans ce cas, A + poB est symétrique définie positive pour n’importe quelle valeur de pg > 0.
On suppose donc dans la suite que B # 0 et A n’est pas symétrique définie positive.

Soit X # 0 € Mn,1(R), avec la base orthonormée B = (Viq,---, Vs, Vg1, -+, Vn) de My 1(R) vue a., on peut

T mn
décomposer X = X1 + Xz avec X3 = Y. xiVi €Im(B) et X = > xiV; € Ker(B). Alors pour tout p > 0,
i=1 i=r+1
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XT(A + pB)X = XTAX + pXIBX2 = X] AXy + X3 AX2 + 2X] AX2 + pX] BX7.
e Par hypothese, on a XJAX2 > A[|Xz||? avec A > 0 car X, vérifie BX; = 0.
e En notant « la plus petite valeur propre de A (a < 0 car A n’est pas définie positive) et en
décomposant X; dans une base orthonormale de vecteurs propres de A, XJAXy > «||X;||?.

e En notant a = T\/Sla(xA) lx| =0, |[AX2]]? < a?||X2]|? donc [|AXz]| < a||Xz||. Par CAUCHY-SCHWARZ,
xeSPp

[(AX11X2)] = [XTAXa| < [|AXq ][ [X2]] < af[Xa[[[[X2]| done X7AXz > —al[Xq [ [[X2]].
e Ay étant la plus petite valeur propre strictement positive de B, & nouveau X{ BXy > A1||X; I
Avec toutes ces minorations, on a X" (A + pB)X > Al|Xa||? + «||X1]|? — 2a||X1]| ||X2]| + pA1][X2]>. On met

2 2
cette quantité sous forme canonique, & savoir X' (A + pB)X > 7\(HX2|| - %HX1 H) + (a4 pAy — %)HX] 1|2.

2
Si o+ poA1 — ‘17 > 0 (on le peut car A7 > 0), alors X" (A 4+ poB)X > 0. De plus, si cette quantité était nulle,

on aurait [|Xz|| — %HX1 [| = ||X1]| = 0 donc X1 = X2 = 0 d’olt X = X; + Xz = 0 ce qui est absurde. Ainsi,

2
xT (A + poB)X > 0 si on prend pp € } - afo‘)‘; 400 {, d’out A + poB est symétrique définie positive.
1

13.45| a. Supposons qu’il existe deux valeurs propres réelles A et u de u de signes opposés. Si A = 0 ou p = 0,
alors 0 est valeur propre de u donc Ker(u) # {0} ce qui donne lexistence de z # 0g € Ker(u) tel que

(u(z)|z) = (0g|z) = 0. Sinon, on peut supposer par exemple que A > 0 et p < 0. Alors il existe x et y
non nuls tels que u(x) = Ax et u(y) = py. On va chercher un vecteur z non nul qui vérifie (u(z)|z) = 0
sur le segment reliant les vecteurs x et y. Posons f : t — (u(tx + (1 — t)y)|tx + (1 — t)y). En développant,
on a f(t) = t2(u(x)|x) + (1 — )2 (w(y)y) + t(1 — t)[(u(x)]y) + (u(y)|x)] ce qui donne avec les hypotheses de
I'énoncé £(t) = At?||x||? + n(1 — t)?||y[|* + t(1 — t)(A + u)(x|]y). La fonction f est continue car polynomiale,
£(0) = ully||* < 0 et f(1) = Al[x||? > 0 ; d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €]0; 1] tel
que f(c) = 0 donc il existe z = cx + (1 — c)y € E tel que (u(z)|z) = 0.

On aurait aussi pu chercher un tel vecteur z sur la droite affine x + Ry (par exemple). En effet, la fonction
g : R — R définie par g(t) = (u(x+ty)x+ty) = t?(u(y)|y) + ((w(x)]y) + (xJu(y))t+ (u(x)|x) est polynomiale
donc continue, on a g(0) = (u(x)[x) = Al|x||* > 0 et g(t) ol ut?||y||? donc tEToo g(t) = —oo. Par le théoreme
des valeurs intermédiaires, il existe t € R tel que g(t) = 0. En posant z = x + ty, on a bien (u(z)|z) = 0.
Par l'une ou l'autre des deux méthodes, le vecteur z trouvé est non nul car (x,y) est libre puisque x et y

sont des vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes.

T
b. Par le théoreme spectral, u est symétrique donc diagonalisable donc Tr (u) = > myAk olt Ay, ..., Ay sont
k=1
les valeurs propres distinctes de u et my,..., m; les multiplicités correspondantes. Comme Tr (u) =0 :

e soit 0 est la seule valeur propre de u donc il existe z € Ker(u) tel que z # O¢ et on a (u(z)|z) = 0.

e soit il existe deux valeurs propres de u de signes opposés (comme leur somme est nulle), disons A > 0

et u < 0 et on utilise la question a., ce qui donne l'existence de z € E tel que z # 0 et (u(z)|z) = 0.
Dans les deux cas, il existe un vecteur non nul z de E tel que (u(z)|z) = 0.

c. Soit B une base orthonormée de E et la matrice A = Mat 5 (u), on décompose A sous la forme suivante :
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t t
A = A]+ Ay ou A = A'E A est symétrique et Ay = A _2 A est antisymétrique. Soit u; et u, les

endomorphismes de E dont les matrices dans B sont A7 et Ay : uy est symétrique et u, antisymétrique.
D’apres la question b., il existe un vecteur non nul z tel que (u1(z)|z) = 0. Or uy étant antisymétrique,
(u2(z)|z) = —(zJua(z)) = 0 et on a encore (u(z)|z) = (w1 (z)|z) + (ua(z)|z) = 0.

d. On effectue une récurrence sur la dimension de 'espace E. Soit, pour tout entier n > 1, l'assertion
Pn = “si E euclidien de dimension n et u € £(E) tel que Tr (u) = 0, alors il existe une base orthonormale B

de E telle que Mat 5 (u) a ses coefficients diagonaux nuls”.
Initialisation : si dim(E) = 1, u € L(E) et Tr (u) = 0, alors u = 0 donc u admet (0) comme matrice dans
toute base et la matrice (0) a bien sa diagonale nulle, si si !

Hérédité : soit n > 1, supposons P, vraie. Soit maintenant E un espace euclidien de dimension n + 1 et
u € L(E) tel que Tr (u) = 0. D’apres la question c., il existe un vecteur z € E, z # O tel que (u(z)|z) = 0.
z
Mzl
base orthonormale B = (v1,...,vn,vnyt1) de E. Par construction, comme B est orthonormale, on a par blocs

B = Mat g (u) = (? g) ou A € Muy(R), L € My n(R), C €My, 1(R). Comme Tr (B) = Tr (u) = Tr (A),

Posons v = alors vyy1 est unitaire et (W(vny1)|[vnt1) = 0. On compléte (vn41) pour obtenir une

on a Tr (A) = 0. On pose F = Vect(vy,...,vn) = Vect(vni1)t de sorte que B’ = (vi,...,vn) est une base
orthonormale de F et on note v ’'endomorphisme de F tel que Mat 5/(v) = A, on peut appliquer I'hypothese
de récurrence (car Tr (v) = Tr (A) = 0) et il existe une base orthonormale B” = (wq,...,wy) de F telle que

Mat 5~ (v) = M a ses coeflicients diagonaux nuls. Il existe Q € O(n) (car B’ et B” sont orthonormales) telle

que A = QM*'Q. AinsiB(QT\th g)(‘g ?)x(’;/,l %/)x(t(? ?) avec L’ =LQ et C' = *QC.

_[(Q o , tQ 0 M
OrP= ( 0 1 est orthogonale d’inverse 0o 1 et U oo

En notant By la bon de E telle que P € O(n) soit la matrice de passage de B & By, on a par formule de

a tous ses coefficients diagonaux nuls.

changement de base Mat 5,(u) = M !

Par principe de récurrence, quelle que soit la dimension n > 1 de l'espace euclidien E, si u € £L(E) et
Tr (u) = 0, il existe une base orthonormale B de E telle que Mat (1) ait tous ses coefficients diagonaux nuls.
En termes matriciels, ce qu’'on a prouvé est que toute matrice de M;, (R) de trace nulle est orthosemblable

a une matrice ayant tous ses termes diagonaux nuls.

13.46 | e Bien str, si u est une homothétie, elle commute avec tout endomorphisme donc notamment avec tout
automorphisme orthogonal de E.

e Réciproquement, supposons que u commute avec tout automorphisme orthogonal de E. On note n la
dimension de E et on s’en donne une base orthonormée B = (eq,...,en).

Pour k € [[1;n], soit sy la réflexion d’hyperplan Hy = Vect(ex)t. Comme sy € O(E), wo s, = sxou. On
applique ceci en ey pour avoir u(—ey) = sx(u(ex)) donc s(u(ex)) = —u(ex) ce qui prouve I'appartenance
u(ex) € E_1(sk) = Vect(ey) : il existe un scalaire A € R tel que u(ex) = Axex.

Pour tout k € [2;n], on note 7 la réflexion telle que i (e1) = ex, ri(ex) = eq et Vj € [2;n]]\ {k}, ri(ej) = ;.
i el fex | €1 —ek
2 2

et 1€k —;ek € Fx car ey et ey sont unitaires. Comme uo e = 1 0 u, on applique ceci en e; pour avoir

u(ex) = mk(u(er)) donc Acex = Ajex d’ott Ay = A. Ainsi u est bien 'homothétie de rapport Aj.

T est la réflexion par rapport & 'hyperplan Fy = Vect(e; — ex )~ car on décompose e; =

On n’a utilisé que les réflexions dans le raisonnement précédent, de plus les réflexions engendrent O(E). Par
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conséquent : si u commute avec toutes les réflexions, u est aussi une homothétie.

13.47| a. Soit E un espace euclidien, p € £(E) est un projecteur orthogonal de E §'il existe un sous-espace F de E

tel que p soit la projection sur F parallelement & F- (notée alors pg). Si on se donne un sous-espace F et un

vecteur v de E, alors la distance de v & F, notée d(v,F) = Im; (|lx —yl|) vérifie d(v,F) = [[v — pr(v)||-
ye

b. p et q sont des projecteurs orthogonaux, donc ce sont des endomorphismes symétriques d’apres le cours,
ce qui se traduit par V(x,y) € B2, (p(x)ly) = (x|p(y)) et (q(x)ly) = (x|q(y)). Par bilinéarité du produit
scalaire, (w()ly) = (p(x) + a(ly) = (P()y) + (a()y) = (xIp(w)) + (Klaw)) = (<lp(y) + aly)) = (Khu(y)).
Ainsi, u est aussi un endomorphisme symétrique et on sait d’apres le théoréeme spectral que son polynéme
caractéristique x,, est scindé sur R[X].

c. Soit A € R une valeur propre de u, et x # Og un vecteur propre associé. Alors u(x) = Ax.

Si p est la projection orthogonale sur F, en décomposant x =y +z avecy € Fet z € F-, on a p(x) = y donc
(P()[x) = (yly +2) = [[yl|* or, d’apres PyTHAGORE, [[x]|* = [[y||* +[z[|* donc 0 < [jy[* < [jx||>. On a
done 0 < (p(x)[x) < [[x]|>. De méme 0 < (q(x)|x) < ||x||*.

On écrit (u(x)|x) = (p(x)+q(x)[x) = (p(x)|x)+(q(x)[x) dont on déduit 0 < (u(x)|x) < 2||x||?. Mais on a aussi
(u(x)[x) = Al[x||?. Donc 0 < Al|x||? < 2||x||? ce qui implique A € [0;2] car |[x||* > 0. Au final Sp(u) C [0;2].
d. e Soit x € Ker (u), alors (u(x)|x) = 0 donc (p(x)|x) + (q(x)|x) = 0 alors que (p(x)|x) = 0 et (q(x)|x) = 0.
Ceci impose (p(x)[x) = (q(x)|x) = 0. Or, avec les notations précédentes, (p(x)|x) = ||y||> donc y = O et
x =z € Ker(p). De méme x € Ker(q). On vient de prouver 'inclusion Ker(u) C Ker(p) N Ker(q). L’inclusion
réciproque étant évidente : Ker (u) = Ker(p) N Ker(q).

On pouvait aussi constater que, puisque p est une projection orthogonale, on a la relation générale suivante
& mémoriser : Vx € E, (p(x)[x) = (p(x)[x = p(x) +p(x)) = [[p(x)[|* car x — p(x) L p(x).
e Soit x € Ker (u — 2idg), alors u(x) = 2x donc (u(x)|x) = 2||x||*. Mais (u(x)|x) = (p(x)|x) + (q(x)|x),
() < Il et (a0)) < IIxl2. Ceci impose (p(x)[x) = [XI[2 et (a(x)x) = [[x|I2. A nouveau, on en
déduit que (p(x)|x) = |ly||*> = ||x||* donc ||z||* = 0 et z = O donc x = y € Im(p). De méme x € Im (q).
On vient d’établir 'inclusion Ker(u — 2id¢) C Im (p) NIm (q) = Ker(p — idg) N Ker(q —idg). L’inclusion
réciproque est claire donc Ker(u — 2id g) = Ker(p — idg) NKer(q —idg) = Im (p) N Im (q).

L
13.48 ) a. Méthode 1 : si f est inversible, Ker(f) = {Og}, Im (f) = E et E = Ker(f) @ Im (f). Sinon, en notant les

T n T
valeurs propres distinctes de f : A7 =0 et Az,...,A; non nuls, on a E = @ Ex, (f) = Ker(f) ® (@E)\k(f)>.
k=1 k=2

.

Or, si Ax # 0, Ex, (f) C Im (f). En posant F = @E)\k (f), on a F C Im (f) et F est un supplémentaire de
k=2

Ker(f). Avec la formule du rang, ceci impose dim(F) = rang (f) donc F = Im (f) par inclusion et égalité des

L
dimensions, et on a aussi E = Ker(f) & Im (f).
Méthode 2 : avec (x,y) € Ker (f) x Im (f), 3z € E, y = f(z) d’out (x|y) = (x|f(z)) = (f(x)|z) = (Og|]z) = 0. On
vient d’établir que Ker(f) L Im (f) et on conclut Im (f) = Ker(f)* par le théoréme du rang.

C’est important : Si f est symétrique, Ker(f) et Im (f) sont supplémentaires orthogonaux.

19



b. Si f € ST(E) et dim(E) = n, il existe une base orthonormale B = (vy,---,vy) de vecteurs propres de f tels
que Vk € [1;n], f(vi) = Mvk avec Ax > 0. Soit h unique endomorphisme (B est une base) de E qui vérifie
les conditions Vk € [[1;n], h(vk) = v/Akvk. Comme h posséde une base orthonormale de vecteurs propres, h
est un endomorphisme symétrique car la matrice de h dans B est symétrique (et méme diagonale). De plus,

ses valeurs propres sont les v/Ai > 0 donc h € ST (E).
Par construction, on a h? = f car h? et f coincident sur la base B.
c. Soit (f,g) € (ST(E))?. D’apres la question précédente, il existe h et k symétriques positifs tels que h? = f
et k% = g. Les inclusions Ker(f + g) D Ker(f) N Ker(g) et Im (f 4+ g) C Im (f) + Im (g) sont vraies en général.
e Soit x € Ker(f + g), alors f(x) + g(x) = Og. Ainsi, (x|f(x) + g(x)) = 0 = (x|f(x)) + (x|g(x)) or (x|f(x)) =0
et (x|g(x)) = 0 donc (x|f(x)) = (x|g(x)) = 0. Puisque h est symétrique : (x|[f(x)) = (x|h?(x)) = ||h(x)||* =0
donc h(x) = 0g. De méme k(x) = 0g. On en déduit que f(x) = h(h(x)) = 0g. De méme g(x) = Og et on a
bien x € Ker(f) N Ker(g). On conclut & Ker(f + g) = Ker(f) N Ker(g) par double inclusion.
o f+ g est aussi symétrique et, pour deux sous-espaces F et G d’un espace euclidien, on a (FN G)L =FL4+G*.
Ainsi Im (f) + Im (g) = Ker(f)* + Ker(g)* = (Ker(f) N Ker(g))* = (Ker(f + g))* = Im (f + g) d’apres a..

a. Par définition de la norme euclidienne et par bilinéarité du produit scalaire, on obtient :

[Ixtyl[? = (xtybety) = (xb)+2(xly) +yly) < [P+ ey Tyl < HIx]2+21 Tyl = ARdl+TylD?
d’apres l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ et on passe a la racine pour conclure.

Il y a égalité si et seulement si x et y sont positivement liés : c’est du cours.

b. Comme UX + VX = 2X, d’aprés a. : ||[UX + VX|| = 2||X]|| < [JuX]|| + [|VX]||. Mais |[UX|] = ||X]| car U est
orthogonale (elle conserve les normes) ; on peut aussi écrire ||UX||? = {(UX)UX = *X*UUX = *XX = ||X]||? car
"UU = I,,. De méme ||[VX|| = ||X||. On obtient donc |[[UX+ VX|| = ||UX]|| +||VX]|| = 2||X]|| et on a égalité dans
I'inégalité triangulaire donc UX et VX sont positivement liés. Mais comme ce sont tous les deux des vecteurs
colonnes de norme ||X|[, ils sont donc égaux : UX = VX. Enfin, comme UX 4+ VX = 2X, on a UX = VX = X.

c. Comme on se place maintenant dans My (R), on change de produit scalaire, on va considérer le produit
scalaire canonique de My, (R) de la question suivante : (M, N) — Tr (*MN) = (M|N) et on note classiquement
[IM|| = /(M|M) la norme associée. On recommence le méme argument :

Comme UMU™! + VMV~ = 2M, d’aprés a. : |[[UMU™! + VMV = 2[[M|| < [[uMu~T|| + [[vMV~]].
Mais, comme U~! = *U, il vient [[UMU~||? = Tr (*(UMtU)(UMU)) = Tr (UtMtUUMU) = Tr (UtMMtU)
car 'UU = I,,. Ainsi [[UMUT'|]?2 = Tr *MM) = |[M||? car U'MM*'U et *MM sont semblables (et méme
ortho-semblables). Ainsi [[UMU™T|| = [|[M]||. De méme |[[VMV~|| = ||M]|.

On obtient donc [[UMU™! + VMV || = [[UMU~T|| + [[VMV~T|| = 2|[M|| et on a égalité dans l'inégalité
triangulaire donc UMU™" et VMV~ sont positivement liés. Mais comme ce sont toutes deux des matrices
de norme ||[M||, elles sont donc égales : UMU~! = VMV~!. Enfin, comme UMU~" + VMV~! = 2M, on a
uMu~—! = VMV~! = M donc UM = MU et VM = MV.

d. La base canonique est une base orthonormée pour ce produit scalaire (c’en est bien un de maniere
classique). En effet, en notant E; ; les matrices élémentaires, on a :

V(iK1 € [1in]* (EijlEy) = T ("EijEx) = Tr (EjiEk,t) = Tr (8i,kEjp1) = 8,51,
donc (Eij|Ek,1) =1 si (4,j) = (k, 1) et 0 sinon.
13.50| La matrice M est orthogonale en vérifiant calculatoirement que MTM = I3 ou parce les trois vecteurs

colonnes sont unitaires étant donné que 22 +22 +1' = 4444+ 1 = 9 = 32 et que les colonnes sont

orthogonales deux a deux puisque 4 —2 -2 =2+42—-4=2—-442 = 0. M n’est pas symétrique donc u

n’est pas une symétrie sinon on aurait MTM = M? = I3 donc M = M'. Ainsi, u est une rotation ou une
rotation-miroir.
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De plus det(M) = ! (8 +8—-1+4+4 —|—4> =1 avec la formule de SARRUS. Ainsi u est une rotation de R3.

27
X 3
Pour X= | y |,onrésout AX=X<= X=1z | 1 | ce qui montre, apres calculs, que ’axe D de la rotation
z 1
u est engendré par le vecteur a = (3,1,1) (on peut le normer) ; on décide aussi de 'orienter par a. Si on
note 0 'angle de cette rotation, on sait que Tr (M) = 14 2cos 0 donc cos 0 = —% donc 8 = + Arccos (— %)
1 2 3
De plus, en prenant v = (1,0,0) ¢ D, comme 3[v,u(v),a] =0 1 1|=—1<0 donc 8 = — Arccos (— %)
0 2 1

Au final, u est la rotation de R3 autour de la droite orientée par a = (3,1,1) et d’angle 6 = — Arccos (— %)

(i) = (ii) : d’apres le théoreme spectral, il existe une matrice diagonale D = diag(A1,---,An) et une
matrice orthogonale P telles que A = PD'P. Les valeurs propres de A sont les éléments de la diagonale D donc
ils sont positifs. On peut donc poser A = diag(v/A7,...,v/An) et B =PA'P : 'BB = PA%tP = PD'P = A.
(it) = (i) On a *A = *('B)'B = B'B = A donc A est symétrique. De plus, soit A € R une valeur propre
de A (elles sont toutes réelles), alors IX # 0, AX = AX. Alors A||X||? = 'XAX = *X'BBX = ||BX||* > 0 donc
A >0 car ||[X]|? > 0. Ainsi le spectre de A est inclus dans R,

Il est sous-entendu dans I'énoncé qu’on prend dans E = R3 la structure euclidienne orientée canonique.
a. La bilinéarité du produit vectoriel assure la linéarité de f qui est un endomorphisme de R3.
e Siu=0, alors f = 0 (endomorphisme nul) et Ker(f) = R3 et Im (f) = {0}.
e Si u # 0, on sait d’apres le cours que u A x = 0 <= x € Vect(u) donc Ker(f) = Vect(u). Ainsi, par la
formule du rang, rang (f) = 3 — dim(Ker(f)) = 3 — 1 = 2. Or on sait aussi que Vx € R3, f(x) L u donc
Im (f) C Vect(u)t. Par inclusion et égalité des dimensions, on en déduit que Im f = Vect(u)=.
b. 1l est aussi sous-entendu qu’on veut la matrice de u dans la base canonique qui a le bon gotit d’étre une

base orthonormale directe pour la structure euclidienne orientée choisie dans R3. Ainsi, si u = (a,b,c), on

0 —c b

obtient classiquement A = Mat 3 (u) = c 0 —a | en calculant les produits vectoriels de u avec les
b a 0

trois vecteurs de la base canonique B = (e, e2,e3). Pour x € R3, la formule du double produit vectoriel

—c? —b? ab ac
donne fof(x) = uA (WAx) = (ulx)u — |[u][*x. Ainsi A2 = ab —a? —¢? be (expression
ac bc —a? —b?
qu’on peut bien sir obtenir par un calcul direct de A x A).
c. Pour x € R3, f3(x) = (u]x)f(w) — |[ul|>f(x) = —|[u|[*f(x) car u € Ker(f). Ainsi 3 = —||u||>f et on en

déduit par une récurrence facile que Vn > 0, 2" = (=1)™||u||?™f et Vn = 1, 2™ = (=) T ||u]|P 262,
On peut aussi utiliser le polynéme annulateur P = X3 + ||u[|?X de f. Pour n € N* et par division euclidienne
de X™ par P, on a X™ = QnP + R, avec Ry = anX? + bpnX + cn et (an,bn,cn) € R3. Alors, comme
P(f) = 0, on a f™ = anf?® + bnf + c,. Mais, comme les racines de P sont 0 et =i[|u|[, on a ¢, = 0 et

iM|u||™ = —an]|u||? + bni|jul| et on conclut de méme en distinguant selon la parité de n.

+00
d. Par définition, on a exp(f) = > f—| : cette série de vecteurs converge dans ’espace vectoriel normé £(E)
n=o0 M-
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qui est de dimension finie donc on peut choisir n’'importe quelle norme (elles sont toutes équivalentes).
nook

eSiu=0,Vne N, Sy(f) = Z ];l id g donc exp(f) = id .

2n n ka n—1 f2R+1

e Siu# 0, pour n € N* on décompose la somme partielle Sy, (f) = =0+
7 n(f) Zok' Z 1 (2 ) o (2 +1)!

selon les indices pairs ou impairs donc Syn (f) = idg + ( i (=D M[ul[*~ z)fz + (nzl M)f
n A (2K)! = @+ )T

S (—U"”IIuIIZk*Z) _ T —cos(|[u]])

Or on sait que lim ( > (développement en série entiere de cos) et

notoo \ (2x)! [Jul[?
N (=) ] 1
U ( D 1 dével £ ‘s tiore de sin). Par I i6tés d
Jdm kZ::O 2k 1) T sin(]|u||) (développement en série entiere de sin). Par les propriétés des
suites de vecteurs dans un espace normé, lim Sy (f) = idE—i—M P2y 1 sin([[u]|)f = g. Comme
n—oo [l [l
2n+1 2n B
Sonir(F) = San(f) — = Son(f) 4+ () AT e gy TmeosUlulD o TG

@nt) @+ 1)1 notoo B T AN i

2n
par croissances comparées car lim &
no+oo (2n 4 1)!

1—cos(|[uf]) 2

=0, on a aussi Um Synq1(f) = g. On en déduit que
n—-+4oo

1

lim Sp(f) = exp(f) =idg + ——— S F2 4 sin(|[u]|)f.
oo [[ul]* [lul|
Soit x € R3, exp(f)(x) = x + w (whou — [uli?x) + H einhullye A et st on note o = et
u u
8 = ||ul|, alors a est unitaire et on a r(x) = cos(6)x + sin(8) a A x + (1 — cos(0))(alx)a et on peut conclure

(par une formule vectorielle hors programme) que exp(f) est la rotation autour de I’axe orienté par le vecteur
a (donc le vecteur u) et d’angle 6 = ||u]|.

13.53 ] a. A est symétrique réelle donc diagonalisable. Il est clair que puisque A — I?“ est la matrice de rang 1

ne contenant que des %, la valeur % est propre pour A de multiplicité algébrique au moins égale a n — 1.

. En fait ¢’était clair car le vecteur

Puisque Tr (A) = n. On en déduit que la derniere valeur propre est ™ ;r 1

colonne V = *(1...1) vérifie simplement AV = nT_HV.

est la droite engendrée par (1,...,1).

o Le sous-espace propre associé a la valeur propre & ;r 1

e Le sous-espace propre associé a la valeur propre % est 'hyperplan orthogonal & la droite précédente (par

application du théoréme spectral). A est inversible puisque qu’elle n’a pas 0 comme valeur propre.

b. Soit M la matrice de la famille (u1,...,un) dans la base canonique. Alors *MM est la matrice de GRAM
de la famille (u1,...,un). Or Vk € [1;n], |[[uk||> = 1 et V(i,j) € [1;n]%, si i # j, on a par identité de
polarisation : (ui|uj) = %(Hule + yl> = [lwi —wl|?) = % Donc *MM = A et A est inversible donc M
est inversible ce qui signifie que F est une base de R™.
n n 2
On pouvait revenir & la définition : soit (etq,...,0n) € R™ tel que Y aguyx = Og, alors H > cxkukH =0
k=1 =
n
quon développe en Y. offux|[? +2 Y aoy(uiluy) = 0. Mais [fuk|| = 1 et (uifuy) = Lgii #
k=1 1<i<jgn 2
1 n 2 1 n
donc Z “k + Y oy = 2( > cxk) + 5 > oc% = 0. Comme ces deux quantités sont positives, on a
1<1<)<n k=1 k=1
n 2
( > ock) = Z af =0 donc ay = -+ = an done (uq,...,un) est libre : c’est donc une base de E.
k=1 k=1

c. Comme Vi € [[1;n]], f(ei) = ui, f est bien défini (envoi d’une base sur une famille). fest un automorphisme
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car il envoie une base sur une base. Comme F n’est pas une base orthonormée, u n’est pas une isométrie.

13.54| a. A est symétrique donc il existe par le théoréeme spectral une base orthonormale B = (Vy,---,Vy)

de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres Aq,---,An ou 'on peut supposer qu’en posant r le
rang de A, on a Ary1 = -+ = Ay, = 0 (et bien sr Ay---Ar # 0). Ainsi Im (A) = Vect(Vy,---,V;) car
Im (A) = Vect(AVy,--+,AVy) = Vect(AVq, -, AV,), Ker(A) = Vect(Veg1,- -+, V) = Im (A)+ (classique).

n n n
Soit un vecteur X = > xi Vi € R™, onaf(X) = Y MexZ — 3 xi'BVy (calcul). Ainsi, en notant by = *BVy,
k=1 k=1 k=1
T T

n T 2 n 2
on peut aussi écrire f(X) = > (MexZ —brxi) — > brxk = > Ak (xﬁ — b—k) - > brxk— Y. b—kz
K=1 K=r+1 K=1 2Mk K=T+1 k=1 4\

(=) SiSp(A) ¢ Ry ou B ¢ Im (A), traitons deux cas. Sil existe une valeur propre strictement négative,

disons Aq, alors linl f(x1,0,--+,0) = —oo donc f n’est pas minorée. Si B ¢ Im (A), alors byi1,--+,bn ne
X1 —>+00
sont pas tous nuls, par exemple b,, > 0, alors linl (0, +,0,%n) = —00 avec la méme conclusion.
Xn—+00

On pouvait aussi, pour k € [[1;7], écrire que « + f(aVi) = A o> —a(B| Vi) est minorée si et seulement si Ay > 0
(parabole). De méme, pour k € [[r+1;n], « — f(aVx) = —(B|Vx )« est minorée si et seulement si (B|Vy) =0
(fonctions affines). Ainsi, on a bien Sp(A) C Ry et B € Vect(Vyy1,- -+, V)t = (Ker(A))L = Im (A).

n
(<) SiSp(A) C R; et B € Im(A), alors comme B = > by Vi € Im (A) puisque B est orthonormée directe,

k=1
T b 2 T bZ T bZ
onabyy=--=by,=0doufX)= > )\k<xi — —k) — > =5 > -3 —X donc f est minorée (son
k=1 2Ak k=1 4Ag k=1 4\
.. N R LI, P . bs by
minimum absolu sur R™ est méme — Y —X car cette valeur est atteinte pour X = ( -1, ---, == 0,---,0)).
k=1 i N 2\,

Ainsi, par double implication, f est minorée si et seulement si Sp(A) C Ry et B € Im (A).
b. A € M, (R) symétrique, B € My, 1(R) une matrice colonne et f : R™ — R associée comme en a.. En
n

n
écrivant X = )~ x4E; et en développant, f(X) = > aijxixj— » xk(B|Vik) en se servant de 'E;AE;j = ai ;.

i=1 1<i,j<n k=1

fos df of o - -
Par définition Vf = (ﬁ, e ﬁ), d’ott V1 (X) = (]2::1 ai jx; — (BVqy),-- ',JZ:% anjXj —(B|Vn)) = 2AX—B.

D’apres la question précédente, A et A sont symétriques positives et By € Im (A7), B2 € Im(Az). On
vient de voir que Vfi(X) = 2A1X — By et Vf2(X) = 2A,X — B2. Comme on a supposé ||Vfi|| = [|Vf2]|
(et bien siir pour tous les vecteurs X de R™), en développant ||Vf1(X)|[? = [|Vf2(X)||?, on obtient la
relation suivante g(X) = 4*X(A3 — A2)X — 2(A1B7 — A2B2|X) + [|B1]|> — ||B2||? = 0. S’il existait une valeur
propre non nulle A de A% — A%, alors on aurait un vecteur colonne X # 0 tel que (A% — A%)X = MX et
g(aX) = o?A[|X||? — 2a(A1B1 — A2B2|X) + |[B1]|* — ||B2]|? qui tend vers 0o quand o — +oo : absurde !
Ainsi, A% — A% est symétrique donc diagonalisable et n’a que 0 comme valeur propre : A? = A%. Avec
g(a(A1B1 — A2B3)) et en faisant tendre « vers +o0o, on a A1B7 = A,B, ce qui amene aussi ||B1[|? = ||B2]|%.
Posons S = A% = A%, alors S est symétrique positive et possede donc d’apres le cours une unique ”racine
carrée” elle-méme symétrique positive. Or A; et A, sont symétriques positives, ainsi A; = A, par unicité.
Comme B; € Im (A7) et By € Im(A3), 3(Cq,C2) € (R™M)?, By = A1Cy et B = A,Cy = AjCy. Alors
A1B1 = AyBy <— A%(C1 — C2) =0. Or A; étant diagonalisable, Ker(A%) = Ker(A7) donc A;(Cy —C2) =0
d’ott By = B, et on ne s’est pas servi de ||B1||> = [|B2||>. Par conséquent A; = A, et By = B, donc f1 = f;.
c. L’inclusion Im (A7 + Az) C Im (A7) + Im (A3) est toujours vraie. Soit By € Im(Aq) et By € Im(A3),
alors les fonctions f1 et f, définies comme ci-dessus sont minorées d’apres la question a. donc leur somme

f="f1+f2:X—= XA +A2)X+ By +B2)X l'est aussi. Or Ay + A, est symétrique positive (classique)
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donc By 4+ By € Im (A + Az) d’apres la question a. encore. Ainsi Im (A7) +Im (Az) C Im (A7 + Az). Par
double inclusion : Tm (A7 +A3) =Im (A7) +Im(A;). Comme Ker(A7) = (Im (A7))*, Ker(Az) = (Im (A3))*

et Ker(A7 +Az) = (Im (A7 +A3))*, on obtient donc par la formule classique sur les orthogonaux la relation
Ker(A7 +Az) = (Im (A7 + A2))t = (Im (A7) + Im (A))t = (Im (A7) N (Im (A))+ = Ker(A1) NKer(A3).

On pouvait montrer directement que Ker(A; + Az) = Ker(A7) N Ker(Az) si A7 et Ay sont deux matrices

carrées symétriques positives. En effet, I'inclusion Ker(A7) N Ker(Az) C Ker(A7 4+ A3) est toujours vraie.
Réciproquement, soit X € Ker(A7 + A3), alors (A7 + A2)X = 0 donc *X(A7 + Az)X = 'XA1X + 'XAX =0

donc 'XA1X = 0 et "XA,X = 0 car ces deux quantités sont positives par hypothése. Ainsi, si on écrit
A1 = *MiMj, on a XM M X = [[M1X]|]? = 0 d’ol1t M1X = 0 et a fortiori A1X = 0 donc X € Ker(A7).
De méme X € Ker(Az). Par double inclusion, on a bien Ker(A; + Az) = Ker(A1) NKer(A2) et on en déduit

Im (A7 +Az) =Im (A7) +Im (A;) en passant aux orthogonaux comme ci-dessus.
13.55) Soit (A,B) € (S;7(R))? et A € Ry. Alors A + B et AA sont symétriques puisque S, (R) est un sous-espace

vectoriel de My, (R). De plus, pour tout X € My 1(R), on a *X(A + B)X = 'XAX + 'XBX > 0 (car 'XAX >0
et '™XBX > 0) et 'X(AA)X = A'XAX > 0 (car A > 0 et 'XAX > 0). Ainsi A + B et AA sont des éléments de
ST (R). Par conséquent : S;7(R) est stable par addition et multiplication par une constante positive.

Soit U € R™ = My,1(R), alors $ = U'U € My (R) et comme 'S = *(UtU) = *(*U)*U = U'U = S, la matrice
S est symétrique. De plus, si X € R™, tXSX = tXUtUX = |[*UX||? = (U|X)? > 0 donc S € S (R).

C’est quasiment du cours :

e Si M € SH(R), X #0 et MX =AX (A € Sp(M)), 'XMX = *X(AX) = A||X||?> = 0 donc A > 0 car ||X]|? > 0.

e Réciproquement, si M est symétrique et Sp(M) C R, par le théoréme spectral, on a M = PD'P avec
P € O(n) et D = diag(A1, -+, An) diagonale (A1, - -+, An) sont les valeurs propres de M) . Ainsi, pour X € R™,
on a 'XMX = 'XPD'PX = 'YDY avec Y = 'PX. En notant 'Y = (y7 - -yn), on a calcule 'YDY = fj Ay > 0.

k=1
Par double implication, si M € S, (R) : M est positive <= toutes les valeurs propres de M sont positives.

Soit (A,B) € (Si(R))?, par construction, A ® B est symétrique car les deux matrices A et B le sont.

On a vu en cours qu'il existait M et N réelles de taille n (qu’on peut méme choisir symétriques) telles

que A = '"MM et B = 'NN. Calculons, pour X € R", 'X(A ® B)X = Y ajjbijxixj. Or si on
I<hjsn
note D = diag(X1,--~,Xn), on a DA = (ai‘jxi)1<iyj<n et BD = (bi‘jxj)1<i,j<n- Ainsi, pour le produit

scalaire canonique sur M (R) et comme D est symétrique, on a *XAX = (DA|BD) = Tr (*(DA)BD) donc
YXAX = Tr ({(D*MM)!NND) = Tr (*MMD*NND) = Tr (MD'NND'*M) = [|[ND*M||% > 0.

De plus, si A et B sont dans ST (R), les matrices M et N sont inversibles donc ND'M # 0 si X # 0 donc
Y(A®B)X > 0si X#0 car alors D # 0 donc A ® B € S{1(R).

Notons M la matrice de M (R) dont les colonnes sont les Uy, -+, Uy. Alors "MM est la matrice de GRAM
associée et on a A = *"MM = (*UiUj)1<i,j<n. A est bien symétrique et 'X*MMX = [[MX]||* > 0 donc A est
symétrique positive. Comme la matrice ] = (1)1<i j<n est aussi symétrique positive car ses valeurs propres
sont 0 de multiplicité n — 1 et n (car Tr (J) = n) de multiplicité 1. D’apres ce qui précede A € St (R),

J € SH(R) et ¢ > 0 impliquent que A + ¢cJ € S;(R). Ensuite, la matrice S est la puissance k-ieme de A pour
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le produit de HADAMARD donc S € S (R). si elle est définie par si; = (*UiU; + c)k.

Le produit de HADAMARD est utilisé en compression de données comme le JPEG.

13.56 | a. Montrons que les points extrémaux de C = B¢ 2(0, 1) sont les points de la sphere S,(0,1).

Siu=(a,b) € B2(0,1), alors u n’est extrémal car en notant r = va? + b2 <1, x = (c,d) = (%)(a,b) et

y=(e,f) = —(a,b), on au € [x;y] alors que x € C\ {u} et y € C\ {u}. Ainsi C\ {u} n’est pas convexe.
Siu = (a,b) € $2(0,1), posons C la boule fermée unité privée de u. Soit (v,w) € C2, on sait, déja puisque
B,,¢(0,1) est convexe, que [v;w] C By ¢(0,1). Supposons que u € [v;w], alors 3t € [0;1], u=tv+ (1 —t)w
Ainsi, par inégalité triangulaire, |[u|| = 1 < t||v||+(1—1t)||w|| < t+1—t = 1. On en déduit que ||v|| = |[[w]| =1
et, par le cas d’égalité dans MINKOWSKI, que v et w sont positivement liés. Mais comme ils sont de norme
1, on aurait v =w ce qui est absurde car alors [v;w] = {v} et que u ¢ C.

En conclusion, les points extrémaux de B2 ¢(0,1) sont tous les points de la sphere unité.

b. On montre par une méthode similaire ou cela se voit tres bien géométriquement, les points extrémaux de
la boule fermée unité pour la norme ||.||; sont les quatre sommets du carré S;(0,1).

c. Il est clair que si u € C est le milieu de deux points distincts v et w de C, alors u n’est pas extrémal car
C\ {u} ne sera plus convexe (v,w) € C? mais [v;w] & C car u € [v;w] et u ¢ C.

Réciproquement, si u n’est pas extrémal, alors il existe deux points distincts a et b de (C\ {u})? tels que
[a;b] n’est pas inclus dans C \ {u}. Mais comme C est convexe, cela signifie que u € [a;b]. Ainsi, comme
u# aetu#b, il existe t €]0; 1] tel que uw = ta + (1 — t)b. Quitte & échanger a et b, on peut supposer que

t e }0; l] On pose alors ¢ = %a + (1 — l)b et d = 32—ta+ ( 32t)b de sorte que c,d sont éléments de

2 2
[a;b] C C. Comme c #u, d#u, c#det c—|2—7d = u, u est bien le milieu de deux points distincts de C.

Ainsi, un point de C est extrémal si et seulement s’il n’est pas le milieu de deux points de C.

d. Notons d’abord que si u € £(E), comme on est en dimension finie, u est lipschitzienne donc |||u||| existe.
Puisque B est un compact de E et que E est de dimension finie, 'application x — |[u(x)|| est continue donc

atteint ses bornes sur B donc |||[u]| = Mc%x [lu(x)|]-

xXe
Montrons d’abord que C est une partie convexe de £(E). Soit (u,v) € C% et t € [0;1], alors pour tout vecteur
xde B,on a [[(tu+ (1 =t)v)(x)|| = [[tu(x) + (1 = t)v(x)|] < t|[u(x)]| + (1 = t)|[v(x)|| par inégalité triangulaire
et homogénéité donc ||(tu + (1 — t)v)(x)|| = ||[tu(x) + (1 — t)v)|| < tl|[w|]] + (1 = B)|||v]||. Ceci étant vrai

pour tout x € B, on a bien ||[tu4+ (1 —t||]| <t x T+ (1 —-t)x1=1doutu+ (1 —t)v €C.
Montrons que si u est un automorphisme orthogonal de E, alors u est extrémal dans C.

YEW gvec (v,w) € C2. Pour tout vecteur non nul x, on a donc par inégalité triangulaire

Supposons que u =

ell = Jhutoll = LN T (vt 4 flee) ) < L (1l -+ 1Rl ] = 1]l Ainsi, comme on

égalité dans I'inégalité de MINKOWSKI, les vecteurs v(x) et w(x) sont positivement liés. Or on a forcément
[Iv)|| = |[w(x)|| = [|x|| donc v(x) = w(x). Comme ceci marche aussi pour le vecteur nul, on av =w et u
ne peut donc pas étre le milieu d’un segment [v; w] avec deux endomorphismes v, w distincts de C. Ainsi,
d’apres la question c., u est extrémal dans C.

Réciproquement, soit u € C tel que u ne soit pas un automorphisme orthogonal de E. Soit U la matrice de
u dans une base orthonormale B de E. On utilise comme indiqué dans 1’énoncé la décomposition polaire de
U: 30 € On(R), 35 € S{f(R), U= 0S. La matrice S étant symétrique réelle et positive, on sait qu'il existe
une matrice diagonale D = diag(ds,---,dn) & termes diagonaux positifs 0 < d; < --- < d,, et une matrice
orthogonale P € O(n) telles que S = PD'P. Comme O est orthogonale, ||[U]|| = []|OS]|| = |||S]|| et on montre
assez facilement que |||S||| = dn. Comme ||[U]||| = ||[u||] € 1,ona dn < 1. Or puisque U n’est pas orthogonale,

S # I, donc dj < 1. On écrit alors d; = &

b avec —1<a<b<1. On pose alors D1 = diag(a,dz, -+, dn)

VW o

et Dy, = diag(b,dz,---,dn de sorte que Dy # Dj et que D = 5

w. On en déduit que U =

25



posant V = OPD{'P et W = OPD,'P. Reste & voir que les endomorphismes v et w dont les matrices dans la
base B sont V et W sont dans C. On a déjav # w car Dy # D3. De plus, soit x unitaire, en notant X la colonne
de ses coordonnées dans la base B, [[v(x)||* = |[VX||? = X'VVX = 'XPD;'PtOOPD;'PX = *(PX)D?(PX). Or,
en posant Y = PX, on a ||Y|| = 1 donc, en effectuant le calcul, on a |[v(x)||> < |Jy||[> = 1 donc v € C. De
méme w € C. D’apres la question c. toujours, u n’est pas extrémal.

Au final, les points extrémaux de C sont exactement les automorphismes orthogonaux de E.

a. E C Ry[X] et 0 € E. Comme E est clairement stable par combinaison linéaire : E est un sous-espace
vectoriel de Ry [X]. Comme ¢ : Ry[X] — R définie par ¢(P) = P(1) est une forme linéaire non nulle (car
@(X) #0) et que E = Ker(g), E est un hyperplan de Ry [X] donc dim(E) = n.

b. Les Uy sont bien des éléments de E (car k > 1 donc les Uy s’annulent en 1) et ils forment une famille libre

(degrés échelonnés), comme B = (Uy,---, Uy ) est de cardinal n, ¢’est une base de E qui est de dimension n.
. o pt(1) K _ S plk
c. On se rappelle de la formule de TAYLOR : siP € E, P(1) =0doncP = ) T(X_]) = > Py
k=1 : k=1

n
1l suffit de définir (|.) : E2 — R par (P|Q) = . P (1)Q™)(1). L’application (.|.) est bien définie, clairement
k=1

n
bilinéaire, positive et symétrique. Si P € E vérifie (P|P) = 0, alors (P|P) = > P(X)(1)2 = 0 dont on déduit
k_

) est un produit scalaire sur E.

Yk € [1;n], P& (1) = 0 donc P = 0 d’apres la formule ci-dessus. Ainsi (.
Pour (i,k) € [1;n]2, U (1) = 6.1 en identifiant U; = f( )i = z M (U

Par conséquent, si (i,j) € [1;n]?, on a (Ui|U;) = Z U ( U(k)( 1) = Z 81,185,k = 845

On en déduit que B est une base orthonormale de E pour ce produit scalaire (.|.).
d. Si P € E, alors deg(P) < n donc deg(@(P)) < 1+ deg(P) — 1 < deg(P) < n donc, comme ¢(P)(1) =0, on

a bien ¢(P) € E. La linéarité de ¢ provient de celle de la dérivation. Ainsi, ¢ est un endomorphisme de E.
Pour k € [1;n], ¢(Uyx) = kUy car Uj =1 et Vk € [2;n], U} = Uyx_;. Comme B est une base orthonormée

de vecteurs propres, @ est diagonalisable et méme symétrique pour (.|.) et Sp(e) = {1,2,---,n}.
e. Comme 0 n’est pas valeur propre de ¢, ¢ est inversible. Je ne sais pas ce qu’on entend par ”donner son
inverse”. @~ ! est ’endomorphisme de E qui envoie les Uy sur LL par exemple mais ce n’est pas satisfaisant.

13.58) a. Soit A € C une valeur propre de A, alors il existe X # 0 € My,1(C) tel que AX = AX. Ainsi, d’apres
l'indication, 'XAX = 'X(AX) = A[|X||?> mais aussi *XAX = *(AX)X = A'XX = A||X||?. En identifiant et car
[[X||* > 0, on obtient bien A = A donc A € R. A ne posséde donc que des valeurs propres réelles.

_ /!
b. Si A = (21 2])7X_ (:) et Y= (:) alors @(X,Y) = 'XAY = 2xx’ 4+ 2yy’ — xy’ — x'y. 1l est clair

que @ est bilinéaire et symétrique. Comme ¢ (X) = 2x? — 2xy +2y? = x? + (x —y)? +y?, ¢ est aussi positive.
Sie(X,X)=0,x=x—y =1y donc X =0 et @ est bien définie positive : ¢ est un produit scalaire sur R™.
c. On constate d’abord que ¢ ainsi définie est bilinéaire par distributivité de la multiplication sur la somme.
@ est symétrique car V(X,Y) € (R™)2, o(Y,X) = 'YAX = Y(tYAX) = 'XPAX = @(X,Y) (A est symétrique).
(i) = (ii) Supposons que les valeurs propres de A sont strictement positives. Alors, par le théoréme
spectral, A = PD'P avec D = diag(A1,--+,An) et P € O(n). Ainsi, @(X,X) = 'XPD'PX = 'YDY en posant

n

Y = 'PX donc @(X,X) = Y Ayi = 0 et (X, X) = 0 si et seulement si Vk € [1;n], yx = 0, ce qui revient
k=1

Y = 0 ou encore X = 0 car P est inversible. Ainsi, ¢ est définie positive et c’est donc un produit scalaire sur
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R™. Les valeurs propres de la matrices de la question b. sont 1 et 3, strictement positives.
n
(ii) = (i) Supposons que ¢ est un produit scalaire. Avec les mémes notations, ¢(X,X) = 21 Ayi. Sl

existe une valeur propre négative ou nulle, disons A7, alors en prenant 'Y = (1,0,---,0) # 0 et X = PY # 0

associé, on a @(X,X) = A; < 0 : absurde. Ainsi, toutes les valeurs propres de A sont strictement positives.
Ainsi, les valeurs propres de A sont strictement positives si et seulement si ¢ est un produit scalaire.

Question de cours : u € £(E) est symétrique dans E euclidien si V(x,y) € E2, (xJu(y)) = (u(x)|y).

a. Comme (FL)L = F, il suffit de montrer un seul sens de cette équivalence. Supposons donc F stable par
f. Alors u induit sur F un endomorphisme ur qui conserve encore la norme donc ur € O(F). On en déduit
que ur est un isomorphisme car si |Jup(x)|| = 0 pour x € F, on a par définition ||x|| = 0 donc x = 0g. Tout
vecteur x € F admet donc un unique antécédent y € F par ur donc par u.

Soit y € F* et x € F, notons z = u~'(x) I'unique antécédent de x par u, on vient de voir que z € F. Alors
(u(y)]x) = (w(y)|u(z)) = (y|z) = 0 car y € F* et z € F. Par conséquent u(y) € F+ : F est bien stable par u.
b. Soit (x,y) € K(f) x I(f). Par définition, il existe z € E tel que y = f(z) — z et on a aussi f(x) = x. On
calcule (x]y) = (x|f(z) — z) = (x|f(z)) — (x]z) = (f(x)|f(z)) — (x]z) = 0 car f € O(E) donc K(f) L I(f). Par la
formule du rang, dim(K(f)) + dim(I(f)) = dim(E) donc E = K(f) @ I(f) et I1(f) = (K(f))*+.

c. Comme sy, 0---0sy, € O(E), I(sy, 005y, ) = Vect(ur, -+, up) <= K(sy, 0 - -0sy, ) = Vect(ur, -, up)*
d’apres la question b.. On peut supposer sans perte de généralité que Vk € [1;p], |Juk|| =1.

Montrons cette égalité par récurrence sur le nombre de vecteurs, soit pour p € [[1;n], la proposition suivante

R

P(p) =" si (u1,---,up) est libre dans E euclidien de dimension n, alors I(sy, o---0sy,) = Vect(ug, -+, up)”.
Ceci équivaut aussi & K(sy, 0 0sy,) = Vect(ur, -, up)*".

e Sip =1et (uy) libre (u; # Og) alors K(sy, ) = Vect(uy )+ par définition d'une réflexion donc P(1) est vraie.
e Soit p € [1;n—1] tel que P(p) est vraie. Soit (u1,---,1up41) une famille libre de E et x € K(sy; 005y, ).

On compose sy, ©-++0 sy, ,(X) =X par sy, POur avoir sy, o --- 0 sy, ., (x) = sy, (x) = x — (x|ur)us. On en

déduit que (x|ur)us = x — g(x) avec g = sy, 0+ 05y, ;. Ainsi, (x|us)u; € I(g) = Vect(uz, -+, upy1) par
hypothese de récurrence. Mais comme u; ¢ Vect(uz,- -, up41) car la famille (uq,---,up41) est libre, on en
déduit que (xJur) = 0. Par conséquent x — g(x) = 0g donc x € K(su, 008y, ,,) = Vect(uz, -, ups1)".
Tout ceci montre que x € Vect(u, -+, up1)®. Ainsi K(sy, o-+-0sy, ;) C Vect(ur, - upp1)*.

Soit x € Vect(uy, -+, up)t. Comme Vk € [1;p], xx € (Rui)™t, on a sy, (x) = x donc sy, 00y, (x) =x
puisque x est invariant par toute sy, . Ainsix € K(sy, o+ --0sy, ). Alors Vect(uy, -, up)t C K(sy, 0+ -0sy,).
On en déduit bien que K(sy, 0+ 05y ,,) = Vect(ur, -, up1)".

Ainsi, par principe de récurrence, pour toute famille libre (us,---,up) de vecteurs de E, on a I’égalité des
sous-espaces I(sy, 0+ 0sy,) = Vect(ur, -+ ,up) ou K(sy, 005y, ) = Vect(uy, -+, up)*

13.60] a. Classique ! C’est le produit scalaire canonique sur les matrices car Tr (ATB) = ai;bi; et que la
1<ij<n
base canonique (Ei,j)1 <i,j<n est une base orthonormale pour ce produit scalaire.
b. Soit (S,A) € Sn(R) x An(R), @(A,S) = Tr (ATS) = Tr (=AS) = —Tr (AS) car A est antisymétrique et Tr
est linéaire. De plus, ¢(A,S) = @(S,A) = Tr (STA) = Tr (SA) = Tr (AS). Comme Tr (AS) = —Tr (AS), on a
Tr (AS) =0donc A LS. Ainsi S,,(R) et An(R) sont orthogonaux, ce qui justifie que S, (R) C An(R)*. Par
égalité des dimensions (A, (R): et Sp(R) sont des supplémentaires de A, (R)), on a S, (R) = Ay (R)* :
Sn(R) et A, (R) sont des supplémentaires orthogonaux. Ainsi A, (R) = S, (R)> .
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c. U est clairement bilinéaire. De plus ¥(Y,X) = YTMX = (YTMX)T (puisque c’est une matrice 1 x 1)

donc P(Y,X) = X"™MTY = ¥(X,Y) car M est symétrique. Ainsi 1V est symétrique. Soit (V7,---,Vy) une

base orthonormale de vecteurs propres de M (théoréme spectral). On note Vk € [1;n]], MVy = AV avec
n

Ax > 0 par hypotheése. Soit X € R™, on le décompose X = > xxVi. Alors, comme (V7,---,Vy) est une base

k=1
n n n
orthonormale : (X, X) = XTMX = ( > xiViT) ( > xj}\jVj) = > AxygV]V; = 3 Axi > 0. De plus,
i=1 i=1 1<iign k=1
n
si X # 0, I'une des coordonnées x1,---,xn est non nulle ce qui fait que Y ?\kxﬁ sera strictement positif.

k=1
Ainsi, 1\ est aussi défini positif. En résumé, { est un nouveau produit scalaire sur R™.

a. Il y a bien siir n! permutations dans ce groupe (pour la loi o des permutations de [1;n]).
b. Par structure de groupe de Sy, ¢ va bien de Sy, dans Sy. ¢(1) = ¢(v') <= 100 =700 <= 1v="7 (en
composant par ¢~ ') ; ainsi ¢ est injective. Comme S,, est un ensemble fini, on sait que l'injectivité de ¢
équivaut a sa surjectivité et donc a sa bijectivité. Ou alors on constatait qu'un antécédent de n € S,, était
t=moo" ! €S, pour la surjectivité.
c. fo est définie comme 'unique endomorphisme de E qui envoie la base B sur la base (eg(1), ) eq(n))-
Comme f, envoie une base orthonormale sur une autre base orthonormale, fo € O(E). Puisque f, conserve
la norme, si A € R est valeur propre de fq, il existe x # Or tel que fo(x) = Ax donc [|fo(x)|| = |A|||x]|
donc |A| =1, soit A = £1. Si fs est diagonalisable, alors E = Eq(fs) @ E_1(fs) donc fs est une symétrie.
Réciproquement, une symétrie est diagonalisable car X* — 1 = (X — 1)(X + 1) 'annule.
Ainsi f est diagonalisable si et seulement si c’est une symétrie orthogonale (car c’est déja une isométrie).
De plus, si (0,0’) € SZ, pour k € [1;n], fo o for(ex) = fo(eor (k) = €soor(k) donc fg o for = fooor. Ainsi
(fo)? = fg2 = idg <= Vk € [1;1], es2(k) = ek 0? = id [1,n]. D’ol fs diagonalisable <= 0? = id [1;n]

ce qui signifie encore que o est la composée de transpositions a supports disjoints (on peut les dénombrer).

d. Par somme, p = l' > fo est un endomorphisme de E. On a p(ex) = l' > folex) = l' Y es(k)
n

n oes, N oesy * 0ESA
n
pour k € [[1;n]. Ainsip(ex) = ]—' > ( > ej). Or il existe (n —1)! permutations de Sy, telles que o(k) =j
n. j=1 0ESTH
o(k)=j

puisque 'image de k est choisie mais il reste les n — 1 autres images & choisir. Ainsi, on trouve simplement
1\ 1
ple) = o (= lep) = 1

1

n
> ej. p admet donc pour matrice dans la base orthonormale B la matrice
j=1

A qui ne contient que des On vérifie que A2 = A. Comme A est symétrique, p est une projection
orthogonale. Comme rang (A) =1, p est la projection orthogonale sur la droite Im (p) = Vect((1,---,1)).

a. Clairement, 0 € W donc W # (). De plus, si (A,B) € W? et A € R, alors pour tout entier k € [2;n],
ona [A+ABlit = [Alkq +ABl1 = 0+Ax0=0¢et [A+AB]1x = [Alix +ABl1c = 0+ A x 0 =0 donc
A +AB € W. Ainsi, W est un sous-espace vectoriel de M, (R) donc W est lui-méme un espace vectoriel.
Comme A € W <> A € Vect(E1,1,E2,2,E2,3, **,En,n) 00 a W = Vect(Eq1,1) @ Vect(Eij | (1,j) € [2;n]?).
Comme cette famille (E1 1) IT (E4,j)(1,j)e[2:n]2 est libre (sous-famille de la base canonique), elle constitue une

base de W et, en comptant, on obtient dim(W) =1+ (n —1)> =n? — 2n + 2.

b. vi = (L, ceey 1—) est unitaire dans R™ euclidien canonique donc (v1) est une famille orthonormale.
Vvn Vvn
D’apres le théoréeme de la base orthonormée incomplete, il existe une base orthonormale B = (vq,---,vy) de
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R™. La matrice de passage P de la base canonique B.qn & la base B est orthogonale car ce sont deux bases

orthonormales. La premiere colonne de P contient vy par définition : P = € O(n).
1

vn
c. Méthode 1 : notons f (resp. g) ’'endomorphisme canoniquement associé & A (resp. & AT). Avec la

base B de la question précédente, par formule de changement de base, nous avons B = PTAP = Mat 5 (f)
et C = PTATP = Mat 5(g) car, comme P est orthogonale, on a PT = P~1. Si u = (1,---,1), la matrice A
appartient a V si et seulement si u est un vecteur propre de f et de g par définition de V. Ceci équivaut
au fait que la premiere colonne de B = Mat 5 (f) (resp. Mat (g)) contient des termes nuls en dehors de
la diagonale car ceci équivaut au fait que Bu = by ju et Cu = c¢j7u. Or, un calcul simple montre que
PTATP = C =BT = (PTAP)T donc la premiére colonne de C est la transposée de la premiére ligne de B.

Méthode 2 : en notant Eq le vecteur colonne tel que EJ = (1 0---0) et V; le vecteur colonne tel que

V1T = (]— L), si on suppose que U est un vecteur propre de A et de AT, c’est-a-dire, comme
Vvn vn

U=+/nVi, que AV; =AVy et ATV; = uVy, on a PTAPE; = PTAV; = APTVy = AE; car PTV; est le vecteur
colonne tel que (PTV1)T = (|[V4]% (Va[V2) --+ (Vi]|Vn)) = (1 0---0) (V; est la j-itme colonne de P). De
méme, on trouve PTATPE; = uE; ce qui justifie bien que les premieres colonnes de PTAP et de PTATP sont
nulles en dehors de la diagonale donc, comme on a PTATP = (PTAP)T, que la premiere colonne et la premicre
ligne de PTAP sont nulles en dehors de la diagonale. La réciproque se fait de méme.

Ainsi, A € V <= (les premieres colonne et ligne de B sont nulles en dehors de la diagonale) <= PTAP € W.
d. La matrice nulle est clairement dans V. Soit (A,A’) € V2 et A € R, PT(AA+A")P = APTAP+PTA'P € W
car (PTAP,PTA’P) € W2 d’aprés c.. V est donc un sous-espace vectoriel de My, (R) donc un espace vectoriel
lui-méme. On peut aussi le démontrer en revenant a la définition des vecteurs propres.

L’application f : V — W définie par f(A) = PTAP est bien définie d’apres c., clairement linéaire, et bijective
par I'équivalence de la question précédente, un antécédent de B € W par f est PBPT. Par conséquent, f est

un isomorphisme et, en tant que tel, conserve les dimensions des espaces : dim(V) = dim(W) = (n—1)2 +1.

a. Soit p la projection orthogonale sur le sous-espace F C E. Soit (x,y) € E2, on décompose ces deux
vecteurs en x = x7 +x2 et y = y7 +yz avec (x1,y71) € F et (x2,y2) € (F-)%. Alors p est symétrique car on
a (p()ly) = Galyr +y2) = (xalyr) + Galyz) = (alyr) = Galyr) + (2fyr) = (a1 +x2fy1) = (xlp())-
b. p et q étant des projecteurs orthogonaux, ils sont symétriques donc par, par composition, p o q o p est
symétrique. En effet, si (x,y) € E*, ona (poqop(x)y) = (qop(x)lp(y)) = (p(x)|gop(y)) = (xlpogop(y))
car, successivement, p est symétrique, q est symétrique, p est symétrique.

+ = (Im(p))* N (Ker(q))*.

=E1(p) L Eo(p) = Ker(p).

On conclut par égalité des dimensions que (Im (p))* = Ker(p). De méme (Ker(q))* = Im(q).

Ainsi : (Im (p) + Ker(q))* = Im (q) N Ker(p).

c. Comme Im (q) et Ker(p) sont des sous-espaces E, on sait que (Im (p) + Ker(q))
Or p (méme chose pour q) est un projecteur orthogonal donc Im (p) = Ker(p—id )

d. D’apres la question précédente : E = Im (p) + Ker(q) + (Im (q) N Ker(p)), ces sous-espaces ne sont pas
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forcément supplémentaires car on ne sait pas si Im (p) N Ker(p) = {0g}. L’endomorphisme u =po qop est
symétrique donc diagonalisable. On va étudier p o q sur chacun des trois sous-espaces précédents.

e Comme Im (p) est stable par u, 'endomorphisme induit par v dans Im (p) est aussi symétrique donc
diagonalisable et il existe donc une base orthonormale (et,---,e;) de Im (p) formée de vecteurs propres de
u (associés aux valeurs propres Ay,---,Ay). Or Vk € [1;7]], p(ex) = ex donc p o q o p(ex) = Axex devient
poq(ex) = Akex et ex est aussi un vecteur propre de p o q.

e On complete cette famille libre (e, -, e;) en une base (e, -, er,erp1, -, em) de Im(p) + Ker(q). Or
Vk € [r+ 1;m], q(ex) = O donc p o q(ex) = O et ey est aussi un vecteur propre de p o g.

e Enfin, on compleéte cette famille libre (e1,---,em) (qui est une base de Im (p) + Ker(q)) en une base

B =(e1, " yem,em+1, ",en) de E en la complétant avec une base de (Im (p) + Ker(q))* = Ker(p) NIm (q).
OrVk € [m+T1;n], poq(ex) =p(q(ex)) = p(ex) = O donc ey est & nouveau un vecteur propre de p o q.
Au final on obtient une base B de vecteurs propres de p o q donc p o q est diagonalisable.

En général, si u est un projecteur orthogonal sur F d’un espace euclidien E, on va établir les deux inégalités
Vx € E, 0 < (u(x)[x) < ||x||? et [[u(x)||? < |[x||*. 11 suffit de prendre x € E, de le décomposer x = y + z avec
y €Fetz € F et éerire (u(x)|x) = (yly +2) = [|y||> + (ylz) = |[y||? = ||x]|* — ||2||* avec PYTHAGORE. Ainsi
0 < [lyll* = (u(x)lx) = [Ix]1? = [[z||* < [[x]|*. De plus, [[u(x)I|* = [Jyl|* = (u(x)lx) < []x]]*.

Soit k € [[r 4+ 1;n], alors p o q(ex) = Og donc ey est associé & la valeur propre 0.

Soit k € [1;7], poqlex) = poqop(ex) = Akex et Allex]|* = (p o qoplex)lex) = (q o plex)|p(ex)) car p
est symétrique donc 0 < A|lex||? < |[p(ex)||® < ||ex||? d’apres les deux inégalités précédentes puisque p et
q sont des projections orthogonales. Comme ||ex||? > 0, on en déduit que 0 < Ay < 1.

Par conséquent, p o q est a valeurs propres dans [0; 1].

13.64 ] a. J,, est symétrique réelle donc diagonalisable. ], est de rang 1 donc dim(Eo(Jn)) = n — 1 par la formule

du rang. Comme Tr (M) = n, la seule autre valeur propre est n de multiplicité 1. Ainsi Sp(Jn) = {0,n}.

b. Comme J, ( ] ) (0> et Ja ( ! > = <§>, il suffit de normer ces deux vecteurs propres pour avoir

J, = P,D>'P; avec D; = (o 2> et Py = ] !

V2 1
0 1 3
Comme J3 | — , I3 0)JetJs| 1] =13],il suffit de d’orthonormaliser ces trois
0 1 3
a1 R
0 0 0 V2 V6 V3
vecteurs propres pour avoir J3 = P3D3tPs;avecD3=|0 0 0 | et P3 = —% % %
0 0 3 0 _2 1
Ve V3
13.65 ] a. Soit X # 0 € Mn,1(R), on note *X = (x1x2---xn). En général *XAX = Y aijxixj, ce qui donne ici
1<i,jsn
n 3 n 3 n 5 n 2 n 2
XAX = 37 akexi+2 >, xixj = > (ae—1)xg+2 > xixj+ o, xg = >, (ak,k—l)xk—k( > Xk) )
k=1 1<i<j<n k=1 1<i<j<n k=1 k=1 k=1

b. Soit X € Ker(A), alors AX = 0 donc 'XAX = 0 ce qui implique X = 0 par la question a.. Ainsi
Ker(A) = {0}, A est donc ”injective” donc A est inversible.
La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable. Toutes ses valeurs propres sont strictement positives

car soit A € Sp(A) et X # 0 tel que AX = AX, alors 'XAX = AtXX = A||X||> > 0 d’apres la question a. donc

A >0 car ||X||? > 0. On dit que A est symétrique définie positive.
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13.66 ) E contient I,, et si (A,B) € E?, par produit matriciel, on a A'B € M, (Z) et A'B € O, (R) car On(R) est
un groupe. Comme *B =B~ on a AB~! € E donc E est un sous-groupe de GL,(R) ou de O, (R) donc E

est lui-méme un groupe (non abélien & moins que n = 1).

Si A € E, comme ses colonnes forment une base orthonormale, elles sont unitaires : Vj € [[1;n], Cliz,j =1

IINgE

i=1
donc tous les coefficients (puisqu’ils sont entiers) sont nuls sauf un seul qui vaut +1. Mais comme les

colonnes sont orthogonales entre elles, deux cases avec des 1 ne peuvent pas étre sur la méme ligne si elles
correspondent a des colonnes différentes. L’application ¢ : [1;n] — [1;n] définie par ¢(j) =1 oll aj; = %1

est donc une permutation (et il y en a n!). Il reste a choisir les signes des n cases non nulles : 2™ choix. Il y

o o0 -1
a donc 2™n! éléments dans le groupe E avec des matrices comme [ 1T 0 0 pour n = 3.
0 -1 0

13.67) a. Soit A une valeur propre (réelle par le théoréme spectral) de la matrice symétrique réelle A, il existe
V € R™\ {0} avec AV = AV. Alors *VAV = A'VV = A||V||> > 0 donc A > 0 car ||[V||> > 0. Ainsi, Sp(A) C Ry.

b. SiX: Ry — R™ est constante (avec Vt € Ry, X(t) = U) et solution de (E), alors X’ = 0 donc AU = B donc
X = U € S. Les solutions constantes de (E) sont les fonctions X : Ry — R™ telle que Vt € R, X(t) =U € S.

n
c. Définissons la fonction f: R — R, par Vt € R, f(t) = |[X(t) = Y(t)||* = X (xk(t) — yx(t))?. Comme
k=1
X et Y sont dérivables, toutes les xx et yx le sont donc f est dérivable sur R et, d’apres le cours, on a
(1) = 2(X'(t) = Y(1)[X(t) — Y(t)) = —2(A(X(t) = Y(1))|X(t) = Y(t)) = *(X = Y)A(X — Y) < 0 par hypothése

sur la matrice A. Ainsi, la fonction f est décroissante sur R.

d. Soit X une solution quelconque de (E). Prenons Y(t) = U € S, alors Y est solution de (E) d’apres la
question b. donc g : t — ||X(t) — U|| est décroissante donc bornée sur R, par g(0) = ||X(0) — U|| d’apres c..
YVt >0, [IX(t)|| = |IX(t) = W+ Ul| < |IX(t) = U|| + ||u]] < |IX(0) — U|| + ||u]|| donc X est bornée sur Ry.

Soit X une solution de (E) qu’on décompose dans une base orthonormale B = (Vy, - -+, V;,) de vecteurs propres
n n
de A : X(t) = 3 xi(t)Vi. On décompose aussi B = > biVi. On note k la dimension de Ker(A) = Eo(A), on
i=1 i=1
prend Vi, - -+, Vi dans Ker(A) et Vi1, -+, Vy associés a des valeurs propres strictement positives Ax41, -+, An
n

n n
de A (pas forcément distinctes). Alors X'(t) = > x{(t)Vi = —A( > xi(t)Vi) +B = > (bi —Aixi(t))Vi ce qui
‘ . .

i
i= i=1 i=1

donne en identifiant Vi € [1;n]], x{(t) = —Aixi(t) +b;i (F;i). Comme B € Im(A) par hypothése puisque S # ()
et que Im(A) = Vect(Vik41,---,Vn)onaby =--- =byx =0. Siie [1;k], on en déduit que x; est constante
sur l'intervalle Ry car Ay = 0 et by = 0 donc Vt > 0, xi(t) = xi(0). Sii € [k+1;n], en résolvant (F;) sur Ry :

bi).-At . b by S by
o L ainsi Um xi(t) = . En posant X, = 1(0)V; =V,
7\i> + Ai t—>+o<>X1( ) A P e i; Xl( ) ' +i:%;i-1 Ai '
k n b n
ona Um X(t) = Xe. De plus, Xoo €S car AXoo = D> xi(0)AVi+ Y. LAVi= > biVi =B.
t—-+o00 i=1 i=k+1 Ai i=k+1

Ve >0, xi(t) = (xi(O) -

k n
e. Les vecteurs de S, dans la base B définie ci-dessus, sont les U qui s’écrivent U = > wiVi + > %Vi.
i=1 i=kt+1 M

n
> by

Ainsi [|X(0) — Xoo||? =
i=kt1 M

2 n b;
= Y. = (car B est une base orthonormée) alors que si U € S, on a
i=k+1 A%
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5 k 5 n b2
IXO) =Ull* = > (a(0) —w)*+ > &
i=1 imlr1 A
avec égalité si U = X. On vient donc d’ etablir que [|X(0) — Xoo|| = LIl'm; [1X(0) — Ul
€

> [|X(0) — Xoo . On a done YU € S, ||X(0) = Xoo| < [|X(0) — U]

f. Supposons S = @ et qu’une solution X de (E) admette une limite finie en 400 : tu«T X(t) = Xo0 € R%.
—>+00
Par continuité de V — —AV + B, on obtient tliﬂl X'(t) = —AXe + B = D’_. Mais comme X admet une
—+00
limite finie en +o00, il est classique de conclure que D/, = 0. Ainsi, AXs = B et X € S ce qui est absurde.

Par conséquent, si S = (), les solutions de (E) n’admettent pas de limite finie en +oo.

_b,c
T2t
¢ V3, ., V3
13.68) a. Soit X = [ b | € R3, alors MX = Tb + 6 © | donc, par inégalité triangulaire, on obtient la
¢ V2,
V3
majoration ||MX||; = ’a—%+ ¢ +‘§b+%c‘+‘%c‘ < al+ (%+§)|b|+ <%+?3+%)|c\ Ainsi,
1, V3 \fz) 1.V3_ V2 1,V3 1,V3, V2
MX <(f V3, V2 b 1< B VT g g0s2et 14 V3 Ly 36643 V2
Ml < (1334 ) ol ol +[e) car 1 < 1+ 2+ Y2 nqoszer 133 w1366 < L4934 V2
Alinsi, en posant C = % + % + %, on a VX € R3, [[MX||; < C||X||;. Cette inégalité est une égalité si on
prend le vecteur non nul X € R3 tel que *X = (0 0 1) donc |[[M|||1 = Sup IMXJly 1 + V3 + V2 . 1,605.
IX[h 2 6 \f
b. Avec les notations précédentes, il vient ||[MX||c = Max (’a ’\[b + = > or on a

b
o= bt gl <o+ Bl Il <o, [0 4 ] < f|b|+f\| <(B+ f)||x||mz||x|\met
‘%c‘ < %HXHOo < 2|IX||oo donc [[MX||oo < 2[|X||oo- Cette inégalité est une égalité si on prend le vecteur
3 t— (1 _ — up IMX[lo
non nul X € R> tel que 'X = (1 —1 1) donc |||M|||cc = Sup =2.
x20 [[X[[oo

c. L'inégalité [[MX]||3 < C2||X||3 équivaut & X'MMX < C2'XX ce qui conduit & étudier la matrice *MM.
1 1
] L 4
2 2
1 . - . . .
Or, ‘MM = 3 1 0 [. Cette matrice est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M3 (R)
L
2
d’apres le théoréme spectral et il existe une base orthonormale de vecteurs propres de A = 'MM. On trouve

\2[ et A3 \26 > 0. Soit une

xa = (X—=1)3— %(X 1) donc les valeurs propres de A sont A1 =1, Ay =1+

base orthonormée B = (X1,X2,X3) de R3 telle que Vi € [[1;3], AX; = AiX;. Par exemple, on peut prendre
X = L(0 11), X, = %(ﬁ —11)et X3 = %(ﬁ —11) par résolution de systémes. Alors en décomposant

V2

X = x1X1 +x2X2 +x3X3, on a IXTMMX = TXAX = (X1 Xy 4+ x2'X%o + thX3)()\1X1X1 + AoxoXo + 7\3X3X3)
done, comme 'XiXj = 81,5, 'XAX = Ax3 +A2x5 +A3x3 < A2(xF +x3 +x3) = A2'XX. Ainsi, on a la majoration

VX € R3, |IMX]|3 < A2|X]|3 donc [[MX]|]2 < vAz2|[X]||2. Cette inégalité est une égalité si on prend le vecteur

non nul X = X, € R3 donc ||[[M|||2 = S |||]\|/>l<>|<‘”2 =+/A; ~1,31.

n

13.69 ] a. Les matrices triangulaires supérieures T vérifient la propriété xt = [] (X — tk,x) donc By, est non vide.
k=1

b. Pour n =1, il est clair que By = M;(R) donc que By est un sous-espace vectoriel de M;(R).
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Dés que n > 2, B, n’est pas un sous-espace vectoriel de My, (R) car il n’est pas stable par somme. En effet,
1 1 1 1 . N

Ay = (0 : ) et By = (] ?) sont dans B, alors que A, — B, = (_0] O) n’appartient pas & D2 (R) car

XA,-B, = X241 donc Sp(A; —B32) = {—i,1} alors que les deux termes diagonaux de Az — B, sont 0 et 0. On

P Ay O B, 0 R S .
peut généraliser pour n > 3 en prenant A, = ( 2 > et By = ( 2 ) avec les mémes justifications.

(U 0 o0
c. Si A est symétrique, pour le produit scalaire canonique sur les matrices défini par (A|B) = Tr (*AB), on
a l|[Al]2 = Tr (*fAA) = 2 aiz’j. Or, d’apres le théoréme spectral, on a A = PD'P avec P orthogonale
1<i,jsn

et D diagonale contenant les valeurs propres de A (comptées avec leurs ordres de multiplicité). Ainsi,

il vient [|A||? = Tr (*AA) = Tr (PD?'P) = Tr (D?) car deux matrices semblables ont méme trace. Or

Tr (D?)= 3. ma(A)A? ce qui donne bien la relation Z aizyj = Y ma(AN (1).
AESP(A) 1<ijsn AESP(A)
d. Si A € B, NSy, d’apres la question précédente, ||A||2 = 3  ma(A)A2. Mais puisque I'on sait que
AESP(A)
n n
xa = [[X—-—aex) = I X=2)™W on aen identifiant > mxa(A)A2 = 3 a?;, (2) (somme
k=1 AESP(A) AESP(A) i=1
des carrés des racines de xa). Par soustraction entre (1) et (2), il ne reste que > aizyj = 0 donc
1<igjsn

V(i,j) € [1;n]%, i #j => aij = 0 et enfin A diagonale. Réciproquement, les matrices diagonales (étant

triangulaires supérieures par exemple) sont dans By. Ainsi, By NSy, = Dy, (les matrices diagonales).
n
e. Si A € By N Sy, alors par hypothese xa = [] (X —0) = X™ car les termes diagonaux d’une matrice

antisymétrique sont nuls. Par CAYLEY-HAMILTON, A™ = 0 donc A est nilpotente. Comme A? est symétrique
réelle car *(A?) = 'A'A = (—A)(—A) = A?, la matrice A2 est diagonalisable par le théoréme spectral. De

plus, elle est aussi nilpotente car (A2)™ = (A™)2 = 0. Alors A> = 0 car A? est semblable & une matrice
diagonale avec des 0 sur la diagonale. Ainsi A> =0 = —*AA donc *AA = 0 ce qui donne ||A[|> = Tr (*tAA) =0
donc A = 0. Par conséquent B, N An = {0}.

13.70) a. 1l est clair que rang (A) = 2 donc 0 est valeur propre et dim(Eo(A)) = dim(Ker(A)) = 1 par la formule
du rang. On trouve sans peine vi = (1,0,—2) € Ker(A). Si on pose vy = (1,1,1), on voit que Avy = —v;
donc —1 est une autre valeur propre de A. Comme Tr (A) = 2, la derniére valeur propre cherchée est 3.

Ainsi, xao = X(X+1)(X —3) ce qu’on pouvait bien sir calculer directement par déterminant. Comme il y a 3

valeurs propres distinctes en dimension 3, A est diagonalisable. En résolvant le systeme linéaire AX = 3X ou

-3 -1 0
en écrivant A —3I3 = | =2 —1 —1 |, on a E3(A) = Vect(vs) avec v3 = (1,—3,1). Les trois sous-espaces
o -1 =3

propres sont des droites et on a Eg(A) = Vect(vi), E_1(A) = Vect(v2) et E3(A) = Vect(v3) de sorte que
1 1 1
A =PDP~! avec D = diag(0,—1,3)etP=|[ 0 1 -3
-2 1 1
b. On trouve par calcul direct de déterminant que xa = (X — A)(X — u)(X —v) = bB(X —A) — aa(X — V)

done xa = (X = A)(X — w)(X = v) — (aax + bfs)(x _ aov +bBA

ax + bp
_ axv +DbpA - . T N . "
m = ———F2 on vérifie sans peine que m € |A;v[ si A # v car m est un barycentre & coefficients positifs

ax + b
de A et vet que m=A=vsiA=v. Dans tous les cas, on a lim xa(x) = —ooet lim xa(x) = +oo.
X——00 X—+00

). Comme ax > 0 et b > 0, en posant

Posons u = ax + bp > 0 et considérons plusieurs cas :
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esiA< v, alors A <m < vdoncxa(d) =—u(d—m)>0et xa(v) = —u(v —m) < 0 donc, par le TVI, xa
s’annule une fois sur chacun des intervalles | — co; A[, |A; v[ et |v; 400

e si v < A, par symétrie, xa s’annule une fois sur chacun des intervalles | — co;v[, Jv; A[ et |A; +o00].
esiv=A=uy, alors xa = (X —A)> —u(X —A) donc xa s’annule en A, A + /i et A — (/u.
esip<A=v=m alors xa = (X=A)((X=A)(X—p)—u) = (X—=A)Pavec P = (X —A)(X —p) —u et
xa(A) =0, xa(p) = —u(p—A) >0et P(A) = —u < 0 et xETooP(X) = +oo donc, par le TVI encore, xa
s’annule en A et une fois sur chacun des intervalles | — co; A[, |A; +00].

esiA=v=m<p, anouveau xa = (X —A)(X —A)(X =) —u) = (X —A)P avec P = (X = A)(X — ) —u
et xa(A) =0, xa(p) = —u(p—A) <0et PA) = —u<0et XETOOP(X) = 400 donc, par le TVI encore, xa
s’annule en A et une fois sur chacun des intervalles | — co; A[, |u; 400

Dans tous les cas, xa est scindé & racines simples dans R[X] donc toutes les valeurs propres de A sont réelles

et simples : A est diagonalisable et tous ses sous-espaces propres sont des droites.
Autre méthode : trouver une matrice symétrique semblable a A. Soit A1, A2, A3 des réels strictement positifs et

A —oAT A2 0
— q; -1 _ 4; -1 5—1 41 -1 _ —1 -1 Al
P = diag(A1,A2,A3), alors P™" = diag(A7 ',A; ,A; ) et PTTAP = | —ahA; Ay n —BA; A3 | = A
0 —bA; A2 v

11 suffit donc de choisir A1, A2, A3 de maniere a avoir oc?\]q?\z = a7\247\1 et BA£1A3 = bA;1A2 pour que A’ soit

symétrique. On prend donc A7 =1, A2 = [L et A3 = % et A’ est symétrique donc diagonalisable par
o

le théoréme spectral. Mais comme A est semblable & A’, elle est aussi diagonalisable. De plus, pour toute
A—2©0 —u 0
valeur propre 8 de A’, la matrice A’ — 013 est de la forme -4 u—-0 —v qui est visiblement de
0 —-v v—0
rang 2 car les colonnes C; et C, ne sont pas colinéaires car u et v sont non nuls. Ceci prouve autrement que

tous les sous-espaces propres sont des droites donc que les trois valeurs propres sont distinctes.

a. Pour (x,x,y) € E? et « € R, on a ®(ax + x',y) = (w(ax +x)|y) = (cu(x) + u(x’)|y) par linéarité de
u donc ®(ax +x',y) = a(u(x)|y) + (ux)|y) = «®(x,y) + ®(x’,y) par bilinéarité du produit scalaire donc
® est linéaire par rapport & sa premiere variable. De méme, si on se donne (x,y,y’) € E2 et p € R, on a
D(x, py+y’) = (ux)|By+y’) = Blux)y) + (ux)y’) = BP(x,y) + P(x,y’) par bilinéarité du produit scalaire
donc ® est linéaire par rapport & sa seconde variable. Au final, ® est bien bilinéaire.

Si @ est symétrique, pour (x,y) € E2, ®(x,y) = ®(y,x) donc (u(x)ly) = (u(y)x) = (x|u(y)) par symétrie du
produit scalaire donc u est un endomorphisme auto-adjoint. Par le théoreme spectral, u est diagonalisable.
b. Montrons que ® est un produit scalaire si et seulement si Sp(u) C R% (u symétrique défini positif).

(=) Si ® est un produit scalaire, soit A une valeur propre de u, alors il existe un vecteur non nul x de E
tel que u(x) = Ax. Comme ®(x,x) > 0 par hypothése, on obtient (w(x)[x) = (Ax|x) > 0 donc Al[x||* > 0 d’ou

A >0 car |[x||? > 0. Ainsi Sp(u) C R% et u est bien un endomorphisme symétrique défini positif.

(<) Si Sp(u) C R%, soit x # Og € E et B = (v1,---,vn) une base orthonormée de E formée de vecteurs
n

propres de u associés aux valeurs propres Aj, - -, Ay strictement positives. On décompose x = > xpvi et
k=1

D(x,x) = (u(x)|x) = (u(kz; xkvk) kz; xkvk) = (kZT; A XKk Vi

orthonormée donc ®(x,x) > 0 car au moins 1'un des xy est non nul et alors AgxZ > 0. Ainsi, ® est une forme

n n
> xkvk) =3 ?\kx% car B est une base
k=1 k=1

bilinéaire symétrique définie positive donc un produit scalaire.

34



c. u est diagonalisable d’apres a. et son rang vaut 1. Comme dim(Ker(u)) =n — 1 > 0 par la formule du
rang, 0 est valeur propre de u. Comme E est la somme orthogonale de ses sous-espaces propres, il n'y a
qu’une valeur propre non nulle de u, on la note A. Alors, E = Ker(u) @ Ex(u) donc Ex(u) = Vect(v) = Im (u)
(avec v # Og) est une droite et Ker(u) L Im (u) donc Ker(u) = (Vect(v))*.

xv) o (v)

Tout vecteur x de E s’écrit x = x — +=—5v + +=—=5v = p(x) + @(x)v avec p(x) = x —

(xv)

v le projeté

i 2
VIl [Vl [Vl
orthogonal de x sur Ker(u) car (x — |(|>\(;||\|2V v) = (xjv) = (x|v) =0 et o(x) = |(\)\<)‘|\\2 L’application ¢ est une

forme linéaire sur E par bilinéarité du produit scalaire. Ainsi ®(x,y) = ®(p(x) + ¢(x)v,p(y) + @(y)v) donc
P(xy) = 2(p(x),p(y)) + ¢(x)2(v,p(y)) + @(Y)2(p(x),v) + @(x)@(y)2(v,v). Mais, comme p(x) € Ker (u),
D(p(x),v) = (w(p(x))lv) = (O Iv) = 0. De mérme, il vient B(v,p(y)) = B(p(y),v) = (W(p(y))lv) = Olv) = 0
et @(p(x),p(y)) = (ulp(x))lp(y)) = 0 car p(x) € Ker(u) et p(y) € Ker(u). Ainsi ®(x,y) = o(x)(y)2(v,v).
On considere alors trois cas :

¢ Si ®(v,v) =0, on pose { = 0 € E* la forme linéaire nulle et on a bien V(x,y) € E2, ®(x,y) = L(x)l(y).

e Si ®(v,v) >0, on pose y = \/®(v,v) et { = % € E* et on a V(x,y) € B2, ®(x,y) = {(x){(y).

e Si ®(v,v) <0, on pose y = /—®(v,v) et { = g/)— € E* et on a V(x,y) € B2, ®(x,y) = —L(x)(y).
Dans les trois cas, il existe £ € E* tel que V(x,y) € E2, ®(x,y) = el(x)l(y) avec ¢ = +1.
Question de cours : soit v un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E et ey, e; deux vecteurs
propres associés a des valeurs propres différentes. Alors e; L ey. En effet, (u(er)|e2) = (er]u(ez)) donc

7\] (e1 ‘ez) = )\z(e] |ez) donc ()\] — )\2)(61 |ez) =0 dOIlC, comme 7\] — 7\2 7é O7 on a (61 |ez) =0.

13.72 ) a. Si A est symétrique, il existe D diagonale et P orthogonale telles que A = PD'P par le théoréme spectral

donc A est orthodiagonalisable. Réciproquement, si A = PD'P avec D diagonale et P orthogonale, alors
‘A =""P)'D'P = PD'P = A car 'D = D puisque D est diagonale, ainsi A est bien symétrique.

On a I’équivalence : A est orthodiagonalisable <= A est symétrique.

b. Avec la question précédente, une telle matrice A est orthodiagonalisable si et seulement si elle est
symétrique, c’est-a-dire si et seulement si sin(6) = —sin(0) ou encore 8 = 0 [n]. Il y a donc deux telles
; ? _01 _01>(siez7r[27'c])et/\
représente la symétrie centrale (ou homothétie de rapport —1).

Questions de cours :

e Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien, alors x,, est scindé dans R[X], u est diagonalisable et,
plus précisément, il existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres de wu.

e Soit E un espace euclidien, on dit que u € £(E) est un endomorphisme symétrique s’il vérifie la condition
Y(x,y) € B2, (u(x)ly) = (x|u(y)). Si B est une base orthonormale de E, alors u est un endomorphisme
symétrique si et seulement si Mat 5 (u) est une matrice symétrique.

e Le groupe spécial orthogonal de E est ’ensemble des isométries vectorielles u de E (c’est-a-dire que u € £(E)
et V(x,y) € E2, (u(x)[u(y)) = (x|ly)) tels que det(u) = 1. On le note SO(E) et on sait que SO(E) est un
sous-groupe de O(E) qui est lui-méme un sous-groupe de GL(E) pour la loi o.

matrices A = ( ) (si @ = 0 [2m]) et A représente l'identité, et A = (

13.73 ) a. Il y a bien stir n! permutations dans ce groupe (pour la loi o des permutations de [[1;n])). La composée

de deux permutations de [[1;n] en est encore une, donc ¢ va bien de S, dans S,,. ¢ est injective car
$(1) = ¢(7) <= 100 =1 006 <= v =7 (en composant par ¢~'). Comme S,, est un ensemble fini, on

sait que l'injectivité de ¢ équivaut a sa surjectivité et donc a sa bijectivité. Ou alors on constatait qu’un
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antécédent de m € Sy, était T =mo o' € Sy, pour la surjectivité.

b. En tant que somme d’endomorphismes, ’application p = l' > fo est un endomorphisme de E. Soit
T sesn
n
ke [hinonaplen) = 1 5 fole) = 1 3 eop pour k € [1in]. Ainsi ple) = 1 3 (3 e).
n ses, n ses, n: =1 GESH

o(k)=j
Or il existe (n — 1)! permutations de Sy, telles que o(k) = j puisque 'image de k est choisie mais il reste les

n n
n — 1 autres images & choisir. Ainsi, on trouve simplement p(ey) = i' do((n—=T1)le) = 1 > e
n. j=1 n j=1

p admet donc pour matrice dans la base orthonormale B la matrice A qui ne contient que des 1. On vérifie
n

que A> = A. Comme A est symétrique, p est une projection orthogonale. Comme rang (A) = 1, p est la

projection orthogonale sur la droite Im (p) = Vect((1,---,1)).

13.74) ((i) et (ii)) == (iii) : si f est une isométrie et > = —idg alors Vx € E, (f(x)]x) = —(f(x)[f(f(x))) car
2 = —id ¢ donc (f(x)|x) = —(x|f(x)) car f conserve le produit scalaire et on en déduit que (x|f(x)) = 0.
((i) et (iii)) = (ii) : si f est une isométrie et Vx € E, (f(x)|x) = 0, montrons que Vx € E, ||f*(x) +x||*> = 0.

Or 0 = (f(x+f(x))x+f(x)) = (F(x)+F2(x)|x+£(x)) = |[F(x)]|*> + (F2(x)|x) car (f(x)|x) = (F?(x)[f(x)) = 0. Mais

[[FC)[|? = [|[F2(x)||?> = ||x||? car f est une isométrie donc on a aussi ||f2(x)||? + (f2(x)[x) = ||x||?+(f*(x)]x) = 0.

On somme pour obtenir |[f2(x)||? +2(f2(x)|x) + |[x||? = ||f*(x) +x||* = 0 donc f?(x) = —x. Ainsi f? = —id .
((ii) et (iii)) == (i) : si 2 = —idg et Vx € E, (f(x)|x) = 0 alors, en appliquant (iii) & x + f(x), on a
Vx € E, (f(x +f(x))|x +f(x)) = 0 <= (f(x) — x|x + f(x)) = 0 <= [|[f(x)||* — ||x||?> = 0 donc ||f(x)]|| = ||x|| et f

est une isométrie car elle conserve la norme.
En dimension 2, si f est une isométrie vectorielle telle que f2 = —id ¢, f ne peut donc pas étre une symétrie
donc f est une rotation, et comme f2 = —id ¢, c’est une rotation d’angle 47/2 : il en existe donc deux.
En dimension 3, > = —id g = det(f)? = det(f?) = det(—idg) = —1 : impossible ! Pas de telle isométrie.
a. $2 = (MMNH(MMT) = M(MTM)MT = M(MMT)MT = MZ2(MT)2 = M2(M2)T = (—41,))(—41,)T =
161, en raison des hypotheses (x) et par associativité. Ainsi, $2 = 161, donc X? — 16 est annulateur de S.
La matrice S est symétrique réelle donc diagonalisable d’apres le théoreme spectral. Mais sans ¢a, comme
X2 —16 = (X —4)(X+4) est annulateur de S et scindé & racines simples, S est diagonalisable dans M, (R). De
plus, Sp(S) C {—4,4}. On a (S — 41,)(S +41,) = 0 et (M/2) € O(n) <> (M/2)(M/2)T = I,, <= S = 41,,.
On voudrait donc prouver que S + 41, est inversible, c¢’est-a-dire que —4 n’est pas valeur propre de S.
Par Pabsurde, si —4 était valeur propre de S, il existerait X € My 1(R) non nul tel que SX = —4X. On
aurait donc MTMX = —4X d’out [|[MX||? = XTMTMX = —4XTX = —4||X||? en multipliant par X & gauche.
Or [|X||* > 0 car X # 0 donc cela donnerait |[MX]||? < 0 ce qui ne se peut ! Comme S + 4I,, est inversible,
(S — 41,,)(S + 41,,) = 0 devient S — 41,, = 0 en multipliant par (S 4+ 41,,)~" & droite. On pouvait dire aussi
que comme Sp(S) # 0 puisque S est diagonalisable dans M, (R) et qu’on a vu que Sp(S) C {—4,4} et que
—4 ¢ Sp(S), alors Sp(S) = {4} donc S est semblable & 41,, donc S = P(41,,)P~! avec P € GL,(R) donc
S = 41,. Toujours est-il que S = MMT =41, donc (M/2)(M/2)T =1, et (M/2) € O(n).
b. Si M € M, (R) vérifie M? +41; =0 et MTM = MM, alors M 0(2) et (M)Z = —I,. On sait que les

2 2

matrices de O(2) sont les Rg = (:ﬁgg; _czlsT(lé?)> € SO(2) oules Sg = (:;Eg; jlcti?%)) € 0(2)\S0(2)
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pour 8 € R. Or Sé =1 # -1y et Ré = Ra0 = —I; = Ry si et seulement si 20 = n [2n1] <= 0 = % [7].

Ainsi % = <? 701 ) ou % = (_O] (])> Comme réciproquement elles conviennent, les seules matrices de

. P -2 2
Mo (R) telles que M? 441, = 0 et MTM = MM sont les matrices antisymétriques (g 0 ) et <02 0)-

c. Si M € M3(R) vérifie (x), alors M? = —4I3 donc det(M?) = (det(M))? = —64 = det(—413), ce ne se
peut ! Il n’y a donc aucune matrice M € M3(R) qui vérifie (%) pour n = 3.

13.76 ) a. Si A € An(R) et si X est un vecteur du noyau de I, + A, alors (I, + A)X = 0 donc AX = —X. Alors
XTAX = —XTX = —||X||? mais on a aussi XTAX = —XTATX = —(AX)TX = XTX = [|X||2. Ainsi, 2[|X||? =0
donc X = 0. Par conséquent, Ker(A + I,) = {0} donc A + I, est inversible.

b. La matrice M = (I, +A) ™' (I, —A) est bien définie par la question précédente car I, +A est inversible. Les
polynomes en A commutent donc (I, —A)(In+A) = (In+A)(In—A)(= I, —A?). En multipliant par (I,+A)~"
& gauche et & droite, on a (In +A) " (In —A) = (In —A)(In +A)"'. Comme AT = —Aet (M~ 1T = (M")~1,
il vient MTM = ((In +A) " (In —A) T((In +A) "1 (I — A)) = (In + A)(In —A) T (In + A) 71 (I, — A). Ainsi,
MM = (I, + A) (I, — A) " (In — A)(In + A) "' = (In + A)I (In + A)~! = I,. Par définition, M € O(n).

c. Si A € Mn(R) est antisymétrique, alors M = (I, + A)~!(I,, — A) € O(n). Mais on a méme M € SO(n)

car det(M) = det(In +A) or Iy —A = (I, + A)T donc det(I,, — A) = det(I, + A) et det(M) = 1.
det(I, — A)
On a nettement mieux : soit X € My 1(R) tel que MX = —X, alors (I, + A)~'(I, — A)X = —X donc

(In—A)X=—(In+A)X ot 2X = 0 et X = 0. Ainsi, Ker(M +1,) = {0} et —1 n’est pas valeur propre de M.

d. D’apres les questions précédentes, ¢ est bien définie de A, (R) dans SO, (R). Ensuite, si A € An(R) et
M=o¢(A),ona (ln+A)(M+1I,) = (In+A)((In+A) " (In—A)+ 1) = [ —A+ I, +A = 2I,, donc M+1,
est inversible et —1 n’est pas valeur propre de M (on le savait déja avec la question c.). L’image de ¢ est

bien incluse dans ensemble {M € O, (R) | —1 ¢ Sp(M)}.

e Soit (A,B) € (An(R))? tel que @(A) = ¢(B), alors comme les matrices I,, — A et (I, +A)~' commutent, il
vient : (In_A)(In+A)_1 = (In+A)_1(In_A) = (In_B)(In+B)_] — (In_A)(In+B) = (In+A)(In_B)

qui est encore équivalent & A = B en développant. Ainsi, ¢ est injective.

e En résolvant I'équation M = (I, — A)(I, + A)~! pour A € A,(R) et M € O, (R), on a successivement
M(In +A) =1 —A <= (In+MA =1, —M <= A= (I, + M) (I, = M) si —1 & Sp(M).

Ainsi, si M € 0, (R) et —1 ¢ Sp(M), on pose A = (I, + M)~ (I, — M) (qui existe) et on vérifie que A est
antisymétrique. En effet, AT = (I, +M) (I, - M))T = (I, — M) (I, +M") T = (I, —-M ) (I, + M~ 1)~
donc AT=M""M - I,)MM +1,,)7" = —(I,, + M) (I, = M) = —A (tout commute) et ¢ est surjective.

Au final, ¢ réalise une bijection de A, (R) sur {M € O (R) | —1 ¢ Sp(M)}.
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13.77)a. On constate d’abord que u est linéaire par linéarité de la trace et va de My (R) dans lui-méme donc u est
un endomorphisme de Mn (R). Soit M une matrice non nulle telle que Tr (M) = 0 (par exemple M = E; ),

alors u(M) = —M donc —1 est valeur propre de w.

b. Soit M € My (R), par définition de u, on a uM) = —M <= Tr (M)I, = 0 <= Tr (M) = 0. Ainsi,
E_1(u) = Ker(Tr ). Comme Tr est une forme linéaire non nulle, E_j(u) est un hyperplan de M, (R) et
E_1(u) est donc de dimension n® — 1. Une base de E_1(u) est ((E1,1 — Ei,i)2<i<n, (Ei,j)1<izj<n)-

c. Comme u(ln) = (n—1)I, et que I;; # 0, n — 1 est aussi une valeur propre de u. Comme I, ¢ Ker(Tr ),
Ker(Tr ) et Vect(I,) sont en somme directe donc My (R) = E_q(u) @ Vect(I,,). Comme Vect(Il) C En_1(u),
on a E,_1(u) = Vect(I,) par inclusion et égalité des dimensions. L’endomorphisme u est donc diagonalisable,
ses valeurs propres sont —1 et n — 1 avec des multiplicités respectives n? — 1 et 1.

Ainsi, det(w) = (=)™ Tn—1 et Tr (W) =—-m?—1)+n—1=n—n2.

d. Testons avec le produit scalaire canonique défini par classiquement (A|B) = Tr (*AB).

Alors (u(A)|B) = (=A + Tr (A)In|B) = —(A[B) + Tr (A)(In|B) = —(A[B) 4+ Tr (A)Tr (B). Cette expression
étant symétrique en A, B, on a aussi (u(B)|A) = —(BJA) + Tr (B)Tr (A) = (u(A)|B) donc u est bien un
endomorphisme symétrique pour le produit scalaire canonique. Une base orthonormale de vecteurs propres

2 2

de u contient les n< vecteurs suivants : Eijaveci#j (lyenan

\f’
%(E]J —Ez)z), TN %(E]J +Ex2+ -+ Ea1n-1 _En,n) (ily enan— 1).

13.78)a. D’abord, 'tH(V) =t (In— H\fnzvtv) =TI, — H\szt(VtV) =1In— H\sz V'V par linéarité de la transposée

et d’apres la formule classique *(AB) = tB A. Ainsi, la matrice H(V) est bien symétrique.

2
De plus, tH(V)H(V) = H(V)? = (In vtv) = I— A vty

1
—n) et les matrices E11—E22),
) \/i( 1,1 2,2)

VYV VYV car H(V) est symétrique
P VI W (V) est symétriq

et qu’on peut utiliser le bindme de NEWTON car I, et V!V commutent. Or VIV VYV = V(tv V)tV = ||V||2VvtV
car 'VV € M;(R) a pour seul coefficient ||V||? et que si U = ()\) € M1(R) et X € My,1(R), on a XU = AX.

Au final, on a bien *H(V)H(V) =1, — Hv||2vtv+ HVHZVt . Par conséquent, H(V) € 0,,(R) N S (R).

b. Comme H(V) est une matrice orthogonale et symétrique, elle représente une symétrie orthogonale (dans

la base canonique de R™ qui est bien orthonormée). I suffit de constater que si X 1 V, alors (V|X) = 'VX =0
donc H(V)X = (In -

VtV>X =X- H\EIIZVWX = X : les vecteurs Vect(V)! sont invariants par H(V).

2 2|lv|
[IVI] V]
que H(V) est la matrice dans la base canonique de la réflexion d’hyperplan Hy = Vect(V)=+

2 2
I

De plus, H(V)V = (In — VtV)V =V - V = —V (comme avant). On déduit de ces deux calculs

Si on se donne deux vecteurs X, Y de R™ tels que ||X|| = ||Y||, montrer lexistence d’une matrice H € H;, telle

que HX =Y revient a prouver l'existence d’une réflexion qui échange les vecteurs X et Y. Traitons deux cas :
e Si X =Y, la matrice I,, € 3,, convient car [, X =X =Y.

e Si X #Y, posons V=X-—Y#0et H=H(V) la matrice de la réflexion d’hyperplan Vect(V)*. En écrivant

X— X+Y  X—Y X+Y’X—Y):||X||2_HYH2
2 2 2 g

car HXzH(V)XzH(V)(%) +H(V)(X;Y) = XJZFY— X;Y =v.

= 0, la matrice H € H;, convient

et en constatant que (
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c. On va procéder par récurrence sur n.

eSin=1et A= (a) € GL;(R), en prenant P = (sgn(a)) et R = (]a|), on a bien P € O(1), R matrice

triangulaire supérieure avec des termes diagonaux strictement positifs car |a| > 0 et PA = R.

e Soit n > 1 et supposons la propriété vraie au rang n. Soit alors A € GL,41(R), notons X = C; la premiere
colonne de A, alors X # 0 car A est inversible. Posons aussi Y = ||X||Ey o 'Eq = (1 0--- 0). D’apres
la question b., il existe H € 3,1 telle que HX = Y. On en déduit que HA = B ou la premiere colonne
de B est Y. Notons B’ la sous-matrice de B obtenue en en levant la premicre ligne et la premiere colonne.
Comme H € Ony1(R), det(H) = %1 donc, puisque HA = B, on a det(A) = *det(B) # 0. De plus, par
blocs, det(B) = ||Y||det(B’) donc det(B’) # 0. Comme B’ est inversible, il existe par hypothese de récurrence
une matrice P’ € On(R) produit de r < n matrices H},---,H, de Hy, telle que P'B’ = R’ avec R’ matrice

triangulaire supérieure avec des termes diagonaux strictement positifs (et donc P’ = H} ---H}). Si, pour

1

k € [1;7], Hi = H(V}) avec Vi # 0 € R™ et qu'on définit la matrice Hy = ( ), alors Hy € Hn41

0 Hj
car Hy = H(Vx) = Iy — vatvk avec Vi = (5, > # 0 ; ce qui prouve que Hy € Hp11 (bien str
k k
: , [IXI| * X * :
Hi = Int1 si Hy = I,). En raisonnant par blocs, Hy -+ - H,B = ( 0 MW = N R qui

est bien triangulaire supérieure avec des termes diagonaux strictement positifs. En posant P = Hy - - - H.H,

on a donc PA = Hy---HHA = Hj---H;B = R et I’hérédité est établie puisque P est le produit d’au plus
n + 1 matrices de Hn 1.

e Par principe de récurrence, on a bien prouvé que pour tout entier n € N* toute A € GL,(R), il existe
P € On(R) produit d’au plus n matrices de 3, telle que PA = R avec R matrice triangulaire supérieure avec

des termes diagonaux strictement positifs.

Cette décomposition des matrices inversibles s’appelle “décomposition QR” et vient de 'orthonormalisation

de GRAM-SCHMIDT. En effet, soit A € GL,,(R) qu’on interpréte comme la matrice de passage entre la base

canonique Bo = (e1,...,en) et une base B = (vi1,---,vn) de R™ euclidien canonique. On sait qu’on peut
construire une base orthonormée B’ = (w1, -+, wy), la seule & vérifier les conditions suivantes :
o Vk € [[1;n], Vect(vy,---,vk) = Vect(wq, -, wy).

o Vk € [1;n], (vk|wk) > 0.
Par transitivité des matrices de passages, Pass/ 3 = Pass’ 8, X Pass, s or Pass, 5 = A par définition,
P = Pasp/ 3, € O(n) car B’ et By sont deux bases orthonormées dans R™ et R = Pass/ 3 = (rij)1<i,j<n
est triangulaire supérieure a diagonale strictement positive car puisque B’ est une base orthonormée, on a

Ti,j = (wilvj) donc ri; = 0sii>j car vj € Vect(wr,---,wj) et 1 x = (wi|vk) > 0 par construction.

On a donc bien PA = R avec P € On(R) (produit d’au plus n matrices de ¥, en prime) avec R matrice

triangulaire supérieure avec des termes diagonaux strictement positifs.
d. A faire.
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13.79] a. La matrice A est symétrique réelle donc, d’apres le théoréme spectral, il existe B’ = (f1,---,f,) une
base orthonormale de R™ formée de vecteurs propres de A associés respectivement aux valeurs propres

n n
A, +An. En décomposant X = > «ifi et p = Y. Bifi (avec (ag,...,an) € R™ et (B1,...,Bn) € R™),
i=1 i=1
n
Aiociz car f(X) = > Ajayfi car B’ est une base orthonormale.
1 i=1

M=

alors (p|X) = g Buew et f(x) = (Ax|x) =

1

mn mn n
Ainsi, Fp(x) = Z Z:] Ao = _Z:](ﬁi(xi — Aod).
i=1 1= 1=
Bi 2 [52
b. On écrit chaque terme Bio; — )\iociz sous forme canonique i — )\iociz = -\ (oq — ﬁ) + ﬁ Comme
i i

= mais = F,(Xp) en posant Xy = Blf et
4)\1 m m p(Xo) en p 0 121 TV

F,(X) < m si X # Xo. Ainsi, F, admet un maximum qui vaut m atteint seulement en Xo.

les A; sont strictement positifs, on a Fy(X) < Z

Questions de cours :
e Soit X une variable aléatoire discrete réelle sur (€, A, P) admettant un moment d’ordre 2.

Alors, pour tout € >0, on a ]P’<|X —E(X)| > e) < &2)() (inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV).
€

e S0it (Xp)nen+ une suite de VADR deux a deux indépendantes et suivant toutes la méme loi. Si X

(donc tous les Xi) admet un moment d’ordre 2 et si on note m = E(X;) (espérance commune), o = o(X7)

n 2
écart-type commun) et S,, = Xk alors Ve >0, P lSn —m|>¢) <55
yp 2
k=1 n ne

Ceci implique : hT ]P’(’ Sn — m‘ ) =0 (loi faible des grands nombres).
0o n

a. Soit A € C une valeur propre complexe de A, alors il existe X = (x7 --- xn) # 0 € My 1(C) tel
que AX = AX, ce qui donne en conjuguant, comme A est réelle, AX = AX. En transposant, comme A est
symétrique, *(X)A = AtX. En multipliant par X & droite, *(X)AX = AtXX = A||X||? avec ||X||* = Z [xi|? > 0.
Mais on a aussi *(X)AX = *(X)(AX) = A[|X||? donc (A —A)[|X||? = 0 ce qui prouve que A = A donc que Ae R

Toutes les valeurs propres complexes de A sont donc réelles.

S 2 .. n
2 4 - n n

b. Tr (A) =1 et, comme A2 = | . . .| avec S = Zkzzn(n+1)6(2n+1),Tr (A%) =25 —1.
I : k=1
n 2n --- n?

c. Les n — 1 dernieres colonnes de A sont proportionnelles entre elles et non nulles et non colinéaires a la
premiére d’olt rang (A) = 2. D’apres la formule du rang, n = rang (A) + dim(Ker(A)). On en déduit donc
que dim(Ker(A)) = n — 2. La multiplicité algébrique de 0 (dans xa) est égale & la dimension de Eo(A) car
A est diagonalisable, ainsi 0 est de multiplicité n — 2 dans xa ce qui nous permet de factoriser le polynéme
caractéristique xa = X" 2(X — an)(X — Bn) avec (an, Bn) € (R*)? d’apres la question a.. Comme A est
semblable & diag(0,--+,0, &n, fn), on a Tr (A) = an + fn = 1. Or A? est semblable & diag(0,---,0, a2, p2)
donc o + B2 = Tr (A?) = 28 — 1. Ainsi, 20nBn = (otn + Bn)? — (& +B2) = 2 — 25 < 0. Alors
(X = on)(X = Bn) = X* — (&n + Bn)X + anPn = X2 =X+ 1 —S. Le discriminant de ce polynéme vaut

_1EVAS 3 g _1-0AS 3
2 2

Les vecteurs (0,3,-2,0,---,0),(0,4,0,—2,--+,0),--+,(0,n, =0, -+, 0,—2) forment une famille libre de vecteurs

A =1-4(1=S) = —3+4S donc, classiquement, on a (& lordre pres), «
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de Ker(A) donc, comme il y en a n — 2, cette famille est une base de vecteurs propres de Ker(A) = Eo(A).

Pour les sous-espaces propres associés a o, et B, comme ces valeurs propres sont simples dans xa, on

peut affirmer que ce sont des droites. On résout le systéme AX = AX (avec A € {on,Bn}) qui donne, si
n
X =(x1 - xn), Vk € [2;n], xx = k% et, en reportant dans la premiere ligne, 0 = x; <)\2 A= k2> =0
k=2

car justement A = «;; ou A = B4, annule ce facteur. x; est donc quelconque et Vk € [2;n], xx = k% donc, en

prenant par exemple x; = &, ou x; = B, pour avoir un vecteur directeur, on obtient les deux sous-espaces
propres Eq, (A) = Vect((an,2,3,-+,n)) et Eg, (A) = Vect((Bn,2,3,--,n)).

a. La matrice A est symétrique réelle donc, d’apres le théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale
P € O(n) et une matrice diagonale D = diag(Aq,- -+, An) ol A1, - - -, A,y sont les valeurs propres de A (comptées
avec leur ordre de multiplicité) telles A = PDPT. Comme PT = P~! A est diagonalisable.

b. Avec les notations précédentes, comme Sp(A) C R,, posons A = diag(v/A1,--,+/An) de sorte que
D = A2 donc que A = (PA)(APT) = M™M en posant M = (APT) car A est symétrique car diagonale.

c. Comme 0 ¢ Sp(A), on a Sp(A) C R% par hypothese. L’application @ : (X,Y) — XTAY est bien définie
si on identifie XTAY & un réel. Sa bilinéarité vient de la distributivité du produit matriciel par rapport
4 la somme et de la linéarité de la transposition car, par exemple si (X,X,Y) € (R™)3 et A € R, on
a @(aX +X,Y) = (aX + X)TAY = (aXT + X'TAY = aXTAY + X'TAY = ap(X,Y) + @(X',Y). De plus,
o(Y,X) = YTAX = (XTAY)T = ¢(X,Y) car A est symétrique donc ¢ est aussi symétrique. Si X € R™ tel que
X # 0, en notant B = (Vy,- -+, Vy,) une base orthonormale de vecteurs propres de A (avec AVy = A Vi), on
décompose X = i xk Vi et on a @(X,X) = XTAX = (X|AX) = ( i xiVi i )\ijVj) = i AexZ car ‘B est

k=1 i=1 i=1 k=1

une base orthonormale. Comme X # 0, I'un des xy est non nul donc I'un des Axx? est strictement positif. On

en déduit que @(X,X) > 0 donc que ¢ est définie positive. Au final, ¢ est une forme bilinéaire symétrique

définie positive, c’est-a-dire que ¢ est un produit scalaire sur R™.

Soit la base canonique By = (Eq,---,Epn), alors si A = (aij)i<ij<ns o0 a aij = E{AE; = @(Ey, E).
On peut donc construire par le procédé d’orthonormalisation de GRAM-SCHMIDT une base orthonormale
B = (Wq,---,Wy) pour le produit scalaire ¢ qui vérifie Yk € [1;n]], Vect(Ej,---,Ex) = Vect(Wq, -+, Wy)
et @(Ex, Wx) > 0. La matrice de passage de B & By est donc de la forme B € My (R) triangulaire supérieure
avec ses coefficients diagonaux strictement positifs. Comme B est une base orthonormale pour ¢, on a

B = (¢(Ej, Wi))1<i,j<n- Ainsi, BTB est la matrice de GRAM telle que BTB = (¢(Ei, Ej))1<ij<n = A.

Question de cours :

e déja fait en a. pour la version matricielle. Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien, alors
xu est scindé dans R[X], u est diagonalisable et il existe une base orthonormale de vecteurs propres de E.

e Pour M € M, (R), soit X € Ker(M), alors MX = 0 donc M"TMX = MT0 = 0 donc X € Ker(M™M).
Réciproquement, si X € Ker(TM), alors MTMX = 0 donc X"MT™MX = XT0 = 0 donc |[MX||? = 0 ce qui
montre que MX = 0 et X € Ker(M). Par double inclusion, on a montré que Ker(M) = Ker(MTM).
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a. (=) si f est antisymétrique et x € E, en prenant y = x, on a < x,f(x) >=< f(x),x >= — < x, f(x) >
par symétrie du produit scalaire donc 2 < f(x),x >= 0 puis < f(x),x >= 0.
(<=)si Vx € E, < x,f(x) >=0 et (x,y) € E2, alors < x 4y, f(x +y) >= 0, donc, par bilinéarité du produit
scalaire, 0 =< x,f(x) > + < y,f(x) > + < x,f(y) > + <y, f(y) >=<y,f(x) > + < x,f(y) > dont on déduit
que < y,f(x) > + < x,f(y) > + <y, f(y) >= 0 et f est bien antisymétrique.
b. Soit (x,y) € Ker(f) xIm (), alors 3z € E, y = f(z) et < x,y >=<x,f(z) >= — < f(x),z >= — < 0,z >=0
et on a bien comme attendu Ker(f) L Im (f).
c. Pour (x,y) € B2, < s(x),y >=< f(f(x)),y >= — < f(x),f(y) >= —(— < x,{(f(y)) >) =< x,s(y) > donc,
par définition, s est un endomorphisme symétrique. On sait d’apres le théoréme spectral que x5 est scindé
dans R[X]. Soit A € Sp(s), il existe x # O tel que s(x) = Ax. Or < s(x),x >=< Ax,x >= Al|x||? mais aussi
< s(x),x >=< f(f(x)),x >= — < f(x), f(x) >= —||f(x)||* donc, comme ||x||> > 0, A < 0. Ainsi, Sp(s) C R_.
Comme s = fof, il est clair que Ker(f) C Ker(s). Réciproquement, soit x € Ker(s), alors s(x) = Og donc
0 =< s(x),x >=< f(f(x)),x >= — < f(x), f(x) >= —||f(x)||? ce qui montre que ||f(x)|| = 0 donc que f(x) = O¢.
On a bien établi que Ker(s) C Ker(f). Par double inclusion, on a bien Ker(s) = Ker(f).

0
—a | avec x € R.
0

QR o o

0
d. Si de plus n = 3, montrer 'existence d’une base B de E telle que Mat 5 (f) = [ 0
0

e On calcule facilement xp1 = X(X? + «?) donc Sp (M) = {0,ix, —ia}. Pour une matrice antisymétrique
M € An(R) de taille quelconque, si A € C est une valeur propre complexe de M, alors il existe X # 0
dans My, 1(C) tel que MX = AX donc MX = AX en conjuguant et ‘XMX = A'XX = A[|X||? d'une part et
XMX = H(*tMX)X = —Y(MX)X = AtXX = A||X||? d’autre part donc (A + A)||X||? = 0 ce qui donne, puisque
[IX|| > 0, A+ A =0 et A est un imaginaire pur. Ainsi, Sp-(M) C iR.

+oo
e Calculer M™ pour n € N. En déduire la valeur de exp(M) = 3 M—T
n=0 T

13.83]| Un tel endomorphisme (unique) v s’appelle ’adjoint de u (et vice-versa).

a. Soit (x,y) € Im(u) x Im (v), alors il existe z € E tel que y = v(z) et, comme Im (u) = Ker(u), on a
u(x) = Og. Ainsi, (x|y) = (x[v(z)) = (u(x)|z) = (0g|z) = 0. On a déja établi que Im (u) L Im (v).

Si on choisit une base orthonormée B = (eq,---,en) de E et qu'on pose A = Mat g(u) = (ai,j)i<i,j<n €t
B = Mat 5(v) = (bij)i<i,j<n, on a bij = (v(ej)lei) = (eilv(ej)) = (u(ei)|ej) = aj,i donc B = *A ce qui
montre que rang (v) = rang (B) = rang (*A) = rang (A) = rang (u).

Comme Im (u) = Ker(u), la formule du rang appliquée & u montre que dim(E) = n = 2rang (u) donc il vient
2rang (v) = n. Ainsi, dim(Im (u)) + dim(Im (v)) = rang (u) + rang (v) = n ce qui, couplé & l'information
Im (1) L Im (v) (donc Im (u) et Im (v) en somme directe), justifie bien que E = Im (u) &+ Im (v).

b. Comme Im (1) = Ker(u), on a u? = 0 donc, si (x,y) € E2,0 = (0e|y) = (W?(x)|y) = (u(x)v(y)) = (x]v*(y))
donc le vecteur v2(y) est orthogonal & tout vecteur x de E, ce qui s’écrit v?(y) € EX = {0g} donc v?(y) = 0
(on pouvait aussi dire que B2 = *(A2) = 0). Ainsi, Im (v) C Ker(v) et on en déduit que Im (v) = Ker(v) avec
Pégalité des dimensions puisque dim(Ker(v)) = n — rang (v) = rang (v).

Soit x € Ker(w+v), alors u(x) +v(x) = 0g. On applique u et, comme u? = O, on a wov(x) = Og. De méme,
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comme v? = O, en appliquant v & la méme relation, on a v o u(x) = Og. Ainsi, (u(v(x))|x) =0 = [[v(x)||? et

(x[v(u(x))) = 0 = [Ju(x)[|>. On en déduit que u(x) = v(x) = 0 donc x € Ker(u)NKer(v). Or Ker(u) = Im (u),
Ker(v) = Im(v) et Im(u) NIm (v) = {0}, ainsi x = Og donc u + v est injective. Et comme u est un

endomorphisme d’un espace de dimension finie, u + v est un automorphisme de E.

13.84 ) a. Supposons U et V non inversibles, alors det(U) = det(V) = 0 et 'inégalité se résume & det(U + V) > 0.

Or U + V est symétrique donc, par le théoreme spectral, U+ V = PDPT avec P € O (R) et D diagonale. Or
les valeurs propres de U + V sont positives car, si (U + V)X = AX avec X # 0 donc ||X||? > 0, alors il vient

(U+V)X[X) = A|IX]|2 = (UX]X) 4+ (VX|X) > 0 donc A > 0. Ainsi, la diagonale de D est composée uniquement
de termes positifs donc det(U + V) = det(D) > 0 et on a I'inégalité attendue.

b. e Si U = [,;, comme V est matrice symétrique positive, par le théoreme spectral, il existe & nouveau
Q € O(n) et D’ = diag(u1,---,1n) avec ui,-- -, un positifs telles que V.= QD’QT. Ainsi, on peut écrire
det(I, +V) = det(QQT +QD'QT) = det(Q(In + D’)QT) = det(Q)det(I,, + D’)det(QT) = det(I,, + D’) donc,

n n n n
comme [[ (T4+wux) =1+ me+ > wipj+---+ [ uxe =1+ [] nk, on parvient a I'inégalité souhaitée,
k=1 k=1 I<i<j<n k=1 k=1

n n
c’est-d-dire det(I, + V) = [[ (1 + px) <1+ [] px =1+ det(V) = det(In) + det(V).
k=1 k=1

e Supposons seulement U inversible. En notant Aj,---, A, les valeurs propres strictement positives (comme

avant et puisque 0 ne peut pas faire partie des valeurs propres d’une matrice inversible) de U (éventuellement

répétées), U = PDPT avec P orthogonale et D = diag(A1,---,An). En posant A = diag(v/A1,---,vAn) et
n

S = PAPT il vient S = ST donc S est symétrique et inversible car det(S) = [] v/Ax > 0 et, comme
k=1

PTP =1I,,onal=SST =52 Alors U+V = $% +SS7'VS~'S = S(I,, + W)S avec W = S7'V§~!. La
matrice W est aussi symétrique car WT = (S~HTvT (s~ T = (sT)=Tv(sT)~T = s71vs—T = W et elle vérifie
(WX|X) = XTS7TVS™1X = YTVY > 0 en posant Y = S™'X. D’aprés le cas U = I, traité avant, on en
déduit que det(I, + W) > 1+ det(W). Comme det(U + V) = det(S(In, + W)S) = det(S)*det(I, + W) et
det(U) + det(V) = det(S?) + det(SWS) = det(S)?(1 + det(W)), on a bien det(U + V) > det(U) + det(V).
e Si U est non inversible et V inversible, on échange les roles et (I) est encore vérifiée.
Dans tous les cas, on a établi 'inégalité (I) : det(U+ V) > det(U) + det(V) si U et V symétriques positives.
c. D’apres la disjonction de cas précédente, (1) devient une égalité :

esin=1car U= (u)etV=(v)avecu,v=0et det(U+V)=u+v=det(U)+ det(V).

e sil, V, U+ V sont toutes trois non inversibles car alors det(U + V) =0 =040 = det(U) + det(V).

n

esi Uest inversibleet n >2et Y we+ > pipj+---=0<4= p; =--- = up = 0 car ces valeurs
k=1 1<i<j<n

sont toutes positives, et dans ce cas W = 0 donc V = SWS = 0.

e si V est inversible et n > 2 et U = 0 par symétrie entre U et V.

Au final, il y a égalité dans (I) si n = 1, si 'une des matrices U et V est nulle ou si les trois matrices U, V,

U -+ V sont toutes non inversibles (par exemple si U=E; 7 et V =E; ) quand n > 3).
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13.85) a. Les colonnes Cj de la matrice M forment une base orthonormale B = (Cy,---,Cy,) de R™ euclidien
canonique car M est orthogonale ce qui se traduit, puisque Cj = *(ajj -+ an,j) d’aprés 'énoncé, par les

n n
relations suivantes : Vj € [1;n], > aiz,j =1et V(i) € [n]? j#i = > aijaiy =0.
i=1 i=1

i=

n n
e Ainsi, a2 <1 =) aﬁyj = aiz‘j + > aﬁyj pour tout couple (i,j) € [1;n]]* d’'on af; < 1 et on a donc
k=T o
2, lagg=n= |aij]? car [ay 5] > |aij|* puisque |aq ;] € [0;1].
1<i,j<n 1<i,j<n
e D’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ appliquée aux n?-uplets (|ai»i|)1<i jn € (1)1<i j<n dans R™
euclidien canonique, on obtient > |aj;| < > aiz’j )Y 12 =ny/n.
1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n
n n
e En posant u=Cy+ -+ Cy, = (Z A1y oy an,j> etv=(1,---,1), on trouve > ayj = (uv).
j=1 j=1 1<ij<n
D’aprées CAUCHY-SCHWARZ mais cette fois-ci dans R™, ’ Yoo ai| =) < [[ull [V = vy =n car

1<ij<n
I[ul|? = [|C1 + -+ Cnll*> = ||IC1||> + - -- +||Cn||?* = n par PYTHAGORE.

b. Dans l'inégalité ’ > ai‘j’ < n ci-dessus, on a égalité si et seulement si u et v sont colinéaires d’apres
I<ijsn

CAUCHY-SCHWARZ, et comme ils sont de méme norme /n, il y a égalité si et seulement si u = (1,---,1) ou

u=(=1,--+,=1). Oru=Cy+---+Cpn = Av, ce qui se traduit donc par Av =v ou Av = —v. Mais les seules

valeurs propres réelles possibles de A sont 1 car A représente une isométrie, ainsi, on en déduit 1’équivalence
2 -1 2
‘ > ai,j‘ =n <= U est vecteur propre de A. Ceci se produit si, par exemple, A = L 2 -1
1<ij<n 3\ .1 2

ou A est une matrice de permutation comme

o = o
— O O
o o =

c. On a égalité dans D'inégalité > |ai,j| = n si et seulement si V(i,j) € [1;n]?, aij € {~1,0,1} caron a
1<i,jsn

sommé les inégalités |ai,j| > |ai,;|* qui ne sont des égalités que si ai;; € {—1,0,1}. Mais comme les colonnes
(et les lignes) sont normées, il ne peut y avoir qu’un seul £1 par ligne et par colonne. Les matrices réalisant

I’égalité sont dites de permutation avec n fois £1 et des 0 ailleurs : il y en a 2™n!.

d. On aégalité dans Y |ayj| < ny/m si et seulement si (Jag;|)
1<ijj<n
CAUCHY-SCHWARZ donc si tous les coefficients de la matrice sont égaux en valeur absolue. Les colonnes

sont normées, cette valeur commune des |a;j| est donc \% : ce sont (& un facteur preés) des matrices de
n

V2 V2
2 2
V2 V2
2

2

e s
I<ij<n est colinéaire a (1)1@)].gn d’apres

HADAMARD comme par exemple A = qui représente la rotation d’angle % dans le plan ou

T -1 -1
-1 1 =1
-1 =1 1

de 4 et c’est encore une conjecture aujourd’hui qu’il en existe pour tous les entiers n multiples de 4.

. La taille n d’'une matrice de HADAMARD est soit égale a 1, 2 ou un multiple

N [—
—_ a4
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13.86 | a. Les n — 1 dernieres colonnes de A, sont proportionnelles entre elles et non nulles et non colinéaires a
la premiere d’olt rang (A,) = 2. D’aprés la formule du rang, n = rang (A ) + dim(Ker(A;)). On en déduit
donc que dim(Ker(An)) =n — 2.

b. La matrice A, est symétrique réelle donc elle est diagonalisable d’apres le théoréme spectral.

c. La multiplicité algébrique de 0 (dans xa, ) est égale & la dimension de Eg(Ay) car Ay est diagonalisable,
ainsi 0 est de multiplicité n — 2 dans xa, ce qui nous permet de factoriser le polynéme caractéristique
XA, = X" 2(X% + anX +by) = X" + an X" 4+ b, X" 2 avec 0 qui n’est pas racine de X + an X + by.

d. D’apres le théoréme spectral, xa,, est scindé dans R[X] donc les deux derniéres valeurs propres sont les
racines (réelles) de X? + anX + by, : notons-les oy, et B,. Comme A, est semblable & diag(0,---,0, xn, ),

onaTr(A,) = an + pn = 1. Or A2 est semblable & diag(0,---,0,«Z,p2) donc o2 + p2 = Tr (A2). Or

S 2 ... n
4 . n
on calcule A2 = [ . . . avec S = > k? = n(n + 1)6(2n +1) donc o2 + B2 = 2S — 1. Ainsi,
- : k=1
n 2n --- n?

200 Bn = (n + Bn)? — (62 + B2) =2 —2S < 0. an et By, sont donc de signes opposés et leur somme vaut

1, en notant A, = Max(an, Bn), les deux derniéres valeurs propres de Ay sont donc A, > 1 et 1 —Ay < 0.

kx1

On pouvait prendre A # 0, et poser le systéme AX = AX qui donne, si 'X = (x7 -+ xn), Vk € [2;n], xx = X

n
et, en reportant dans la premiere ligne, x4 (?\2 A= kz) = 0 avec les mémes conclusions.
k=2
e. Comme 0,A,1 — Ay, sont les trois valeurs propres distinctes de A, qui est diagonalisable, on sait d’apres

le cours que P = X(X — A )(X — 1+ An) est annulateur de A,,. Or P = X3 — X2 + A, (1 — Ay )X done, comme

o . 2
M —=2An) = anPn =1-S = 6 —n(n +6])(2n+]) = _(n 1)(2n6 +5n+6)’ le polynéome de degré 3
(n —1)(2n? +5n +6)

donné par P =X (X2 - X - ) est annulateur de A, .

6

13.87] a. Avec ces hypotheses, A = *(*A) = t(A%) = (*A)? = (A%)2 = A%, Ainsi, X* — X est annulateur de A.
a
b. Soit M € My (K) et A € Sp(M) et P = > arX* un polynéme annulateur de M. Il existe X # 0 € My, 1 (K)
k=0
tel que MX = AX. On montre par une récurrence simple que Yk € N, M*X = AKP. Ainsi, on peut calculer

d d
0=PM)X = axM*X = 3 bpA*¥X = P(A)X = 0. Comme X # 0, on a forcément P(\) = 0.
k=0 k=0

c. D’apres a. et b., comme X* — X = X(X —1)(X —j)(X —j?), on a Sp(A) C {0,1,j,j2}. Mais A est inversible
donc 0 ¢ Sp(A). Ainsi, Sp(A) C {1,j,j2} = Us. Si 1 était valeur propre de A, comme Tr (A) € R est la
somme des valeurs propres complexes de A, la seconde racine de xa serait aussi réelle et ne pourrait valoir
que 1. Or P = X(X —1)(X —j)(X —j?) est scindé & racines simples donc A est diagonalisable dans M( C), et
elle serait donc semblable & la matrice I, = diag(1,1), elle vaudrait donc I ce qui est contraire & 1’énoncé.
Ainsi, 1 n’est pas valeur propre de A. D’apres la question de cours, j et j% sont forcément valeurs propres
de A (I'une amene I'autre puisque ces deux complexes sont conjugués). Par conséquent, Sp(A) = {j,j%} et

A est semblable (dans M2(C)) & diag(j,j?). Comme j3 = (j2)3 = 1, on en déduit que A3 = I, donc que
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tAA = A2A = A3 =1, : A est donc orthogonale. De plus, det(A) =j x j? =i =1.

d. Comme A est orthogonale, de déterminant 1 et vérifie A3 = I, d’apres ce qui précede, on a A = Rg avec

30 =0 [2n] donc 0 =0 [271], 0 = 2?” [2n] ou 6 = —2?” [2m] Mais on ne peut pas avoir 8 = 0 [27] car A # 1. Les
13 13
tri i vérifient 1 diti t A R 2 t A R 2 2
matrices qui vérifient les conditions son = = e =R_ =
q 1 271t/3 ﬁ 1 2 27/3 _ﬁ N
2 2 2 2

Question de cours : si A € Mn(R) et A € Spc(A), alors il existe X # 0 € Mn,1(C) tel que AX = AX. En

conjuguant cette relation, comme AX = AX et AX = AX et que A = A car A est réelle, on a AX = AX, on en

déduit que A € Spc(A) car X # 0.

a. D’abord (*MM)3 = (*M)3M3 car *M et M commutent (on dit que la matrice M est normale). Comme
(*tM)3 = ¥ (M3) = I, = I,,, on a donc (*MM)? = I3. Or *MM est une matrice réelle symétrique donc
elle est diagonalisable dans M, (R). Puisque X3 — 1 est un polynome annulateur de *MM d’apres le calcul
précédent, ses valeurs propres ne peuvent étre que 1,3,j%. Mais comme *MM est diagonalisable dans M, (R),
seul 1 peut étre valeur propre de *MM donc MM est orthosemblable & la matrice diagonale n’ayant que des
1 sur le diagonale (euh... I, quoi!) donc *MM =1, et M € O(n) par définition.

b. Comme M3 = I3, on a det(M3) = (det(M))? = 1 donc det(M) = 1 puisque det(M) € R. Ainsi, M € SO(2)

(cosG —sin®

et, d’apres le cours, M est de la forme M = Rg = .
sin®  cosH

). Mais comme M3 = (Rg)? = R3p = I3,

on a 30 = 0 [2n] donc, puisque 0 # 0 [27t] car M # I3, on en déduit que 6 = 2?7{ [2n] ou b = —2?” [27]. Ainsi, les

_1 3 13
2 2 2
deux seules matrices de M5 (R) vérifiant ces conditions sont M = et M =
2(R) V3ol V31
2 2 2 2
n
13.89 | Méthode 1 : Soit A = (ai,j)1<i’j<n S O(Tl). Comme ATA = In, on a V(l,)) S [[1;T1]]2, Z ax,iak,j = 51’]'.

k=1

n
Si on prend i = j, on a kX_:] aiz)k =1 ce qui montre que V(i,j) € [1;n]?, (112)j < 1 dou Jag;| < 1.

n n
Ainsi, si A € O(n) vérifie Tr (A) = n, alors n = Tr (A) = > axk < Y, 1 = n ce qui s’écrit aussi
k=1 k=1

n
Tr (A)—n= > (1 —akk) = 0. Mais la somme de tous les réels positifs 1 — ay x est nulle, ces réels sont
k=1
n n
donc tous nuls : Vk € [1;n], ax,x = 1. Ensuite, pour i € [1;n], on a Z:] aizyj =1= aii + 221 aij = 1 donc
j= i=1
i#j

n
> af‘j = 0. Ceci implique encore, puisqu’une somme nulle de termes positifs implique qu’ils sont tous nuls,

=
qil)e V(i,j) € [15n]%, i #j = ai; = 0. Ainsi, A = I,,.

Comme réciproquement A = I,, convient, la seule matrice A € O(n) telle que Tr (A) = n est la matrice I,.
Méthode 2 : soit A € C une valeur propre de A, alors il existe X € My 1(C) tel que X # 0 et AX = AX.
Alors, comme A est réelle, [[X[[2 = X'X = X' InX = X' ATAX = AX AX = [|AX|]? = |AX|]2 = A2 [IX]|2.
Comme |[|X|| # 0 car X # 0, on obtient |[A|> = 1 donc A € U. Comme xa est scindé dans C[X] car C est

algébriquement clos, Tr (A) est la somme des n valeurs propres complexes A1, - -+, A, de A comptées avec leur
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ordre de multiplicité. Si Tr (A) = n, par inégalité triangulaire, n = |Tr (A)| < [M|+-+[An| =14+ +1 =n.
Il y a donc égalité dans I'inégalité triangulaire ce qui prouve que les valeurs propres A; sont positivement
liées (dans le R-espace vectoriel C) : elles sont donc toutes égales puisque toutes de module 1. Mais comme
Tr (A) = nA1 = n, cela montre que A; = --- = A, = 1 donc xa = (X —1)™. Supposons que la dimension
r du sous-espace propre F = Eq(A) soit strictement inférieure & n, alors on sait que F- est aussi (comme F)
stable par u (isométrie canoniquement associée & A). Ainsi, A est orthogonalement semblable a <IOT g)
avec B qui est aussi orthogonale (car ATA = I,,). Par blocs, on trouve que (X —1)™ = xa = (X —1)"xp ce
qui prouve que xg = (X —1)™"". Alors, 1 serait valeur propre de B ce qui est impossible car B est la matrice

de up. dans une base orthonormée de FL et que, par définition, les vecteurs propres de u associés a la valeur

propre 1 sont dans F. On conclut ce raisonnement par ’absurde : r =n. Ainsi, Ej(u) = R™ donc A = I,.

a. On sait déja que Im (a?) C Im (a), comme par hypothese on a aussi rang (a) = rang (a?), par inclusion
et égalité des dimensions, on en déduit que Im(a) = Im(a?). Soit x € R™, alors a(x) € Im(a) donc
a(x) € Im(a?) ce qui prouve l'existence de y € E tel que a(x) = a?(y). Ainsi, a(x — a(y)) = Og donc
x = a(y) + (x — a(y)) € Im(a) + Ker(a). On vient d’établir que R™ = Im (a) + Ker(a). Or la formule

du rang donne n = dim(Ker(a)) + rang(a) dont on déduit que R™ = Im(a) @ Ker(a). Soit une base
B = (Viy "y VryVet1, -, vn) adaptée & la décomposition précédente, c’est-a-dire Im (a) = Vect(vy,- -+, vy).
et Ker(a) = Vect(vy41, - +,vn). Comme Im (a) et Ker(a) sont stables par a, il existe une matrice C € M, (R)

c 0
0 0
apprend que Papplication induit par a dans Im (a) est donc un automorphisme de Im (a), dont la matrice

telle que Mat 3 (a) = < Or Im (a) est un supplémentaire de Ker(a) et le théoréme du rang nous

C dans la base (vi,---,v;) de Im (a) est donc inversible. En notant P la matrice de passage entre la base

canonique de R™ et la base B, par la formule de changement de base, on a donc P € GL,,(R) et C € GL.(C)

, _p([€ 0\,
tellesqueA_P(O O)P .

c' o

b. (<=) si rang (a) = rang(a?), avec les notations précédentes, posons B = P < o 0

> P~'. On vérifie

I, 0O

par blocs que AB =BA =P ( 0 0

> P~1, A = ABA et B = BAB donc B est un pseudo-inverse de A.

(=) si A admet un pseudo-inverse B, alors en notant b I’endomorphisme de R™ canoniquement associé
4 B,onaA = ABA = A’B car AB = BA ainsi a = a2 ob. Six € Im(a), il existe y € R™ tel que
x = a(y) = a?(b(y)) donc x € Im (a?). Ainsi, Im (a) C Im (a?) et, comme on a toujours Im (a?) C Im (a),
on en déduit que Im (a) = Im (a?) donc rang (a) = rang (a?).

Par double implication, A admet un pseudo-inverse si et seulement si rang (a) = rang (a?).

c. Par hypothese, (AB)> = (ABA)B = AB donc (aob)? = aob ce qui prouve déja que a ob est un
projecteur. Si x € Ker(a ob), alors ABX = 0 donc BAX = 0 puis ABAX = 0 donc AX = 0 d’ou x € Ker(a).
De plus, si x € Im(aob), il existe y € R™ tel que x = aobly) = a(b(y)) € Im(a). On vient de
prouver que Ker(aob) C Ker(a) et Im(aob) C Im(a). Avec la formule du rang appliquée & aob et a,
dim(Ker(aob))+rang (aob) = dim(Ker(a)) +rang (a) = n alors que les inclusions précédentes montrent que

dim(Ker(aob)) < dim(Ker(a)) et dim(Im (aob)) < dim(Im (a)). Par conséquent, ces inégalités ne peuvent
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étre que des égalités et, par inclusion et égalité des dimensions, Im (a o b) = Im (a) et Ker(a o b) = Ker(a).
Ainsi, a ob est la projection sur Im (a) parallelement & Ker(a).
d. Par hypothése, A admet un pseudo-inverse donc rang (a) = rang (a?) d’apres b. et R™ = Im (a) @ Ker(a)

d’aprés a. et il existe une base B = (vi,---,Vy,vr41, -+, vn) adaptée & cette décomposition. On sait que

A=P (g g) P~1 avec P € GL,,(R) la matrice de passage de la base canonique de R™ & B et C € GL(R)

0 0
A et B’ = P~'BP de sorte que B = Mat 5(b) par changement de base. Les conditions AB = BA, A = ABA

. PN . c 0 . .
la matrice de lapplication induite par a dans Im (a). Posons A’ = ( ) Soit B un pseudo-inverse de

et B = BAB deviennent A’B’ = B’A’, A’ = A’B’A’ et B’ = B’A’B’ en simplifiant par P et P~'. Comme

a et b commutent, Im (a) et Ker(a) sont stables par b donc on a, par blocs de méme taille que pour A’,

B = <E)1 3) Or B’ = B’A’B’ impose V = 0 et A’ = A’B’A’ impose C = CUC donc UC = I, car C est

c' o

inversible. Ainsi, seule la matrice B (vu en b.) définie par B =P < o o

> P~ est pseudo-inverse de A.

, T
e. D’aprés CAYLEY-HAMILTON, xc(C) = 0. Ecrivons xc = Y axX* avec ap = xc(0) = (—1)"det(C) # 0
k=0

car C inversible et a, = 1. Posons Q = ( — *)Xc de sorte que, par un petit calcul, le terme en X de
ao

-1
Q est nul donc Q(C) = 0 avec Q = ag — baX? — --- — by 1X"!. En multipliant Q(C) = 0 par C—, on a
ao

=+l c-1 o T+l
c = Z 2k ck=1_Sj on reporte dans I’écriture par blocs B = P P~ onadoncB = > ZkaAk-!
— ap 0 0 k=2 ap
K ck 0\, .
car A=P 0 0 P~ pour k > 1 donc B est un polynéme en A.
Avec xc directement, on aurait eu C~' en fonction de I, ce qui aurait donné B en fonction des puissances

de A mais aussi de AB =P ( ) ~' et on n’aurait pas pu conclure.

f. Soit x € E, alors |[a(x) —y[|* = ||a(x —v +v) —y||* = ||[a(x —v) + aob(y) —y|[?. Or a(x —v) € Im (a) et
alaob(y) —y) =a(boaly) — y) = Ogn car ABA = A donc aob(y) —y € Ker(a) = Im (a) par hypothese.
Par la relation de PYTHAGORE, ||a(x) — y||* = [|a(x — v)||? + ||a(v) — y||? = ||a(v) — y]||* ce qui prouve que
f:x— |la(x) — y|| est minimale en v.
De plus, si w # v € R™ vérifie f(w) = f(v), d’apres le calcul précédent, ||a(w —v)||? = 0 donc w —v € Ker(a).
Ora=boa?etb=aob? donc Im(a) C Im(b) et Im(b) C Im(a) d’ott Im (a) = Im (b). Ainsi, il vient
v = b(y) € Im(a) = Ker(a)* donc, toujours d’aprés PYTHAGORE, on peut conclure que ||w|| > ||v|| car
w2 =[lw = v+ |2 = [lw = v[|2 + V]| > |v]|* car [[w —v|| > 0.

a. Comme A est symétrique réelle, par le théoreme spectral matriciel, il existe une matrice diagonale

D = diag(A1,---,An) (contenant les valeur propres de A) et une matrice orthogonale U telles que A = UDU".
Comme Sp(A) = {A1,--+,An} C R, posons A = diag(y/A1 -+, v/An) et R = PAPT de sorte que R est bien
inversible par produit et, comme RT =R, on a RTR = R? = PAPTPAPT = PA?PT = pDP' = A.

b. Analyse : supposons que de telles matrices P et D existent, alors PTP = RTR d’apres la question b.
donc (RT)~TPTPR=T = (PR™T)T(PR™") = I,, ce qui montre que Q = PR~ € O, (R). Comme P = QR, on a
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B=P'DP=RTQ"DQR d’out Q"DQ = (RT)~"BR™.

Synthese : Soit S = (RT)"'BR™", comme B est symétrique, ST = (RT)"'BTR™! = S donc S est symétrique
réelle ce qui montre, par le théoreme spectral version matricielle, qu’il existe une matrice orthogonale Q et une
matrice diagonale D (dont les termes diagonaux sont les valeurs propres de S) telles que S = Q'DQ. Posons
P = QR, alors P est inversible car Q et R le sont et, comme R =Q 'P=Q'P,onaA =R'TR=P'QQ"P="P'P
car Q est orthogonale. Comme S = Q"DQ = (R")""BR™', on a B =R'Q"DQR donc B = PTDP car P = QR.
Il existe donc bien P € GL,(R) et D € M, (R) diagonale telles que A = PTP et B = PTDP.

c. Puisque S = Q'DQ, si on pose D = diag(p1,---un), les px sont les valeurs propres de la matrice
symétrique S. Pour X € My 1(R), on a XTSX = XT(RT)""BR™'X = YTBY en posant Y = R™'X € M, 1(R).
Comme B est symétrique positive, on a YTBY > 0 donc XTSX > 0 ce qui montre, d’apres le cours, que S est
symétrique positive. Par conséquent, les p sont tous positifs.

Comme det(A +B) = det(PTP +PTDP) = det(PT)det(I,, + D)det(P) par multiplicativité du déterminant, on
a det(A + B) = det(P)%det(I, + D). De méme, det(A) = det(P)? et det(B) = det(P)?det(D) donc l'inégalité
A établir se ramene & det(I, +D) > 1+det(D) car det(P)? > 0. En développant ces déterminants diagonaux,

n n n n
det(D) = [ uxet det(In+D)= [[ (T 4+m) =1+ > m+ > winj+---+ [[ ux. Comme tous les

k=1 k=1 k=1 1<i<jgn k=1
n n
termes intermédiaires sont positifs, on a bien [][ (1 + ux) > 1+ [] pk donc det(I, + D) > 1+ det(D), ce
k=1 k=1

qui permet de conclure & I'inégalité attendue, det(A + B) > det(A) + det(B).

13.92] a. Soit (x,y) € E? et X, Y les vecteurs colonnes associés des coordonnées de x et y dans la base By. Comme
Bo est une base orthonormale, on a (p(x)ly) = (AX)TY = XTATY = XT(ATY) = (x|q(y)).
b. Par définition, Tr (q o p) est la trace de la matrice de q o p dans n’importe quelle base, choisissons la

base B. Comme B est une base orthonormée, B = Mat 5(q op) = ((vi|qgop(v))) ce qui montre que

1<ijsn

n n
Tr(qop)=Tr (B) = > (vklgop(vk)) = 3. [lp(vi)||? avec la question a. avec x = vy et y = p(vi).
k=1 k=1

c. Sip est un projecteur orthogonal, Im (p) et Ker(p) sont supplémentaires orthogonaux dans E donc il existe
une base orthonormée B = (vq,- -+, vy,vri1,- -+, vn) de E telle que (vq,---,v;) (resp. (vre1,--+,vn)) soit une

n
base orthonormée de Im (p) (resp. Ker(p)). Si on applique b. avec B, on a Tr (qop) = >_ |[p(vk)||?> =r car
k=1

Vk € [1;7], p(vi) = vi car Im (p) = Ker(p — id ) et Vk € [ + T;n], p(vic) = O¢. Or, Mat 5 (p) = <10 g)
donc Tr (p) =rang (p) =t et on a bien Tr (qop) = Tr (p).
d. Dans le cas général, on prend une base orthonormée (vi,---,v;) de Im (p) qu'on compléte en une base

orthonormale (v1,---,vn) de E (c’est-a-dire que (vy411,---,vn) est une base orthonormale de (Im (f))*).

n n
D’apres b., Tr (qop) = 3. [lp(vi)||2 =r+ > |[p(vk)||? car, comme avant, Yk € [1;7], p(vi) = vi. Comme
k=1

k=r+1
n n
o |lp(vi)||* = 0 et qu’on a encore Tr (p) =r,on a bien Tr (qop) =1+ >, [[p(v)||* =1=Tr (p).
k=r+1 k=141
n
Avec une base orthonormée B choisie comme dans d., comme Tr (qop) = r+ > |[[p(vi)||?, on a

k=r+1
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n
I'équivalence Tr (qop) = Tr(p) <= . |[p(w)||? = 0 <= (Vk € [r + 1;n], p(vk) = 0g). Cette
k=r+1
condition revient & (Im (f))*Vect(vyi1,--+,vn) C Ker(p) ou encore, par égalité des dimensions car (Im (f))*

et Ker(p) sont des supplémentaires de Im (p), & (Im (f))* = Ker(p).

Ainsi, on a bien I’équivalence Tr (qop) = Tr (p) < p est orthogonal.
a. D’apres le théoreme spectral version matricielle, si M est symétrique réelle, elle est ODZ. Réciproquement,
s'il existe D € My (R) diagonale et P € O(n) telles que M = PDPT, alors M = PDTPT = PDPT = M donc
M est symétrique et M € Mn(R). Pour M € M, (R), on a M est ODZ si et seulement si M est symétrique.
b. Si N(0) est OTZ, alors N(8) est semblable & une matrice triangulaire T donc, comme T, N(0) admet deux
X — cos(0) sin(0)

valeurs propres réelles. Or xn(o) = | sin(0) X —cos(0)| = (X —cos(0))? + sin?(0) = X* — 2 cos(0)X +1

donc xn(e) = (X — ) (X — e719) donc e*? € R ce qui impose 0 = 0 [n].

Réciproquement, si 0 = 0 [27] (resp. 8 = 7 [27]) alors N(8) = I, (resp. N(0) = —I,) qui est OTZ.

Ainsi, N(0) est OTZ si et seulement si 8 = 0 [n] si et seulement si N = +1;.

c. Si M est OTZ, alors M est semblable a une matrice triangulaire T donc xpm = xr1 est scindé dans
R[X]. Réciproquement, si xp est scindé dans R[X], on sait d’apres le cours que M est trigonalisable donc
il existe une matrice inversible U et une matrice triangulaire supérieure T’ telles que M = UT'U~'. Si f
est ’endomorphisme canoniquement associé & M et si U est la matrice de passage entre la base canonique
Bo et une base B = (vi,---,vn), la formule M = UT'U~" montre que T = Mat 5 (f) car M = Mat 5, (f).
Par orthonormalisation de GRAM-SCHMIDT, il existe une base orthonormale (dans R™ euclidien canonique)
B’ = (f1, -+, fn) telle que Vk € [[1;n], Vect(vi,- -, vx) = Vect(f,- -, fx). Sion note Q la matrice de passage
de B & B’, la condition précédente montre que Q est triangulaire supérieure. La formule de changement de
base montre que Mat ¢/ (f) = Q7'T'Q. Comme Q est triangulaire supérieure et inversible, Q= est aussi
triangulaire supérieure donc, par produit de trois telles matrices, T = Mat g/ (f) est triangulaire supérieure.
Si on note P la matrice de passage entre les deux bases orthonormales Bg et B’, on sait d’apres le cours que
P € O(n) et on a aussi M = PTP~! = PTPT ce qui clét la preuve.

Ainsi, M est OTZ si et seulement si xp est scindé dans R[X].

13.94) a. Comme A € My (R) et AT € My n(R), on a B =ATA € M,(R). Soit X € My, 1(R) tel que BX =0,
alors ATAX = 0 donc, en multipliant par X" & gauche, XTATAX = 0 donc [|AX||> = 0 donc AX = 0. En

notant f 'application linéaire canoniquement associée & A, on a f € £L(RP, R™) et rang (f) = rang (A) = p
donc f est injective car son rang vaut la dimension de son espace de départ. Par conséquent, AX = 0 implique
X = 0 et on a montré que Ker(B) = {0} donc B est “injective”. Comme B est une matrice carrée, B inversible.
b. On calcule aisément P> = AB~'TATAB™TAT = AB~"BB~'AT = AB~'AT = P € M, (R) donc P est une
matrice de projection de 'espace R™.
e Soit Y € Mp,1(R), comme A est “injective” et B~' est inversible, on a I’équivalence suivante
PY =0 <= AB 'ATY = 0 <= ATY = 0 qui prouve que Ker(P) = Ker(AT).

e Comme P = AB~'AT, on a clairement Im (P) C Im (A). Or, avec la formule du rang, on trouve que
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rang (P) = n— dim(Ker(P)) = n — dim(Ker(AT)) mais rang (A) = rang (AT) = n — dim(Ker(AT)) donc
rang (P) = rang (A) = p. Par inclusion et égalité des dimensions, on a donc Im (P) = Im (A).
Précisément, P est la projection de R™ sur Im (A) parallelement & Ker(AT). Soit (Y,Z) € Im (A) x Ker(AT),
alors ATZ = 0 et il existe X € M;,1(R) tel que Y = AX et (Y|Z) = (AX|Z) = (AX)TZ = XTATZ =XxT0=0
donc Im (A) et Ker(AT) sont orthogonaux. Ainsi, P est la projection orthogonale sur Im (A).
On pouvait aussi le prouver en constatant que P = (AB~TAT)T = A(BT)"TAT or B est symétrique (matrice
de GrRAM) donc PT = AB™'AT = P ce qui montre aussi que P est une projection orthogonale car la base

canonique de R™ est orthonormale.
13.95) a. Soit a un vecteur unitaire de D, on compléte (a) en une base orthonormée directe de R3 avec (b, c)

une base orthonormée directe de P (pour l'orientation de P induite par celle de D par a). Ainsi, B = (a,b,¢)
1 0 0

est une base orthonormée directe de R3 dans laquelle on sait que R = Mat 5(r) = | 0 cos® —sin@ | si
0 sin® cosH

0 est angle de la rotation r autour de D orientée par a. Par définition de la réflexion s, comme a € Pt et

-1 0 0 -1 0 0
(b,c) €P?,onasS=Matg(s)=| 0 1 0]. On vérifie que RS =SR= [ 0 cos® —sin® | donc
0 0 1 0 sin® cosH

sor =ro0s et les isométries r et s commutent et ros = s or est la rotation-miroir autour de D, d’angle 6.

b. Analyse : supposons que sor = ros. Comme r et s commutent les sous-espaces propres de s sont stables
par t et vice-versa. Or Eq(r) = D, Eq(s) = P et E_1(s) = PL. En évaluant en q, s(a) = s(r(a)) = 7(s(a))
donc s(a) € Ej(r) = D car v n’est pas l'identité. Comme s est une isométrie, ||s(a)|| = ||a|]] = 1 or

s(a) € D = Vect(a) qui ne contient que deux vecteurs unitaires : a et —a. Traitons les deux cas :

e Sis(a) = —a, alors a € E_q(s) = P donc D L P et on est dans le cas de la question a..
e Sis(a) = a, alors a € E1(s) = P donc D C P. Soit n un vecteur unitaire normal a P, alors s(n) = —n
donc, comme r(s(n)) = s(r(n)), on a s(r(n)) = —r(n) donc r(n) € E_1(s) = P et, comme r est une

isométrie, r(b) = +b. Traitons & nouveau les deux cas :

— Sirt(n) =n, alors n € E1(r) = D = Vect(a) ce qui est absurde car a L n.

2 0 0

—Sir(n) = —m,alorsn € E_1(r). Or det(r+id gs) ={0 1+cos® —sind® | =4(1+cosH).
0 sin 0 1+ cos®

Comme n # 0 € E_1(r) = Ker(r +1id g3), on a r +id g3 ¢ GL(R3) donc det(r +id g3) = 0 ce

qui montre que 6 = 7 et r est un demi-tour.
Synthese : traitons les deux cas trouvés dans I'analyse :
esi D L P, on avu en question a. que sor = ros quelle que soit la valeur de ’angle 6.

esi D C Pet6=m,en prenant a unitaire dans D et n unitaire normal & P (comme dans l’analyse),

B = (a,n,a/An) est une base orthonormée directe de R> car a et n sont orthogonaux et unitaires et on

1 0 0 1 0 0 10 0
aR=Matg(r)=[0 —1 0 |etS=Matgp(s)=]0 —1 0| douRS=SR=[0 1 0
0 0 -1 0o 0 1 0 0 -1

donc ros = s or est la réflexion de plan P’ = Vect(a,n) = P+ @ D.
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1l existe deux fagons pour qu’'une rotation r autour de D d’angle 0 et une réflexion de plan P commutent :
e Soit D L P alors s or =ros est une rotation-miroir pour tout 0.

e Soit D C P et r est un demi-tour alors s or = r o s est une réflexion.

13.96 | a. Comme u est un vecteur unitaire de E euclidien orienté de dimension 3, il existe une base orthonormée
directe B = (u,v,w) de E (et méme une infinité). On obtient f(u) = (u|ju)u = u, f(v) = vAu = —w et
f(w) = wAu = v donc I'image de la base orthonormée B est B' = (u, —w, v) qui est aussi une base orthonormée

directe (on l'obtient & partir de B en échangeant deux vecteurs et en changeant le signe de I'un d’entre eux)

1 0 O
. T s 1
donc f est une isométrie directe de E d’apres le cours. Mats(f) =A =0 0 1] = 0 , on
0 R_x/p2
0 -1 0 ™/
T

peut donc conclure que f est la rotation d’angle -5 autour de la droite orientée par le vecteur wu.
b. Analyse : soit g € £(E) tel que g? = f. Alors fog = g> = gof donc, la droite Vect(u) = Eq (f) = Ker(f—id ¢)

1 0

et le plan Vect(v,w) = Vect(u): = Ker(f?> +id ) (car A% = (O '
I

)) sont stables par g car f —idg et g

commutent et que f2 +id g et g commutent. Ainsi, il existe « € R tel que g(u) = au et il existe (B,y) € R?

tel que g(v) = pv+yw. Comme f(v) = —w, on a g(w) = —g(f(v)) = —f(g(v)) = =Bf(v) —yf(w) = —yv+Bw.

x 0 0
Ainsi, Mat 3(g) =B = | 0 B —y | et, comme g2 =f, B2 = A dona? =1, B2 —y2 =0 et 2By = —1
O v B

donc o = +1 et[S::t?:—y.

—1

0
o V2

N

Synthese : les matrices By =

o
\
N
N
5
oo e
N N

—1 0
0 V2

By =

En conclusion, il y a quatre endomorphismes g (en fait des isométries) de E tels que g = f. Les deux
isométries directes (associées & By et By) sont les rotations autour de la droite orientée par le vecteur u et

d’angle 7% et %TT[ Les deux autres isométries sont des rotations-miroirs.

13.97)a. det(M(M™M)?) = det(M)det(M")det(M)det(MT)det(M) = det(M)? = det(I,) = 1 par multiplicativité
du déterminant et par hypothese sur M donc, comme t + t° est injective sur R, on en déduit que det(M) = 1
donc det(M) # 0 et M est bien inversible.

b. Comme (MT™™M)T = MT(MT)T = MTM, la matrice MTM est symétrique (matrice de GRAM associée a la
matrice M) et elle est inversible d’aprés a. donc son carré est aussi symétrique et l'inverse de son carré est
aussi symétrique. Ainsi, comme M = (MTM)2)~! est symétrique.

c. La relation M(M"M)? = I, devient donc, puisque M est symétrique, M® = I,,. Le polynéme P = X> — 1

est donc annulateur de M donc les valeurs propres de M font partie des racines de P. Or on sait avec le
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théoreme spectral que les valeurs propres de M sont toutes réelles. Les racines de P sont les racines cinquiemes
de I'unité dont une seule est réelle, 1. Ainsi, 1 est la seule valeur propre de M et, M étant diagonalisable par

le théoréme spectral, M est semblable (et méme orthosemblable) & la matrice I,,, donc M = I,.

a. Les matrices appartenant & Dy, (R) s’appellent les matrices a diagonale propre.
La matrice A étant triangulaire supérieure, on a xa = (X — 1)™ donc Sp(A) = {1,---,1} (1 répété n fois)
donc A € D, (R). Plus généralement, toute matrice triangulaire est dans D, (R). Comme B est symétrique
réelle, elle est diagonalisable par le théoréme spectral et, comme rang (B) =1, on a dim(Ker(B)) =n — 1 par
la formule du rang donc 0 est valeur propre de multiplicité n — 1. La derniere valeur propre A vérifie donc
Tr(B)=0+:--4+0+A=AdoncA=net B¢ D,(R) car la diagonale de B ne contient pas 0,---,0,n.
b. D1(R) = M;(R) est bien un sous-espace vectoriel de M;i(R). Dés que n > 2, Dn(R) n’est pas un

. . 1 1 1
sous-espace vectoriel de M;, (R) car il n’est pas stable par somme. En effet, A, = (O : ) et By = (1 ?)

sont dans D, (R) alors que A; — B = <01 0

1 . N
) n’appartient pas & D, (R) car xa, B, = X* + 1 donc ses
valeurs propres sont +i alors que les deux termes diagonaux de A, — B, sont 0 et 0. On peut généraliser

pour un entier n > 3 en prenant A,, = (%2 g) et B = <Boz 8) avec les mémes justifications.

c. Si A est symétrique, pour le produit scalaire canonique sur les matrices défini par (A|B) = Tr (*AB), on

a ||Al]> = Tr (*AA) = ]<Z< af;. Or, d’apres le théoreme spectral, on a A = PD'P avec P orthogonale
LN

et D diagonale contenant les valeurs propres de A (comptées avec leurs ordres de multiplicité). Ainsi,

il vient ||A||2 = Tr (*fAA) = Tr (PD?'P) = Tr (D?) car deux matrices semblables ont méme trace. Or

Tr (D?)= 3.  ma(A)A? ce qui donne bien la relation Z aizyj = 3 ma(AN (1).
AESP(A) 1<i,jsn AESP(A)
Si A€ Dn(R)NS,, onadonc ||[A[2= 3 ma(A)A? mais, par hypothese, les valeurs propres de A sont
AESP(A)
n
ar1, oy ann done Y my(AA? = aiz‘i (2). Ainsi, > aij =0 (1) — (2) ce qui montre que
AESP(A) i=1 1<iFign

V(,j) € [1;n]?, i #j = ai,j = 0 et enfin A diagonale. Ainsi, Dy(R) NSy, = Dy (les matrices diagonales)

car réciproquement, les matrices diagonales (donc triangulaires) sont symétriques et & diagonale propre.

n

d. Si A € Dn(R)N Ay, alors par hypothese xa = [[ (X —0) = X™ car les termes diagonaux d’une matrice
k=1

antisymétrique sont nuls. Par CAYLEY-HAMILTON, A™ = 0 donc A est nilpotente. Comme A? est symétrique

donc diagonalisable et qu’elle est aussi nilpotente, elle est forcément nulle car elle est semblable a une matrice
diagonale avec des 0 sur la diagonale. Ainsi A2 =0 = —*AA donc 'AA = 0 ce qui donne ||A[|? = Tr (*tAA) =0
donc A = 0. Par conséquent D, (R) N A, = {0}.

2
13.99) a. Par un calcul matriciel par blocs, on trouve MM = (] * |0|C|| CCTO—i-I ) (matrice de GRAM
n

associée & M) donc det(M™™) = (1 + ||C||*)det(I, + CCT). Or CTC = 0si C = 0 et C'C est de rang 1

(toutes les colonnes de CCT sont proportionnelles & C) sinon.
e S5i C =0, M = I;;47 donc M est inversible.

e Si C #0, CCT est symétrique et de rang 1 donc, d’apres le théoreme spectral, CCT est diagonalisable
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avec 0 valeur propre de multiplicité n — 1, 'autre valeur propre étant Tr (CCT) = Tr (CTC) = ||C||?
donc CCT est semblable & diag(0,---,0,||C||?) donc I, + CCT est semblable & diag(1,---,1,1+|C||?)
d’out det(I, + CCT) = 1+ [|C||?. Par conséquent, det(M)? = det(M™™M) = (1 +|C||?)? > 0 donc
det(M) # 0 et la matrice M est bien inversible.

Dans les deux cas, que C =0 ou C # 0, la matrice M = <1C _IiT> € Mn41(R) est inversible.
b. Comme (M~)T = (MT)" T onaNTN=MM)TM"TMT = M(MMT)""MT. Mais on vérifie par calcul
que MMT =M™ = (1 + |0|C||2 CCTO+I ) Ainsi, NTN = M(M™™M)""MT = MM~ T(MT)="M~" donc
NTN = I 41 ITTL+1 = Ih41 et la matrice N es‘Tc1 bien orthogonale par définition. De plus, N est une matrice de
rotation (isométrie directe) car det(N) = det(M~™') x det(MT) = jztgmg =1:Ne€SO(n+1).

n
13.100 ) a. Comme id g et uy, - -+, un sont des endomorphismes symétriques de E, par somme, v = ( > uk) —idg
k=1

n
en est aussi un donc, d’apres le théoreme spectral, ( > uk) — id g est diagonalisable.
k=1
b. Soit A une valeur propre de v, alors il existe x # Og € E tel que v(x) = Ax. Or, par hypothése, on a

(v(x)|x) = i (uk (x)[x) —[|x||* = 0 donc, comme (v(x)|x) = A|[x||?, on a A = 0 car ||x|| > 0. Ainsi, Sp(v) = {0}

n
donc, comme E = Eg(v) puisque v est diagonalisable, on a v =0 donc Y ux =ide.
k=1

n n
c. Soit x € E, d’apres la question précédente, on a x = idg(x) = > uk(x) donc x € Y Im(ux). On a

k=1 k=1
n n n n
donc déja E = > Im (uy). Comme, dim(E) = dim( Im((uk)> = > dim(Im (ux)) = > rang (ux) par
k=1 k=1 k=1 k=1
n
hypothese, un théoreme du cours nous permet de conclure que cette somme est directe, E = @ Im (u).
k=1

d. Soit y € Im (uy), alors y = uk(y) + > ui(y) d’apres b.. Ainsi, par unicité de I’écriture vue en c., on en
i=1

ik
déduit que y = ui(y) et Vi € [1;n], ui(y) = O si i # k. Par conséquent, pour x € E, en notant y = uy(x),

on a u(y) = uf(x) = uk(x) =y et Vi # k, u; oux(x) = ui(y) = Og. Les uy sont donc des projecteurs et,
comme les ug ont été supposés symétriques, les uy sont des projecteurs orthogonaux.
De plus, les sous-espaces Im (uy) sont orthogonaux deux & deux car si (i,j) € [1;n]* avec i # j, alors
Im (u;) C Ker(uj) car ujou; = 0 d’aprés ce qui précede, ainsi Im (u;) C Im (u;)* puisqu uj est un projecteur
orthogonal. On a donc bien établi que Im (u;) L Im (uy) des que i # j.

a. Par hypothese, P = X3 + 9X est annulateur de A. Or X3 + 9X = X(X — 31)(X + 3i) et on sait que les

valeurs propres de A font partie des racines de tout polynéme annulateur de A, donc Sp(A) C {0, 31, —3i}.
b. Comme le polynéme P est scindé & racines simples dans C[X] et annulateur de A, on sait d’apres le cours
que la matrice A est diagonalisable dans My (C).

c. Si A est diagonalisable dans M, (R), alors elle n’admet que des valeurs propres réelles donc Sp(A) = {0}.
Elle est donc semblable & la matrice nulle puisque diagonalisable donc A = 0. Ainsi, A est diagonalisable
dans Mn (R) si et seulement si elle est nulle.

d. Si n est impair, comme A3 = —9A, en passant au déterminant, det(A)3 = (—1)"9™det(A). Si on avait
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det(A) # 0, on aurait det(A)? = (—1)"9™ < 0 NON ! Si n est impair, det(A) = 0 donc A n’est pas inversible.
e. Si A est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans My (R) d’apres le théoréme spectral donc elle est

nulle avec la question b.. Ainsi, il n’existe aucune matrice symétrique réelle non nulle telle que A3 +9A = 0.

a. Soit (x,y) € (R™)? et les vecteurs colonnes associés X et Y, alors, avec l'identification classique entre
matrice (1,1) et réels, on a (x|f(y)) = XT(AY) = —XTATY = —(ATX)Y = —(f(x)|y) car A est antisymétrique.
b. Par définition, det(f) = det(A) = det(—AT) = (=1)"det(AT) = (—1)"det(A) = (—1)"det(f) toujours car
A est antisymétrique et parce que det(A) = det(AT).

On en déduit que si n est impair, on a det(f) = —det(f) donc det(f) = 0 et f n’est pas un automorphisme.
c. Soity € Im (), alors f(y) € Im (f) par définition donc Im (f) est stable par f. Il est donc licite de considérer
Pendomorphisme g induit par f sur Im (f), il s’agit de g : Im (f) — Im (f) définie par g(x) = f(x). Soit
x € Ker(g), on a donc x € Im (f) par définition de g et g(x) = f(x) = 0 par définition du noyau donc x € Ker(f).
Ainsi, il existe z € R™ tel que x = f(z) et on a donc |[x||* = (x|x) = (x|f(z)) = —(f(x)|z) = —(0]z) = 0 ce qui
prouve que x est le vecteur nul. Ainsi, Ker(g) = {0} donc g est un automorphisme de Im (f).

Pour (a,b) € (Im (f))?, on a aussi (a|g(b)) = (a|f(b)) = —(f(a)[b) = —(g(a)|b). Soit une base orthonormale

B = (vi,--+,vy) de Im(f), alors B = Mats(g) = ((g9(vj)vi)) donc B est aussi antisymétrique car

1<ijgr
BT = Mat 5(g) = ((g(vi)|v1-))1<i’j<r = (_(Vi|9(vi)))1<1,j<r = —B. Ainsi, d’aprés b., comme g est inversible,
on a forcément r pair donc, d’apres la formule du rang, det(Ker(f)) = n — r est de la méme parité que n.
d. Comme n = 3, on ne peut avoir d’apres c. que dim(Ker(f)) = 1 ou dim(Ker(f)) = 3.
e Si dim(Ker(f)) = 3, alors Ker(f) = R3 donc f = 0, la matrice de f dans n’importe quelle base est la
matrice nulle qui est de la forme annoncée avec a = 0.

e Si dim(Ker(f)) = 1, soit v un vecteur unitaire de Ker(f). Comme en c., si (x,y) € Ker(f) x Im (f), il

existe z € R3 tel que y = f(z) et on a (x|y) = (x|f(z)) = —(f(x)|z) = —(0]z) = 0 donc Ker(f) L Im (f).

Soit v, un vecteur unitaire de Im (f) (Im () est un plan), alors comme (f(v2)|v2) = —(v2|f(v2)), on a

f(v2) € Im (f), va L f(v2), f(v2) # 0 car v2 ¢ Ker(f). Posons donc vz = H::EVZSH de sorte que ||[v3|| = 1.
v2

Par construction, B = (v1,v2,v3) est une base orthonormale de R3 et f(vz) = avs avec a = ||[f(v2)]].

On a vu précédemment que la matrice de I'application g induite par f dans Im (f) était antisymétrique

dans une base orthonormale de Im (f) et justement (v2,v3) en est une, on a forcément f(v3) = —av;.
0 0 0

Ainsi, A=Matg(f)= | 0 0 —a | doncxa = X(X? + a?) = X(X + ia)(X — ia) avec a # 0.
0 a O

Comme ia ¢ R, f (ou A) n’est diagonalisable que si f est nulle.

a. (<=) Il est clair que si M = 0, on a bien (V(X,Y) € (R™)?, XTMY =0).
(=) Supposons que (V(X,Y) € (R™)2, XTMY = 0). Pour (i,j) € [1;n]?, avec X = E; et Y = Ej (vecteurs
colonnes de la base canonique de My 1(R)), alors 0 = Ef ME; = m;; (case (i,j) de la matrice M) : M = 0.
Par double implication, on a I'équivalence (V(X,Y) € (R™)?, XTMY =0) <= (M = 0).
b. Il est logique d’apres 1’énoncé d’utiliser la question précédente méme si c’est du cours car P étant une

projection orthogonale et la base canonique étant orthonormée, on sait que P est symétrique.
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Pour (X,Y) € (R™)?, décomposons X = X7 + X2 et Y1 + Yz avec (X1,Y7) € (Ker(P))? et (X2,Y2) € (Im (P))?.
On a XT(PT — P)Y = XTPTY — XTPY = (PX)TY — XT(PY) = (PX|Y) — (X|PY) = (X2]Y1 + Y2) — (X7 + X2|Y2)
car PX = Xz, PY = Y, par définition de cette projection orthogonale P qui vérifie Im (P) = Im(A) et
Ker(P) = (Im(A))+. Comme X7 L Yz et X5 L Yq, il ne reste que XT(PT — P)Y = (Xz]Y2) — (X2|Y2) = 0.
D’apres la question précédente, PT — P = 0 donc P est symétrique.

c. Comme Im (P) = Im (A) par définition et que Ker(I, —P) = Im (P) car P est la matrice d’une projection,
on a Im (A) C Ker(In — P) donc (I, — P)A = 0 ce qui se traduit par PA = A.

d. L’application (M,N) € M, (R)? + Tr (MTN) est le produit scalaire canonique dans M, (R) d’apres le
cours. On applique CAUCHY-SCHWARZ au couple (P,A) et |(P|A)]| = [Tr (PTA)| < ||P|].]|A]| ou, en élevant au
carré, Tr (PTA)2 < ||P||?||A||%. Or PT =P et PA = A donc PTA = A et ||A||? = Tr (ATA). De plus, P étant
la matrice dans la base canonique d’une projection p, dans une base B de R™ adaptée a la décomposition

R™ =Im (p) @ Ker(p), on a Mat 5 (p) = (Ior g

et P représente le méme endomorphisme p dans deux bases différentes, donc D et P sont semblables. Comme

= D ou r est la dimension de Im (p), donc le rang de p. D

la trace est un invariant de similitude, Tr (PTP) = Tr (P?) = Tr (P) = Tr (D) = r = rang (p) = rang (A) car

Im (P) = Im (A). Ainsi, Tr (A)? < rang(A) x Tr (ATA).

e. Il y a égalité dans l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ si et seulement si les vecteurs sont colinéaires.

Analyse : supposons (A, P) liée, alors P = 0 ou IA € R, A = AP. Or P = 0 si et seulement si A = 0 car

Im (P) = Im (A). Dans les deux cas, A = AP avec A € R et P une projection orthogonale.

Synthese : si A = AQ avec A € R et Q une projection orthogonale, traitons deux cas. Si A =0, alors A =0

donc P =0 et (A,P) liée. Si A # 0, on a Im(A) =Im(Q) donc P est la projection orthogonale sur Im (Q),

comme Q. Ainsi, P = Q et A = AP donc (A, P) lide.

Par double implication, il y a égalité dans Tr (A)? < rang (A) x Tr (ATA) si et seulement si A est le multiple

d’une projection orthogonale, c’est-a-dire la composée d’une projection orthogonale et d’'une homothétie.
a. Clairement, I, € Vq car VX € My 1(R), InX = X donc tout vecteur non nul est propre pour I, associé

& la valeur propre 1 et on a bien Sp¢(In) = {1}.

b. Comme Spc(M) = {1} et que xpm est scindé sur C, on a xm = (X — 1)™. D’apres le théoreme de

CAYLEY-HAMILTON, on a donc (M — I;)™ = 0.

1.0 0 0
01 1 0 . . . 4

c. Posons M = 0 0 1 1 (réduction de JORDAN), alors on a clairement xpm = (X —1)* donc M € Vj.
0 0 0 1

Comme M —I4 =E 3+ E3z4,0na(M— 14)? = Ex s #0et (M — 14)3 = (E2,3+E34)Ez 4 =0.

d. Soit M € S, (R) N Vy symétrique réelle et vérifiant Sp(M) = {1}, alors comme Spr(M) = Spc(M)
d’apres le théoreme spectral, 1 est la seule valeur propre de M. Mais comme M est orthosemblable a une
matrice diagonale contenant sur sa diagonale les valeurs propres de M toujours d’apres le théoréme spectral,
on en déduit que M = PI,PT avec P € O(n) donc M = I,,.

e. Soit M € O(3) telle que M € V4. Si on avait det(M) = —1, alors det(M + I,) = det(M + MTM) donc
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det(M + 1,) = det((In, + MT)M) = det(I, + MT)det(M) = —det(I, +M) car (I, + MT) = (I, + M) donc
det(M+1,,) = 0. Ainsi, —1 serait valeur propre de M ce qui contredit I’hypothése M € V;. Ainsi, M € SO(3)

mais on sait alors d’apres le cours que M = I3 ou que M est une vraie rotation d’angle 8 €]0;2n[ dont la

1 0 0
matrice dans une base orthonormée directe adaptéeest M = | 0 cos® —sin® | = Mg. Si M = Mg, alors
0 sin® cosO

xm = (X —=1)(X? = 2cos(8)X +1) = (X — 1)(X — e*®)(X — e7%) (apres calculs) donc Sp (M) = {1,e%? e~}
ce qui contredit encore M € V7. Ainsi, M = I3.

a. Soit A € 02(R) et X € Ma,1(R), alors ||AX||2 = (AX)T(AX) = XT(ATA)X = XTX car ATA = I, donc
[|[AX||5 = ||X||3 et, en passant & la racine comme tout est positif, on a ||AX||2 = ||X||2 < ||X||2 donc A € C.

On conclut & l'inclusion 0,(R) C C.

b. D’apres le cours, les seules matrices de SO, (R) sont les matrices de rotation Rg = (C,os(e) B Sm(e))
sin(0)  cos(9)
ar1 a1
a1 a2
e Si A est déja symétrique, alors il suffit de prendre R =1, € SO2(R) et on a AR = A symétrique.
ar,1cos(0) + a1 2sin(0) —aq,1sin(0) + ar,2 cos(0)
az,1cos(0) + az2sin(0) —az1sin(0) + az 2 cos(6)>

avec 0 € R. Soit A = ( ) € C. Traitons deux cas :

e Si A n’est pas symétrique, comme ARg = <

il s’agit donc de trouver 6 € R tel que —ay 1sin(8) + a2 cos(0) = a1 cos(6) + az 2 sin(6). Or

Comme la fonction

cette condition équivaut, comme aj > # az1, & cos(9) = L1 +a22 sin(0).
ar2 —az;
arg+ax

aj2 —az;j

cos

cotan = est surjective de ]0; [ dans R, il existe un réel 8 €]0; 7t tel que cotan () =

et, d’apres ce qui précede, en prenant R = Rg, on a bien AR symétrique.

Comme AR est symétrique réelle, d’apres le théoréme spectral, il existe P € O2(R) et D = (g g) € Mz2(R)

diagonale telles que AR = PDP'. Comme P est inversible et que P~ = PT, on a PTARP = D donc il
suffit de poser Q1 = PT € 02(R) et Q2 = RP € 02(R) (car O2(R) est stable par produit) et on a bien

01AQ, = (a 0) avec (Q1,82) € Oz(R)z et (a,b) € R2.

0 b
c. Pour Y € M3,1(R), comme A = Q] DQI, [|QTDQIY||2 < ||Y||2 puisque A € C. Pour X € M2,1(R), en
posant Y = ;X on a donc ||2] DX||2 < [|Q2X]|]2 car QTQ = I,. Mais puisque Q5 et €, sont orthogonales,

elles conservent la norme donc ||QTDX|[2 = ||DX||2 et ||Q2X]||2 = ||X||2 donc ||[DX|]2 < [|X|]2. 1l suffit
maintenant de prendre X = E; pour avoir ||X|]2 = 1 et DX = (g) donc ||DX]||2 = |a|] d’ott |a] < 1. De

méme, avec X = Ez, on a [b] < 1.
IAX]l2 _ [[MX][2

d. Supposons par exemple |a| < |b|, d’aprés ce qui précede, pour X # 0 € Mz 1(R), on a I = T
2 2

13.106]a. Ona Py =2, Py =X, P, = XP; — Py = X> —2 et P3 = XP, — P; = X3 — 3X. Posons, pour n > 1,
Pn = “Pn € R[X], deg(Py,) = n, Py est de la parité de n et dom(P,,) = 17. D’apres ce qui précede, les

assertions Py, P, et P3 sont vraies. Soit n > 3 tel que P,,_» et P sont vraies. Comme R[X] est un
anneau, P, = XPn_1 — Pr_2 € R[X]. De plus, deg(XPn_1) = 1+ deg(Pn—1) = n > n —2 = deg(Pn_2)

donc deg(Py,) = Max(deg(XPn_1,Pn—2) = n et le coefficient dominant de P,, ne vient que de XP,,_; qui est
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unitaire car P,,_7 ’est donc P, est aussi unitaire. Comme P,,_7 a la parité de n — 1, XP,,_1 a la parité de n
et Pn_2 a la parité de n — 2, donc aussi celle de n et, par somme, P,, = XP,,_1 — P,,_» a la parité de n.

Par principe de récurrence double, ¥Yn > 1, P,, € R[X], deg(Pr,) = n, Py est de la parité de n et dom(Py) = 1.
b. Soit z € C*, pour tout entier n € N, on pose Q,, = “P,, (z—l— %) =z"+ Z—n”. Les assertions Qg et Q1 sont

vraies car Pg (z—l—l) =2 —I—% = zo—i-io et Py (z—i—l) —opl = —l—l]. Soit n > 2 tel que 9,7 et O,
z z z z z
= (z + l)Pn_1 (z + l) —Pn_2 (z + l) donc, par hypothéese de récurrence,
z z z

=1
sont vraies. Alors P, (z + l)
z
1) _ 1 -1 1 -2 1 _ 1 -2 1 -2 1 _ 1
Pn(ZJr;) = (er;) (z“ +Zn_1 > - (z“ Jrzn—z) —Z”+ZT+Z“ +Zn_2 -2V S =2
Par principe de récurrence double, on a bien établi que Vn > 0, Vz € C*, P, (z + l) =z"+ in
z z
c. Pour n € N*, si on prend z = ¢® € C* avec 8 € [0;2n], comme z + 1= i g i = 2cos(0) et
z

Z“+Ln =m0 e=n0 — 2 cos(nB), ona Py (2cos(8)) = 2cos(nd). Ainsi, en prenant 6 = 8y = zl—i—m €]0; n|
z non

pour k € [0;n — 1], on a Py (cos(8x)) = cos(nby) = cos(kn+ (n/2)) = 0. Comme 0 < 07 < -+ < Op_7 < met

que la fonction cos est injective et strictement décroissante sur ]0; pi[, les n valeurs cos(6n—1) < - -+ < cos(6p)
n—1

sont distinctes et toutes racines du polynéme Py, qui est unitaire de degré n donc on a P, = [ (X—cos(6x)).
k=0

Le polynéme P,, admet donc n racines réelles distinctes, toutes dans | — 1;1][.

A+AT +A—AT

d. On sait que pour toute matrice A € My, (R), on a l'unique décomposition A = > >

T T
avec % € Sn(R) et A_ZA € An(R). Soit U € O(n), comme O(n) est un groupe, U* € O(n)

k k\T X —k
donc Syx = u +2(u ) =Uu +2u car UT = Uu~'. Comme Vz € C¥, Pk(z—l— l) =K+ ik, on a
z z

]> = 2% + 1 donc les polynémes X¥Py (X + %) et X?¥ 4+ 1 coincident en une infinité de valeurs

Z¥Py (z + -

z
1 S 1) _ % iy
d’ott X*Py <X+ i) = X?*41. En notant P, = > a;X!, on a X*Py <X+ i) =3 ai(X2H1)ixkt = x2k 41,
i=0 i=0

k . .
En évaluant ceci en la matrice U, on a donc Y ai(U? + I,) U™t = U?¥ + 1,. On multiplie par U™* pour
i=0
k o k )
obtenir 3 a;(U2 + L)Wt =uk + U ® =25k = 3 aqi(U+ U =P (U+UT) = P (2Su). Ainsi, en
i=0 i=0

Pk(zzx), on a bien Qi € R[X] (avec deg(Qy) = k et dom(Qx) = 251 et Sux = Qi (Su).

posant Qy =

a. D’aprés le cours, I'application (A, B) ~ (A|B) = Tr (ATB) définit un produit scalaire (le produit scalaire
canonique) dans M, (R). Ainsi, n: M, (R) — R vérifie n(A) = Tr (ATA) = Tr (AAT) = ||A|]%.
Soit (A,B) € (Mn(R))?, n(AB) = Tr ((AB)T(AB)) = Tr (BTATAB) = Tr (BBTATA) par propriété de la
trace donc n(AB) = Tr (S'S) avec S’ = BBT € S,(R) et S = ATA € S, (R). Or, pour tout X € My 1(R),
on a XTSX = XTATAX = [|AX]||> > 0 et XTS'X = XTBBTX = |[BTX||?> > 0, donc les matrices S et S’ sont
symétriques positives (donc dans S;7(R)). D’apres le théoréme spectral, il existe P € O(n) telle que S = PDPT
avec D = diag(Aq,--+,An) OU A7, -+, Ay sont les valeurs propres positives de S (répétées avec leurs ordres de
multiplicité). Posons C = PTS'P, donc S’ = PCPT et Tr (8’S) = Tr (PCPTPDPT) = Tr (PCDPT) = Tr (CD) car
PCDP' et CD sont semblables. Comme n(A) = Tr (AAT) = Tr (ATA) = Tr (S) et n(B) = Tr (BBT) = Tr (§'),
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il s’agit donc d’établir que n(AB) = Tr (S'S) < Tr (S)Tr (') = n(A)n(B). Comme Tr (S) = Tr (D) (resp.
Tr (C) =Tr (§')) car S et D (resp. S’ et C) sont semblables, on veut montrer que Tr (CD) < Tr (C)Tr (D).

La matrice C est symétrique car CT = (PTS'P)T = PTS/T(PT)T = PTS'P = C car S’ est elle-méme symétrique.
De plus, si X € Mn,1(R), on a XTCX = XTPTS’PX = YTS'Y = |[BTY||? > 0 en posant Y = PX. Ainsi,

C € S (R). En notant C = (ci,j)1<i,j<n, On sait que cij = EiTCEj donc ¢y x = EJCEy > 0 donc les termes

diagonaux de C sont positifs. Ainsi, comme on a CD = (ci,jAj)1<ij<n par calcul matriciel, on obtient
n n n n
T (CD) = X e < (S i) x (X A) = T (OTr (D) car Tr ()T (D) = 3 ciphic + 3 iy
k=1 i=1 j=1 k=1 1<i,j<n
i#j

et cii =0 et Aj > 0. Ainsi, Tr (CD) < Tr (C)Tr (D) donc Tr (S'S) < Tr (S)Tr (S’) et n(AB) < n(A)n(B).
b. A € S, (R) donc, d’apres le théoréme spectral, il existe P € O(n) et D = diag(Aq, - -+, An) diagonale telles
n
que A = PDPT. Ainsi, AAT = PDPTPDTPT = PD?PT donc n(A) = Tr (AAT) = Tr (D) = > M. Pour
k=1
n

tout couple (i,j) € [1;n]? tel que i # j, on a donc 2n(A) = Y (2A2) donc 2n(A) > 227 + 27\]-2 > (M —Ny)?
k=1

car 207 + 207 > (At — Aj)? <= 207 + 207 = Af — 2MAj + AT <= A7 4 20N + A <= (Ai +Aj)2 > 0 ce
qui est clairement vrai. Ainsi, comme on a aussi 2n(A) = 2||A[|*> = 0 = (A — A;)?, on peut affirmer que
V(1,) € [1;n]%, 2n(A) = (M —A;j)%. Mais comme les valeurs propres de A sont classées dans 'ordre croissant,
la plus grande valeur de (A; — A;)? quand (i,j) € [1;n]? est (An — A1)? de sorte que la meilleure minoration

de n(A) obtenue par ce procédé est (A, —A7)% < 2n(A) (I).

n n—1 n—1
Ona2n(A)=23 A2 =20 +222 + > (2A2) = (An — A1) + (A1 +An)? + > (2A2) donc on a égalité dans
k=2 k=2

k=1
n—1
(1) si et seulement si (A7 + An)? + kzz (2A2) = 0. Traitons plusieurs cas :

eSin=1,A=(a) €S1(R) et n(A) = Tr (AAT) = a? donc, comme A, —A; = a — a = 0 car la seule
valeur propre de A est a, on a égalité dans (I) si et seulement A est la matrice nulle de M;(R).
e Sin =2 2n(A) = (A2 — A1)? + (A1 + A2)? donc on a égalité dans (I) si et seulement si Ay = —Aq

donc si et seulement si Tr (A) = 0 puisque Tr (A) = A1 + Az.

e Sin >3, de méme, on a égalité dans (I) si et seulement si (An +A7)? + ni1 (2A\2) = 0, c’est-a-dire si
et seulement si Ay + A1 = A2 =-+- = A7 =0 qui équivaut & A =0 ou (rl;?ig (A)=2et Tr (A) =0).
Il y a égalité dans (I) si et seulement A =0ou (n=2et Tr (A) =0) ou (n >3 et Tr (A) =0 et rang (A) = 2).
a. On reconnait, pour (M, M’) € E2, (M|M’) = Tr (MTM’) et on sait d’apres le cours que cette application
(M, M’) = (M|M’) est bilinéaire, symétrique et positive. De plus, si M € E et qu’on suppose que (M|M) = 0,
alors a? +2b% +¢? =0donca=b =c =0 donc M = 0 et (.|.) est bien un produit scalaire sur E. C’est le
produit scalaire induit par le produit scalaire de M, (R) dans E.
b. Soit f € G, alors pour tout matrice M € E, on a [[M||?> = Tr (MTM) = Tr (M?) car M symétrique or
xm(M) = M? — Tr (M)M + det(M)I; = 0 par CAYLEY-HAMILTON donc [[M||?2 = Tr (Tr (M)M — det(M)12)
et [[M||2 = Tr (M)2 — 2det(M) = Tr (f(M))? — 2det(f(M)) = |[f(M)]||?> avec le méme calcul appliqué & f(M).
Ainsi, f conserve la norme dans E donc f € O(E) d’apres le cours. On a donc déja G C O(E).

e Si(f,g) € GZet M € E,comme f € Get g € G,onaTr (fog(M)) = Tr (f(g(M)) = Tr (g(M)) = Tr (M)
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cet det(fog(M)) = det(f(g(M)) = det(g(M)) = det(M) donc fog € G : G est stable par composition.

eSifeGetM€EE, comme f € GL(E), Tr (M) =Tr (f(f"'(M)) =Tr (f~'(M)) car f € G et on a aussi

det(M) = det(f(f~"(M)) = det(f~'(M)) car f € G donc f~! € G : G est stable par passage & I'inverse.
Comme G # () carid g € G, ce qui précede montre que G est bien un sous-groupe de O(E) pour la composition.
c. (=) Sife€GqG,alors f € O(E) d’aprés b.. On pose F={M € E | Tr (M) = 0} = Ker(Tr ), comme Tr est
une forme linéaire non nulle sur E, F est un hyperplan de E et F- = Vect(I;) car F = {M € E | (M|12) = 0}.
Comme f € O(E) et F stable par f, d’apres le cours, F- est aussi stable par f donc il existe A € R tel que
f(I2) =Alz. Or Tr (f(I2)) =Tr (I2) =2 =2Adonc A =1 et f(I2) = .
(<=) Méthode 1 : si f € O(E) et f(I2) = I, pour une matrice M € E, on a la décompose M = Al, + N avec
N € Fet Al; € FL ce qui donne f(M) = Af(I2) + f(N) = Al + f(N) et Tr (f(N)) = 0 car F est stable par f
puisque F* l'est par hypothese et que f € O(E). Ainsi, Tr (f(M)) = 2\ = Tr (M).
De plus, (M|M) = (f(M)|f(M)) d’oli, comme M et f(M) sont symétriques, Tr (M?) = Tr (f(M)?). D’apres le
théoreme de CAYLEY-HAMILTON, on a M? = Tr (M)M — det(M)I; et f(M)% = Tr (f(M))f(M) — det(f(M))1
donc, en prenant la trace de ces deux relations et en soustrayant, det(M) = det(f(M)). Ainsi, f € G.
Méthode 2 : si f € O(E) et f(I2) = I, comme f conserve la norme et le produit scalaire par hypothese et
que la famille (E11 + €22 = I2,E1,1 — E2,2,E1,2 + E2,1) est une base orthogonale de E, on a les relations
[[f(E1 1 — E2,2)|1% = |[E1,1 — E2.2||* = |[f(E1,2 + E2,1)||? = |[E1,2 + E2,1||* = 2 pour les normes mais aussi
Tr (f(E1,1 —E2,2)) = Tr (f(E1,2 + E2,1)) = 0 car on sait que (f(Eq;1 — E22)[f(I2)) = (E1,1 — E2,2|I2) = 0 et
(f(E1,2 + E21)[f(12)) = (E12 + E2;1
tels que f(E1,1 —E22) = a(E1,1 —E2,2) + B(E1,2 +E21) et f(E12 +E21) =o' (E1,;1 —E22) + B (E1,2+E21)

I,) = 0 pour les produits scalaires. Ainsi, il existe des réels o, ', B, B’

(pour la trace nulle) avec 2 = 2o 4+ 2p2 = 2a’2 4 2p’? (pour les normes). Il existe donc des angles 0 et 6’ tels
que « = cos(0), p = sin(0), o’ = cos(0’) et B’ = 2sin(0’). De plus, comme f conserve le produit scalaire,

(f(E])] — E2,2)|f(E]>z + Ez)])) = (E1,1 — E2)2|E1‘2 + Ez)]) =0, il vient 20 —|—2[3[3’ = 0 donc COS(e — 9/) =0.

Soit M = (a b) =atcy, 4 a-c (E1,1 —E2,2) + b(E1,2 + E2,1), avec ce qui précede et par linéarité de f,

b ¢ 2 2
f(M) = GT—H12+ a ; ¢ (COS(@)(E]J —Ezyz)-i—sin(@)(E]‘z—i—Ez’] ))—I—b(cos(el)(E]‘] —Ezyz)—i—siﬂ(e/)(E]’z—l-Ez’] ))
GTJFC + % cos(0) + bcos(0”) % sin(0) + b sin(0’)
donc f(M) = a+c . On a ainsi a la relation

% sin(0) + b sin(0’) — % cos(0) — bcos(0’)

2

Tr (f(M)) = a4+ c = Tr (M) et, apres calculs et simplifications grace & la relation cos(6 — 0') = 0, &
2

det(f(M)) = (aTﬂLu% cos(6)+b cos(e’)) (GTH_ 4= cos(8)~b cos(G’)) - (% sin(6)+b sm(e'))
d’ont det(f(M)) = ac — b? = det(M). Ainsi, f € G.
Quelle que soit la méthode, par double implication, on a bien G = {f € O(E) | f(12) = I2}.

13.109 | a. L’application f va de M, (R) dans lui-méme et sa linéarité provient de celle de la transposition ; on
vérifie que VA € R, V(A,B) € M, (R)2, f(AA+B) = Af(A)+f(B). Ainsi, f est un endomorphisme de M, (R).
b. Méthode 1 : pour M € M, (R), (M) = f(f(M)) = M+MT + (M +M"NT = 2f(M) car (MT)T = M. Par

conséquent, X? — 2X = X(X — 2) est annulateur de f et scindé & racines simples donc f est diagonalisable.
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Méthode 2 : munissons My (R) du produit scalaire canonique (A[B) = Tr (ATB) = Y ay;jbi;. Soit
I<hjsn

(A,B) € Mn(R)?, alors (f(A)|B) = (A + AT|B) = (A|B) + (AT|B) = (A|B) + Tr (AB) = (B|A) + Tr (BA)
par bilinéarité et symétrie du produit scalaire et car on sait qu Tr (AB) = Tr (BA). Ainsi, on a la relation
(f(A)[B) = (BJA)+(BT|A) = (f(B)|A) = (A|f(B)). Ceci prouve que f est autoadjoint donc, d’aprés le théoréme
spectral, f est diagonalisable.
c. Sion a utilisé la méthode 1 ci-dessus, on sait que Sp(f) C {0,2}.
Si M est symétrique, f(M) = 2M. De plus, f(M) = 2M <= M + MT =2M <= M = M <= M € S$,,(R)
pour M € My (R). Par conséquent, Ez(f) = Sn(R) est de dimension @
Si M est antisymétrique, f(M) = 0. De plus, f(M) =0 <= M +M" =0 <= M = —-M" <= M € A,(R)
pour M € My (R). Par conséquent, Eo(f) = An(R) est de dimension @
Comme Sn(R) et An(R) sont supplémentaires (méme orthogonaux pour le produit scalaire choisi) dans
Mn(R), il n’y a pas d’autres valeurs propres de f. Ainsi, on a Sp(f) = {0,2}, My (R) = Eo(f) & E2(f),
Tr (f)=n(n+1) et det(f) =2sin=1et det(f) =0sin > 2.

La matrice ATA est symétrique réelle donc, par le théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale
P € O(n) et une matrice diagonale D = diag(A1, -, An) € Mn(R) (ot Ay, -+, Ay sont les valeurs propres de
ATA) telles que ATA = PDPT. Comme ATA est inversible car A (et donc AT) l'est, les A; sont non nulles (et

méme strictement positives). Pour j € [1;n], notons Xj la j-ieme colonne de P. On sait que les colonnes de P
constituent une base orthonormale de E donc (Xj,- -+, Xy ) est une base orthonormale de E. Par formule de
changement de base, on a AXj = AjX;j et [|AX;[|* = (AX;|AX;) = X[ ATAX; = X[AjX; = Aj][X; |2 = Aj pour
j € [1;n] donc [|AX;|| # 0 d’olt AX; # 0 et on a comme attendu A; = ||AX;[|* > 0.

De plus, si (j,j') € [1;n]? avec j # j', on a (AXj|AX;) = X] ATAX; = XA X5 = Ay (X5]X50) = 0 car Xj L Xjr.

La famille (AX1,---,AXy) est donc constituée de vecteurs non nuls et orthogonaux, on sait d’apres le cours
. . . AX AX
u’elle est libre donc que c’est une base orthogonale de E car dim(E) = n. La famille (—1 —“),
q q g (E) N/ SRRV v

quant a elle est une base orthonormale de E.

13.111]a. Si A2 = AT, alors A? = (A?)2 = (AT)?2 = (A%)T = (AT)T = A donc X* — X = X(X3 — 1) est annulateur
de A. Comme A est inversible, A* = A se simplifie en A3 =1, donc P = X3 — 1 est aussi annulateur de A.

b. Mais comme les racines de X3 — 1 sont les trois racines cubiques de 'unité, P = (X — 1)(X — j)(X — j?).
Les valeurs propres de A étant forcément racines de tout polynéme annulateur de A, Sp(A) C {1,j,j?}. De
plus, comme P est scindé a racines simples dans C, la matrice A est diagonalisable dans M;(C).

c. Comme xa est scindé dans C[X], det(A) = [ A™ ). On sait aussi que les ordres de multiplicité
AESP c(A)

de j et j% dans xa € R[X] sont les mémes et j2 =j. Ainsi, det(A) = 1™1A)(j x j2)™(A) =1 car j3 =1.
On peut aussi écrire det(A%) = det(AT) = det(A) donc det(A) € {0,1}. Comme A est inversible, det(A) = 1.
d. Comme on sait que Sp(A) C {1,j,j?}, traitons deux cas :

e Sij (resp. j?) est valeur propre de A, alors j = j2 (resp. j) I’est aussi car A est une matrice réelle et

on a alors xo = (X —j)(X —j2) = X2 + X + 1.
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e Si j n’est pas valeur propre de A, alors j2 non plus et on a xa = (X — 1)2.
e. Comme A3 =1, et A2 =AT onaAAT =1, donc A € 0(2). Comme det(A3) = det(A)® = det(I2) =1,
on a det(A) = 1 et A est 'une des matrices Rg du cours. Or (Rg)> = R3g = I, implique alors 30 = 0 [27]

donc 6 =0 [2n] ou 6 = 2n [2n] ou 0 = 4n [27]. Traitons les trois cas :
e Si 0 =0 [2n], alors A = 1.
-1 _\/3:)

o Si EZSH[27'[],0naA:R27r/3:;(\/g O

.SieE?[zﬂ],OnaA:R271-/3:](_1 \/§)

2\ —V3 -1
Réciproquement, ces trois matrices sont bien inversibles et vérifient AAT =1, avec A3 =1, donc A2 = AT.
X—a 0 —C
13.112 ) a. Posons P = Xm(a,b,c) = 0 X—b 0 |. En développant par rapport a la deuxieme colonne,
—C 0 X—a
P=(X—b) ’ X__Ca X__Ca = (X —b)((X — @) — c2) donc Sp(M(a,b,c)) = {a —c,a +¢,b}.

b. Comme P est scindé sur R (on le savait déja car M(a,b,c) est symétrique réelle), on sait d’apres le
cours que d = det(M(a,b,c)) = —P(0) = b(a? — ¢?) (ou avec SARRUS). On sait déja que Im (M(a,b,c)) et
Ker(M(a,b,c)) sont orthogonaux car M(a, b, c) est symétrique. Traitons quelques cas :
e Sia=b=c=0,alors M(q,b,c) =0 donc Ker(M(a,b,c)) = R et Im (M(a,b,c)) = {0}.
e Sib=0eta=c#0, alors rang (M(a,b,c)) =1 et on a Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1),(0,1,0)) et
Im (M(a,b,c)) = Vect((1,0,1)).
e Sib=0eta=—c#0, alors rang (M(a,b,c)) =1 et on a Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,1),(0,1,0)) et
Im (M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1)).
e Sib=0eta®#c?, les colonnes 1 et 3 de M(a,b,c) sont indépendantes donc rang (M(a,b,c)) = 2
et Ker(M(a,b,c)) = Vect((0,1,0)) et Im (M(e, b, c)) = Vect((1,0,1), (1,0,—1)).
eSib#0eta=c=0,alors M = bE,, donc rang (M(a,b,c)) = 1 et on trouve comme avant
Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,0), (0,0,1)) et Im (M(a,b,c)) = Vect((0,1,0)).
eSib#0et a=c#0,les colonnes 1 et 2 de M(a, b, c) sont indépendantes donc rang (M(a,b,c)) =2
et Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1)) et Im (M(a, b, c)) = Vect((1,0,1),(0,1,0)).
eSib#0Oeta=—c#0,les colonnes 1 et 2 de M(a, b, ¢) sont indépendantes donc rang (M(a,b,c)) =2
et Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,1)) et Im (M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1),(0,1,0)).
c. M(a,b,c) est symétrique réelle donc diagonalisable, et méme orthodiagonalisable par le théoréme spectral.
d. Les conditions imposées & a,b,c montrent que a —c¢ # a+c¢, que a+c # b et que a — ¢ # b. La matrice

M(a, b, c) admet donc trois valeurs propres distinctes donc les sous-espaces propres associés sont des droites.

—c 0 c
Comme M(a,a,c) —(a+c)l3=| 0 —c 0 |, on constate que (M(a,a,c)— (a+ c)l3)v; =0 donc que
0 —c

M(a, a,c)vi = (a + c)vy avec vi = (1,0,1). Il est clair que M(a, a,c)vy = bvy pour v2 = (0,1,0). De méme,

on M(a,a,c)vy = (a — c)vz avec vz = (1,0, —1). La famille B = (vq,v2,v3) est libre car formée de vecteurs
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0 1
1 0

0 -1
de cette famille B dans la base canonique est donc inversible. Par formule de changement de base, on a
M(a,a,c) = PDP~! avec D = diag(a +¢,a,a — c).

1
propres associés & des valeurs propres différentes donc c’est une base de R3. La matrice P = | 0
1

En général, pour a,b,c quelconques, avec les mémes vecteurs vy, vz et v3 et la méme matrice P, on a
M(a,b,c)vi = (a+ c)vi, M(a,b,c)v2 = bvs et M(a,b,c)vz = (a — c¢)v3 donc, par la formule de changement

de base, on a M(a,b,c) = PDP~! en notant D = diag(a + ¢,b,a — ¢). On pourrait imposer P orthogonale

1/vV2 0 1/V2

grace au théoreme spectral en prenant plutét P = 0 1 0 mais ce n’est pas demandé.

1/V2 0 —1/v2
a. Soit (x,y) € E%, en associant & x et & y les vecteurs colonnes contenant leurs coordonnées dans la base
canonique X et Y, puisque cette base canonique est orthonormée dans R™ muni de sa structure euclidienne
canonique, on a (u(x)|y) = (AX]Y) = (AX)TY = (XTAT)Y = XT(ATY) = (X|ATY) = (x|w(y)).
b. Soit F est un sous-espace stable par u et y € F-. Pour tout vecteur x € E, on a (x|w(y)) = (u(x)|y)
d’aprés a. donc (x|w(y)) = 0 car y € F* et u(x) € F par stabilité de F par w. Ainsi, par définition, u(y) € F+.

On vient d’établir que F- est stable par w.

X —1 1 —1 X—1 1 —X X —1 1 —1
c.xa =1 —1 X —1|doncxa =| —1 X 0 |=X]| —1 X 0 | en effectuant C3 «+— C3—C;
0 -1 X 0 —1 X 0 —1 1
et par linéarité par rapport a la derniere colonne. On effectue maintenant I'opération L1 «— L; + L3 et on
X—1 0 0
obtient xa = X| —1 X 0|=X?(X—1)=xar donc Sp(A) = Sp(AT) = {0,1}.
0 -1 1
Comme rang (A) = rang (AT) = 2 car les deux premicres colonnes de A forment une famille libre, on

adim(Ker(A)) = dim(Ker(AT)) = 2 par la formule du rang donc les ordres de multiplicité géométrique et
algébrique de 0 ne sont pas égaux pour A et AT qui ne sont donc pas diagonalisables.
d. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Traitons quatre cas :
dim(F) = 0 on a clairement F = {0}.
dim(F) =1 F est une droite stable par u donc, d’apres le cours, elle est engendrée par un vecteur propre
de u. On résout AX = 0 et on trouve Ker(u) = Eo(u) = Vect(vy) avec vi = (1,0,—1). On
résout AX = X et on a Ker(u —idg) = Eq(u) = Vect(va) avec vo = (0,1,1).
dim(F) =2 F est un plan stable par u donc, avec b., F- et une droite stable par w, engendrée par un
vecteur propre de w. On résout ATX = 0 et on trouve Ker(w) = Eo(w) = Vect(v3) avec
v3 = (1,—1,1). On résout ATX = X et Ker(w —idg) = E7(w) = Vect(v4) avec v4 = (1,0,1).
dim(F) = 3 on a clairement F = E = R3.
En conclusion, les seuls sous-espaces de E stables par u sont {0}, les droites D1 = Vect(v1) et D2 = Vect(vz),

les plans P71 = (Vect(v3))* et Py = (Vect(vq))* et R3.

13.114] a. Soit X € R™, en se rappelant que si U = (u) € M;(R) et Y € Mn,1(R), on a MU = uM, on a
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’équivalence X € Ker(M) <= (ABT + BAT)X = 0 <= AB'X + BATX = 0 <= (B|X)A + (A|X)B = 0 <=
(AIX) = (B|X) = 0 car ATX = (A|X), BTX = (B|X) (il est implicite que R™ est muni de sa structure euclidienne
canonique) et que (A,B) est libre. Ainsi, Ker(M) = (Vect(A))* N (Vect(B))* = Vect(A,B)*.

b. Ainsi, dim(Ker(M)) = n — dim(Vect(A,B)) = n — 2 car (A,B) est libre. Par la formule du rang,
rang (M) = n — dim(Ker(M)) = 2. Soit Y € Im (M), 3X € R™, Y = MX et Y = (B|X)A + (A|X)B € Vect(A,B)
donc Im (M) C Vect(A, B). Par égalité des dimensions, Im (M) = Vect(A, B).

c. Comme M" = (ABT +BAT)T = BAT +ABT = M donc M est symétrique réelle donc diagonalisable d’apres
le théoréme spectral. Mieux, il existe P € O(n) et D diagonale telles que M = PDPT.

d. Comme R™ = Vect(A,B)t @ Vect(A,B), en prenant (Vq,---,Vn_2) une base de Ker(M), la famille

B = (Vi, -+, Vn_2,A,B) est une base de R™. Si on note Q la matrice de passage de la base canonique de

R™ & B, comme Ker(M) et Im (M) sont stables par M, on a Q~'MQ = (ng,nz OnN2,2> = M’ (par
2n-2

blocs) qui représente la matrice de ’endomorphisme f canoniquement associé & M dans la base B. Comme
on a MA = (AB"T + BAT)A = (A[B)A + ||A||?B et MB = (ABT + BAT)B = |[B||?A + (A|B)B, on connait

N = ((AIB) A2

IBII>  (A[B)
Xm = xme = XM = X2 - 2(A[B)X + (A[B)? — [[A[*|[B]I?) = X" ((X = (A[B))* — (IA][[[B][)?)-

) qui représente la matrice dans (A, B) de 'application induite par f dans Im (M). Ainsi,

Par identité remarquable, on trouve donc xpm = X™~2(X — (A[B) + ||A|[||B||)(X — (A|B) — ||A[||[B]|) ce qui
montre que Sp(M) = {0, (A|B) + [|A]| ||B]], (A|B) — ||A]|||B]|}. Ces deux derniéres valeurs propres vérifient
(AIB) + [|A]l IB]| > 0 et (A|B) — ||A]|||B]| < 0 par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ et son cas d’égalité.

13.115 ] a. Soit (x,y) € EZ et X, Y les vecteurs colonnes associés des coordonnées de x et y dans la base By. Comme
Bo est une base orthonormale, on a (p(x)ly) = (AX)TY = XTATY = XT(ATY) = (x|q(y)).
b. Par définition, Tr (q o p) est la trace de la matrice de q o p dans n’importe quelle base, choisissons la

base B. Comme B est une base orthonormée, B = Mat 5(qop) = ((vi|qgop(vj))) ce qui montre que

I<i,jsn

n n
Tr(qop)=Tr (B) = > (vklgop(vk)) = 3. [lp(vk)||? avec la question a. avec x = vy et y = p(vi).

c. Sip est un projecteur orthogonal, Im (p) et Ker(p) sont supplémentaires orthogonaux dans E donc il existe
une base orthonormée B = (vq,- -+, vy, vry1,- -+, vn) de E telle que (vq,---,v;) (resp. (vry1,--+,vn)) soit une

n
base orthonormée de Im (p) (resp. Ker(p)). Si on applique b. avec B, on a Tr (qop) = > |[p(vk)||*> = r car
k=1

Vk € [[1;7], p(vk) = vk car Im (p) = Ker(p —idg) et Vk € [r + 1;n], p(vik) = 0e. Or, Mat (p) = (Ig 8)

donc Tr (p) =rang (p) =r et on a bien Tr (qop) = Tr (p).

d. Dans le cas général, on prend une base orthonormée (vi,---,v,) de Im (p) qu’on compléte en une base

orthonormale (vi,---,vy) de E (cest-a-dire que (vyiy1,---,vn) est une base orthonormale de (Im (f))=).

n n
D’aprés b., Tr (qop) = Y. [lp(vi)|[? =1+ > |[p(vk)||? car, comme avant, Vk € [[1;7], p(vk) = vk. Comme
k=1

k=r+1

n n
> lp(vi)||> = 0 et qu’on a encore Tr (p) =r, on a bien Tr (qop) =1+ >, |[[p(v)|[> =7=Tr (p).
k=r+1 k=r+1

n
e. Avec une base orthonormée B choisie comme dans d., comme Tr (qop) = r+ > |[[p(vi)||?, on a
k=r+1
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n
I'équivalence Tr (qop) =Tr (p) <= 3. |[p(vi)||> =0 <= (Vk € [r + 1;n], p(vk) = Og). Cette condition
k=r+1

revient & (Im (f))+Vect(vy11,--+,vn) C Ker(p) ou encore, par égalité des dimensions car (Im (f))1 et Ker(p)

sont des supplémentaires de Im (p), & (Im (f))* = Ker(p).
Ainsi, on a bien ’équivalence Tr (q op) = Tr (p) <= p est orthogonal.
1
13.116 | On vérifie rapidement que I’application (A,B) — fo A(t)B(t)dt définit bien un produit scalaire sur E.

Déja AB est continue sur le segment [0;1] donc l'intégrale est bien définie. La symétrie, la positivité et la

1
bilinéarité sont claires. Soit P € E tel que (P|P) = 0, alors fo P(t)?dt = 0 et la fonction t — P(t)? est positive

et continue sur [0; 1] donc YVt € [0;1], P(t)? = 0 donc P(t) = 0 et P admet une infinité de racines donc P = 0.

(.].) est donc bien un produit scalaire sur E.

a. Soit P € E, comme t — (x + t)™P(t) est continue sur le segment [0;1], u(P)(x) est bien défini et, avec le

1 n
binéme de NEWTON, Vx € R, u(P)(x) = j;) ( > (2) xkt“*k)P(t)dt donc, par linéarité de 'intégrale, avec
k=0
n 1
les mémes arguments, Vx € R, u(P)(x) = > ((E) fo t“’kP(t)dt)xk7 d’ottu(P) € E. De plus, si (P, Q) € E?
k=0

1 1 1
etA € Ryonau(AP+Q) = fo (x+t)™(AP(t)+Q(t))dt = A f;) (x+t)“P(t)dt+fO (x+1)"Q(t)dt = Mu(P)+u(Q)

par linéarité de I'intégrale donc u est linéaire : u est donc un endomorphisme de E.
1,0 n 1

b. Pour (P,Q) € E?, avec l'expression de b., (u(P)|Q) = f ( > (( ) f u“_kP(u)du)tk)Q(t)dt donc,
0o \ /= \\x/ Jo

par linéarité de l'intégrale, on a (u(P)|Q) = i <n> (X™KIP) f1 tQ(t)dt = i <n> (X™*P)(X¥|Q). En
K=o \k 0 k

effectuant le changement d’indice j = n — k, on a (uw(P)|Q) = >_ (n) XIPY(X™TQ) = (u(Q)|P) avec le
j=0 \J

n

calcul précédent car (2) = ( k>' Ainsi, (u(P)|Q) = (P|u(Q)) par symétrie donc u est autoadjoint.

n—
c. Comme u est un endomorphisme en dimension finie, u est bijectif si et seulement si u est injectif. Soit

1
P € Ker(u), on a donc Vx € R, fo (x + t)™P(t)dt = 0. Soit xg,--,xn des réels distincts, considérons la
famille B = ((X +x0)™, -+, (X + xn)™). La famille B est de cardinal n + 1, soit M € My 41(R) la matrice
n n . .
de 7 dans la base canonique inversée Bo = (X™,X"~1 .- X 1), comme (X +x;)™ = Y (_)x}X“l, on a
i=0 \1

n i . . . ;e e
M = <<)x)‘> qui est quasiment une matrice de VANDERMONDE. Plus précisément, en utilisant
i
0<i,j<n

n
la multilinéarité du déterminant sur les n + 1 lignes, on a det(M) = ( 11 (n)) X H (xjy —xj) # 0
=0T ogy<yisn

car on a choisi les xg, - - -, xn distincts. Ainsi, comme M est inversible, B est une base de E et il existe donc
n

n
des scalaires ag,---,an tel que P = > ar(X + xi)™. Alors, P2 = 3 ap (X + xi)™P donc, par linéarité de
k=0 k=0

1 n 1 n
Pintégrale, fo (P(t))zdt =3 ax fo (xk +t)"P(t)dt = 3 apu(P)(xkx) = 0. Mais comme P? est continue et
k=0 k=0

positive sur [0;1], d’apres le cours, Vt € [0;1], P(t)? = 0 donc P(t) = 0. Le polynome P admet une infinité de

racines donc P = 0. Comme Ker(P) = {0}, on a u injectif donc u bijectif.
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13.117| D’apres le théoréme spectral, il existe une matrice orthogonale P € O(n) et une matrice diagonale

D € Mn(R) telles que S = PDPT. Ainsi, $> = PD?PT donc, comme $? et D? sont semblables (et méme

orthosemblables), on a Tr ($2) = Tr (D?). En notant Aq,---,A, les valeurs propres de $ comptées avec leur
ordre de multiplicité, ces valeurs propres se trouvent sur la diagonale de D donc Tr (D?) = ?\%
Comme S est symétrique, S = STS et on a classiquement Tr (S2) = Tr (STS) = ||S||? i: Z< siz)j en
<tjsn
$2

n
notant S = (si,j)1<i,j<n. On isole les termes diagonaux pour avoir ||S||? = Y si’k +2 > (car S
=

i)
1<i<jg<n

<.

est symétrique). Par hypothese, les valeurs propres se trouvent sur la diagonale de S donc i s%’k = f: A2

et il ne reste dans Tr (S?) = Tr (D?), aprés simplification, que Z s-lz’j. Or une somme ge: ]cermes po:sitifs

nest nulle que si tous ses termes sont nuls donc V(i,j) € [1; n]]12,<11< 35]“ = sq,j = 0 et S est bien diagonale.
a. Soit p la projection orthogonale sur le sous-espace F C E. Soit (x,y) € E?, on décompose ces deux

vecteurs en x = x1 +x2 et y =yq +yz avec (x1,y1) € F? et (x2,y2) € (FY)%. Alors p est symétrique car on

a (p(3)ly) = Galyr +y2) = xalyr) + Galyz) = (alyr) = Galyr) + (2fyr) = (a1 +x2fur) = (xIp())-

b. p et q étant des projecteurs orthogonaux, ils sont symétriques d’apres a. donc par, par composition,

pogop est symétrique. En effet, si (x,y) € E?, (poqop(x)|y) = (qop(x)[p(y)) = (p(x)|aop(y)) = (x[poqop(y))

car, successivement, p est symétrique, q est symétrique, p est symétrique.

c. Comme Im (q) et Ker(p) sont des sous-espaces E, on sait que (Im (p) + Ker(q))* = (Im (p))L N (Ker(q))*.
E1(p) L Eo(p) = Ker(p).

Or p (méme chose pour q) est un projecteur orthogonal donc Im (p) = Ker(p—idg) =

On conclut par égalité des dimensions que (Im (p))* = Ker(p). De méme (Ker(q))* = Im(q).

Ainsi : (Im (p) + Ker(q))* = Im (q) N Ker(p).

d. D’apres la question précédente, E = Im (p) + Ker(q) + (Im (q) N Ker(p)), ces sous-espaces ne sont pas
forcément supplémentaires car on ne sait pas si Im (p) N Ker(p) = {0g}. L’endomorphisme w = pogqop
est symétrique donc diagonalisable d’apres le théoréeme spectral. On va étudier p o q sur chacun des trois
sous-espaces précédents.

e Comme Im (p) est stable par w = p o (q o p), 'endomorphisme induit par v dans Im (p) est aussi
symétrique donc diagonalisable et il existe donc une base orthonormale (eq, - -, e;) de Im (p) formée
de vecteurs propres de u (associés aux valeurs propres Ay, ---,Ay). Or Vk € [1;7], p(ex) = ex donc
poqop(ex) = Akex devient p o q(ex) = Axex et ey est aussi un vecteur propre de p o q.

e On complete la famille libre (eq,---,e;) de Im (p) 4+ Ker(q) en une base (e1,--,er,ert1, ", em)
de Im (p) + Ker(q) avec des vecteurs eyy1,---,em de Ker(q) (théoreme de la base extraite). Or
Vk € [[r+ 1;m], q(ex) = Og donc p o q(ex) = O et ey est aussi un vecteur propre de p o q.

e Enfin, on complete la famille libre (eq, -+, e ) de E en une base B = (e1, -+, em, em+1,- ", en) de
E en la complétant avec une base de (Im (p) + Ker(q))* = Ker(p) NIm (q). Or Yk € [m + 1;n], on
apoq(ex) =p(q(ex)) = p(ex) = 0 donc ey est & nouveau un vecteur propre de p o q.

Au final on obtient une base B de vecteurs propres de p o g donc p o q est diagonalisable.
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En général, si v est un projecteur orthogonal sur F de E, on a Vx € E, 0 < (u(x)[x) < [|x||?. En effet, avec
x € Equion éerit x = y+zavecy € Fetz € -, ona (u(x)[x) = (yly+2) = ||y[I*+ (ylz) = [ly[1 = [[x[|* —[]]|?
avec PYTHAGORE. Ainsi 0 < [[y||? = (u(x)[x) = [|x||* = ||z||? < |[x||* donc 0 < (u(x)|x) < ||x]]*.
Traitons maintenant deux cas :
e Soit k € [[r + 1;n]}, alors p o q(ex) = O donc ey est associé & la valeur propre 0.
e Soit k € [[1;7]], poq(ek) = Arex donc (poq(ex)|ex) = Ax|lex||?. Mais, avec I'inégalité précédente, comme
p est symétrique et que p(ex) = ex, on a 0 < (p o q(ex)lex) = (q(ex)lp(ex)) = (q(ex)lex) < |lex|*.
Comme ||ek\|2 > 0 car ex # Og, on en déduit que 0 < A < 1.

Par conséquent, toutes les valeurs propres de p o q sont dans l'intervalle [0;1].
X—1 -3 0

13.119] a. Apres calculs, on a xa = | -3 X+2 1 = (X =1)(X =3)(X+4) donc Sp(A) = {—4,1,3}.

0 1 X =1
Comme x A est scindé & racines simples, A est diagonalisable et K> = E1(A)©E3(A)DE_4(A). On peut aussi

dire que A est symétrique et réelle donc, d’apres le théoréeme spectral, A est diagonalisable dans M3(R),
donc a fortiori dans M3(C). De plus, si K = R, toujours avec le théoréme spectral, les sous-espaces propres
de A sont des supplémentaires orthogonaux dans R3.

On résout les trois systemes AX = X, AX = 3X et AX = —4X avec X € M3,1(K) pour trouver les trois droites
propres E1(A) = Vect(vy), E3(A) = Vect(vy) et E_4(A) = Vect(vz) avec vi = (1,0,3), v2 = (3,2,—1) et

v3 = (3,—5,—1) (on constate que ces vecteurs sont bien orthogonaux dans R3). On a donc diagonalisé A en

1T 3 3 1.0 0
A=PDP lavecP=|0 2 —5]etD=|0 3 0 par formule de changement de base.
3 -1 -1 0 0 —4

Méthode 1: F = {0} et F = K3 sont clairement des sous-espaces de R stables par A et il n’y a pas d’autres
sous-espaces de R3 de dimension 0 ou 3. On sait que les droites stables sont celles qui sont engendrées par
des vecteurs donc il y a trois droites stables : F = E1(Af) ou F = E3(Afr) ou F = E_4(Af). Comme, A est
symétrique, les orthogonaux des sous-espaces stables par A le sont aussi. Ainsi, il existe exactement trois
plans stables qui sont F = Eq(Af)* ou F = E3(Af)* ou F = E_4(Af)t, clest-a-dire F = E3(A) @ E_4(A),
F=E1(A) D E_4(A) ou F=E1(A) D E3(A).
Méthode 2: Soit F un sous-espace de K3 stable par A, alors A induit sur F un endomorphisme qu’on sait
étre diagonalisable d’apres le cours. On sait aussi que xa, divise xa. Traitons alors plusieurs cas :

o si dim(F) = 0, alors F = {0}.

e si dim(F) = 1, alors on ne peut avoir que xo, = X—1ouxa, = X—3 ouxa, = X+4 car deg(xa;) = 1.

Comme Af est diagonalisable, F est la somme de ses sous-espaces propres et on a donc F = E1(Af) ou
F=E3(AF) ou F = E_4(Af). Mais, par exemple si xa, = X — 1, 1 est valeur propre de Af donc vy € F
et on a F = Vect(vi) = E1(A). Ainsi, on a F=E(A) ou F =E3(A) ou F=E_4(A).

e si dim(F) =2, alors on ne peut avoir que xa, = (X = 1)(X —=3) ou xa, = X —=1)(X+4) ou
XAr = (X—=3)(X+4) car deg(xa;) = 2. Ar est diagonalisable donc F est la somme de ses sous-espaces

propres et on a donc F = E1(A) ®E3(A) (car vq et v, sont forcément dans F puisque 1 et 3 sont valeurs
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propres de Ap) ou F = E1(A) @ E_4(A) (idem v; et v3 sont dans F) ou F = E3(A) ® E_4(A).

e si dim(F) = 3, alors F = K3.
La méthode 1 utilise la propriété de symétrie de A (mais seulement dans R3) alors que la méthode 2 est plus
générale pour trouver les sous-espaces stables par un endomorphisme (ou une matrice).
Réciproquement, ces huit sous-espaces de K3 sont stables par A car ils possédent tous une base de vecteurs
propres de A. Il existe donc exactement 8 sous-espaces de K3 stables par A.
b. La matrice 0 appartient & C(A) donc C(A) # 0 et C(A) € M3(R). Si (M,N) € C(A)? et A € R, alors
A(AM +N) = AAM + AN = AMA + NA = (AM + N)A donc AM + N € C(A). Ainsi, C(A) est un sous-espace
vectoriel de M3(R) donc lui-méme un espace vectoriel.
De plus, A(MN) = (AM)N = (MA)N = M(AN) = M(NA) = (MN)A par associativité du produit matriciel
donc C(A) est aussi stable par produit. Comme I3 € C(A), C(A) est une sous-algebre de lalgebre M3(R).
Méthode 1 : Soit M € M3(K) et N = P~'MP, alors M € C(A) <= AM = MA ce qui donne en remplagant
M € C(A) <= PDP'PNP~! = PNP~'PDP~! <= DN = ND. Si on effectue les calculs ND et DN et qu’on
identifie, on trouve sans peine que M € C(A) <= N est diagonale.
Méthode 2 : Si M € C(A), les sous-espaces propres de A sont stables par M, ce qui prouve que l'on a

Mvy € Vect(v), Mvy € Vect(v2) et Mvs € Vect(v3) donc il existe (a1, a2, a3) € K3 tel que Mvy = «aqvr,

Mvy = apvy et Mvz = azvs. Ainsi, en notant u ’endomorphisme canoniquement associé a M et que
a0 0

B = (v1,v2,v3), comme N = Mat 5 (u) = diag(a; oz a3),onaM=P| 0 «y 0 |P N
0 0 a3

Comme ¢ : U+ PUP™! est clairement un automorphisme de M3(C) et que la dimension du sous-espace des
matrices diagonales vaut 3, alors dim(C(A)) = 3.

c. Si M € M3(R) vérifie M> = A, alors MA = M3 = AM donc M € C(A). Ainsi, M = PD'P~! avec
D’ € M3(R) diagonale. Or M? = A équivaut & D> = D ce qui est impossible car —4 < 0 ne peut étre le carré

d’un réel. Par contre, pour le cas complexe, si M € M3(R) vérifie M? = A, alors MA = M3 = AM donc
M € C(A). Ainsi, M = PD'P~" avec D’ € M3(C) diagonale. Or M? = A équivaut & D’> = D et, en écrivant
D’ = diag(« B v), D' = D implique «? =1, 32 =3 et y?> = —4 et on a donc 8 matrices D’ qui conviennent,
ce sont les D’ = diag(ihi\/g, +2i). , il existe exactement huit matrices complexes qui vérifient M? = A,

ce sont les matrices M = Pdiag(£1,++/3, £2i)P~".

13.120) a. (=) Si A est positive, soit A une valeur propre réelle de A, alors il existe X # 0 € My, 1(R) tel que

-
AX = AX. Ainsi, XTAX = AXTX = A[|X]||? donc A = )|(\X/|Z\|§ > 0 car A est positive. D’apres le théoreme

spectral, il existe P € O(n) et D = diag(A7,---,An) diagonale telles que A = PDPT oi1 A7, ---, A, sont les
valeurs propres de A comptées avec leur ordre de multiplicité. En posant A = diag(v/A1,--,vAn), on a

A? =D donc A = PA?PT = (PA)(APT) = BB si B = APT € M, (R).
(<=) S'il existe B € M, (R) telle que A = BTB, alors XTAX = XTBTBX = (BX)"(BX) = ||BX||?> > 0 pour tout
X € Mp,1(R) donc A est symétrique positive.

Par double implication, on a montré que A positive <= 3B € M,,(R), A = BTB.
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b. (=) Si A est définie positive, soit A une valeur propre réelle de A, alors il existe X # 0 € My 1(R) tel

-
que AX = AX. Ainsi, XTAX = AXTX = A||X||? donc A = >|(|Xﬁ§ > 0 car A est définie positive. D’apres le

théoréme spectral, il existe P € O(n) et D = diag(A1,---,An) diagonale telles que A = PDPT o1 A1, -+, Ay

sont les valeurs propres strictement positives de A comptées avec leur ordre de multiplicité. En posant
A = diag(v/A1, -+ ,v/An), on a A2 =D donc A = PA?PT = (PA)(APT) =BTB si B = APT € GL,(R) car P
et A sont des matrices inversibles.

(<=) S'il existe B € GL,(R) telle que A = BTB, alors XTAX = XTBTBX = (BX)T(BX) = ||BX||?> > 0 pour
tout X € Mn,1(R) car BX # 0 puisque X # 0 et B inversible donc A est symétrique définie positive.

Par double implication, on a montré que A définie positive <= 3B € GL,(R), A = B'B.

c. Si A est définie positive, avec une matrice B € GL,(R) telle que A = B'B d’apres la question b., on a

VX € R™, N(X) = VXTBTBX = /[[BX]]Z = |[BX]].

Séparation : Soit X € R™ tel que N(X) = 0, alors ||BX|| = 0 donc BX = 0 car ||.|| est une norme sur R™ et
on en déduit que X = 0 car B est inversible.

Homogénéité : Soit X € R™ et A € R, alors N(AX) = ||B x (AX)|| = ||ABX]|| = |A|||BX]|| = |A| N(X) car || .|| est
une norme sur R™.

Inégalité triangulaire : Soit (X,Y) € (R™)?, alors N(X +Y) = ||B x (X + Y)|| = |[BX + BY|| < ||BX|| + ||BY||

done N(X +Y) < N(X) + N(Y) car ||.]|| est une norme sur R™.
Ainsi, N est une norme sur ’espace euclidien R™.
Plus précisément, cette norme N est la norme euclidienne associée au produit scalaire ¢ : (R™)% — R définie
par ¢(X,Y) = XTAY = XTBTBY = (BX)T(BY) = (BX|BY) (vérification classique).

a. Analyse : supposons qu'il existe S € S} (R) telles que M ~ S alors, par définition, il existe Q € O(n)
telle que M = QS. Ainsi, MT = STQT = $QT donc M™™ = SQTQS = SI,,S = $? car QTQ = I,,. De plus,
Q = MS~! car S est inversible puisque M et Q le sont.
Synthése : la matrice MTM est symétrique car (MTM)T = MT(MT)T = M™™ donc, d’aprés le théoréme
spectral, il existe P € O(n) et D diagonale telles que M"M = PDPT. D contient sur sa diagonale les valeurs
propres de MTM comptées avec leur ordre de multiplicité. Or, si A € R est valeur propre de MTM, il existe

X # 0 € Mp,1(R) tel que MTMX = AX donc XTMTMX = AXTX d’ou ||[MX||* = A||X]|? ce qui montre que

> 0 car MX # 0 puisque M est inversible et X # 0. Ainsi, Sp(M™™) C R?* et, si on note

D = diag(A1,- -+, An), on peut définir A = diag(y/A1, -+, v/An) qui vérifie A2 = D. Posons S = PAPT, alors
ST = (PHTATPT = PAPT = S donc S est symétrique et ses valeurs propres sont /A7, ---,+/An qui sont
strictement positives donc S € S+ (R) et on a bien S = PA?PT = PDPT = MTM. Si on pose Q = MS™',
onaQTQ=(S"")"T™M™MS™! =(sT)"T(M™™)s~! = s~ 1s?S~! =1, donc Q € O(n) et on a bien construit
S e SHT(R) et Q € O(n) telles que M = QS. Voila pour Pexistence !

b. Soit S et S’ des matrices symétriques définies positives telles que M ~ S et M ~ §’, alors il existe

(Q,Q") € (0(n))? tel que M = QS = Q’S". Alors MM =STQTQS =5% et MTM = $'TQ'TQ’S’ = §'2.
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Méthode 1 : S et S’ commutent avec MTM car S(MTM) = § x §? = $3 = §2 x § = (M"M)S donc les

sous-espaces propres de MTM sont stables par S et S'. Comme S et S’ sont diagonalisables d’apres le
théoréme spectral car symétriques réelles, leurs restrictions aux Ex, (MTM) le sont aussi. Mais toutes les

valeurs propres & de ces endomorphismes induits vérifient 62 = Ay donc valent /Ay car § > 0 puisque
(S,8") € (S{+(R))?. Ceci montre que la restriction de S et de S’ & Ex, (MTM) est I’homothétie de rapport
V. Ainsi, les “endomorphismes” S, S’ coincident sur les sous-espaces Ex, (MTM). Comme R™ est la somme
des sous-espaces propres EAk(MTM) car MTM est diagonalisable, on a S = §'.

Méthode 2 : on note ici pi,-- -, py les valeurs propres distinctes et strictement positives de MTM. Pour
k € [1;7], comme M™M — Iy = $? — Iy = (S — /Hk ) (S + /B In) et que S + /i I € GLn(R)
car les valeurs propres de S + /ity I sont celles de S auxquelles on ajoute /i donc elles sont strictement
positives, on a E,, (MTM) = Ker(M™™ — i In) = Ker(S — /i In) = E_sz(S). Bien stir, de méme, on a

Vk € [1;7], Eu (MTM) = E jz(S’). La matrice MTM est diagonalisable d’apres le théoreme spectral et

1
.
on a méme R™ = @ Euk(MTM). Ainsi, pour un vecteur X € R™ qu’on décompose X = Y Xy avec
1<k<r k=1
T T T
Xk €Eu, (MTM), ona SX = 3 SXx = Y. /X = Y. $'Xk = $'X d’olt S = §’. Voila pour l'unicité !
k=1 k=1 k=1

Ainsi, si M € GL,(R), 3(Q,S) € O(n) x ST (R), M = QS : c’est la décomposition polaire de M.

13.122)a. Ona f(v) —f(w) =(1—-y,24+x) — (1 =y, 2+%x") = (y —y,x —x') pour v = (x,y) et w = (x,y') donc
110) = W)l = V' )2 + (x =x)? =V (x =)+ (y —y')2 = |lv — wl|.
Analyse : s'il existe (u,g) € R? x O(R?) tel que Yv € R? | f(v) = u+ g(v), en prenant v = (0,0), on a

£(0,0) = (1,3) = u+ g(0,0) = u car g est linéaire donc u = (1,3). De plus, pour tout v = (x,y) € R?, on
obtient g(v) = g(x,y) = f(x,y) — (1,3) = (—y, x).

Synthese : prenons u = (1,2) et g : (x,y) — (—y,x), alors g € O(R?) car la matrice de g dans la base
0 -1

10 ) € 0(2). Comme det(A) = 1, on a méme A € SO(R?) et g est la

canonique de R? vaut A = (

matrice de la rotation d’angle % car A = Rp/3.

Ainsi, il existe un unique couple (u,g) € R? x O(R?) tel que Vv € R?, f(v) = u+ g(v), il s’agit du vecteur
u = (1,2) et de I'endomorphisme de R? défini par g : (x,y) — (—y,x).

Pour aller plus loin dans la description de f, cherchons un vecteur v = (x,y) € R? tel que f(v) = v. Or
(1—-y,34+x) = (x,y) < (x = =1,y = 2) donc le point vo = (—1,2) est I'unique point fixe de f. Et on a
W e R%) f(vo+v) =u+g(vo+v) =u+g(vo) +g(v) = f(vo) + g(v) = vo + g(v) donc f est la rotation affine
d’angle % autour du point vo = (—1,2).

b. Avec ces conditions, en prenant x = Og, on a f(0g) = uw+ g(0g) = u car g est linéaire donc u = f(0g) et
Vx € E, g(x) = f(x) —u = f(x) — f(0).

c. (i) : soit x € E, comme u = f(0g) et g(x) = f(x) —f(0g) d’apres a., on f(x) = f(0g)+f(x) —f(0e) = u+g(x).

(ii) : pour un couple (x,y) € E?, d’apres I'une des trois identités de polarisation, on a la relation suivante :
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(909law)) = L(Ilg()IP+11() 12~ llg() —9(w)I*) = 1 (1¢(x) = F(0e) 12+ 1) —f(Oe )2~ 1)~ w)] )

Ainsi, (9(0)lg(v)) = 1 (Ix—O0ell2+1ly—=0e | P Ix—yl12) = L (IIxII+lyl> = |b—y||?) = (xly) par hypothese
sur f et avec la méme identité de polarisation.

(iii) Comme g conserve le produit scalaire, en prenant x =y dans (ii), on obtient la relation ||g(x)||* = ||x||?

donc g conserve la norme ce qui, par définition, signifie que g € O(E).

a. Les matrices appartenant & Dy (R) s’appellent les matrices & diagonale propre.
La matrice A étant triangulaire supérieure, on a xa = (X —1)™ donc Sp(A) = {1,---,1} (1 répété n fois)
donc A € D (R). Plus généralement, toute matrice triangulaire est dans D, (R). Comme B est symétrique
réelle, elle est diagonalisable par le théoréme spectral et, comme rang (B) =1, on a dim(Ker(B)) =n —1 par
la formule du rang donc 0 est valeur propre de multiplicité n — 1. La derniére valeur propre A vérifie donc
Tr(B)=0+---+0+A=2Adonc A =net B¢ Dy(R) car la diagonale de B ne contient pas 0,---,0,n.
b. D1(R) = M;(R) est bien un sous-espace vectoriel de M;(R). Dés que n > 2, Dn(R) n’est pas un

. . 1
sous-espace vectoriel de My, (R) car il n’est pas stable par somme. En effet, A; = (O : ) et By = (1 ?)

1 . N
sont dans D, (R) alors que A; — By = (_O] 0) n’appartient pas & D, (R) car xa, B, = X*> + 1 donc ses

valeurs propres sont +i alors que les deux termes diagonaux de A, — B, sont 0 et 0. On peut généraliser

pour un entier n > 3 en prenant A,, = (%2 g) et B, = (BOZ 8) avec les mémes justifications.

c. Si M est symétrique, pour le produit scalaire canonique sur les matrices défini par (A|B) = Tr (ATB), on

alM[P=Tr(M™) = mizyj. Or, d’apres le théoréme spectral, on a M = PDPT avec P orthogonale
1<ij<n
et D diagonale contenant les valeurs propres de M (comptées avec leurs ordres de multiplicité). Ainsi,
il vient |[M||> = Tr (M"™™M) = Tr (PD?PT) = Tr (D?) car deux matrices semblables ont méme trace. Or
n n
Tr (D?) = kz1 mi)k puisque M € Dy, (R) ce qui donne la relation 1<Z< miz,j = kz1 mﬁ’k (1.
= ILIKN =

2. =

i; = 0 et comme une somme de termes positifs n’est
)

En simplifiant les termes dans (1), on obtient > m
1<iFj<n
nulle que si tous ses termes sont nuls, V(i,j) € [1;n]]%, 1 #j = my; = 0 et enfin M diagonale.

Ainsi, D (R) NSy = Dy (les matrices diagonales) car réciproquement, les matrices diagonales (qui sont

donc triangulaires) sont symétriques et a diagonale propre.
n

d. Si M € Dy (R) N An, alors par hypothese xpm = [[ (X —0) = X™ car les termes diagonaux d’une
k=1

matrice antisymétrique sont nuls. Par CAYLEY-HAMILTON, M™ = 0 donc M est nilpotente. Comme M? est

symétrique donc diagonalisable et qu’elle est aussi nilpotente car (M?)™ = M?™ = 0, elle est forcément nulle
car elle est semblable & une matrice diagonale avec des 0 sur la diagonale. Ainsi M2 = 0 = —M "M donc
MTM = 0 ce qui donne ||M||? = Tr (MTM) = 0 donc M = 0. Par conséquent D, (R) N A,, = {0}.

a. La matrice J,, est symétrique réelle donc diagonalisable dans M, (R) d’apres le théoréme spectral.

b. On a clairement rang (J,) = 1 donc, avec la formule du rang, on a dim(Ker(Jn)) =n—1 > 0 et 0 est
valeur propre de multiplicité au moins n — 1 d’apres le cours ce qui montre que xj, = X" 1(X — A) avec

A € R. Comme on sait qu'on a aussi xj, = X™ — Tr (Ja)X" ™' 4+ -+, on a A = Tr (Jn) = n en identifiant.
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Ainsi, Eo(Jn) est de dimension n — 1 et En(Jn) de dimension 1.

En notant (eq,---,en) la base canonique de R™, il est clair que les vecteurs vi = ey — e sont des vecteurs
du noyau de J, pour k € [1;n — 1] car Cx = Cp, dans J, et que la famille (v, --,vn_1) est libre donc
Eo(Jn) = Ker(Jn) = Vect(vi,---,vn—1). De plus, le vecteur w = ej + ---,en vérifie J,v, = nv, donc

En(Jn) = Vect(vn). Ainsi, B = (v1,-++,vn) est une base de R™ car R™ = Eo(Jn) ® En(Jn) et, en notant

P la matrice passage de la base canonique & B, on a J, = PDP~! avec D = diag(0,---,0,n). En version
1 o -+ 0 1
o 1 Do

développée, la matrice P vaut Lo g
o -+ 0 1 1

—1 e e —1 1

13.125] a. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans M, (R) d’apres le théoréme spectral et

Ao 0
0 A2
semblables, on a Tr (A) = Tr (D) = D7 + D3 = A + Az et det(A) = det(D) = D7D — a? = AjAz.

il existe donc une matrice P € O2(R) telle que A = PDPT avec D = ( ) Comme A et D sont

Méthode 1: comme (Eq, E;) est une base orthonormale de R? euclidien canonique, on sait que D7 = (E1|AE7)
et Dy = (E2|AE2). Soit (Vq,V2) la base orthonormale de R? telle que V; est la premiere colonne de P € O(2)

et V, sa seconde. Les vecteurs colonnes Vy et V, sont donc des vecteurs propres de A associés respectivement

aux valeurs propres A1 et Az. On peut décomposer E; = x1V; + x2V2 dans la base (V4,V2), ce qui revient
X1

N ) =P~ TE; = PTEq, ce qui équivaut & E; = PX (formule de changement de coordonnées).
2

a poser X = (
Ainsi, Dy = (E] |AE1) = (X]V] +X2V2|A(X1V1 +X2V2)) = (X1V1 +X2V2|7\]X1V1 +?\2X2V2) = A]X% + Azx%, ce
qui donne Dy < A1(x3 +x3) = Ay car A2 < Ay et x3 > 0 et que x2 +x3 =1 car ||[E1||? = 1. On pouvait aussi
écrire D1 = (E1]AEq) = E1TAE1 = ETPDPTE1 = XTDX et effectuer directement le calcul matriciel.

On adonc A1 +A2 =Dy + Dy, A1 >Djet A =Dy — (A7 —D;) < Dy.

) . _(a B [ aA BA2 T _ ?\10624'7\252 * _
MethoM.enposantP—(y 5)’PD_(W\1 5}\2)d°nCPDP = x MY2+As82 ) T

et, en identifiant, D1 = Aja? + A2B% < Aja? +A1B% = A1(«? + %) = Ay car «? + B2 =1 car PPT =1,. De
méme, Dy = Ay + A28% = Ayy2 + 2282 = Ay car y2 + 8% = 1.
b. Soit A € M2(R) symétrique telle que Ay et Az soient ses deux valeurs propres réelles (pas forcément

distinctes - grace au théoréme spectral) et Dy > D des réels tels que A7 = Az, A1 +A2 = Dy + D3, Ay = Dy,

. . . . N . D
on va montrer qu’il existe un réel a tel que A soit orthosemblable & la matrice ( (11 Da )
2
Mt
2

leréela =Dy —m>=0car Dy > Daet B=A1—m = acar \; > Az et Aj = Dy (tracer A\; < D2 < Dy < Aq).
Alors, D1D2 —MA2 = (m+a)(m —«) — (m+B)(m —p) = m? —a? — (m? — %) = p2 —a? > 0. On
peut donc poser a = 4/D1D, — A1A2 de sorte que D1D, — a2 = AjA2. Comme on a D1D2 — a2 = A2

. A 0 D
et D71 + Dy = A1 + A2, on est en bonne voie pour montrer que D = ( 01 A ) et M = ( a1 Da ) sont
2 2

Posons m = - Dy 42—D2 le milieu commun des segments [Az;A1] et [D2; D] car A7 + A2 = Dy + D3,

semblables car Tr (M) = Tr (D) et det(M) = det(D).
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3

N PR . . . A 0
D’apres le théoréme spectral, il existe une matrice P € O2(R) telle que A = PDPT avec D = ( 01 A ) car
2

A1, A2 sont les deux valeurs propres de A. Or xpm = X% — Tr (M)X + det(M) = X? — (D7 + D)X+ DD, — a?
done xm = X% — (A1 + A2)X +A1A2 = (X — A1)(X — A2). Traitons deux cas :

Si A1 = Ay, alors A et M sont orthosemblables & D = A1l donc A =M =M\l etonai; =Dy =D7 =7\
dans ce cas avec a = 0 donc M = IZAIHZr avec I3 € 02(R).

SiA1 > A, A et M étant symétriques réelles avec xa = xm = (X —A1)(X —A2), il existe deux matrices P, Q
orthogonales telles que A = PDPT et M = QDQT donc M = (QPT)D(QPT)T avec QPT € 0,(R)
par stabilité e Oz(R) par produit donc A et M sont orthosemblables.

Ainsi, M et D sont orthosemblables dans les deux cas. 1l suffisait de montrer que A et D (resp. M et D) sont
orthosemblables, et comme la relation binaire d’orthosimilitude est une relation d’équivalence car O, (R) est

un groupe multiplicatif, M et A sont elles aussi orthosemblables.

Pour aller plus loin : si on veut expliciter une matrice P € 0,(R) telle que M = PDPT, on peut chercher P

sous la forme d’une matrice Ry (le faire aussi avec des Sg). Pour 6 € R, on pose Mg = RQDRE = RgDR_g donc

M (cose —sinO) <7\1 O)( cos 0 sin@) <A1c0529+)\zsin29 (A]-Az)sinecose>
e — = .

sin 0 cos O 0 Az —sin® cosHO (7\1 —Az)sinecose A1 sinze—l—?\z cos20
Traitons deux cas :
Si A1 = Ay, alors A est semblable & D = A1I; donc A = AjI;. De plus, comme A; < D; < D7 < Aj,ona
Dj =Dy = A1 donc a =0 et M = D et on peut prendre P = I, = Rg.
SiA > Ay, avec le calcul précédent, on veut prendre 6 € R tel que (A7 — A2)sinBcos® = a, ce qui
2a

s’écrit aussi sin(20) = X . Il faut donc vérifier que 2a < Ay — A,. Ces quantités étant
1= A2

positives, 2a < Ay — A2 <= 4a? < (A1 — A2)? <= 4(D1D2 — MA2) < A — 2AA2 + A3 donc
on a encore 2a < A7 — Ay <= 4D1Dy < (A1 +A2)? = (D7 + D3)2. Or, il est classique que

4D1D; < (A1 +A2)% = (D7 4+ D3)? <= (D7 — D2)? > 0 est vrai. Ainsi, —2¢— € [0;1],

A=Az
posons donc 6 = %Arcsin (7\1 2_(1?\2) € [O; %} d’ou sin(20) = y 2_0}\2. Comme 20 € {0; g},
— 2a )2 \/(M —A2)% — 4a?
c0s(20) > 0 donc cos(20) = /T — sin2(20) = , /1 — ( ) - et on
A=Az A=Az
trouve Aq cosZ 0+A; sin? 0 = Aq 1+ c;s(ZG) +7\2] — C;s(ze) — M ;—7\2 +M ; A2 co0s(20), ce qui

donne A cos?20+A, sin? 0 =

2 2 2
Di+D; \/(M —A2)f —4a _Di+Dy (D1 — D) - Dy
2

2 2 2
(voir ci-dessus). On obtient, par un calcul analogue, A sin? 042, cos? 6 = D,. Par conséquent,

D] a T
on a 0 (a DZ) 0 0

.126 | D’abord, f, est clairement un endomorphisme de E pour tout réel a.

a. Pour (q,b) € R? et x € E, fq 0 fp(x) = fa(x + b(x[u)u) = fo(x) + b(x|u)fa(u) par linéarité de u. Or
fa(w) = (1 4+ af[ul|*)u = (1 + a)u car u est unitaire, donc on a bien la relation fq o f, = foq biba car on a

faofp(x) =x+ a(x|w)u+b(1+ a)(xju)u=x+ (a+ b+ ba)(x|u)u = fatbtva(X)-
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b. Comme a + b +ba = b + a + ab pour tout (a,b) € R? par commutativité de la somme et du produit
dans R, on a bien fq o f, = fy, o fq.

c. Soit a € R, on a bien f = idg = fo = flay1yo—1 et fl = fq = f(at1)—1. Soit un entier p € N*
tel que lon ait 5 = f(at1)p—1, alors d’apres la question a. et par hypotheése de récurrence, on obtient
B = a0 8 = fa 0 f(ast)yr—1 = fat(at1)r—1+((at)r—T)a = flatnypri-1-

Par principe de récurrence, on a Va € R, Vp € N, f§ = fqp1yp_1.

d. Sia# —1,il existe b tel que a+b+ba =0, c’est b = — 5"_1 onafgofy =fpofq="fo=idg donc fq
a

est un automorphisme de E. Si a = —1, f_1(u) = u — |Ju|[*u = 0 donc Ker(f_7) # {0g} donc f_1 ¢ GL(E).
Ainsi, f, est inversible si et seulement si a # —1.

e. Pour a € Ret (x,y) € E?, on a (fo(x)|y) = (x + a(x[w)u]y) = (x|y) + a(xu)(uly) = (xJy) + a(x|uw)(y|w)
donc (fo(x)|y) = (xly + a(ylu)un) = (x|fo(y)) par symétrie du produit scalaire, donc f, est autoadjoint.

f. Analyse : soit a € R tel que fq € O(E). Alors fq(u) est unitaire car u 'est. Comme fq(u) = (14 a)u, on
en déduit que ||fq(uw)|| = |+ al||u]| =1 + a| = 1. Ainsi, 1 + a = +1 ce qui donne a =0 ou a = —2.
Synthese : ® Si a =0, fqg =id g donc fo € O(E) (isométrie directe s’il en est).

e Sia= -2, fz_2 =f_2_ 244 = fp =1id g donc f_, est une symétrie, et comme c’est aussi un endomorphisme
autoadjoint, c’est une symétrie orthogonale d’apres le cours. Or f_;(x) = x <= (xJu) = 0 < x € Vect(u)*
ce qui montre que Eq(f_3) = Vect(u)t. Comme f_, est orthogonale, E_1(f_3) = Eq(f_2)%) = Vect(u).
Dans ce cas, f_> est la réflexion d’hyperplan Vect(u)*.

Conclusion : il existe donc seulement deux isométries parmi les fo : fo =idg € SO(E) et f_, € O(E) \ SO(E)
qui est la réflexion d’hyperplan Vect(u)*.

Pour aller plus loin : toutes les questions précédentes justifient qu’en posant ¥ = {fq | a € R\ {-1}} :

e La loi o est interne dans F d’apres la question a. car si a # —1 et b # —1, fg ofp = fatbtab €t

(a+b+ab)+1=(a+1)(b+1)#0donca+b+ab#—Tetf,ofp, €T.

La loi o est commutative dans F d’apres la question b..

e La loi o est toujours associative.

fo = id g est neutre pour o dans F car —1 # 0.

_a
a+1’

Tous les éléments fq de F (avec a # —1) sont inversibles dans F car en posant b = — on a

faofy =fpofq =idg = fo d’apres d. et ——2 +1:L7£Odoncb7é—1.
a—+1 a-+1

Ceci justifie que F est un groupe abélien pour la loi o.

De plus, lapplication 0 : R* — F définie par Va € R*, 0(a) = fq_1 est bien définie d’apreés d. car
a—1%# —1si a # 0. Elle est surjective par définition de ¥, injective car f, = fp équivaut & a = b
(évaluer par exemple en x = u), ainsi 0 est bijective. Enfin, pour (a,b) € (R*)%, 6(a x b) = fap_1 et
8(a)o6(b) =fa—10fo—1 = fla—1)4+(b—1)+(a=1)(b—1) = fab—1 donc B(a x b) = 6(a) 0 8(b), ce qui montre que

0 est un isomorphisme de groupes entre (R*, x) et (F,0).

Question supplémentaire : d’abord, A = |_| An est un évenement (A € A) car il est une réunion d’un
neN
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400
nombre dénombrable d’événements (axiome d’une tribu) et ]P’( |_| An) = Y P(An) <1 par o-additivité

neN n=0

donc, comme la série >, P(A,) converge, on a lim P(A,)=0.
n=0 n—4o00

T
13.127] a. Soit f autoadjoint, on sait qu’alors E = @E;\k(f) en notant Sp(f) = {A,---,A+} C R avec ces
=1

k=
sous-espaces propres qui sont orthogonaux et A7, - - -, A distincts.
(=) Si f est une contraction (je dirais plutdt f 1-lipschitzienne), soit k € [1;7], il existe xx # O tel que

f(xi) = Axk et [[F(x)|| = |Ax]xk|| < |[xk|| donc, comme |[xi|| > 0, on en déduit que |Ax| < 1.

.
(«<=) pour un vecteur x € E, on le décompose avec x = > xx avec Vk € [1;7], xx € Ex_(f). Ainsi, par
k=1
'

T T
PYTHAGORE, on a [[f(x)[|? = || 32 Aexkl]? = 20 A2|xll? < X2 AZ|[xxl|? = [|x||? car Vk € [1;7], AZ < 1.
k=1 k=1 k=1

En passant & la racine, ||[f(x)|| < ||x|| et f est contractante.
Par conséquent, si f est autoadjoint, f est une contraction si et seulement si VA € Sp(f), |A] < 1.

b. f? est autoadjoint si f l'est car Vx € E, (f2(x)|x) = (f(f(x))|x) = (f(X)|f(x)) = (x[f(f(x))) = (x|f*(x)).

. d .
Par une récurrence simple, on établit que Vi € N, f' est aussi autoadjoint. Ainsi, si P = ) a;X', alors

i=0
d .
P(f) = > aif* est auto-adjoint. De plus, si B = (e1,---,en) est une base orthonormale de vecteurs propres
i=0
' d . d .
de f telle que Vj € [[1;n], f(ej) = njej, on a Vj € [1;n], P(f)(e;) = > aif'(ej) = > airjej = P()j)e; donc
i=0 i=0

B est encore une base orthonormale de vecteurs propres de P(f) et Sp(P(f)) = {P(A1), -, P(An)} = P(Sp(f))

car Sp(f) = {A1,---,Ar} = {m1,-- -, un} (les valeurs propres Ay sont distinctes, pas les p;).
T T T
Enfin, pour x € E, en décomposant x = Y «jej, on a P(f)(x) = > «P(f)(ej) = > ajP(Aj)e; donc,
i=1 j=
2 ~ 2 ]z 2 s 2 S
avec PYTHAGORE, |[P(f)(x)|]? = ,-; o2P(\)? < (Aes;;zf)qP(A)D) ol = ( Sup (|P(7\)|)) IIx[|? donc

IP(F)(x)]| < ( Sup (|P(?\)|)>||XH en passant & la racine.
AESP ()

—_
—.
—_

13.128) a. Soit f : E — R définie par ¥x € E, f(x) = (u(x)[x). Onaf=gohavec h: E — E x E telle que
h(x) = (u(x),x) et g : E2 — R définie par g(x,y) = (x|y). Comme h est linéaire et g bilinéaire en dimension
finie, h et g sont continues donc f I’est aussi par composition. Comme S est un fermé borné et que E est de

dimension finie, par le théoréeme des bornes atteintes, f est bornée et atteint ses bornes sur S.

Comme u est autoadjoint, par le théoreme spectral, il existe une base orthonormale B = (vq,---,vp) de E
P
composée de vecteurs propres de u tels que Vk € [[1;p]], u(vk) = M. Pour x € S qu’on écrit x = > xyvk,
k=1
P P 5 )
on a u(x) = Axivi done f(x) = Y Mexic car B est orthonormée. Comme Vk € [1;p], Ak = Ag, il
k=1 k=1

vient f(x) = A1 > x2 = A||x||* = A1 donc Ay est un minorant de f sur S. De plus, comme vy est dans S
k=1

et que f(vi) = (u(v1)[vi) = (A\vi|v1) = A1][v1]|*> = A1, ce minorant fait partie de f(S) ce qui justifie que

A = Inf(f(S)) = Min(f(S)) de sorte que Ay = ]}(/lelgl (u(x)[x)).
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c. Minorant : soit F € & et 'hyperplan H = Vect(vz,---,vp), d’apreés la formule de GRASSMANN, on
a dim(F N H) = dim(F) + dim(H) — dim(F + H). Or F+ H C E donc dim(F + H) < p et on a donc

dim(FNH) > 24 (p—1) —p =1 et il existe un vecteur v unitaire dans FNH NS car FN H est au moins

P P P
une droite. Pour v = 3" ayvy, comme avant f(v) = (u(v)[v) = > Mad = A2 D af = A2|[v||? = A2 donc
k=2 k=2 k=2

A2 < Msax]E ((u(x)[x)) (ce maximum existe car f est continue sur le fermé borné S N F comme avant). On
xesn

vient de montrer que A, est un minorant de I’ensemble A = { MsaxF (u(x)x)) ’ Fe 82}.
x€SN

Minimum : Soit Fo = Vect(vi,v2) € &2, on a f(v2) = (u(v2)[v2) = (A2v2|va) = Az|[va||*> = A2 et v2 € Fo donc

A= M t A A.
= e (090 et ha

Par conséquent, A\; = Min(A) = TF\/hén ( MSaXF ((u(x)|x)))
€€y \xesSn

a. Pour (x,y) € E2, (f(x)|y) = (x — A(x[v)v[y) = (x|y) — A(x|v)(y|v) donc, par symétrie des réoles joués par
x et y, on a aussi (f(y)|x) = (y[x) — Ay[v)(x|v) done, par symétrie du produit scalaire, (f(x)ly) = (x|f(y)).
Ainsi, f est un endomorphisme autoadjoint de E pour toute valeur de A.

b. Analyse : si f € O(E), on a |[f(v)|| = |[v||. Or f(v) =v — A|]v||*>v = (1 — |||v||?)v et, comme |]v|| > 0 car
v # Og, on obtient |1 — A|[v[|?| =1 donc A = 0 quand 1 — A[[v|[> =T ou A = W quand 1 — A|y[|? = —1.

Synthese : Traitons les deux cas :
e SiA=0,0onaVx €E, f(x)=xdonc f=1ide € O(E).

2

eSin= 2o v e E, 1) = x— 2% Alors (10112 = [xl2 - 22 () 4+ (2O2) ol = w2

IVl V| V| VIl
donc ||f(x)|| = ||x|| et f est bien une isométrie.
Par conséquent, f est-il une isométrie vectorielle si et seulement si A =0 ou A = T 2” 5.

v
c. Sif = idg, pas grand chose & dire. Si f : x — x — 2|‘(V|||);)v, comme f(x) = x <= (v|[x) = 0, on a
v
Eq(f) = Ker(f —idg) = Vect(v)T qui est un hyperplan. De plus, on a f(v) = v — 2||(v|||v2)v = —v donc
v

v € E_1(f) = Ker(f +idg). Comme Eq(f) et E_q(f) sont en somme directe, on a E_1(f) = Vect(v). Ainsi, f

est diagonalisable et Sp(f) = {—1,1} donc f est une symétrie, et comme c’est une isométrie vectorielle, c’est

une symétrie orthogonale : la réflexion d’hyperplan Vect(v)*.

d. soit s1,s2 les réflexions par rapport & Hy = Vect(vy)® et Hy = Vect(v2)* avec ||vi]| = |[v2|| = 1.
Analyse : on suppose que sj 0sy; = sy 0s7. Alors s7 0s2(vy) = s2 0s1(vy) donc s1(s2(vi)) = —s2(v1) car
s1(v1) = —v1 ce qui montre que s3(vi) € E_1(s1) = Vect(vy). Il existe donc Az € R tel que sa(vi) = Aavy.
Mais comme s, est une isométrie, on a |[s2(v1)|] = |Az2]||[vi]|| = |[v1]| donc Az = +£1.

esiAy =1, s2(vi) =v; donc vy € Eq(s2) = Hz et vi L vy. Hy et Hy sont alors dits perpendiculaires (ce qui
signifie que les droites Hi et Hy sont orthogonales).

e siAy =—1,s2(vi) = —vq donc vi € E_1(s2) = Vect(vz) et vi = £v, car v et v, sont unitaires.

Synthese : on traite les deux cas vus ci-dessus :

e si v = +tv;, alors Vect(vy) = Vect(vz) donc Hy = Hy, donc s1 = sy et s1 08 =s30s7 =id.

e si vi L vy, on compléte (vi,v2) en une base orthonormale B = (vi,v2,v3,-+-,vn) de E de sorte que
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-1 0 0 1 0 0

Pon ait A7 = Matg(sy) = 0 1 0 et Ay = Matg(s2) = [0 —1 0 . On obtient donc
0 0 Inh-2 0 0 In_2
—1 0 0
s10s2 =spo0sy car AjAz = AA1 = Mat g(s1) = 0o -1 0 , et s71 05y = sy 057 est la symétrie
0 0 In_2

orthogonale par rapport au sous-espace Vect(vy,v2)* de dimension n — 2.

Les réflexions s; et s) commutent si et seulement si H; = H, ou Hy et H, perpendiculaires.

13.130) a. Soit z € C\ {—1}, alors h(z) = : _T_Z est bien défini car 14z # 0. De plus h(z) +1 = 1 _T_Z +1=
z z

% # 0 donc h(z) # —1. On peut donc définir la restriction h de h qui va de C\ {—1} dans C\ {-1}.
z

e Soit (z,2') € (C\ {—1})? tel que h(z) = } ; Z = } _T_Z, =h(z’), on a donc z = 2 apres simplifications dans
z z

(1—2)(1+2)=1—z2+2 —22/ =1—2' +z2—22' = (1-2')(1 +2). Ainsi, h est injective (et h aussi d’ailleurs).

~ !/
e Soit (z,2') € (C\ {—1})?, alors h(z) = 2/ < }fz == l-z=74z <=z= : _T_Z,. Comme on a
z z
!/ ~
déja vu que : _T_Z, € C\{-1}siz' € C\{-1}, on a bien trouvé un antécédent par h dans C\ {—1} & tout
z

z' € C\ {—1}. Par conséquent, h est surjective (mais h ne I’est pas).

Ainsi, h: C\ {1} — C\ {—1} est une involution donc une bijection (transformation de MOBIUS).

Size U,onalzl=1donc |z =2z =1donc h(z) = L =2 = 1=Z _ 1= (/z) _ z—1 = —h(z) donc
T4z 14z 14(1/z) z41

h(z) € iR. On peut donc définir la restriction h : U’ — iR de h.

e Comme h est une restriction de h, h est aussi injective.

e Soit z € 1R, il existe x € R tel que z = ix. Or tan est une bijection de ] — [ dans R donc il existe

. 7T
272
isin(6) _ 2i(e'® — e 19)
cos(0) 2i(e’? + e 1Y)

0 € ] — %; %[ tel que x = tan(0). Ainsi, ix = itan(0) = (formules d’EULER).
i0 _ —i6 —2i8 ‘ , .
Alors ix = Zie ;z*ie = } ;27219 = h(e™2%®) car e72!® € U’ puisque 20 €] — m;7[. Ainsi, h est surjective.

Par conséquent, h est une bijection de U’ dans iR.
b. U’ est le cercle unité privé du point d’affixe —1 (& l'ouest du cercle). Si 0 €] —m: «[, ¢® € U’ donc

h(el®) = h(e*®) = itan (%) d’apres les calculs précédents. Soit O l'origine du repere, A le point d’affixe 1 et

M celui d’affixe e'9, on trace & la regle et au compas la bissectrice D de AOM en O qui est la droite passant

par 0 faisant un angle de % avec l'axe (Ox), ensuite on prend l'intersection entre D et la droite (Ay) et on
obtient le point M’ d’affixe 1+ itan (%) =1—h(e'f).

c. SiM € 0', —1 ¢ Sp(M) donc M + I, est inversible, ce qui montre que H(M) = (I, — M)(I; +M)~! existe.
L’application H est donc bien définie. Comme (I — M)(I2 + M) = (I2 + M)(I2 — M), en multipliant par
I'inverse de I, + M & gauche et & droite, on a (I — M)(I2 + M)~ = (I + M)~ (I, — M) = H(M).

On a vu dans le cours que puisque —1 ¢ Sp(M), on a forcément M € SO(2) donc il existe 6 € R tel que

X —cosHO sin 0
—sin® X —cosHO

e Si M =1, H(M) = 0 donc Sp(H(M)) = {0}.

M = Re. AiIlSi, XM =

‘ = (X—cos 6)2+sin2 0 = X2—2Xcos0-+1 = (X—e1®)(X—e~10).
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e Si M # I, 0 # 0[n] (car M # —1I,) donc Sp(M) = {e'®, e~}. Comme xpm est scindé & racines simples dans
C[X], M est diagonalisable dans M,(C) et P € GL2(C) telle que M = PDP~! avec D = diag(e'®, e 1?).
Il vient H(M) = P(I — D)P~'[P(I; + D)P~']7! = P(I; — D)(I; + D)~ 'P~! = PH(D)P~! donc, comme
H(M) et H(D) sont semblables, Sp(H(M)) = Sp(H(D)). Or H(D) = diag(h(e'®),h(e~?)). Par conséquent
Sp(HM)) = { —itan (%), —itan (%)} C iR d’apres b..

d. Méthode 1 : pour M = Rg € O’, si on résout MX = ¢9X et MX = e~®X, on trouve qu’en posant

] i 1 =T _ =T _ et ) N - =T
P_\/§<—i 1),onaPP =1, et M = PDP avecD—<O o 10 meme pour 6 =0 car P =P~ .
=T 1 (1 —i —itan(0/2) 0 —i 1
H(M) = PH(D)P' =1 leul
Comme avant, H(M) (D) 5 (] ; ) ( 0 —itan(6/2) . ) on calcule et on
. , . _ 0 2tan(6/2) \ _ . o
obtient 'expression H(M) = <_2 tan(0/2) 0 = Ag. Comme toute matrice de A € A,(R) s’écrit

Ag pour 0 unique défini modulo 27t car tan est m-périodique, A admet un unique antécédent par H dans O’
car M € O’ s’écrit M = Rg avec 0 unique modulo 27t

Méthode 2 : soit A € A>(R) (sous-espace des matrices antisymétriques de M>(R)). Comme A s’écrit
ethodae 2 1% Yy q

A= (2 —Oa> avec a € R, on a det(I; + A) =1+ a® >0 et I, + A est inversible.
Analyse : supposons que H(M) = A pour M € O/, alors (I — M)(I +M)~" = A donc I, — M = A(I; + M)
t (I +A)M =1 — A donc M = (I — A)(I2 + A)~'. Ceci justifie I'unicité de ’éventuel antécédent de A
par H et donc l'injectivité de ’application H.
Synthése : soit M = (I — A)(Io + A)~ ", alors M™M = [(I — A)(I + A)~"]T[(I; — A)(I2 + A)~'] donc
MM = (I + AT) (1, — AT)(IZ —A)(I2 +A)~" et, comme tout commute et que AT = —A par hypothése,
on obtient MTM = (I, —A) " (L + A)(IL —A) (L +A) ' = (L —A) (L —A) (L +A) (L +A)"" =1,
Deplus, b +M =1L+ (I, —A) (L +A) "= (L +A+1 —A)(I; + A)~" = 2(I + A)~! est inversible
donc I + M est inversible et —1 ¢ Sp(M) ce qui montre que M € O’. Or M = (I — A)(I2 + A)~" donc
M(I; + A) = I — A qui s'écrit aussi (I + M)A = I, — M et on a vu que I; + M est inversible donc
A=(L+M)" "1 =M) = (I = M)(I2 + M)~ = H(M) donc M est bien un antécédent de A par H. Tout
ceci nous permet de conclure que H est bien surjective.

Quelle que soit la méthode, H réalise une bijection entre O’ et A;(R).

a. A est diagonale propre, par définition, si et seulement si xo = (X — a)(X — d). Or on sait d’apres le
cours que xa = X2 — Tr (A)X + det(A) = xa = X2 — (a + d)X + ad — be.
Ainsi, comme X? — (a4 d)X+ad —bc = (X —a)(X —d) = X? — (a+d)X + ad si et seulement si bc = 0, on en
déduit que A € M2 (R) est & diagonale propre si et seulement si b =0 ou ¢ = 0, c’est-a-dire si et seulement
si A est triangulaire inférieure (si b = 0) ou triangulaire supérieure (si ¢ = 0).
b. Si A est symétrique, pour le produit scalaire canonique sur les matrices défini par (A|B) = Tr (ATB), on
allAl? =T (ATA) = X aiz,j. Or, d’apres le théoréme spectral, on a A = PDPT avec P orthogonale

1<ijsn
et D diagonale contenant les valeurs propres de A (comptées avec leurs ordres de multiplicité). Ainsi,

il vient ||A[|*> = Tr (ATA) = Tr (PD?PT) = Tr (D?) car deux matrices semblables ont méme trace. Or

Tr (D?)= 3. ma(A)A? ce qui donne bien la relation aiz)- = 3 ma(AA (1)
AESP(A) 1<ijsn AESP(A)
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SiA€Dy(R)NS,, onadonc |[A[2= 3 ma(A)A? mais, par hypothese, les valeurs propres de A sont

AESP(A)
n
ar1, oy ann donc Y maA(AA = 3 a?; (2). Ainsi, Y aizj =0 (1) — (2) ce qui montre que
AESP(A) i=1 1<iA<n

V(i,j) € [1;n]?, i #j = ai,j = 0 et enfin A diagonale. Ainsi, Dy,(R) NS, = Dy, (les matrices diagonales)

car réciproquement, les matrices diagonales (donc triangulaires) sont symétriques et & diagonale propre.

n
c. Si A € Dn(R) N Ay, alors par hypothese xa = [] (X —0) = X™ car les termes diagonaux d’une matrice
k=1

antisymétrique sont nuls. Par CAYLEY-HAMILTON, A™ = 0 donc A est nilpotente. Comme A? est symétrique
réelle donc diagonalisable par le théoreme spectral et qu’elle est aussi nilpotente, elle est forcément nulle car
elle est semblable & une matrice diagonale avec des 0 sur la diagonale. Ainsi A2 =0= —ATA donc ATA =0
ce qui donne ||A]|> = Tr (ATA) = 0 donc A = 0. Par conséquent D, (R) N A, = {0}.

d. Soit F un sous-espace de M, (R) tel que F C Dy (R), d’apres la question précédente, F N A, = {0}. Par

n(n —

la formule de GRASSMANN, on a dim(F) = dim(F + An) — dim(An) = dim(F 4+ Ay,) — 1) (classique).

Or F+ A, C Mn(R) donc dim(F+ A) < n? et on obtient donc dim(F) < n? — n(nz— ) _ n(n2—|— ]).

On a obtenu un majoration de la dimension des sous-espaces de My (R) ne contenant que des matrices
a diagonale propre, mais ¢’est un maximum car le sous-espace des matrices triangulaires supérieures (par

(n+1)
2

exemple) est un sous-espace de My, (R) de dimension n et il est inclus dans Dy, (R).

D’abord, on constate que ® est une forme linéaire sur My (R) par linéarité du produit scalaire en la
premiere variable donc, comme dim(R) = 1 donc rang () < 1, on a deux cas :
e soit rang (®) = 1 donc dim(Im (®)) = dim(R) alors que Im(¢) C R donc Im (®) = R.
e soit rang (®) = 0, alors ® = 0 donc Im (®) = {0}.

Deplus, si X" = (x1 -+ xp) et M = (mij)1<i,j<n, par calcul matriciel, (M) =< MX, X >= >~ my;jxixj.
1<i,j<n

a. Comme X # 0 et que ®(I,,) =< X|X >= [|X||? # 0, on a rang (®) = 1 donc Im (¢) = ®(M,(R)) = R.
b. Pour M € O, (R), d’apres l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a [P(M)]| = | < MX, X > | < [[MX]] [|X]].
Comme M € O, (R), [[MX|| = ||X]| donc [®(M)] < [|X]|? et @(On(R)) C [—||X||?; [|X||?]. Traitons deux cas :

Sin=1,ona01(R)={Ii,~I1} done ®(01(R)) = {< XX >,< —X|X >} = {~[IX|I3, |IX||*}.
X

Sin>2 , posons Xy = w, comme la famille (X7) est orthonormée, on peut donc la compléter en une base
orthonormale B = (X1, X2, X3, -+, Xy, ) de R™. Soit u I'isométrie de R™ dont la matrice dans la base
R 02 n— . . —
B est (0 0 Iz,n 2) avec 0 € R, on note M la matrice de u dans la base canonique. Ainsi,
n—2,2 n-2

MX = u(]|X||X7) = [[X][w(X1) = ||X[|(cos(8)X; — sin(8)Xz) donc &(M) =< MX, X >= [|X]|| cos(0).
Pour tout y € [—||X||%;||X||%], en posant 8 = Arccos (H—XHW), ona< MX,X >=y € &(0n(R)).

Par conséquent, par double inclusion, on obtient ®(0n (R)) = [—||X||%; [|X||?].

13.133] a. La suite (fn)nen est appelée suite de FIBONACCI et ses premiers termes sont fo =0, f1 =1, f2 =1,
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o1 1 2
0 1 o 11 11 2 3
f3 =2,f4 =3, f5 =5, fg = 8. Ainsi, Ay = A3 = 1T 1 2 ) et Ay =
11 12 3 12 3 5
2 3 5 8
b. Les deux premieres colonnes de A, forment une famille libre car fop = 0 et f; = 1. De plus, par

construction, en notant Cj la j-ieme colonne de Ay, on a Vj € [1;n—2], Cj12 = Cj41 4+ Cj ce qui montre que
les colonnes C3, - - -, C,, sont des combinaisons linéaires des colonnes précédentes donc des colonnes Cq et Cj.
Ainsi, rang (Ay,) = 2 de qui montre, avec la formule du rang, que dim(Ker(Ayn)) = dim(Eo(An)) = n — 2.
Comme A, est symétrique réelle car fiyj_» = fj4i—2, la matrice A,, est diagonalisable d’apres le théoreme
spectral. Par conséquent, I'ordre de multiplicité de 0 dans xa,, est égal & dim(Eo(An)) =n — 2.

c. D’apres la question précédente et toujours grace au théoreme spectral, xo,, = X" 72(X — An)(X — 1n) avec
des réels An, o car on sait que xa, est scindé sur R, et qu’il est unitaire de degré n.

e Soit X € My,1(R) défini par XT = (1 —10 --- 0) #0. On a X"A,X = —1 < 0 donc A,, n'est pas
symétrique positive, il existe donc d’apres le cours une valeur propre o, < 0 de Ay,.

e Soit X € My,,1(R) défini par XT = (110 --- 0) #0. On a X"A,X =3 > 0 donc A, n’est pas symétrique
négative, il existe donc d’apres le cours une valeur propre p,, > 0 de Ay.

Les valeurs propres de A,, sont donc 0,0,---,0, &tn, Pn-

n-2 fois
d. Soit X5, € My,1(R) un vecteur propre unitaire de A, associé a la valeur oy, d’ot AnXn = anXn. On

Xn) € Muy1(R). Par un calcul par blocs, comme A, 1 = (A“ ¥ >,

considere le vecteur Yn 1 =
0 *  fon

Y]I+1An+1Yn+1 = XTAnXn = an X[ Xn = on||Xn||? = an. Grace au théoréme spectral, les espaces propres
de Ant1 sont supplémentaires orthogonaux et R™' = Eq(Any1) @ By (Ang1) © Ep, oy (Angr). Alnsi,
Yng1 = Ungt + Vag1r + Wigt avee (Ung1, Vg1, Wni1) € Eo(Any1) X Expyy (Ang1) X Eg g (Angr) et
oan =Y A1 Y1 = ang 1 Va1 [ 4 Bt Wi |12 = an1 [V 12 + a1 [[Wa 1|2 = angr caron a
Vet 2+ (Wi |2 < Unsa [P+ Vi 112+ [ Wa |12 = (Va2 = [1Xal? =

Ainsi, oy > an41 et on peut conclure que la suite (on)n>2 est décroissante.

Avec la méme méthode, la suite (Bn)n>2 est croissante.

Comme f1 =1 € N*, f; =1 € N*et que Vn € N*| f,,42 = fny1 + fn, par récurrence, on montre que

Vn € N* f,, € N*, A1n51 comme Vn > 2, fnp1 —fn = fn_1 > 1, la suite (fn)n>2 est strictement croissante
et Vn>2, f, =1+ E (fke1 — fx) =2 n — 1 donc 1111 fn = +00. Comme Tr (Ay) = E for > fon, On a

im Tr (An) = +00. Or Tr (An) = an + Pn < Pn done, par encadrement, lim B, = +oo.

n—-+oo n—-+oo

Il semble que (an)n>2 soit convergente, mais c’est une autre histoire !

Analyse : soit M € M, (R) telle que MTMMT = I,,. La matrice A = MTM est symétrique réelle, et
on a M = A~ par hypothese. Ainsi, MT = (A™1)T = (AT)"! = A=T = M ce qui justifie que M est
aussi symétrique réelle. Par conséquent, on a MTMMT = M3 = I,,. D’apres le théoreme spectral, il existe
P € O(n) et une matrice diagonale D € My (R) telles que M = PDP', ce qui donne M3 = PD3PT =1, = PPT

donc D3 = 1. Mais comme les termes diagonaux de D sont des réels et que I’application t — t3 est bijective
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de R dans R, on a forcément D = I,,. Par conséquent, M = PI,PT = PPT = I,,.
Synthese : si M = I,,, on a bien MTMMT = Ifl = In.

Conclusion : la seule matrice M € My, (R) telle que MTMMT = 1,, est M = 1,,.

13.135] a. Pour (P,Q) € E2, la fonction t + P(t)Q(t) est continue sur le segment [—1; 1] donc 'application < .,. >

1
est bien définie sur E2 et & valeurs dans R car le réel < P,Q >= f ! P(t)Q(t)dt existe.

Symétrie : pour (P,Q) € E2, comme PQ = QP, on a < P,Q >=< Q,P > donc < .,. > est symétrique.

1
Bilinéarité : pour (P1,P2,Q) € E3 et A € R, < APy + P2,Q >= f 1()\P1 (t) + P2(t))Q(t)dt donc on obtient

< AP; +P2,Q >= f11(7\P1(t) + P2(1))Q(t)dt + f_11()\P1 (t) +P2(1))Q(t)dt = A < P1,Q > + < P2,Q > par

linéarité de l'intégrale et < .,. > est linéaire en la premiere variable ce qui montre, par symétrie, que < .,. >

est aussi linéaire en la seconde. Ainsi, < .,. > est bilinéaire.

1
Définie positivité : pour P € E, < P,P >= f ! P(t)2dt > 0 par positivité de l'intégrale car P(t)? > 0 pour

t € [-1;1] et que —1 < 1. De plus, si < P,P >= 0, comme la fonction t — P(t)? est continue et positive sur
[—1;1], elle y est nulle donc le polynéme P admet une infinité de racines et P = 0.

Ainsi, < .,. > définit bien un produit scalaire sur E.

b. Soit (P1,P2) € E? et A € R, par définition de fa, on a P; = AQq + Ry et P2 = AQ, + Ry ot Ry = fa(P7)
et Ry = fa(P2) donc AP1 + P2 = A(AQ71 4+ Q2) + (AR7 + Rz) donc R = ARy + R, est bien le reste de la division
euclidienne de APy + P, par A car deg(ARy + Rz) < Max(deg(R1), deg(R2)) < deg(A) < n, ce qui montre la
linéarité de fa car fA (AP1+P2) = AR1 +R2 = Afa(P1)+fa(P2). Comme VP € E, fo(P) € E par construction,
fa est bien un endomorphisme de E.

c. Soit P € E et R = fa(P) de sorte que P = AQ+R avec Q € R[X]. Comme R = A.0+R avec deg(R) < deg(A),
R est le reste de la division euclidienne de R par A donc fA(R) = R = f5(P) = fa(P) ce qui montre que fa
est un projecteur de E quelle que soit la valeur de A. Notons p = deg(A) € [0;n].

Méthode 1 : on procede par analyse synthese :

Analyse : supposons que fa est un projecteur orthogonal, on sait d’apres le cours que fa est alors un
endomorphisme autoadjoint. Pour (i,j) € [0;p—1] x [0;n—p], posons Py = X" "PA+X' € Eet P, = XA € E,
alors fa(P1) = X' et fa(P2) = 0 de sorte que (X;|X)A) = (fa(P1)|P2) = (P1]fa(P2)) = 0 donc (A|X'H)) = 0.
On en déduit que que A € R,,_1[X]*.

Synthése Si A € R, _1[X]*, pour (P1,P2) € E2, si P1 = AQq + Ry et P, = AQz + Ry oit Ry = fa(P7) et
Ry = fa(P2),< fa(P1),P2 > — < P1,fa(P2) >=< R1,AQ2 + Rz > — < AQq1 + Ry,R2 >=< A,;R1Q2 — R2Q7 >.
Or (R1,R2) € (Rp_1[X])? et (Q1,Q2) € (Rn_p[X])? donc U € Ry_1[X] et on a bien < AU >= 0 donc
< fa(P1),P2 >=< P1,fa(P2) > et fa est autoadjoint donc fa est un projecteur orthogonal.

Méthode 2 : pour P € E, fa(P) = 0 <= A divise P car fa(P) est le reste de la division euclidienne de P
par A. Ainsi, Ker(fa) = Eo(fa) = ARn_p[X] (les multiples de A de degrés inférieurs ou égaux a n). Par
définition du reste, Im (fa) = E1(fa) C Rp_1[X] et on a méme égalité car VR € Ry_1[X], fa(R) = R. Par
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conséquent, fo est un projecteur orthogonal si et seulement si ARn_,[X] L R,_1[X], ce qu’on peut écrire
V(W,V) € Ru_p[X] x Rp_1[X], (AU|V) = (A[uV) = 0. Comme tout polynome de Ry _;[X] s’écrit UV avec
(U, V) € Rn_p[X] x Rp_1[X], on a ARp_p[X] L Ry_1[X] & A € (Ry_1[X])*.

Quelle que soit la méthode, fa est u projecteur orthogonal si et seulement si A € (R,_1[X])*.

d. Dans cette question, on prend n = 3 et on cherche A = aX® + bX? + cX + d € R,[X]*.

Méthode 1 : A € R,[X]* si et seulement si < A,1 >=< A, X >=< A, X? >= 0 car (1,X,X?) est une base de

Ry[X]. Or < A, 1>=20 424 «c A X>=28 4 2 o c A X2>=2b 1 2d (p 20 4 2¢ _ oy o= 30 o
3 5 3 5 3 5 3 5
Z?b—i—Zd:z?b—&—zg—d:O(:)b:d:O. Ainsi, A € R,[X]* si et seulement siA:a(X3—%) avec a # 0.

Méthode 2 : avec I'algorithme de GRAM-SCHMIDT, on orthogonalise la base canonique (1,X,X?,X3) de

E = R3[X]. On prend Ep = 1, puis E; = X — MEO =X - QEO = X (on ne norme pas les vecteurs),

2
, , [[Eol| 2

—— < X%, Eg > <XZE1 > w2 (273) 0 2 1 .

puis E, = X% — : Eo — ! E; =Xx2 - ¥L2E,— Y _E; = X2 — 2 et enfin le dernier vecteur
NG I[E [ 2 (2/3) 3
3 3 3 2/5) 0 3X
Fax3_ <X Eo>p <X B> <X Ep>e 3 0p (2/5) B —x3_3X ¢

} [EollZ ° EF A 7 2707 23) T (8/45) ? 5 e

R, [X] = Vect(Eo, E1,E2) et que (Eo,E1,E2,E3) est une base orthogonale de E = R3[X], Ra[X]t = Vect(E3).
Quelle que soit la méthode, les polynomes A tels que fa est une projection orthogonale sont les polynomes

3X.

non nuls proportionnels au polynéme Ez = X3 — G

a. (C) Comme ATA = AAT par hypothese, si X € My, 1(R) vérifie X € Ker(A), on a AX = 0 donc
ATAX = AATX = 0 donc [|ATX||Z2 = (ATX)T(ATX) = XTAATX = XT0 = 0 ce qui montre que ATX = 0 et que
X € Ker(AT). Ainsi, Ker(A) C Ker(AT).

(D) Par symétrie des roles joués par A et AT dans les hypotheses de I’énoncé, la premiere inclusion montre
aussi que Ker(AT) C Ker((AT)T) = Ker(A).

Par double inclusion, on a donc I'égalité Ker(A) = Ker(AT).

b. Soit X € Ker(A) et Y € Im (A), alors il existe Z € My,1(R) tel que Y = AZ et X € Ker(AT) d’apres a..
Ainsi, (X|Y) = XTY = XTAZ = (ATX)TZ = (ATX|Z) = (0|Z) = 0 donc Ker(A) et Im (A) sont orthogonaux
donc en somme directe. Comme dim(Ker(A)) 4+ dim(Im (A)) =n = dim(R™) par la formule du rang, on en
déduit que Ker(A) et Im (A) sont supplémentaires orthogonaux.

c. Prenons une base orthonormale B de Ker(A) et une base orthonormale B, de Im (A) (il en existe), alors la
famille concaténée B = B I1 B, est une base orthonormale de R™ d’aprés la question précédente. En notant

a l'endomorphisme canoniquement associé & A, comme Im (A) = Im (a) est stable par a, on peut écrire

B = Mat g(a) = (8 3) par blocs avec U qui représente d’apres le cours la matrice de I’endomorphisme

induit par a dans Im (A). Par la formule de changement de base, en notant P la matrice de passage entre
la base canonique de R™ et B, on a donc A = PBP~'. Comme la base canonique et B sont des bases
orthonormales de R™, on sait d’apres le cours que P est orthogonale donc que P~! = PT. Comme Im (A)
est un supplémentaire de Ker(A), on sait d’apres le théoréme du rang que a induit un automorphisme entre

Im (A) et Im (A), donc que U est une matrice inversible de M, (R) en notant r le rang de A, donc la dimension
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de Im (A). Ainsi, il existe r € [[0;n]] et P € O(n) tels que A = PBPT avec B = <g 3

) et U € GL:(R).

a. La matrice S = MM est symétrique car ST = (MTM)T = MT(MT)T = M™™ = S et elle est a
coefficients réels donc elle est diagonalisable d’apres le théoreme spectral.
b. On a $?2 = (M™™M)(M™) = MT(MMT)M = MT(MTM)M par hypothese car MTM = MMT. Comme
on a M? = —2I,, 8 = (MT)2M? = (M?)TM? = (—21,)? = 41,. Ainsi, le polynéme X? —4 = (X — 2)(X +2)
annule S et on sait d’apreés le cours que ceci implique que Sp(S) = Sp(MTM) C {-2,2}.
c. Soit A € Sp(MTM), il existe par définition un vecteur X € Mz,1(R) non nul tel que SX = MTMX = AX.

e T T T 2 2 Jor [IMX]|*
Ainsi, X'M"MX = AX'X donc ||MX||* = A||X]|]* dou A = TG

et Sp(MTM) C {-2,2} implique Sp(MTM) = {2} car Sp(MTM) # () d’apres le théoréme spectral.

> 0 car [|X||? > 0. Or, Sp(M™) C R,

d. Comme S est diagonalisable et n’a qu’une valeur propre, S est semblable & la matrice diagonale avec des 2

T
sur la diagonale. Comme $ est semblable & 21, on a S = P(21;)P~! = 2I, = M™M donc (M) (M) =D

vV2/ \V2

ce qui montre que % € 0(2).

e. Posons A = %, on a donc A € 0(2) et A2 = —I, d’apres d. et par hypothese, donc det(A) = 1
car si on avait det(A) = —1, on aurait A> = I, (réflexion) d’apres le cours. Ainsi, il existe 6 € R tel
que A = Rg et A2 = Ryg = —I; = R, donc 20 =« 2n1] <= 6 = % [n] donc 6 = ig [27]. Ainsi, les

0 ﬁ) et

matrices M € Mz (R) telles que MTM = MMT et M2 + 21, = 0 sont M; = \/ERH/Z = <ﬂ 0

My = V2R /2 = (—(\)ﬁ ?) (elles conviennent).

13.138 | Comme S est symétrique réelle, il existe une matrice diagonale D € M, (R) et une matrice orthogonale
P € O(n) telle que S = PDPT. Puisque S est définie positive, VY € My 1(R) \ {0}, Y'SY > 0. Soit A
une valeur propre de S, alors A € R par le théoreme spectral et il existe Y # 0 tel que SY = AY. Ainsi,

N
YTSY = AYTY = A||Y||2 donc A = HY|S|\Z( > 0. Classons les valeurs propres de S, notons-les 0 < Ay < -+ < A,

'
(avec v < n). On sait d’aprés le théoréme spectral que R™ = @ Ex, (S).
i=1

.
Pour tout vecteur X # 0 € My, 1(R), on le décompose X = > X; avec (X1,---,Xy) € Ex,(S) & --- B Ex, (S).

i=1

-
Ainsi, pour tout entier k € N, S¥X = 3~ $¥X;. Or SX; = A;X; par définition donc, par une récurrence simple,
i=1
-

onaVvk e N, SkX; = ?\}in. Par conséquent, S¥X = > ?\]in.

i=1
Soit j = Max ({i € [1;7] | Xi # 0}) le plus grand entier tel que X; est non nul, j existe bien car, comme
j
X # 0, il existe forcément un indice i € [1;7] tel que que X; # 0. Par définition de j, S*X = > AkX; # 0

i=1
J

pour k € N. Par PYTHAGORE, comme (Xi,---,X;) est orthogonale, on a [[S*X||? = > A#¥[|X;||* donc
i=1

k
||SkXH2erc>zo7\]-2k||X]~||2 et ||SkX|| +r;o?\}‘||X]~|| (tout est positif). Comme Vi € [[1;j — 1], kEToo W = 0 car
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k j—1 k k
HSk]X|| i+ Z Xi, ce qui précede montre que hm Y = Um

3 X;
||skx|| Soo k—+oo [|S*X||
(car ||S*X]]| o )\}‘||Xj ||) qui est bien un vecteur propre (et méme unitaire) de S associé a la valeur propre A;.
oo

1%l

?\1<7\j et que Yy = Xj:

[13.6 Officiel de la Taupe]

13.139 | Calcul classique avec les coordonnées des vecteurs dans une base orthonormée directe.

Par la formule du double produit vectoriel que I'on vient d’établir et par la définition du produit mlxte on
transforme M € 9~ (XM A BM) /. (CV A DM) — (XM, BV, D] CV (M, BV, O OV =
e SiM € (AB) U(CD) : AMABM =70 ou?ﬁ/\bﬁ- 0" donc M € ?.
e Réciproquement, si M € P :
Méthode 1 : si M ¢ (AB) U (CD), les vecteurs non nuls AM A BM et CM A DM sont colinéaires or ce sont
des vecteurs normaux aux plans (ABM) et (CDM) donc ces plans sont égaux (car ils contiennent M donc ils
ne sont pas uniquement paralléles) ce qui contredit ’hypothese.
Méthode 2 : en notant o« = [m BM W] et p=A ,BM, ﬂ] on a aCM + BDM = 0 d’apres ce qui
précede et on distingue 4 cas :
e Sia=p =0donc M € (ABD) N (ABC) = (AB) par hypothése (car le fait que les 4 points A, B, C,
D sont non coplanaires implique que les plans (ABD) et (ABC) sont non confondus).
e Siax#0etp #0 alors aC + BDM = 0 donc M € (CD) car CM est colinéaire & CD (x+B#1).
® Si o =0 % p alors BDM = 0 donc M = D € (CD).
OSi(5zo#ocalorsocm—ﬁetM—Ce(CD).

13.140 | M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable d’apres le théoreme spectral.
e Sirtang (M) =0, (a1, --,0n) = (0,---,0).

e Sirang (M) =1, (et1,-++,0tn—1) = (0,+-+,0), otn # 0: Eo(M) = Vect(eq, -+, en—1), Ex, (M) = Vect(en).
e Sinon, rang (M) = 2, notons A7 et A, ses deux valeurs propres réelles non nulles. Tr (M) = o, = A1 +As.

n n—1
Comme la diagonale de M? contient dans l'ordre af, -+ a2 1, > o, ona Tr (M?) = a2 +2 Y of.
k=1 K=

2 42 2 n—1 n—1
(A1 +22) 5 (AT A7) _ Z of. A1 et Az sont les racines de P = X2 — an X — Y of.
- k=1
De toutes fagons, pour avoir les sous-espaces propres on aurait pu directement résoudre le systeme matriciel

MX =AX ol 'X = (x1 -+ xn) et A € R*. On trouve que Vk € [[1;n — 1]}, Axx = axxn et en remplacant dans

Ainsi AMAp =

n—1
la derniere équation, on trouve ( > oci) + anA — A% | xn = 0 ce qui nous donne les valeurs propres.
k=1

En effet, si le terme dans la parenthese est non nul alors x,, = 0 donc tous les xx sont nuls d’aprés la relation
Axk = oxn car A # 0. Si par contre, ce terme est nul (ce qui donne les deux valeurs 1y et Ay par les formules
usuelles, on a x,, quelconque et les x1, - - -, xn_1 qui dépendent de x,, ; ceci est donc une droite propre associée
a la valeur propre Aj (j =1 ouj = 2) et cette droite est engendrée par (e, -+, an—1,A1) en prenant x, = A
donc Vk € [[1;n — 1], Axx = oxxn = Vk € [1;n — 1], xx = i (idem pour Az).

13.141 | Soit f 'endomorphisme canoniquement associé a A qui est symétrique réelle donc diagonalisable.
aij = cos(if) cos(j0) —sin(i0) sin(j0), le vecteur vj dans la j-ieme colonne de A s’écrit vj = cos(j0)c —sin(j0)s
n n
avec c = Y cos(if)e; et s = Z sin(iB)e;. Par conséquent, rang (A) < 2 car Im (f) C Vect(c, s).

i=1 =1
0 est donc racine d’ordre au momb n — 2 de xa et on cherche juste les deux dernieres valeurs propres A; et

A2 réelles. On pourrait calculer Tr (A) = Ay + Az et Tr (A?) = )\2 + 7\ pour avoir A7 et Az.
Comme Ker(f*) = Ker(f) = Im (f)* car f est autoadjoint, il vaut mieux déterminer entierement Im (f). Or
f(en) = cet f(e1) = cos(0)c—sin(0)s non colinéaire & c car sin(0) # 0 car n > 3. Ainsi Im (f) = Vect(c,s) =P

. 0 0
et Ker(f) = Vect(c,s)*. Dans une base B = (v1,---,vn_2,¢,5), la matrice de f est de la forme (O B) avec
B € M2(R) qui est la matrice de f||p. D’olt A1 et Ay sont valeurs propres de B. Or :
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f(c) = i cos(jB)v; = ( i cos(je)z)c + ( i cos(j0) sin(j9)>s

j=1 j=1 j=1

et Z cos(j0)? % i (14 cos(2j0)) = % + %Re ( > 62”9) et Z cos(j0) sin(j0) = 2 ( > ere)

j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
n

Or 210 £ 1 of 2in0 — 1 of 3 2110 — ehﬁ% done 3" cos(10)2 = =D et z cos(j0) sin(j0) = 0.
j=1 —€ =1 =

Ainsi f(c) = Zc et, de méme, f(s) = —%s : les valeurs propres de A sont 0 (n — 2 fois) et % et —

SE!

A est donc semblable & la matrice diag(0,---,0, %, —%) donc det(A) = (1 + %) (1 - E) =1- nT

a. Il est sous-entendu dans 1’énoncé qu’on prend dans R3 la structure euclidienne orientée canonique, et
que s est 'endomorphisme de R3 canoniquement associé a4 A. Soit B = (er, e,e3) la base canonique de R3.
La matrice A est orthogonale en vérifiant calculatoirement que 'tAA = I3 ou parce les trois vecteurs colonnes
sont unitaires étant donné que 22 +2%2 +1' =4 4+44+1 = 9 = 32 et que les colonnes sont orthogonales
deux a deux puisque —2 —2+4 = -2+4—-2=4—-2—-2=0. A est symétrique donc u est une symétrie
car 'AA = A% = I3 puisque A = 'A. Mais comme s est une isométrie car sa matrice A dans la base
orthonormée B est orthogonale, s est une symétrie orthogonale. De plus, Tr (s) = Tr (A) donc s est un
demi-tour. On résout AX = —X et on trouve que Ker(s +id g3 ) est le plan d’équation x +y +z = 0. Comme
lPaxe D = Ker(s — id g3 ) de s est orthogonal & ce plan, le demi-tour s a pour axe la droite D engendrée le
vecteur unitaire n = \%(1, 1,1) (pas besoin d’orienter ’axe d’un demi-tour car —mt = 7t [27]).

b. Analyse : supposons que ros = sor. Comme on a s(r(n)) = r(n) puisque s(n) = n, on en déduit que
r(n) € Ker(s —id g3) = Vect(n) donc IA € R, r(n) = An. Or ||r(n)|| =1 = |A|||n|| = |A| car r conserve la
norme d’ott A = +1. De méme r(s(k)) = s(k) donc s(k) € Ker(r —id ) = Vect(k) d’ott s(k) = +k.

o sis(k) =k, k € Ker(s —id gs) = Vect(n) donc, comme k et n sont colinéaires et unitaires, on a k = £n. On

peut changer n en —n sans rien changer aux conditions imposées (s est un demi-tour) et on a donc k = n.

o si s(k) = —k, k € Ker(s +id g3) = D donc k et n sont orthogonaux. Deux arguments pour conclure :
- Comme k L n, on a r(n) = —n car on ne peut pas avoir r(n) = n donc n € Ker(r +idg). Or
cos(8) —sin(0) 0
si une base orthonormale directe B = (i,j,k), on a A = Matg(r) = | sin(6) cos(6) 0 | donc
0 0 1
Xu(r) = (X = 1) (X2 —2cos(8)X +1) = (X = 1)(X — e®)(X — e 19). Comme —1 € Sp(r), 6 = .
1 0 0 1 0 0
- De plus, S = Matg/(s) = [0 —1 0] et R=Matg (r) = | 0 cos(8) —sin(0) | si on pose
0 0 1 0 sin(0) cos(9)

B’ = (k,n,k An) qui est aussi orthonormale directe, donc, apres calculs, RS = SR <= sin(0) = 0 ce

qui impose, comme 0 €]0; 27|, que 8 = 7.

Synthese : étudions les deux conditions nécessaires trouvées.

-1 0 0
e Si k = n, alors dans la base B ci-dessus, on a B = Mat 3(s) = 0 —1 0| donc on a clairement
0 0 1
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—cos(0) sin(®) 0
AB=BA = | —sin(0) —cos(0) 0 | dour =ros =sor quelle que soit la valeur de 0 et v’ est la rotation
0 0 1
autour de Vect(k) orienté par k et d’angle 6 + 7.

e Sik L netd =m, alors ros est le demi-tour autour de I’axe engendré par kAn. En effet, on peut le montrer

matriciellement en écrivant comme ci-dessus les matrices de r et s dans la base B’ ; ou on peut vérifier que

ros(k) = r(s(k)) = r(=k) = =k = s(k) = s(r(k)) = sor(k)
ros(n) = r(s(n)) =r(n) = —n = —s(n) = s(—n) = s(r(n)) = sor(n)
ros(kAn) = r(s(kAn))=r1(-kAn)=kAn=-s(kAn)=s(-kAn)=s(r(kAn)) = sor(kAn)

donc les deux endomorphismes r o 's et s ot sont égaux car ils coincident sur la base B’.

c. Si on impose Tr (r) = 0, v ne peut pas étre un demi-tour dont la trace est toujours —1. Ainsi, si Tr (r) = 0,

T est forcément une rotation (d’aprés la question .) autour de Paxe Vect(n) orienté par n et d’angle jzz?“ car

Tr (r) =1+ 2cos(0) donc cos(0) = —%. Il y a donc deux solutions sachant que la réciproque d’une rotation
d’angle 2?7[ est celle autour du méme axe orienté d’angle 72?7[. Soit r la premiere d’angle 2?71 La matrice

3
1 0 0 1 1 1
de r dans la base canonique est doncM =P [ 0 —1/2 —/3/2 | P 1 ouP= V3 V2 Ve (par
0 V3/2 1.2 1 . )
V3 Ve

exemple) est la matrice de passage entre la base canonique de R3 et une base orthonormée directe dont le

1

premier vecteur est n. Apres calculs, on trouve M = est solution. La rotation v = r~! d’angle

oS = o
— O O
o o =

2n

0
—% apour matrice M/ =M~ T =M = | 0 dans la base canonique car M € SO(3).
1

o o =
o —= O

13.143 | Comme M est symétrique définie positive, ses valeurs propres A1, - -+, Ay (éventuellement répétées) sont
toutes strictement positives et, d’apres le théoreme spectral, M est orthosemblable a la matrice diagonale
D = diag(A1,---,An) d’olt lexistence de P € O(n) telle que M = PD'P.

Alors fr(x1, - ,xn) = "XPD'PX 4 2'CX = 'YDY + 2'UY en posant Y = 'PX et U = 'PC : cela revient &
exprimer les vecteurs dans une base orthonormale de vecteurs propres de M.
n n
En écrivant 'Y = (y1 -+ yn) et U= (w1 -+ un), fn(x1, -y xn) = gn (Y1, -, yn) = > Akyz +2 > weyk.
k=1 k=1
Le minimum de f, sur R™ est aussi celui de g, sur R™ car X — 'PX est une isométrie (donc un auto-

n 2 n 2
morphisme) de R™ car P € O(n). On peut écrire gn(yi, - -,yn) = My + 2k ) — We 10 est
p p gn(y1, -y y
k=1

Ax k=1 A
n uZ
donc clair que gn(y1,---,yn) = — 7\7k = m et que cette valeur m de g, n’est atteinte que si on impose
k=1 "k
(Y1, yyYyn) = ( L I —u—“), c’est-a-dire Y = —D~'U. Par conséquent, Min(f,) = Min(gn) = m avec
A1 An R2 R2
n 2
m=—3 ;ﬂ = gn(—D'U) = fo(=PD'tPC) = £, (=M C) = FCE (MMM 'C — 2tCM~'C ce qui se
k=1 "k
simplifie car M est symétrique en Mizn(fn) =m=-tcMm~'C.
R

e Soit X € Ker(A + B), alors (A + B)X = 0 donc *X(A 4+ B)X = 'XAX + *XBX = 0 or on sait que *XAX > 0 et

86



tXBX > 0 car A et B sont positives. Ceci impose 'XAX = 0 et 'XBX = 0 mais comme A et B sont définies

positives, on X = 0 donc Ker(A +B) = {0} d’ou 'inversibilité de A + B. Comme A + B est symétrique et que

(A +B)X > 0 si X # 0, on peut conclure que A + B est symétrique définie positive.

e SiX+Y=2Z ona'XAX+'YBY = 'XAX+YZ - X)B(Z — X) = 'X(A +B)X —2'ZBX + *ZBZ. Comme A + B

est symétrique définie positive, en posant M = A+ B et C = —BZ, on a 'XAX+'YBY = 't XMX +2'CX+tZBZ

et on peut appliquer la premiere partie de 1’exercice sur le minimum de la fonction fy,.

La borne inférieure cherchée est un minimum qui vaut —*(BZ)(A+B)~'(BZ)+'ZBZ = *Z(—B(A+B) " 'B+B)Z.
Soit B une base orthonormée de E et A la matrice de la famille (x1,---,x,) dans cette base B de sorte

que A € My p»(R). Posons G la matrice de GRAM de (x1,---,xp) qui vaut classiquement G = *AA € M, (R)

car B est orthonormale. On sait que rang (A) < Min(n,p) = n donc la matrice G n’est pas inversible car
rang (G) = rang (*AA) < rang (A) < n < p.

2
Sii 7’5 j, ||Xi —Xj”z = d2 = ||X1||2 - Z(X1|Xj) + HXjHZ =2- 2(X1|X]‘) donc (X1|Xj) =1- d7 Par conséquent,

2
comme les x; sont unitaires, on a G = (gi’j)]gi’jgp avec gij =1sii=jet gij=1- d7 sii#j.

e On peut commencer, en calculant det(G), par sommer toutes les colonnes dans la premiére et factoriser

2 2
p+(p— 1)(1 - %) Ensuite, on effectue les opérations Vk € [[2;p]], Cx < Cx — (1 - %)Q pour avoir une

2
matrice triangulaire inférieure avec des d? sur la diagonale a partie de la seconde colonne, on obtient donc

) a2 a2 p—1 3
la relation det(G) = (p +(p— 1)( - 7)) (7> . Une autre méthode :

2
e En décomposant chaque colonne C; de G comme la colonne ne contenant que des 1T — d7 et la colonne

2
contenant d? a la ligne j et des 0 ailleurs, par multilinéarité et alternance du déterminant, on obtient une

o X .\ d?\? a2\ d?
autre relation équivalente & la premiere : det(G) = (—) +p (—) (1 — —)

2 2 2
_ . d? d?\ _ _ [ 2
Ordet(G)=0etd#0: & +p(1 -5 ) =0doncd= .
2 2 p—1
: a? d?
e Ou alors, on se sert de la matrice | ne contenant que des 1, alors G = (1 — 7)] + TIP' On ne peut pas
) a2 o ) a2\P a2
avoir 1 — 5= 0 car alors G serait inversible donc det(G) = (1 - 7) det(] — «I,) avec o = 23 # 0.
Alors det(] — alp) = xj() = 0 or ] admet 0 comme valeur propre d’ordre p — 1 (car rang(J) = 1) et, par la
trace, p comme derniere valeur propre : xj = (—1)PXP~"(X — p). Ainsi « = p et & nouveau d = —ZPT
p—

Reprenons le méme calcul mais avec la matrice A’ obtenue en ne gardant que les p—1 premiéres colonnes de A

ce qui correspond 4 la matrice de la faille (x1,--,xp_1) dans la base B. Alors G’ = 'A’A’ = (g/i,j)1<i,j<‘P—1
2
avec gij = Isii=jet gy =1~ d? = _1] sii # j. La méme méthode nous permet d’obtenir
p—
p—1 p—2 p-—2
det(G’) = (L) + (- 1)(L) ( —1 ) = P~ 40 Comme G’ est inversible donc de
p—1 p—1 p—1 (p—1)P

rang p—1, on a A’ qui ne peut étre que de rang p—1 car p—1 = rang (G’) = rang (*A’A’) < rang (A’) < p—1.

Or rang (A’) <n doncp —1 < n alors que n < p : cela donne p =n+1.
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Cette famille de vecteurs est un systéeme obtusangle particulier.

13.145 | Notons A = (ai,j)1<i,j<n la matrice de f dans la base B. Comme B est une base orthonormée et que aj

est la composante de f(ej) selon e, on a aij = (f(ej)|ei). Ainsi: Tr (f) = i Qg = i (f(ex)|ex)-

Le théoreme spectral nous dit qu’il existe une base B’ = (vi1,-+-,vn) de Vz:t]eurs prop?es de f associés aux
valeurs propres positives (A7, -, Ay ), en décomposant x = i XkVk, on a (f(x)[x) = i AexZ > 0.

Soit B” = (w1, -+, wn) une base de vecteurs propres de g as];z;iés aux valeurs propresklz):)sitives (1, oy tn)s

n n
alors Tr (fog) = > (fog(wi)|wk) = D m(f(wi)|wk) = 0 car px > 0 et (f(wy)|wy) = 0.
k=1

a. Pour A € R et (x,y) € E2, par linéarité du produit scalaire & gauche et & droite, on a bien la linéarité
de f car f(Ax +y) = (a|dx +y)b — (b|Ax +y)a = Ala|x)b + (a|y)b — A(b|x)a — (bly)a qui permet d’avoir la
relation attendue, f(Ax +1y) = A((a[x)b — (b]x)a) + ((aly)b — (bly)a) = Af(x) + f(y). Comme f va de E dans
E puisque a et b sont deux vecteurs de E, f est un endomorphisme de E.

b. e Il est clair que Im (f) C Vect(a,b) puisque siy € Im (f), il existe x € E tel quey = f(x) = (a|x)b— (b[x)a.
- Sin >3, on a donc dim(Im (f)) = rang (f) < 2 = dim (Vect(a,b)) < 3 (car (a,b) est libre donc une
base du plan Vect(a,b)). Ainsi, f n’est pas un automorphisme de E.
-Sin=2etx € E, comme (a,b) est libre par hypothese, on a f(x) = 0g <= (a|x) = (b|x) = 0 donc
x € Ker(f) <= x € (Vect(a,b))* = E+ = {0g}. Ainsi f est injective donc f € GL(E) (dimension finie).

Par conséquent, on a 1’équivalence f € GL(E) <= n = 2.

e Pour n > 2, puisque (a,b) est libre, comme ci-dessus, Ker(f) = Vect(a,b)> et Vect(a,b) sont stables par f

donc dans une base B = (e1, -+, en—2,a,b) adaptée & la décomposition E = Ker(f) @ Vect(a, b), la matrice de

0 0 —(alb) —|[b]? 2
f dans B est de la forme M = Mat 3 (f) = 0 A ) AVECA= ol (alb) car f(a) = —(alb)a+]|a||b

et f(b) = —|[b[|?a + (afb)b. Ainsi, xr = xm = X" ?xa = X"72(X? + [|a|?|[b]|* — (a|b)?). Or, comme les
vecteurs a et b ne sont pas colinéaires, d’apres le cas d’égalité dans l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a
|a]|?||b]|?> = (ab)? > 0. 1l existe donc deux valeurs propres imaginaires pures non réelles de A et f n’est pas
diagonalisable car E est un R-espace vectoriel.

C’était prévisible | En effet, si (x,y) € E2, il vient (f(x)[y) = ((alx)b — (b[x)aly) = (alx)(bly) — (bx)(aly)
alors que (x[f(y)) = (x|(aly)b — (bly)a) = (aly)(x[b) — (bly)(x|a) donc on a bien (f(x)ly) = —(x|f(y)).
Ainsi, f est antisymétrique donc son spectre complexe dans inclus dans iR ce qui montre que f ne peut étre
diagonalisable que si son spectre vaut {0}, c’est-a-dire si f est nilpotent.

On a donc ’équivalence, pour f antisymétrique, entre “f diagonalisable” et “f = 0”.
13.147 ] a. 1l existe une base orthonormée B telle que A = Mat 5 (u) = diag(Aq,---,An) avec des réels strictement

positifs Ay, - -+, An par hypothese et d’apres le théoreme spectral.

n

Alors det(u) = det(A) = [] Ak > 0 donc u € GL,(R) avec A~! = Mat(u™") = diag(A7',---,A;") qui
k=1

est symétrique donc u~! est symétrique car B est une base orthonormale. De plus ses valeurs propres sont

strictement positives donc u~! € Si* et la base B est une base commune de vecteurs propres pour u et u '
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b. e Soit < .|. >: E? — R définie par < x|y >= (x|u(y)) : ceci définit bien un nouveau produit scalaire sur E
auquel on peut appliquer I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ au couple de vecteurs (x,u™'(y)) si (x,y) € E? :
<xuTl(y) >2<< x> <uT(y),uT (y) > ce qui donne (x|y)? < (xu(x) (™ (y)ly) = (W) ) (y)ly).
e Ou considérer ¢ : R — R, définie par ¢(t) = (x + tu™ (y)|u(x +tu='(y))) = (x + tu™ " (y)|u(x) + ty) car
alors @(t) = t2(u(x)|x) +2t(x]y) + (1" (y)]y) en affirmant classiquement (¢ de degré 2 qui reste positive sur
R) que son discriminant A = 4((x|y)? — (u(x)[x)(u~"'(y)|y)) est négatif.

c. Soit x € Hi, on a ((u+v)(x)[x) = (u(x)|x) + (v(x)|x) = 8i(u) + 8i(v) et on passe & la borne inférieure :
Si(u+v) = 8i(u) + 8 (v).

Soit x € Hy, alors 1 = (x|ei)? < (u(x)[x)(w™"(ei)|ei) d’apres la question b. donc (u(x)|x) > 1

(u™"(ei)les)”

Ainsi 8i(u) > % De plus, en prenant y; = %uq(ei), on a yi € H;i et comme
(u™" (ei)]es) (™ (ei)]e)

(yi,u""(ei)) est une famille liée, par le cas d’égalité dans CAUCHY-SCHWARZ appliqué & < .[. > :

(yiled)? = 1= (u(ys)ly) (W™ (er)]er) done u(y)ly:) = —A—~—. Par conséquent : &;(u) = —1~—.

(u™"(ei)]er) (u™ " (ei)]ei)

d. Comme (eq,- -, en) est une base orthonormale et A la matrice de u dans la base canonique, le coefficient

1__tCom(A) et det(A;) est le

(u="(ei)|ei) est celui en case (i,i) dans A~'. Or on sait que A~! = qet(A)

det(Ai)
det(A)
] det(Ai +Bi)  det(Ai) , det(Bi)
" det(A+B) 7 det(A)  det(B)’

13.148 ) a. Si A =0, il est clair que N(A) = 0. Ainsi si A =0, on a N(AA) = |A|N(A) = 0.
eSiA#£0etA#0,0onaVX € Sy(0,1) (sphére unité pour la norme 2), ||]AAX||2 = |A|[|AX]|2 < |A|N(A) done,

;\(?\A)) |71\| N(AA)

coefficient en case (i,i) de Com(A). Ainsi (u™'(ei)lei) = 11 suffit alors de reprendre I'inégalité et

légalité du c. pour avoir Vi € [1;n

en passant & la borne supérieure : N(AA) < |A|N(A). Mais on a donc aussi N(A) = N
donc N(AA) = |A|N(A) et on a enfin N(AA) = |A| N(A) d’ott 'homogénéité.

e N(A) =0 <= VX € $,(0,1), AX = 0 donc tous les vecteurs unitaires sont de ans le noyau de A, et par
linéarité de A, tous les vecteurs sont dans Ker(A) donc A =0 : voila pour la séparation !

e Si X € S2(0,1), |[(A+B)X||2 < [|AX]|2 + ||BX||]2 < N(A) 4+ N(B) et en passant & la borne supérieure :
N(A +B) < N(A)+ N(B) : c’est I'inégalité triangulaire ! Par conséquent N est bien une norme sur My (R).

b. 'AA est symétrique réelle et positive (car 'X*AAX = [|AX]||? > 0), toutes ses valeurs propres i1, -, in
sont des réels positifs et on aurait pu enlever la valeur absolue dans la définition du rayon spectral p(A).
Soit X tel que [|X]| 2 = 1, soit B = (Vq,- --,Vn) une base orthonormale de vecteurs propres de *tAA, alors en

décomposant X = Z xk Vi, on a *AX = Z uxk Vi ce qui donne :
k=1 k=1

n

IAX[[Z = XAAX = Z Mixg; < Z p(A)xi = p(A) 2:: x = p(A)|IX[|3 = p(A). Ainsi N(A) < \/p(A).

Avec X =V; tel que p; = p(A), [[X]|2 =1 et [JAX||3 = 'XAPAX = 'Vju3V5 = pj = p(A) done N(A) = p(A).
13.149 | Pour tout produit scalaire sur R2, si x = x1e7 + x2e2 et y = y1e71 + yzez, on a la relation suivante :

(x|ly) =x1y1(erler) + (x1yz +x2y1)(e1]ez) + x2y2(ez]ez) ce qui se traduit matriciellement par (X]Y) = *XSY

b
produit scalaire associé & S, on a donc V(x,y) € (R?)?, (u(x)[u(y)) = (xly) <= *(MX)S(MY) = *XSY et

avec S = (a E) symétrique ot a = (erler), b = (erlez) et ¢ = (ez]ez). Si u est orthogonal pour le

comme ceci est vrai pour toutes matrices colonnes X et Y, on a donc ‘MSM = S <= SM = *t™M-TS or
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-1 -3
tag—1
MU=l 2

qui vérifient a b SO T a b .
b ¢ 3 -1 1 2 b ¢

On calcule, on résout le systeme et on trouve : a — 3c = 2b 4+ 3¢ = 0 donc on peut prendre par exemple

donc cela revient a chercher les matrices symétriques définies positives S = <g c)

6 — . - . .
S = (_ 3 23) dont les valeurs propres sont strictement positives donc qui convient.

a. Soit une base orthonormale B de E, on sait d’apres le cours que f € O(E) <= M = Mat g(f) € O(n).
Ainsi, si on suppose f € O(E), on a M"M = I, donc, en passant au déterminant : det(M)? = 1 donc
det(M) = £1. Or, par définition, det(f) = det(M) donc det(f) = +£1.

b. Si det(f) = —1 et dim(E) = 2, on sait d’aprés le cours que f est une réflexion (f est autoadjoint).

c. Si det(f) =1 et dim(E) = 3, on sait que f =id g ou que f est une “vraie” rotation de 1’espace.

d. Le centre d'un groupe G est ’ensemble des éléments du groupe G qui commutent avec tous les autres, on
le note traditionnellement Z(G) (Z pour zentrum , centre en allemand).

Cas n =1 Dans ce cas, £(E) ne contient que des homothéties, O(E) = {idg,—ide} et SO(E) = {ide}.
Comme les homothéties commutent entre elles, deux isométries commutent aussi entre elles ce qui donne

Z(O(E)) = O(E) = {id, —id e} et Z(SO(E)) = SO(E) = {id }.

Cas n > 2 pour Z(O(E)) Soit E euclidien de dimension n > 2, uw € Z(O(E)) une isométrie de E qui commute
avec toutes les autres. Soit un vecteur unitaire a de E et sq la réflexion d’hyperplan H = Vect(a)® dont
Pexpression vectorielle est classiquement sq(x) = x — 2(x|a)a. Comme sq € O(E), on a donc sq ou=uosq
et, en prenant la valeur en a, on trouve que sq(u(a)) = u(—a) = —u(a) par linéarité de u et car sq(a) = —a
donc u(a) € Ker(sq +id g) = Vect(a). Comme u conserve la norme, implique que u(a) = +a. La matrice de
u dans n’importe quelle base est donc diagonale avec des =1 sur la diagonale.

Soit B = (e, -, en) une base orthonormale de E et D = diag(A1,---,An) = Mat 5(u) (avec Ay = £1 pour
tout k € [1;n]). Soit si; la réflexion qui échange e; et e; (pour i # j et (i,j) € [1;n]?), c’est-a-dire la
réflexion d’hyperplan H; ; = Vect(ei — e;) donnée par sqj(x) = x — (x|ei — ej)(ei — ¢;) car |le; —ej|| = V2. 1l
vient Aje; = u(ej) = u(sij(ei)) = sij(u(ei)) = si,j(Aiei) = Aiej donc Ay = A5 car ej # Og. On en déduit que
la matrice D est une matrice de la forme Al,, avec A = +1 donc que A = +I;; ce qui montre que uw = +id g.
Réciproquement, +id ¢ commute avec tout endomorphisme de E donc Z(O(E)) = {—id g,id g }.

Casn =2 pour Z(SO(E)) Soit E un plan euclidien et B une base orthonormée de E. Comme SO(2) est

commutatif d’apres le cours, en représentant toute isométrie par sa matrice dans B, on constate que toutes

les rotations (u € SO(E)) du plan E commutent entre elles, ce qui donne Z(SO(E)) = SO(E).

Cas n > 3 pour Z(SO(E)) Soit E euclidien de dimension n > 3 et u € Z(SO(E)). On se donne une base

P p 0 -1
orthonormée de E noté B = (e, ez,e3, - -,en). Posons R = (1 0 )

- Sin =2p+1 est impair, soit v € £L(E) telle que Mat 5(v) = A = diag(1,R,---,R) par blocs (avec p

blocs R). Comme B est une base orthonormée et que det(A) = 1 (par blocs), on sait que v € SO(E). De
plus, xa = (X —1)(X? +1)P donc 1 est valeur propre simple de v et Ker(v —id g) = Vect(e1) = Vect(a)

(car v envoie ey sur e3 et ez sur —ey, etc...). Alors vou(e;) = uov(er) donc v(u(er)) = u(er) ce
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qui montre que u(ey) € Vect(ey) puis que u(e;) = Fey. De méme, Vj € [1;n], u(e;) = *ej donc
Mat 5(g) = diag(A1,--+,An) avec Ay = £1. Si (i,j) € [1;n]? tel que i # j, soit vi,; € £(E) telle
vijj(ei) = e, vij(ej) = —ey et Vk € {i,j}, vij(ex) = ex, alors v € SO(E) car elle transforme la
base orthonormale directe B en une autre base orthonormale, ainsi u(vij(ei)) = vij(u(ei)) donne
u(ej) = Ajej = Ajej = vy j(ei) donc Ay = Aj. Ainsi, u est une homothétie et comme elle appartient a
SO(E) et que n est impair, on a forcément g = id g (car —id ¢ est de déterminant —1).

- Sin = 2p est pair, soitv € £(E) telle que Mat g (v) = A = diag(1,1,R, -+, R) par blocs (avec p—1 blocs

R). Alors comme B est une base orthonormée et que det(A) = 1 (par blocs), on sait que v € SO(E).
De plus, xo = (X —1)2(X?>4+1)P~" donc 1 est valeur propre double de v et Ker(v —id¢) = Vect(er, e2)
(v(e3) = es, v(ea) = —e3, etc...). Comme u(v(er) = v(u(er)), on a v(u(er)) = u(er) € Vect(er,ez).
Par symétrie des roles joués les vecteurs de B, on a aussi u(e;) € Vect(er,e3). Par conséquent
u(ey) € Vect(er,e2) N Vect(er, e3) = Vect(eq) donc u(ey) = teq car u est une isométrie. Comme pour
le cas précédent, on montre que u est une homothétie donc que uw = +id ¢ (cette fois-ci —id g € SO(E)).
En conclusion :

e Pour tout entier n € N*, on a Z(O(E)) = {id g, —id ¢ } si E euclidien de dimension n.

e Pour n =2, Z(SO(E)) = SO(E) si E euclidien de dimension 2.

e Pour tout entier n € N* impair, on a Z(SO(E)) = {id g} si E euclidien de dimension n.

e Pour tout entier n > 4 pair, on a Z(SO(E)) = {idg,—id g} si E euclidien de dimension n.

Comme A est nilpotente, il existe un entier p tel que AP = 0 (on sait qu’on peut prendre p < n). Ainsi,

comme A et 'A commutent, on a (*AA)P = (*A)PAP donc, (*AA)P = 0 et "AA est nilpotente. De plus,

tAA est symétrique donc, d’apres le théoréme spectral, *AA est orthosemblable & une matrice diagonale : il
existe donc une matrice orthogonale P € O(n) et une matrice diagonale D € My (R) (avec sur la diagonale
les valeurs propres de *AA) telles que *YAA = PD'P. On en déduit que que (*AA)P = PDP'P = 0 qui donne
DP = 0 en simplifiant pr les matrices inversibles P et 'P = P~ et ceci implique D = 0 donc A = 0.

Par conséquent, A = 0 est la seule matrice vérifiant ces hypotheses.

13.152] On passe au déterminant : det(X'XX)det(X)? = det(I,) = 1 donc det(X) =1 # 0 et X € GL,(R).

De plus, en multipliant par *X, on a *XX'XX = X = (*XX)? or 'XX est symétrique et le carré d’une matrice
symétrique l'est aussi (méme si ’ensemble des matrices symétriques n’est pas stable par produit). On obtient
bien *X symétrique donc X ’est aussi.

Ainsi X3 = I, or, d’apres le théoreme spectral, on a X = PD'P donc X3 = PD3'P = I,, d’out D3 = I, et
comme les coefficients de D sont réels, cela donne D = I, donc X = I,, qui convient bien.

13.153) S = 'AA est clairement symétrique et elle est aussi nilpotente car si AP = 0, on a SP = (*A)PAP (car A

et YA commutent) donc SP = 0.

Clairement Ker(A) C Ker(*AA) = Ker(S). De plus, si X € Ker(S), YAAX = 0 donc *X*AAX = ||AX||*> =0
donc AX = 0 et X € Ker(A). Par conséquent Ker(S) = Ker(A). Soit A € R, valeur propre de S, a SX = AX
pour un vecteur propre X non nul donc SPX = APX = 0 ce qui implique AP = 0 donc A = 0. Ainsi, 0 est la
seule valeur propre de S et comme S est diagonalisable, cela donne S = 0. On a donc aussi A = 0.

13.154)a. Si M € ST, comme M est en particulier symétrique réelle, il existe d’apres le théoréme spectral une
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matrice orthogonale P € O(n) et une matrice diagonale D = diag(A1, -+, An) € Mn(R) telles que M = PD'P.

On peut classer les A, qui sont les valeurs propres de M en imposant (quitte & renuméroter celles-ci) que
0 <Ay < -+ < Ay En effet, les valeurs propres de M sont strictement positives par hypothese. En posant
A = diag(y/A1,- -+, v/An) et S = PA'P, on vérifie bien que S est symétrique (car A 1'est) et que ses valeurs
propres, qui sont les v/A1, -+, /An, sont strictement positives donc que S € S{T(R). Il est alors clair que
$2 = PA2tp = PD'P = M. On a méme vu en cours I'unicité de S mais on n’en a pas besoin ici !

Si A € Mn(R) est inversible, la matrice M = *AA est clairement symétrique. De plus, si X € Mn,1(R)
et X # 0, alors 'X*AAX = [|AX||> > 0 car A est inversible donc AX # 0. Ainsi, M est symétrique définie
positive donc, avec ce qui précede, il existe S € ST (R) telle que M = 'AA = S%2. Comme $ est inversible,
on poser alors poser O = AS~'. Ainsi, 00 = Y(ST")'AAS™! = (*$)7"MS™! = $71SSS~T = 1,, donc O est
orthogonale. On a donc A = 0S avec O € O(n) et S € ST (R) et on bien démontré la propriété ().

b. On vérifie que si la famille (x1,---,xq) est libre, la valeur de |detg(x1,---,xq)| ne dépend pas de la base

orthonormale B choisie dans F = Vect(x1,---,xq). En effet, soit B’ une autre base orthonormale de F, alors
en notant M (resp. M’) la matrice de la famille (x7,---,xq) dans B (resp. B’) et P la matrice de passage
de B & B’, alors P € On(R) donc det(P) = £1 et M = PM’ (car pour chaque vecteur de la famille X = PX’)
donc det(M) = det(P)det(M’) = |det(M)| = |det(M’)| : m est bien définie.

Soit d € [1;n] et f € Xq, alors soit x # O un vecteur de E, on pose x; = x et on compléte (x1) en une base
(x1,++,xn) de E. Alors (x1,---,xq) est libre, c’est une base de F = Vect(x1,--,xq) donc m(xy,---,xq) # 0.
Comme f € Xq, m(f(x1), -+, f(xa)) # 0 ce qui fait que (f(x1),---,f(xq)) est libre donc f(x7) = f(x) # O et
f est injective. Comme on est en dimension finie : f est un automorphisme de E.

c. Soit f € O(E), alors soit (x1,---,xq) une famille de vecteurs :

o si elle est liée alors (f(x71), -, f(xq)) Pest aussi et on a bien m(f(x1),---,f(xa)) = m(x1,---,xq) = 0.

e si elle est libre, soit B = (eq, -, eq) une base orthonormale de F = Vect(x1,--,xq). Comme f est un

automorphisme, G = Vect(f(x1), -, f(xa)) est aussi de dimension d. Comme f conserve le produit scalaire,
la famille B’ = (f(e1),---,f(ea)) est encore une base orthonormale de G. La matrice de (x1,--+,xq) dans
B est M = ((eilxj))1<ijca = ((f(e1)[f(xj)))1<ij<a qui est la matrice de (f(x1),---,f(xq)) dans la base B'.
Ainsi dets/ (f(x1), - ( a)) = detg(x1,---,xa) et m(f(x1),- -+, f(xa)) = m(x1, - +,xa) = |det(M)| : f € Xq.

d. Soit f un endomorphisme symétrique de Xq.

e Sid=1ety # 0g un vecteur de E, posons e; = Iy ||, (e1) est une base orthonormale de F = Vect(y)
et la matrice de (y) dans (e1) est (|[y]|) donc m(y) = [ly||. Ainsi, si x # Og, f(x) # O aussi et il vient
m(f(x)) = m(x) < [[f(x)|| = ||x|]|. f conserve la norme donc f € O(E). Or on a vu qu’'un isométrie
vectorielle qui était autoadjointe, donc diagonalisable, était forcément une symétrie orthogonale.

e Sid € [[2;n — 1], par le théoréme spectral, il existe une base orthonormale B = (e1,--,en) de E formée
de vecteurs propres de f associés aux valeurs propres Aq,---,An. On va montrer que f est une symétrie.
Par exemple m(f(eq), --,f(eq)) = m(Ajer, -+, Ageqa) = |[A1---Ag] =1 = m(er,---,eq) (1). De méme,
il vient aussi m(f(ez2), -, f(eat1)) = m(Azez, -, Aa+1€a+1) = [A2---Aar1| =1 = m(ez,---,ea+1). En
divisant (aucune valeur propre n’est nulle, on obtient |A;| = |Aq+1]. En changeant de famille, on obtient

de méme Vi € [2;n], |A1] = |Ai]. En reportant dans (1), on trouve [A|¢ = 1 donc Ay = £1. De méme,
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Vi € [1;n], Ay = 1. Ainsi les valeurs propres de f sont £1 et f est donc une symétrie puisque f est
diagonalisable et Sp(f) C {—1,1} donc (X —1)(X+1) annule f. Or, on a vu qu'une symétrie autoadjointe est
forcément une symétrie orthogonale.

Dans tous les cas, les endomorphismes symétriques de X4 sont les symétries orthogonales de E si d < n.

e. D’abord un peu de structure :

- On sait d’apres la question a. que Xq C GL(E).

- id g € Xq d’apres la question c. car id g est une isométrie de E.

- Soit (f,g) € X3 et (x1,--+,xa) € EY, alors m(f(g(x1)),--,f(g(xa)) = m(g(x1), - -,9g(xa)) car f € Xq.
Mais on a aussi g € Xq, donc m(g(x1),---,9(xa)) = m(x1,---,xa). Ainsi, on peut conclure que
m(fog(xy), --,fog(xa)) = m(x1,---,xq) ce qui prouve que fog € Xq (Xq est stable par composition).

- Soit f € Xq et (x1,---,xq) € EY, alors f étant un automorphisme de E, en appliquant la relation & la
famille (F~"(x7), -+, f " (xq)), il vient m(F(f~1(x1)),-- -, F(F " (xa))) = m(F~ " (x1),---,F " (xq)) d'out
m(F T (x1), -+, F 1 (xa)) = m(xq,---,xq) et on a f~1 € X4 (Xq est stable par passage & l'inverse).

Ainsi, Xq4 est un sous-groupe de GL(E).
Soit f € Xgq, alors f est un automorphisme de E d’apres la question b., ainsi d’apres la propriété (*) (traduite
ici sur les automorphismes de E), il existe u € O(E) et s € STT(E) telles que f = uos. Or u™' € Xq car
u € Xq (stabilité par inverse) et s = u~' o f € X4 (stabilité par composition). D’aprés la question d., s est
un endomorphisme symétrique de X4q donc une symétrie orthogonale donc Sp(s) € {—1,1}. Mais comme
s € STT(E), Sp(s) C R% ce qui montre que Sp(s) = {1}. Ainsi, comme s est diagonalisable, on a s = id¢.
Par conséquent, f = u € O(E) ce qui montre que Xg C O(E). L’autre inclusion a été vue & la question c..
On en déduit par double inclusion que Xq = O(E).
f. La fonction m, dans le cas d = n, est la valeur absolue du produit mixte (puisque la valeur absolue du
déterminant d’une famille de n vecteurs dans n’importe quelle base orthonormale). Pour f € £(E), B une
base orthonormale et (x7,---,x) une famille de n vecteurs de E, on considére deux cas :
® Si (x1,:+,xn) est liée, m(f(x1), -, f(xn)) = m(x1, - ,xn) =0 car (f(x1), -, f(xn)) est liée.
e Si B’ = (x1,---,xn) est libre, c’est une base de E car dim(E) = n et, en notant B” = (f(x1),- -, f(xn)),
B" est une autre base de E car f est un automorphisme de E. Par définition, Pg/ gn = Mat ¢/ (f) et
m(x1,--yxn) = |det(Pg,s/)| et m(f(x1), -, f(xn)) = |dets(f(x1), -+, f(xn))| = |det(Ps,5)|. Or la
formule de transitivité sur les matrices de passage donne Py s~ = Pg s/Ps/ g~. Ainsi, on a la relation
m(f(x1), -, f(xn)) = |det(f)|m(x1," -, xn) pour toute famille libre (x1, -, xn).
Ainsi, pour toute famille (x1,---,xn) de E, on a m(f(x1),-- -, f(xn)) = |det(f)|m(x1,---,xn). On en déduit

donc que Xy, = {f € GL(E) | det(f) = 1} qui est bien un sous-groupe de GL(E), mais plus gros que O(E).
13.155 | L’application ® est bien définie car (Q ?) appartient & Mn41(R) si A € Sp(R) et (X,Y) € (Mn,1(R)2.

A X A Y s . R p .
De plus, comme * (tY 0) = (tX O> car A est symétrique, et qu'une matrice a méme déterminant

que sa transposée, on a ®(X,Y) = ®(Y,X). La linéarité & gauche s’obtient par linéarité du déterminant
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par rapport & la derniére colonne car ®(X; + AXp,Y) = tA X1+ AX2 tA X1 + A tA X2 donc
Y 0 Y O Y O

D (X1 +2AX2,Y) = &(X1,Y) + AP(X2,Y). La symétrie implique classiquement la bilinéarité de ®.

Il existe par le théoreme spectral deux matrices P € On(R) et D = diag(A1,---,An) avec A = PD'P,

. tpo0 A X\ (P 0 D Y c
Sp(A) = {M1, -+, Aq} C R%. Alors, par blocs, on a ( 0 ]> (tX O) (0 ]> = (tY 0) avec Y = 'PX.
Analyse : On suppose que ® est un produit scalaire, donc que ® est définie positive.
eSin=1et A= (a),X=(x),onadX,X)=—x*donc ®((1),(1)) = —1 < 0, absurde !

e Sin > 2 et si une des valeurs propres de A est nulle, par exemple A\, = 0 pour k € [1;n]], en prenant

X = PY avec Y = Y(y7 -+ yn) non nul et yx = 0, la k-iéme ligne de > est alors nulle ce qui

D Y

Yy o

montre que ®(X,X) = 0 alors que que X = PY # 0 car Y # 0 et P inversible : c’est impossible. On en
o D I, —-D7! D

déduit donc que les Ay sont tous non nuls. Comme ( Y) ( n Y) = ( 0 ) par blocs,

ty o 0 1 ty  —tyDY
n n 2
on a ®(X,X) = —(*YDY)det(D) = —( 11 }\k)< > %) ; on aurait pu obtenir cette relation en effectuant
k=1 k=1 Mk

. LA D Y N
la transvection Lpiq — Lpy1 — Y. %Li dans (tY 0). En prenant Xj = PEy # 0 ou Ey est le k-
k=1

= 1
n
itme vecteur de la base canonique (donc Xy est la k-iéme colonne de P), on a ®(Xy,Xx) = — > Ay > 0
ik
n n n n
donc ST A < 0. Sik#K,onadonc 3. A > Ai =AM Y. AZ > 0 donc AgAy > 0. Ainsi, toutes
e e telnk)

les valeurs propres de A sont de méme signe. Les Ay ne peuvent pas étre strictement positifs car sinon
n

n 2

(X, X) = —( I1 ?\k>< > l;\—k> < 0 des que Y # 0. Ainsi, Sp(A) C R*. SiY # 0 et X = PY, d’apres la
k=1 k=1 Ak

formule précédente, ®(X,X) est du signe de (—1)"*2 = (—1)™ ce qui montre que n est pair car ®(X,X) > 0.

On a donc comme condition nécessaire pour que ® soit un produit scalaire : n € N* est pair et Sp(A) C R*.

Synthese : supposons que n est pair et que A n’a que des valeurs propres strictement négatives. On a déja

prouvé la symétrie et la bilinéarité de ®. De plus, si X € My 1(R) et X = PY # 0, on a calculé précédemment

n n 2
D(X,X) = —( I )\k) ( > %) > 0 car au moins 'un des yy est non nul : & est bien définie positive.
k=1 k=1 "k
Par conséquent, si A est symétrique, ® est un produit scalaire si et seulement si toutes les valeurs propres

de A sont strictement négatives et si n est pair (donc n > 2).
13.156] e Soit A € R et X € My, 1(R) tels que AX = AX, par une récurrence facile, Vk € N, A*X = A*X, en parti-

culier A?PH1X = A2P+1X | ceci prouve que Ker(A — Al,) C Ker(A2PFHT —A2P+1[ ). Comme A est symétrique

réelle, A est diagonalisable donc @ Ker(A —Aly) = R™donc Y. dim (Ker(A —Al,)) =n. Puisque

AESP(A) AESP(A)
fp it t2P*1 est injective de R dans R, si on écrit Sp(A) = {A1,---,A} avec A1,---, A, distincts, alors
?\pr g ,A$p+1 sont aussi distincts ce qui fait que la famille de sous-espaces (Ker(AZPJr1 —AZpt1 In)) Sp(A)
AESP(A
est en somme directe donc dim @ Ker(A2PHT _p2p 1 In)) = > dim(Ker(A2PFT_A2PHIL)) <.
AESP(A) AESP(A)
Onadoncn= Y dim(Ker(A—Aly)) < > dim (Ker(A?PTT—A2PT11)) < n d’apres les inclusions
AESP(A) AESP(A)

précédentes donc les deux sommes précédentes valent n et toutes ces inclusions sont des égalités, ce qui justifie
que VA € Sp(A), Ker(A —Al,) = Ker(AZPH!T —AZPHTL ) et Sp(AZPFT) = {A2P*T | A € Sp(A)} car on vient de
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voir que R™ = @ Ker(AZPTT —A2P+11 ) (on a le plein de valeurs propres pour A2P+71),
AESP(A)

Comme B est aussi symétrique, par symétrie, VA € Sp(B), Ker(B — Al,) = Ker(B2PH1 —A2P+11).

e Revenons a l'exercice, si AP+ = B2P+! alors Sp(A2P+!) = Sp(B2P*!) donc, d’aprés ce qui précede,
Sp(A) = Sp(B) avec la bijection f,. Ainsi, pour toute valeur propre A € Sp(A) = Sp(B), on obtient ’égalité
Ker(A — Aly) = Ker(A2PH!T — AZPHI1 ) = Ker(B2PF! — A?PH1[ ) = Ker(B — Al,). Comme A et B sont
diagonalisables, il existe une base orthonormale de vecteurs propres de A, qui est donc aussi une base de
vecteurs propres de B (avec les mémes valeurs propres), par conséquent A = B.

C’est faux si on prend des puissances paires : (—Iz)2 = I% alors que —1I # I5.

C’est faux si on ne suppose pas A et B symétriques : A3 =13 = I% avec A = alors que A # I3.

— O O

1
0
0

o = O

13.157) Clest du cours : ||x 4+ y||2 = ||x||> + 2(x|y) + |[y[|?> < [[x]|? + 2| |x|| [ly]| + |[y||* d’aprés CAUCHY-SCHWARZ

car (x|y) < |(xJy)| < [|x[||ly]| donc [Jx +y[|* < (|[x]| + ||y||)2 et on passe & la racine. Il y a égalité si et
seulement s’il y a égalité dans C.S. et si (xJy) = 0. On en déduit qu’il y a égalité dans ||x +y|| < ||x|| + |Jy]|

si et seulement s’il existe A € R tel que x = Ay ou y = Ax.

Formellement, si UX + VX = 2X, on a [[UX 4+ VX|| = 2||X|| mais par inégalité triangulaire, on a aussi
2[IX]| = [Jux 4+ VX|| < |[UX]|| + [[VX|| = 2||X|| en notant ||Y|| = V1YY si Y € My, 1(C) et en vérifiant que

les inégalités de CAUCHY-SCHWARZ et MINKOWSKI sont encore vraies dans ce nouveau contexte. En effet
[JUX||? = *X*UUX = *XX = ||X||?. Ainsi, il existe un réel positif A tel que UX = AVX par le cas d’égalité de
MINKOWSKI mais comme |[UX]|| = |[VX]|| = ||X]|| et UX + VX = 2X, ceci impose UX = VX = X.
Il faut rendre tout ceci plus rigoureux en refaisant les démonstrations dans le cas complexe.
SiA > 0et A2 = Aly, alors pour X # 0 € My 1(R), 'XA2X = AXX = A|[X||* > 0 alors que, puisque
tA = —A, 'XA?X = —'X*AAX = —||AX]||? < 0 : impossible. Ainsi, A antisymétrique, VA > 0, A? # Al,,.
On pouvait aussi dire que ||A[|? = Tr (*tAA) = Tr (=A?) = —ATr (I,) = —nA < 0 ce qui est impossible aussi.
Si A est antisymétrique et A2 = Al,,, on a A < 0 d’apres ce qui précede. Soit A =0 et [|A[|[> = —Tr (A%) =0
implique A = 0, soit A < 0 et det(A?) = det(A)? = det(Al,) = A™ donc A™ > 0 = n pair.
Réciproquement, si A = 0, A = 0 convient ; si A < 0 et n pair, posons u = v/—A, alors D diagonale par blocs,
—u
0
Conclusion : il existe une matrice antisymétrique telle que A% = Al,, ssi (A = 0 ou (A < 0 et n pair)).

de blocs diagonaux (3 ) vérifie simplement D? = —p?1,, = Al et elle est clairement antisymétrique.

Soit A < 0 et A antisymétrique telle que A2 = Al,, alors n est pair, on pose n = 2p > 2, considérons f

I’endomorphisme canoniquement associé a A :

fw)

e il existe uj unitaire, on pose vi = =, soit (a7,b1) € R? tel que ajuq +bjvy = 0 (1), alors on compose
u

par f et pajvy — pubijuy = 0(2). Avec pai(1) —by1(2) : u(a% +b%)u1 =0= a% +b% =0=—a; =b; =0.
Ainsi (u1,v1) est libre. (u1]vi) = 0 car tU;V;y = LtU AUy = 0 car F(*U7AUL) = tU AU = —tU AU, = 0.
i

De plus |[f(u1)]]? = [|[AU]|? = U PAAU; = —A||U; |2 = —A = u2 donc [jv1]] = 1.
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Sip =1 alors (uy,v1) est une base orthonormale de R? sinon...on recommence en considérant un vecteur w;
fluz)

unitaire dans Vect(uy, vy )L et en posant vy, = ... Par récurrence, on construit une base orthonormale

B = (u1,v1, -, up,vp) de R™ telle que Vk € [1;p]], vp = M Alors Mat ¢ (f) est la matrice diagonale
i

—u

0

la base B est orthogonale car ce sont toutes les deux des bases orthonormales, on a le résultat attendu.

13.159 ) Par hypothese AP = 0 et *AA = A'A donc (A'A)P = AP(*A)P = 0. Ainsi, en notant B = A'A, la

par blocs, de blocs diagonaux <ﬁ ) Comme la matrice de passage entre la base canonique de R™ et

matrice B est nilpotente et symétrique réelle, il est classique de montrer que B = 0. On en déduit que
[[A||2 = Tr (*AA) = Tr (A'A) = Tr (B) = 0 donc A = 0 car (A|B) = Tr (*AB) définit un produit scalaire sur

Pespace M, (R). La seule matrice répondant au probléme est donc la matrice nulle.

Si A € Mn(R) est antisymétrique (*A = —A), alors pour tout vecteur X € R™, on a :
EXAX = H('XAX)) = 'X*AX = —'XAX donc 2'XAX = 0 = *XAX = 0.
Si B € Mu(R) est symétrique réelle, alors on sait par le théoreme spectral qu’il existe D = diag(A1,--+,An)
et P € O(n) telle que B = PD® avec A7,---,An les valeurs propres strictement positives de B. Soit X € R™
tel que (A + B)X = 0, alors AX = —BX donc *XAX = —'XBX = 0. Mais en posant Y = 'PX, on a
0 = '*XBX = *XPD'PX = 'YDY dongc, par calculs, si 'Y = (y1 -+ yn): i Myi =0 = (Vk € [1;n], yx = 0).
Alors Y =0 d’out X = PY = 0. On obtient donc (A +B)X =0 =X :]z):glonc Ker(A +B) = {0} ce qui montre

(en dimension finie) que A + B est inversible.

d

13.161) a. Soit A € K une valeur propre de A € My (K) et P = > piX* € K[X] un polynéme annulateur de A.
k=0

Par définition, il existe un vecteur non nul V € K™ tel que AV = AV. On montre alors classiquement par
d d
récurrence que Vk € N, AV = AV, Si P(A) = 0, on a P(A)V = ( > pkAk)V = Y prAKV = 0. Ainsi,
k=0 k=0
d d
P(A)V =Y pAkv = ( > pk?\k)v =P(A)V =0 ce qui donne P(A) =0 car V # 0.
k=0 k=0
b. Soit A € Mn(R) symétrique telle que A3 +4A = I,, ; cette hypothese se traduit par P(A) = 0 avec
P = X3 +4X —1. On étudie la fonction polynomiale P : x — x3 +4x —1. Comme P’(x) = 3x? +4 > 0 pour tout

réel x, la fonction P est strictement croissante sur R donc ne s’annule qu’une seule fois sur R par le théoreme

des valeurs intermédiaires car lim P(x) = —oco et lim P(x) = +00. Comme P(0) = —-1<0<4="P(1), P
X——00 X—+00

ne s’annule sur R qu’en « €]0; 1] et on trouve par dichotomie que « ~ 0.24.

On sait d’apres le théoreme spectral que xa est scindé dans R donc que A n’admet que des valeurs propres
réelles, mais comme ces valeurs propres sont forcément des racines de P, seule « peut étre valeur propre de

A. Comme A est diagonalisable, A est semblable a «l3 ; donc A = «l3 est I'unique solution du probleme.

n
13.162 | Inégalité (1) : en posant les vecteurs colonnes V = (1)1¢ign et U = ( > omiy

=1
classiquement M7 (R) & R, on obtient donc Y. my; = (V|U) = (V|[MV) = VIMV. D’apres I'inégalité de
1<ij<n

CAUCHY-SCHWARZ, | 5>, my;| = [(VIW)] = [(VIMV)[ < [[V[[IMV]| = ynyn =n (1) car [[MV|| = [[V]|
1<ij<n

) = MYV, en identifiant
1<ign
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puisque |[[MV]|? = (MV)T(MV) = VI(MTM)V = VTV = ||V||? ; normal car M représente canoniquement
une isométrie de R3. On a égalité dans cette inégalité (1) si et seulement si U et V sont colinéaires d’apres
CAUCHY-SCHWARZ, et comme ils sont de méme norme /n, il y a égalité si et seulement si MV = U =

+V, c’est-a-dire si et seulement V est un vecteur propre de M. Ceci se produit si par exemple M =

2 -1 2 0 0 1
% 2 2 —1]JouM=|1 0 0| (matrice de permutation).
-1 2 2 010

Inégalité (2) : les colonnes Cj de la matrice M forment une base orthonormale B = (Cy,---,Cp) de R"

euclidien canonique car M est orthogonale ce qui se traduit, puisque Cj = (my,j)1<ign d’aprés 'énoncé, par

n n
les relations suivantes : Vj € [1;n], > miz‘j =1et V(i) € [;n]? j#7 = > myjmyy = 0.
i=1 i=1

n n
Ainsi, mi;2 <1 = kz] my; = mi; + kZ::] my ; pour tout couple (i,j) € [1;n]* d'ott [my;| < 1 ce qui
- k#i

implique miz’]- <|myjletonadone > |mijl=n= > |myj/*> (2). De plus, on a égalité dans cette
1<ij<n 1<ij<n

inégalité (2) si et seulement si V(i,j) € [1;n]?

, myj € {—1,0,1} car [my ;| = mf‘j < my; € {—1,0,1}. Mais
comme les colonnes (et les lignes) de la matrice M sont normées, il ne peut y avoir qu’un seul 1 par ligne et
par colonne. Les matrices réalisant 1’égalité sont donc les matrices ayant un £1 par ligne et par colonne et

des 0 partout ailleurs : il y en a 2™n! puisque dans chaque colonne on a deux choix (+1 ou —1) et qu’on doit

o 0 -1 0o -1 0
permuter les vecteurs de la base canonique (n! choix). Par exemple M=[1 0 0 Jou |1 0 0
o -1 0 0o 0 1

Pour n = 3, ces 48 matrices forment le groupe du cube : c’est-a-dire les 48 isométries de I’espace laissant

globalement invariant le cube dont les sommets sont les 8 points (£1, 41, £1).

Inégalité (3) : on se rappelle du produit scalaire canonique de M, (R) donné par (A|B) = Tr (ATB) ce

qui revient & (A[B) = >  aijbij. En notant les matrices N = (|mij|)i<ij<n €t ] = (1)1<ij<n, On
1<h,jsn
> magl = (N|J) < |IN[[]]] = > miz)j S 12 = (mn =n¥? (3) d’apres l'inégalité de
I<i,jsn I<hjsn I<i,jsn

CAUCHY-SCHWARZ. On a égalité dans (3) si et seulement si N et ] sont colinéaires, ¢’est-a-dire si et seulement

si tous les coefficients de la matrice sont égaux en valeur absolue. Les colonnes sont normées, cette valeur
est donc \]—F : les cas d’égalité dans (3) sont donc les matrices de HADAMARD comme
n
1 1 1

1
I N0 T T P
211

1

commune des |m;j

par exemple M = 2 11 4l La taille n d’une matrice de HADAMARD est soit égale a 1, 2 ou

-1 =1 1

un multiple de 4 et c’est encore une conjecture qu’il en existe pour tous les entiers n multiples de 4.

13.163 ) La bilinéarité du produit vectoriel assure la linéarité de f qui est donc un endomorphisme de R3.

On sait que u A x = 0 <= x € Vect(u) donc Kerf = Vect(u). Ainsi dim(Kerf) =1 et rang (f) = 2 par la

formule du rang. Or on sait aussi que Vx € R3, f(x) L u donc Imf C Vect(u)*.

Par inclusion et égalité des dimensions : Im f = Vect(u)= .
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En notant u = (a,b,c), on a classiquement A= | ¢ 0 —a |. Pour x € R3, la formule du double pro-
-b a 0
—c? —b? ab ac
duit vectoriel donne fof(x) = uA (uAx) = (u[x)u—[|u|[*x. Ainsi A? = ab —a? —¢? be
ac bc —a? —b?
Pour x € R3, £3(x) = (ux)f(w) — [|u||?f(x) = —|[u||*f(x) car u € Kerf. Ainsi f3 = —||u||?f et on en déduit

par une récurrence facile que ¥n > 0, 2™ = (=1)™|u||*™f et Vn > 1, 2" = (=)™ N|u||*" 22, Par
A R S s = (=) 22 = (=DM ul
conséquent e f) = f°+ f + N id +( )f2+< 7>f.
quent exp (f) 2 e e (2n)! 2 et )

Ainsi = exp(f) = id ¢ — -—cos([ul])

2 4+ i f.
e g oD

. 1— . .
Soit x € R3, g(x) = x—l—%((uh)u—“u”zx) —&—H]THsm(HuH)u/\x. Si on note v = m et 0 = |[ull,

v est unitaire et on a r(x) = cos 0 x+sin® v Ax+ (1 —cos 0)(v|x)v et on reconnait la rotation autour de I’axe

orienté par le vecteur v (donc le vecteur u) et d’angle 6 = |u||.

13.164 | En notant A la matrice colonne telle que *A = (a7 -+ an), on a par définition S = I, — A*A. De plus S

est symétrique réelle donc diagonalisable.
eSia;=---=a,=0,0onaS=1I, : facile.
e Sinon, A # 0 et rang (I, —S) = 1. On a SA = A — A'AA = 0 car *AA = ||A||?> = 1 donc 0 est valeur propre

de S. Sin =1, alors S =0 : facile aussi. Si n > 2, par la formule du rang dim(Ker(I, —S)) =n — 1 donc
1 est aussi valeur propre de S et dim(E1(S)) + dim(Eo(S)) = n donc Sp(S) = {0,1} et Eo(S) est la droite
engendrée par A. Comme, si X L A, on a 'AX = 0 = SX = X —0 = X, on a Vect(A)X C E;(S) et on
conclut & Vect(A)t = Eq(S) par I'égalité des dimensions. On en déduit que S est la projection orthogonale
sur 'hyperplan orthogonal a la droite engendrée par le vecteur A. On aurait pu voir matriciellement que S

était un projecteur en calculant S = (I, — A*A)2 =1, — 2A*A + A*AATA =S car FAA = ||A]|? = 1.
13.165 | Soit A une valeur propre de u € O(E). Par définition, il existe x € E tel que x # O et u(x) = Ax. Or

u conserve la norme, donc |Ju(x)|| = [|x||, ce qui se traduit par homogénéité de la norme euclidienne par
Al |]x]| = ||x|| donc par |A] =1 puisque ||x|| > 0. On a donc forcément A = +1.

Notons F = Ex(u) et m Vordre de multiplicité de A dans x,,. D’aprés le cours sur la réduction, 'ordre de
multiplicité géométrique est inférieur & Pordre de multiplicité algébrique : dim(F) = dim(Ex(u)) < m.
Comme F est stable par u en tant que sous-espace propre de u et que u est une isométrie vectorielle, on en
déduit d’apres le cours que F* est stable par u. On peut donc trouver une base orthonormale B = (B, By )

adaptée & la décomposition E = F @ F- dans laquelle A = Mat 5 (u) = (7\(1;, g) ou p = dim(F).

Comme 'AA = I, car B est orthonormale, en effectuant le produit par blocs, on arrive & 'BB = I,_p, donc
B est aussi orthogonale. On pouvait aussi dire que B = Mat s _, (up1) (matrice dans la base orthonormale
Br. de 'endomorphisme induit par u dans F- qu’on sait étre aussi une isométrie).

Méthode matricielle : on a xa(X) = det(XI, — A) = det(XI, — Alp)det(XIn—p — B) = (X — A)Pxp(X) en

effectuant le déterminant par blocs. Si A est une valeur propre de B, il existerait Y # 0 € Mn_p,1(R) tel que
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B ‘ ‘ (o0 oo (A, 0 o\ (oY) [0\
BY = AY, alors en posant X = (Y) # 0, on aurait AX = ( 0 B) X (Y) = <BY) =A (Y) = AX donc

le vecteur x dont les coordonnées dans la base B forment le vecteur colonne X serait un vecteur propre de u
associé & la valeur propre A et on aurait x € F (car F = Ex(u)) et x € F- (& cause des p zéros qui débute le
vecteur colonne X), ce qui est impossible puisque car FNFX = {0g} et que x # Og car Y # 0. Ainsi, A n’est
pas racine de xg donc, par définition, comme xao = (X — A)Pxp, 'ordre de multiplicité algébrique de A dans
le polynéme x4, est donc p = dim(Ex(u)) = m.

Méthode vectorielle : si A est valeur propre de up., alors il existe un vecteur x # Og € F* tel que ups (x) = Ax

mais on a alors x € F car x est aussi un vecteur propre de u donc x € FNFL = {0g} ce qui est absurde.
Ainsi, A n’est pas racine de xy_, et, comme Xy = (X — A)Pxy,, puisque xa(X) = (X —A)Pxg(X), Uordre de

multiplicité de A dans le polynéme x,, vaut donc p = dim(Ex(u)).

13.166 | La matrice M(0) est symétrique réelle donc diagonalisable.

Comme Tr (M(0)) =2 et det(M(0)) =1—02%, on axme) =X> —2X+1-02=(X—-1-0)(X—1+9).

M(0) posseéde donc deux valeurs propres distinctes 146 et T — 0. On résout le systéme M(8)X = (1 —0)X et

E1_o(M(0)) = Vect(vy) olivy = (cos %, sin %) De méme Eq19(M(0)) = Vect(vz) ottvy = (cos %, —sin %)

13.167 ) La bilinéarité du produit vectoriel assure la linéarité de u qui est un endomorphisme de R3.
e Sia=0,alors u=0et Keru= R3 et Imu= {0}.

e Si a # 0, on sait que a Ax = 0 <= x € Vect(a) donc Keru = Vect(a). Ainsi dim(Keru) =1 et par la

formule du rang : rangu = 2. Or on sait aussi que Vx € R3, u(x) L a donc Imu C Vect(a)> .
Par inclusion et égalité des dimensions : Imu = Vect(a)=.
13.168 | u est un endomorphisme symétrique, on sait qu’alors il existe une base orthonormale (eq,- -+, en) de E telle
n n n n
que Vk € [[1;n], u(ex) = Acex. Pour x = > xrex € E, on a (x|u(x)) = ( > xxex| Y. )\kxkek) = > )\kxi.
k=1 k=1 k=1 k=1
Comme Ay < --- < An par hypothese et que (ej,---,en) est orthonormale, on a l’encadremet suivant
2

n n
M2 = kZ] A < (xu(x)) < kZ1 Anxig = Anlfx||?.

13.169 Si X = (Xi,j)1<i,j<n c Mn(R)7 il vient DX = (dixi,j)1<i‘j<n = (djxi‘j)1<i,j<n = XD donc l’expression
¢(X) = ((di — dj)xij)1<ijen don Im(¢) C F = {M = (mij)i<ijen € Ma(R) | Vk € [1in], muyie = 0}

Réciproquement, soit M € F, alors M = ¢(X) € Im (¢) si X est la matrice de F telle que x;j = ﬁ si
i— 4

i #j. Par conséquent : Im (¢) =F.

Soit 'application f : x + wcos®x + vsin?x + wsinxcosx, alors f est continue sur R, m-périodique. De

- :
plus fo f(x)dx = @ car f(x) = u—zkv + uco;(Zx) - VCOSZ(ZX) + WS”;(ZX). Par labsurde, si on avait

(u+v)7m

7 : NON ! De méme, si on suppose

7T
M = Max f < YV alors en intégrant sur [0; 7], on aurait f f<
(057 2 0

(u—i—v)ﬂ.
2

7T
m= [%nf] f> (u —2|_ V), on aboutit a la contradiction fo f>
37T

On a donc m < (uz;v) < M. Comme f est continue sur le segment [0; 7], 3(c,d) € [0;7]? tel que M = f(c)
et m = f(d) ; et, comme f(d) < (u?—i—v) < f(c), si on applique le TVI sur Eé\d/]» on obtient I'existence d’un
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u—l—v.

réel x tel que ucos?x +vsin?x +wsinxcosx =

2
Si x =y, 'inégalité |z — %’ < Max(|z — x|, |z — y|) devient une égalité puisque x =y = %H

Si x # y, par symétrie, supposons x < y, on considere deux cas :

osix<x—?li<z, alors ’z—%u‘:z—%u<z—x:\z—x|:Max(|z—x\,|z—y|).

osizgx—?li<y,alors

zfx—?li’:X—?lifz<y—z:|z—y|:Max(|z—x|,\zfy|).

Dans tous les cas, on a bien

z— %H’ < Max(|z — x|, |z — y|) avec égalité si et seulement si x = y.

e Si 3(X,Y) € Mn(R)?, A = XY — YX, alors Tr (A) = Tr (XY) — Tr (YX) = 0 par les propriétés de la trace.

e Si Tr (A) = 0, en ayant admis (1), il existe P € O (R) telle que PAP~! = PA'P = B oli B a tous ses termes
diagonaux égaux, et donc nuls car Tr (B) = Tr (A) = 0 car A et B sont semblables. Avec une matrice D
a termes diagonaux distincts et ¢ associé comme au début de 1’exercice, il vient B € Im (¢) donc il existe
Z € My (R) telle que B = DZ — ZD = PA'P. Ainsi, A = 'P(DZ — ZD)P = (*PDP)(*PZP) — (*PZP)(*'PDP)
donc A = XY — YX en posant X = 'PDP et Y = 'PYP. On a prouvé I’équivalence.

. cos® —sin® a b _ X *
P = = = = - —
Soit Ro (sine cos 6 > € SO2(R) et A (c d) € Mz (R), alors PAP RoAR_g (* Y)
avec X = ucos?x +vsin?x +wsinxcosxollu=a,v=detw=—-b—c. Or I e R, X = qu‘_V = TTZ(A).
Mais A et ROAR_g sont semblables donc Tr (A) = Tr (ROAR_g) et X = TTTW =Y = TTTW La matrice

A est donc orthosemblable & la matrice (z: ;) avec X = 17 Z(A) et (1) est vérifié si n = 2.
5
(i,j) € [1;n]? done |myi — my ;] < 2[|M — M/||oo 4+ §(M’). Comme ceci est vrai pour tout couple (i,j), on a
5(M) < 2|[M —M/|| +8(M’). De méme §(M’) < 2[|[M' = M| +8(M) donc [§(M) —5(M/)| < 2[[M — M/||
et & est continue car 2-lipschitzienne.

L’application 0 : (P,Q) — PA'Q est bilinéaire donc continue et ¢ : P — (P,P) est linéaire donc continue.
Ainsi f: 8000 ¢ — R, définie par f(M) = §(PA'P) est continue sur le compact On(R) (vu en cours) donc
elle est bornée et y atteint ses bornes. Ainsi Pei\élir(LR) §(PAP™) existe.

mii—my;) = [mii—mi+mi g —m 54+ mg < mii = mi [ 4 [mi s —mj 5[+ [mj 5 —mj 5| pour tout

On prend un couple (i,j) € [1;n]]* avec i # j tel que 5(A) = |my; — m;;|. Supposons par exemple que
.- . R . .
i=1etj =2, alors on utilise la matrice P = Oe I ) comme avant qui permet de rendre égaux dans
n—2

PA'P les termes en cases (1,1) et (2,2). La seconde question nous permet d’affirmer que le nombre de couple
(k,1) € [1;n]? tels que 8(A) = [my x — my,1| a baissé strictement. Aprés quelques opérations de ce type, on
va trouver une matrice ortho-semblable & A telle que §(QA'Q) < §(A).

Si on suppose que Pei\élir(tR) §(PAP~T) > 0, ce qu’on vient de faire fournit une contradiction (car O, (R) est

un groupe). Par conséquent PET\SH?R) §(PAP™1) = 0 et la propriété (1) est finalement vraie.

13.170] On sait qu’un projecteur orthogonal est un projecteur symétrique (au sens d’endomorphisme symétrique)

donc Y(x,y) € E2, (x|p(y)) = (p(x)|y). Méme chose pour q : ¥(x,y) € E?, (x|q(y)) = (q(x)|y)

Ainsi, ¥(x,y) € B2, (x[(p +q)(v)) = (xIp(y)) + (xla(y)) = (P(I) + (a(x)[y) = ((p + @) (x)[y) et p + q est
donc un endomorphisme symétrique. En tant que tel, par le théoreme spectral, le polynéme caractéristique
de p 4 q est scindé et il existe une base orthonormée de vecteurs propres de p + q.

Soit A € R une valeur propre de u, et x # Og un vecteur propre associé. Alors u(x) = Ax.

Si p est la projection orthogonale sur F, en décomposant x =y +z avec y € F et z € F-, on a p(x) =y donc
(P()Ix) = (yly +2) = ||yl|* or, d’apreés PYTHAGORE, ||x||* = [[y||* + [|z[|* donc 0 < [jy* < [|x|]*. On a
donc 0 < (p(x)[x) < [[x]|*. De méme 0 < (q(x)[x) < ||x||*.

On écrit (u(x)|x) = (p(x) +q(x)|x) = (p(x)|x)+(q(x)|x) dont on déduit 0 < (u(x)[x) < 2||x||?>. Mais on a aussi
(u(x)[x) = Al[x||?. Donc 0 < Al|x||? < 2||x||? ce qui implique A € [0;2] car |[x||* > 0. Au final Sp(u) C [0;2].
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e Soit x € Ker (u), alors (u(x)|x) = 0 donc (p(x)|x) + (q(x)|x) = 0 alors que (p(x)|x) = 0 et (q(x)|x) > 0.
Ceci impose (p(x)|x) = (q(x)|x) = 0. Or, avec les notations précédentes, (p(x)|x) = |Jy||* donc y = O et
x =z € Ker(p). De méme x € Ker(q). On vient de prouver 'inclusion Ker(u) C Ker(p) N Ker(q). L’inclusion
réciproque étant évidente : Ker(u) = Ker(p) N Ker(q).

On pouvait aussi constater que, puisque p est une projection orthogonale, on a la relation générale suivante
& mémoriser : Vx € E, (p(x)|x) = (p(x)|x — p(x) +p(x)) = |[p(x)||? car x — p(x) L p(x).

e Soit x € Ker (u — 2idg), alors u(x) = 2x donc (u(x)|x) = 2||x||*. Mais (u(x)|x) = (p(x)|x) + (q(x)|x),
(p()) < [ et (a()l) < [[x]7- Ceci impose (p(x)|x) = [Ix|I2 et (a(x)}x) = |[x|[%. A nouveau, on en
déduit que (p(x)|x) = |[y||*> = ||x||* donc ||z||? = 0 et z = O donc x = y € Im(p). De méme x € Im (q).
On vient d’établir l'inclusion Ker(u — 2idg) € Im (p) NIm (q) = Ker(p — idg) N Ker(q —idg). L’inclusion
réciproque est claire donc Ker(u — 2idg) = Ker(p —id g) N Ker(q — id g).

13.171|Soit u € O(E) qui est dans le commutant de O(E), alors Vv € O(E), wov = vou par définition. Les réflexions

sont quasiment les plus simples des isométries : soit a un vecteur unitaire quelconque de E et H = Vect(a)*,

u commute avec la réflexion syy. Ainsi u(sy(a)) = sp(u(a)) ce qui montre que u(—a) = —u(a) = sy (u(a))
donc u(a) € Ker(spy +1idg) = Vect(a). Alors il existe un réel A tel que u(a) = Aa mais comme u est une
isométrie : A = %1 car [[u(a)|| = ||a]|.

Supposons maintenant qu’il existe deux vecteurs unitaires b et ¢ orthogonaux tels que u(b) = b et u(c) = —c

et posons d = \%(b + ¢), alors d est unitaire donc u(d) = £d d’apres ce qui précede mais par linéarité de

u, on a u(d) = \%(b —¢) qui est différent de +d : contradiction.

2
Si on prend une base orthonormée B = (ej,---,en) de E, on ne peut avoir grace a ce qui précéde que
((u(er) = e, u(ez) = ez et u(ez) = e3) ou ((u(er) = —eq, ufez) = —ez et u(e3) = —e3). Ainsi u = idg
ou u = —id g. Réciproquement, ces deux isométries commutent avec toutes les autres donc le commutant

de O(E) est le sous-groupe {id g, —id g} de GL(E).

Il n’existe pas toujours de base canonique dans un espace quelconque. Si c’est le cas, elle est unique par
définition mais pas forcément a ordre pres.

D’apres ce qu’on a fait précédemment, si u commute avec les symétries par rapport a un hyperplan de E, u
commute avec les réflexions donc u = +id g et on trouve encore {id ¢, —id g }.

13.172] Soit S € Sy(R) et X € R™. Soit (V1,---,Vy) une base orthonormée de vecteurs propres de S (théoreme

n n

spectral) associés aux valeurs propres A; < -+ < Ay, on décompose X = > x Vk. Alors SX = > Agxi Vi

k=1 k=1

n n
donc 'XSX = Y AxZ = A1 > x2 = A'XX. Comme A; = Min A, on a bien A;*XX < 'XSX.
k=1 k=1 AESP(S)
On montre bien str de la méme maniére que VS € S (R), VX € R™, TXSX < ()\Nslazcs) A)EXX.
esp

Soit I un intervalle non vide, un couple (S,S’) € S, (1) et un réel t € [0;1]. Montrer que S, (I) est convexe
revient & montrer que la matrice tS+ (1 —t)$’, qui est évidemment symétrique, vérifie tS+ (1 —1t)S’" € Sy (I).

Pour fixer les idées, supposons que I = [a;b[ avec a < b. Par définition de Sy, (I), ( Min_ A) et ( Min_ )
AESP(S) NeSp(S)

appartiennent & [a;b[. Ainsi, pour tout vecteur colonne X € R™, on a les deux inégalités :

EX(tS+(1—1)8)X = t'XSX+(1—-1)*''X > (t( Min_ A)+(1—t)(_ Min_ A"))'XX = (ta+(1—t)a)" XX = a*XX.
AESP(S) AeSp(S’)

t / __ 4t tg/

X(tS+(1—1)8")X = t'XSX+(1—1)'S'X < (t(}\é\/slgzcs)?\)—i—(l —t)(Nze\{SlgEcSI)
Soit A une valeur propre de tS+ (1 —1t)S’, alors il existe un vecteur Y # 0 € R™ tel que (tS+ (1 —1t)S")Y =AY
et on obtient atYY < tY(tS + (1 —t)S")Y = AtYY < blYY d’aprés ce qui précéde. Or 'YY > 0 car Y # 0 donc
a < A < b. Par conséquent, Sp(tS+ (1 —t)S’) C [a;b[=1donc tS + (1 —1)S" € Sn(1).

On vient de prouver que Sy (I) est une partie convexe de M, (R).

A)) XX < (tb+(T—1)b) XX = b'XX.

13.173 ] Soit s € £(E) avec E euclidien et supposons que Vx € E, |[s(x)|| < pl||x||.- Soit A € R une valeur propre

de s, alors il existe x # Og € E tel que s(x) = A d’ou [A|[|x]] = ||Ax|| < pl||x|| et |A| < p en simplifiant par
[|Ix]| > o.
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En considérant que les racines de x5 peuvent étre appelées les valeurs propres de s, soit A € C une racine de

xs donc une valeur propre de A = Mat 5(s) avec B une base orthonormale de E. Il existe un vecteur colonne

X =X;+1iXz £0 € C™ (avec X et X, vecteurs colonnes réels associés aux vecteurs x7 et x, dans la base B)
n

tel que AX = AX et, A est réelle : tX*AAX = Y(AX)(AX) = MEXX = |A|?||X||? en notant [|X||?> = 3 |xk|?.
k=1

Ainsi tXPAAX = Y(X7 — iX2)PAA(Xy +1X2) = X1 PAAXT + EX2PAAX, = [[s(x1)]]? + |[s(x2)||?* ce qui donne

A IIXI12 < p2(|[xa ]| + [[x2][?) = o?|IX||* d’out [A]* < p? en simplifiant par [[X||* > 0 et enfin [A] < p.

Supposons s symétrique et si toutes ses valeurs propres (on sait que xs est scindé dans R) sont en valeur

absolue inférieures ou égales & p > 0, alors on se donne une base orthonormale B = (vq,---,v,) de vecteurs

n
propres de s telle que Vk € [[1;n], s(vk) = Mcvk. Alors, s est bien p-lipschitzien car si x = ) xvi € E, on
k=1

2 n n
\ = 2 Mxg <07 30 xg = p?[[x]]? dott Wx € E, [[s(x)[] < pllx]|-
k=1 k=1

n
s = || X Mo

Si on ne suppose plus s symétrique, seule I'implication = tient encore puisque :

e si ’on prend un endomorphisme u nilpotent non nul, on a Sp(u) = {0} classiquement donc on peut prendre
p = 0 alors que u ne peut pas étre 0-lipschitzien car il existe x # O tel que u(x) = O.

e si 'on prend la projection p sur x = y parallelement & y = 0 dans le plan R? euclidien canonique, on a
Sp(p) = {0, 1} alors que p(ez) = e1 + ez donc ||p(e2)]| = v2llea|.

13.174 | Supposons qu’un tel endomorphisme u soit une isométrie (la linéarité est claire). Alors ||u(a)|| = ||a|| > 0;

2
[lall

or u(a) = («/a||* = 1)a donc |«f|al[? = 1| =1 ce qui donne a =0 ou & =

Réciproquement :
osi =0, u=—id est bien une isométrie vectorielle (symétrie centrale).

esix= ﬁ, u(a) = a et u(x) = —x pour x L a. u est la symétrie orthogonale par rapport & D = Vect(a).
a

13.175 ) On vérifie que 'AA = I3 donc A est orthogonale. De plus, det(A) = 1 par le calcul donc f est une rotation

de R3. On résout AX = X et I'axe de cette rotation est dirigé par le vecteur v = (3,1, —1). On sait que si 6

est 'angle de cette rotation, Tr (A) =1+ 2cos6 = 7% donc cos(0) = f%.
3 0 2

Siu=(0,1,0), alors u ¢ Vect(v) et [v,u,f(v)] = 1 1 —2|>0doncsin6 >0 et 6 =Arccos (— %)
-1 0 1

W |—

13.176 | Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans M3 (R) d’aprés le théoréme spectral et comme

X3 44X2 45X = X(X+2 —1)(X +2 +1) est annulateur de A, Sp(A) C {0, —2+1,—2 —i}. Comme on sait que
Sp(A) C R, alors Sp(R) = {0} donc 0 est la seule valeur propre de A. Or A est diagonalisable : A = 0.
Réciproquement, 0 est solution du probleme. A = 0 est donc la seule matrice vérifiant les hypotheses.

13.177) a. Si A2 = AT alors A* = (A2)2 = (AT)2 = (A2)T = (AT)T = Adonc P = X* =X = X(x3 - 1)
est annulateur de A. Mais comme les racines de X3 — 1 sont les trois racines cubiques de l'unité, P =

X(X —1)(X—j)(X —j2). Les valeurs propres de A étant forcément racines de tout polynome annulateur de A,
Sp(A) C {0,1,j,j%}. De plus, comme P est scindé & racines simples dans C, la matrice A est diagonalisable
dans M, ( C).

b. Si 0 est valeur propre de A, comme A est réelle et que Tr (A) est la somme des valeurs propres complexes
de A comptées avec leur ordre de multiplicité (puisque xa est scindé dans C), la seconde valeur propre de
A est aussi réelle : elle vaut donc 0 ou 1 d’apres la question a.. Si elle valait 0, comme A est diagonalisable
dans Mz (C) et que Sp(A) = {0}, la matrice A serait alors semblable & la matrice nulle, donc serait égale &

la matrice nulle, ce qui a été exclu. Dans ces conditions, on a Sp(A) = {0,1}.
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Par conséquent, le polynéme X(X — 1) annule A qui est donc diagonalisable dans M;(R), d’ou existence
d'une matrice Q € GL2(R) telle que A = QDQ ™' (les deux valeurs propres 0 et 1 sont forcément simples).
Ainsi, A> = QD?Q~! = QDQ™!' = A ce qui montre que A> = A = AT donc que A est symétrique.
Le théoréme spectral (version matricielle) montre alors que A est orthosemblable & la matrice D (ce qui
équivaut a l’existence d’une base orthonormée B de R? formée de vecteurs propres de A), d’oi l'existence
d'une matrice P orthogonale (matrice de passage entre la base canonique et la base B) telle que A = PDPT.
c. Si on suppose que A n’a pas de valeur propre réelle, alors Sp(A) C {j,j?} d’apres la question a.. Mais

comme A est réelle, si j est valeur propre de A, alors j = j? lest aussi, et vice-versa. On en déduit donc

0
matrice U € GL,(C) telle que A = UD'U~'. Mais comme j et j* sont des racines cubiques de I'unité, on

aD?® =1, dou A3 = UD?U"! = ULU' = I, et on en déduit que A2 = A~! = AT donc que A est

que Sp(A) = {j,j?} et que A est semblable, dans M, (C), & la matrice D' = <) ]g ), d’ot1 existence d’une

orthogonale. Comme det(A3) = det(A)3 = det(Iz) = 1, on a det(A) = 1 et A est I'une des matrices Rg du

cours. Or (Rg)® = R3¢ = I, implique alors 36 = 0 [2n1] donc 6 =0 [271] ou 6 = 2371 [2n] ou 6 = 43” [27]. Mais
8 = 0 [2n1] n’est pas possible car alors on aurait Rg = I avec 1 comme valeur propre double. Les deux seules

matrices A qui conviennent dans ce cas sont Ry./3 = % (\_/;: __\<§> ouR_y,/3 = % <__\}§ \_/]§>

13.178 | Si A € My, (R) est symétrique réelle et a ses valeurs propres positives, alors d’apres le théoréme spectral,

il existe P orthogonale et D diagonale telles que A = PD'P. Posons B = PA'P out A = diag(+v/A1,-*+,vAn)
si D = diag(A1,--+,An). On vérifie alors que A = *BB car A> =D

Réciproquement, si A = 'BB avec B € My (R), alors il est clair que 'A = A donc A est symétrique. Toutes
ses valeurs propres sont donc réelles d’apres le théoréeme spectral. De plus, si A est une valeur propre de A,
alors il existe X # 0 tel que AX = 'BBX = AX. On multiple & gauche par X et on a |[|AX]||? = A||X||* d’olt
A >0 car |[X]|> > 0 puisque X # 0. Ainsi : Sp(A) C R,.

Par double implication : A € My, (R) est symétrique & valeurs propres positives <= 3B € M, (R), A = 'BB.

13.179 | Comme ¢ est linéaire en dimension finie, ¢ est continue donc lipschitzienne et il existe une constante k > 0
telle que Y € E, [|¢(uw)]| < Kllull done {[[o(w)[ | [[ull = 1} C R est majoré par k et My = Sup |[o(u)]
1

[lull=
existe. Par CAUCHY-SCHWARZ, |(¢(w)[w)[ < [ld(w)[[ [[u]] <X si[[ul| =1 et {[(¢(w))] | [[ul| =1} C R est
aussi majoré par k donc My = Sup |($p(u)|u)| existe.

Tul|=
Pour u unitaire, d’aprés CAUCHY-SCHWARZ : |(¢(u)u)| < [|d(w)]] [[u]] = || (w)]] < M1 donc M, < M.
Soit A1 < -+ < Ay les valeurs propres de ¢ et (vq,- -+, vy ) une base orthonormale de vecteurs propres associés.
Supposons par exemple que |An| = |A1], alors || = Max |?\| et [(d(vi)vn)| = [An|(vnlvn) = |An| donc
> [Anl- De plus, six = > xovi € E, on a [[6(x)]12 = H z Xicvi ‘ Z Nt < Anl z xZ = [ [Ix|I2

k=1
ainsi My < |Aq|. Alors My < M3 et, par double inégalité : M1 = Sup ||d>( )= Sup |( ( )u)| = M;.

[uf|=1 ul|=

13.180| La matrice M est symétrique réelle donc diagonalisable. M = [;; — l] avec | = (1)1<i,j<n €t comme |
n

est de rang 1, le sous-espace propre Eq(f) = Ker(f —id gn) est I’hyperplan d’équation x; + - -+ +x,, = 0. Or
f(u) = 0 donc Eo(f) = Ker(f) contient la droite Vect(u). On sait que Eq(f) et Eo(f) sont en somme directe
donc R™ = Eo(f) ® E1(f) et ces deux sous-espaces propres sont méme orthogonaux d’apres le théoréme
spectral.
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n n n n

Six = 3 xiei, alors f(x) = > xif(ed) = 3 xi (ei - lu) = x— l( > xi)u = x — L (xjwu dapres la
i=1 i=1 i=1 n n =1 n

matrice M. L’endomorphisme f est la projection orthogonale sur 'hyperplan Eq (f).

13.181 Si f et g sont continues et de carrés intégrables sur R, alors, comme [fg| < %(f2 + g?2), la fonction fg est
aussi continue et intégrable (par comparaison) sur R et [f, g] existe bien.

La bilinéarité de [.,.] provient de la linéarité de I'intégrale, la symétrie et la positivité sont claires. De plus,
sif € Eetl[ff] =0, alors fR 2 = 0 donc, 2 étant continue et positive, ceci implique que 2 = 0 donc f = 0.

Par conséquent, [.,.] est bien un produit salaire sur E.

La matrice Q, est clairement symétrique réelle donc a toutes ses valeurs propres réelles par le théoreme

n

spectral. Si X € R™, on trouve par un calcul classique 'XQ,X = > (oi]oj)xix; = || 3. xkox||* donc
1<ij<n k=1

Q; est symétrique positive. Or Q, est inversible par hypothese donc 0 n’est pas valeur propre de Q. Ainsi,

toutes les valeurs propres de Q. sont strictement positives et a fortiori la plus petite d’entre elles.
(=) si @r+1 € Vect(o1, -, @) alors (a1, ar) € R", @rp1 = a191 + -+ + ar@y. Par bilinéarité du

produit scalaire, la r + 1-iéme colonne (notée C,41) de Qyy1 est combinaison linéaire des r premieres :
Cr+1 =a1C1 + -+ + a,Cy donc Q41 n’est pas inversible.

(<=) Si Q41 n’est pas inversible, alors comme les r premieres colonnes de Q41 ne sont pas liées (sinon
en enlevant les termes de la derniere ligne, les r colonnes de Q. seraient aussi liées ce qui contredirait

Pinversibilité de Q. ), c’est forcément que la colonne r+ 1 est combinaison linéaire des r premiéres colonnes :
T
Cry1 =a1Cy + -+ a,Cy avec (a7, a,) € R". Ceci signifie que Vi € [1;7 + 1], (@ilor+1) = > aj(ei|ej)
j=1
T T
Ol — Y. aj(pj) = 0. Le vecteur x = ¢r41 — Y aj@j est donc orthogonal a tous
j=1 j=1

qui se traduit par ((pi
les vecteurs @y (pour k € [1;+ + 1]) donc il est orthogonal & lui-méme : il est donc nul. Par conséquent

.
@ri1 = Y aj@; donc @ri1 € Vect(@1,- -+, @r).
=1

2
H = 0. Or, pour tout entier k € N*, on peut aussi écrire

T
Avec les notations précédentes, on a ‘ ’cpr+1 — Z] a;j Q;
):
T 2 T T
N = H(Pr+1+k - aj(Pj—o—kH = <<Pr+1+k - ai‘Pi+k‘(Pr+1+k - aj<Pj+k) donc on a développant par
j=1 i=1 j=1

T T
bilinéarité N = (@r14kl@rr14x) = 2 aj(@ri14xl@jrn) — 20 ail@itkloriie) — X aiaj(@itk|@jx)-
=1 =1

i 1<i,j<n

T T
Mais par hypothese, ceci devient : N = (@r11]|@r11)— Z Clj((pr_H |(pj)— Z ai(@i|lors1)— Z aiaj((pi|<pj)
i=1 i=1 1<ij<n

T 2
donc N = H(pT_H — Z a]'(ij =0. Ainsi, Vk € N*, Qr4+14k € Vect((pk_H, tety (Pr+k)-
=1
On montre maintenant par une récurrence forte que Vn € N* Vk € [1;n], ok € Vect(o1, -, @r).
L’initialisation est faite ci-dessus pour n < r+1. Si, pour n > r+1, on a Vk € [1;n], ¢k € Vect(o1, -, ¢r),
alors @n4+1 € Vect(@n—_rt1,-*+,®n) OF tous ces vecteurs @n_r 41, -+, @n sont dans Vect(¢1,---, ¢,) donc a

fortiori @n41 € Vect(@1, -, ;). L’hérédité est établie.

13.182 ) Méthode 1 : si f est inversible, Ker(f) = {0}, Im (f) = E et E = Ker(f) @& Im (f). Sinon, en notant les

T T
valeurs propres distinctes de f : Ay =0 et Az,...,Ar non nuls, on a £ = @E;\k(f) = Ker(f) & (@E)\k (f))
k=1 k=2
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Or, siAx # 0, Ex, (f) C Im (f). En posant F = @ Ea, (f), on a F C Im (f) et F est un supplémentaire de Ker(f).
k=2

Avec la formule du rang, ceci impose dim(F) = rang (f) donc F = Im (f) et on a aussi E = Ker(f) @ Im (f).

Méthode 2 : avec (x,y) € Ker (f) x Im (f), Iz € E, y = f(z) d’ou (x|y) = (x|f(z)) = (f(x)|z) = (0g|z) = 0. On
vient d’établir que Ker(f) L Im (f) et on conclut Im (f) = Ker(f)* par le théoréme du rang.
C’est important : Si f est symétrique, Ker(f) et Im (f) sont supplémentaires orthogonaux.
Si f € ST(E) et dim(E) = n, il existe une base orthonormale B = (v1,---,vy) de vecteurs propres de f tels
que Vk € [1;n], f(vk) = Akvk avec Ax = 0. Soit h I'unique endomorphisme de E qui vérifie les conditions
Vk € [1;n], h(vk) = VAvk. Comme h posséde une base orthonormale de vecteurs propres, h est un
endomorphisme symétrique. De plus, ses valeurs propres sont les v/Ax > 0 donc h € ST (E).
Par construction, on a h? = f (on le vérifie sur la base B).

Soit deux endomorphismes symétriques positifs f et g de E.
D’apres la question précédente, il existe h et k symétriques positifs tels que h? = f et k? = g.
Les inclusions Ker(f 4 g) D Ker(f) N Ker(g) et Im (f 4+ g) C Im (f) + Im (g) sont vraies en général.

e Soit x € Ker(f 4 g), alors f(x) 4+ g(x) = 0g. Ainsi, (x|f(x) + g(x)) = 0 = (x|f(x)) + (x|]g(x)) or (x|f(x)) >

t (x|g(x)) = 0 donc (x|f(x)) = (x|g(x)) = 0. Puisque h est symétrique : (x|f(x)) = (x|h?(x)) = [|h(x)||* =0
donc h(x) = 0g. De méme k(x) = 0g. On en déduit que f(x) = h(h(x)) = 0g. De méme g(x) = O¢ et on a
bien x € Ker(f) N Ker(g). On conclut & Ker(f + g) = Ker(f) N Ker(g) par double inclusion.

e f+g est aussi symétrique et, pour deux sous-espaces F et G d'un espace euclidien, on a (FNG)+ = F-+G*.
Ainsi Im (f) + Im (g) = Ker(f)* + Ker(g)* = (Ker(f) N Ker(g))* = (Ker(f + g))* = Im (f + g).

13.183)a. Classiquement, pourn € N*, ona Sy +iT, = + > etk® = 3™ (e®)k. Comme e'® # 1 car 0 # 0 [n], par
=1

k=1
(n+1)6
, J0 ine g ingnesin( )
les formules d’EULER et la technique de I’ “angle moiti€¢” : S, +iTp = ==X 55— =¢ 2 ——-=F—.
nooe —1 sin (E)
+1)0 +1)0 +1)0
sin((n ) )cos ((n ) ) sin? (u)
Ainsi, il vient S, = - 2 et Th = ———2-——
nsin(0/2) nsin(0/2)
On adonc lim S, = Um T, =0 car sin et cos sont des fonctions bornées.
n—-+oo n—-+oo

b. e Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2 et r une rotation de E. Dans toute base orthonormale
cos(8) —sin(0)

B de E, d’apres le cours, on a Mat (1) = Rg = (Sm(e) cos(0)

> si 0 est 'angle de r. Comme composer

deux rotations de méme centre et d’angles « et f conduit & créer une rotation d’angle o + 3, on montre par

, . n _ [ cos(nd) —sin(no) . 1k _(Sn —Tn
une récurrence simple que Ry = <sin(n6) cos(nd) )’ Sivy, = o k§1 %, on a Mat g (vn) = T s, )

Le calcul précédent montre alors que liT vn = 0 (dans l'espace vectoriel normé £(R?) de dimension finie).
n——+oo

Pour x € E, @y : u > u(x) qui va de £(R?) dans R? est linéaire donc continue (on est en dimension finie)

. o . o . o l L Kk o
donc nl_1>1100 vn(x) = nl_l)TOO ox(vn) = (px(nhToov“) = @x(0) = 0. On en déduit que hT - k21 ™™ (x) = 0g

pour tout x € E. On peut aussi raisonner avec les suites coordonnées dans la base B de (v (x))n>1-

e Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et r une rotation de E, il existe d’apres le cours une base

LS . 1
orthonormale B = (a, b, c) de E adaptée & cette rotation telle que Mat 5 (1) = (O RO ) (par blocs). Comme
0
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n 1 0 0 1 0 0 1 0 0
ci-dessus, si v, = 1 vk onaMatg(va) =10 Su —Tn |.Or lim 0 S¢ —-Tn =0 0 0
n n—-+4oo
0 Ty Sn 0 Tn Sn 0 0 0
et cette matrice est celle de la projection orthogonale p sur l'axe Vect(a). Comme avant, lim v, = p

n—-+oo
(dans lespace vectoriel normé £(E) de dimension 9). Pour x € E, ¢x : u+ u(x) qui va de £(E) dans E est

linéaire donc continue donc nEToo vn(x) = nEToo ox(vn) = (px(nE;Toovn) = ¢x(p) = p(x) = (x|]a)a. On a

n
bien montré que lim 1 > v*(x) = (x|a)a pour tout x € E.
n—+oo N =

c. Sion prend x € Ker(u—idg) et y € Im(u —idg), il existe un vecteur z € E tel que y = u(z) —z
donc (xly) = (x|u(z) — z) = (xJu(z)) — (x|z) = (u(x)|[u(z)) — (x|z) = 0 donc Ker(u —idg) et Im (u —id )
sont orthogonaux. Ainsi Ker(u —idg) et Im (u — id¢) sont en somme directe, et par la formule du rang
dim(Ker(u —idg)) + dim(Im (u —id g)) = dim(E), on en déduit donc que Ker(u —id¢) et Im (u—id ¢) sont
supplémentaires dans E. De plus, Ker(u —id g) et Im (uw — id ) sont bien des supplémentaires orthogonaux,
ce qui se traduit par Ker(u —idg) = Im (u —id g)*

Soit x € E qu'on décompose x = y +z avec y € Ker(u —idg) et z € Im(u — idg). Comme il existe

un vecteur v € E tel que z = u(v) — v, on a uf(x) = uk(y) + uk(u(v) —v) = y + u**T(v) —uk(v). Par

. . ] < u (V) —u(v)

télescopage, toujours en notant v, = — >, uk on a vy(x) =y + . Comme u est une
k=1

isométrie, [T (v)|| = [[w®)|| = [[v]|. Ainsi, [va(x) =yl < 2 done tim vn(x) =y = p(x) ot p est la

n n—+oo
projection orthogonale sur Ker(uw—id g). On retrouve les cas particuliers de b. dans cette conclusion générale
puisque pour une rotation r d’un plan euclidien E on a Ker(r —id g) = {0} et, pour une rotation r d’angle 0

autour de ’axe D orienté par le vecteur a d'un espace euclidien de dimension 3, on a Ker(r—id g3 ) = Vect(a).

Si A € Mn(R) vérifie A3 + 9A = 0, alors P = X3 + 9X = X(X — 31)(X + 3i) est annulateur de A donc le
spectre de A est inclus dans l’ensemble des racines de P, a savoir {0,3i, —3i}.
Comme P est scindé a racines simples dans C[X], A est diagonalisable dans My (C).
Si P était diagonalisable dans My (R), comme la seule valeur propre réelle possible de A est 0, la matrice
A serait semblable & la matrice nulle donc elle-méme nulle ce qui contredit 1’énoncé. Ainsi A n’est pas
diagonalisable dans M, (R).
Comme A est réelle, xo € R[X] donc les ordres de multiplicité de 3i et de —3i sont les mémes. Comme la
somme des ordres de 0, 3i et —31 vaut n, 'ordre de multiplicité de 0 est impaire donc pas nulle. Ainsi 0 est
valeur propre de A et A n’est donc pas inversible.
Si A était symétrique, elle serait diagonalisable dans M, (R) d’apres le théoréme spectral et on a déja vu

que c’était impossible car A # 0. Ainsi A n’est pas symétrique.

13.185 | Du cours : si M est symétrique réelle, toutes ses valeurs propres sont réelles d’apres le théoreme spectral.

(=) Soit A € R une valeur propre de M, il existe donc un vecteur X # 0 tel que MX = AX. On a donc
YXMX = A||X||? > 0 donc A > 0 car [|X||? > 0.
(«<=) Si les valeurs propres Ay, - +,An de M sont toutes strictement positives et si (Vq,- -+, Vy) est une base

orthonormale de vecteurs propres associés aux valeurs propres Aj,---,A, (elle existe d’apres le théoréme
n n

spectral), on décompose X = > x Vi # 0 et 'XMX = > Apx? (classique). Ainsi, comme X # 0, au moins
k=1 k=1
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I'un des xi est non nul et Akxi sera strictement positif donc tXMX > 0.

Comme toutes les valeurs propres de M sont strictement positives, 0 n’est pas valeur propre de M donc M
est ”injective” donc "bijective” : M est inversible. Si M = PD'P avec D diagonale contenant les valeurs
propres (avec leurs ordres de multiplicité) et si P est orthogonale, alors M~ = PD~'*P donc M~ est aussi
symétrique et D™ est aussi diagonale avec des valeurs propres (comme M) strictement positives donc M~!
vérifie la méme propriété que M.

Si on avait un couple de matrices symétriques définies positives qui vérifiait (A+B)~! = A~1 + B!, alors en
multipliant par A4B, on aurait I, = (A~"4+B~")(A+B) = I, +A"'B4+B 'A+I, donc A~ 'B+B TA+I,, =0
ce qui devient, en multipliant par A : A +B + AB~'A = 0. Ainsi, pour tout vecteur colonne X, on aurait
EXAX 4+ 'XBX + *XtAB~TAX = 0. Or chacun de ces trois termes est positif ou nul car *X*AB~TAX = tYBY
avec Y = AX donc la somme ne peut étre nulle que si chacun est nul. Or *XAX = 0 implique X = 0. On aura
donc une contradiction dés qu’on prend un vecteur non nul. Il n’existe donc pas de couples (A,B) € ST+ (R)
tel que (A+B)" 1 =A"1 + B,

13.186 | Soit (x,y) € Im (u) x Ker(u), alors 3z € E, x = u(z) donc (x|y) = (u(z)ly) = —(zJu(y)) = —(z|0) = 0.
Ainsi Ker(u) et Im (u) sont orthogonaux ce qui montre l'inclusion Im (u) C (Ker(u))*. Par la formule du
rang, on a dim(E) = dim(Ker(u))+dim(Im (u)) donc dim(Im (1)) = dim(E)—dim(Ker(u)) = dim((Ker(u))*)
et on déduit par inclusion et égalité des dimensions que Im (u) = (Ker(u))=*.

Ainsi, les sous-espaces Ker(u) et Im (u) sont supplémentaires orthogonaux dans E.
Si Im (u) = {0g }, alors u = 0 donc la matrice de u est de la forme annoncée dans toute base orthonormale.
Si Im (u) # {0}, comme E = Ker(u) @ Im (u), v induit un automorphisme v de Im (u) par le théoréeme du

rang et si on considére une base orthonormée B’ et Im (u) et B” de Ker(u), alors B = (B’,B”) est une base

orthonormale de E et Mat g(u) = M = est antisymétrique car M = ((ei|u(ej))1<i,j<n donc A est

0
0 0
aussi antisymétrique. Or, A = Mat ¢/ (v) donc det(v) = det(A) = det(*A) = det(—A) = (—1)"det(A) en
notant r = rang (u). Mais puisque v est un automorphisme, det(v) # 0 donc (—1)" =1 donc r est pair. En
notant r = 2k, on peut noter B” = (vax41,--+,vn) la base orthonormale choisie dans Ker(w).
Par hypothese, V(x,y) € F2, (W?(x)ly) = (v*(x)ly) = —(u(x)|u(y)) = —(=(x?(y))) = (xlu?(y)) = (xv*(y)
donc s = v? est un endomorphisme symétrique de Im (u). De plus, s € GL(Im (u)) car v € GL(Im (u)). Par

le théoreme spectral, s est diagonalisable dans une base orthonormale de Im ().

e Soit wj un vecteur propre propre de s, alors il existe un réel A; non nul tel que s(wy) = Ayw;. Or

(vVZ(wi)wr) = (s(wr)|w1) = M [wi|]? = —(v(w1)[v(w1)) = —|[v(w1)||* < 0 car v(wq) # 0 donc Ay < 0. De
plus, (v(wi)[wi) = —(wi|v(w1)) donc v(wq) L wy. Posons vi = —Y— et vy = v(wi) de sorte que vq
[Pl [v(w)ll
et v, sont unitaires et orthogonaux. De plus, v(vy) = \|}|(W1|)‘ = ||\|)|(W1|?Hvz Or on a vu précédemment que
w1 w1
(HV(M)H)Z — Ay done PO 50 Do meme, vivy) = vVwi) _ awyp Mlwill | s
[Pl [Pl oIl eIl (vl

nouveau, v(vz) = \/}‘]Tw = —y/—A1vy. Alnsi, en posant a1 = /—=A1 >0, u(vi) = ajvz et u(va) = —ayvy.
-\

e Comme le plan P = Vect(vy,v2) est stable par u d’apres les calculs précédents, son orthogonal dans Im (u),

noté P+, lest aussi ; en effet, siy € PL et x € P, alors (u(y)|x) = —(y[u(x)) car y € P et u(x) € P. Ainsi
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v induit sur P+ (de dimension 2k — 2) un endomorphisme antisymétrique et on continue & créer des plans

stables jusqu’a obtenir Im (1) = Py @ - - - @ Py ou chaque P; vaut Vect(vai—1,v2i) avec u(vai—1) = ajvai et

u(v2i) = —aivzi_1 avec Ay = —ai2 une valeur propre strictement négative de s.
e On construit comme ceci une base orthonormale B = (v1,v2,V3,v4,*+,V2k—1,V2k, V2k+1, " *,Vn) de E telle
Aq 0 . 0
0 N 0 —aq *
que Mat 5(u) = ou A; = et a; € RY comme attendu.
. Ak 0 ai O
0 . 0  On_2x

13.187| a. Espace euclidien : un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

Projecteur : endomorphisme tel que p? = p, la projection sur Im (p) = Ker(id g — p) parallelement & Ker(p).
Base orthonormée : une base (vi,---,vn) de E telle que V(i,j) € [1;n]%, (vilvj) = 61

b. (=) si p est orthogonal, soit xi = yx + zx avec yx € Im(p) et zx € Ker(p) pour k € {1,2}. Alors
p(x1) = y1 et p(x2) = yz par construction, ainsi, comme y7 L z3 et yo2 L z1, p est bien symétrique car
(P(x1)lx2) = (Wrly2 +22) = (1 ly2) + (yilz2) = (Wily2) = (Yily2) + (z1]y2) = (1 + z21ly2) = (alp(x2)).
(<) Si p est symétrique, soit y € Im (p) et z € Ker(p), alors (y|z) = (p(y)|z) = (ylp(z)) = (y|0g) = 0 (car
Im (p) = Ker(p —id g)) donc Im (p) L Ker(p) ce qui justifie que p est un projecteur orthogonal.

Par double implication, si p est un projecteur : p est orthogonal si et seulement si p est symétrique.

12 = (plew)lp(ex)) = (exlp?(ex)) = (exlp(ex)) car p est

symétrique. Or, (ex|p(ek)) est le coefficient en case (k,k) de la matrice A = Mat 5(p) puisque B est une

c. Sip est orthogonal, pour k € [1;n], ||p(ex)

n
base orthonormale. On en déduit que > |[p(ex)||> = Tr (A) = Tr (p). Mais on sait aussi, en notant r
k=1

le rang de p, qu’il existe une base B’ (adaptée & la décomposition E = Ker(p — idg) @ Ker(p)) telle que

D = Mat ¢/(p) = (Ior g) (par blocs). Comme A et D sont semblables : Tr (A) = Tr (D) = r = rang (p).

n
Finalement : 3" [[p(ex)||> = Tr (p) = rang (p).
k=1

d. Soit (x,y) € E?, si on note X et Y les vecteurs colonnes des coordonnées de x et y dans la base orthonormale
B, la relation (p(x)|y) = (x|p*(y)) se résume a 1’équation *(AX)Y = *X(*AY) qui est évidente.

e. Bien siir, on a I'inclusion Ker(p) C Ker(p* op) car si p(x) = Og, alors p* op(x) = p*(p(x)) = p*(0e) = O¢.
Réciproquement, soit x € Ker(p*op), alors p*op(x) = 0 donc 0 = (x|[p*op(x)) = ||p(x)||* d’aprés la question
précédente donc ||p(x)|| = 0 qui traduit x € Ker(p). Par double inclusion : Ker(p* op) = Ker(p).

13.188 | S est symétrique réelle donc ses valeurs propres sont toutes réelles et S est diagonalisable par le théoreme

spectral. Soit une matrice colonne X € My 1(R), alors *(*XAX) = 'X*AX donc *XAX = tXSX.

S est orthosemblable & une matrice diagonale réelle, 3P € O(n) telle que B = PD'P avec D = diag(A1,- -+, An)-
En posant Y = 'PX, on a 'YY = 'XP'PX = tXX donc A1'XX = A1tYY < TXSX = 'YDY < AL tYY = AL EXX.
Soit maintenant une valeur propre v (donc forcément v € R) de A, alors il existe un vecteur colonne non
nul X tel que AX = vX et 'X'A = v'X donc 'XSX = v*XX d’ott 'on déduit v € [A1;An] car *XX > 0.
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