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a. Pour (x,x',y) € E? et « € R, on a ®(ax + x',y) = (u(ox + x')|y) = (eu(x) + u(x')|y) par linéarité de
u donc ®(ox + %', y) = a(u(x)|y) + (u(x)|y) = a®(x,y) + ®(x',y) par bilinéarité du produit scalaire donc

® est linéaire par rapport & sa premiere variable. De méme, si on se donne (x,y,y’) € E2 et p € R, on a
D(x, py+vy’) = (uwx)|By+y’) = plux)y) + ux)y) = BP(x,y) + P(x,y’) par bilinéarité du produit scalaire
donc ® est linéaire par rapport a sa seconde variable. Au final, ® est bien bilinéaire.

Si @ est symétrique, pour (x,y) € E?, ®(x,y) = ®(y,x) donc (u(x)|y) = (u(y)|x) = (x|u(y)) par symétrie du
produit scalaire donc u est un endomorphisme auto-adjoint. Par le théoreme spectral, u est diagonalisable.
b. Montrons que ® est un produit scalaire si et seulement si Sp(u) C R (u symétrique défini positif).
(=) Si ® est un produit scalaire, soit A une valeur propre de u, alors il existe un vecteur non nul x de E
tel que u(x) = Ax. Comme ®(x,x) > 0 par hypothése, on obtient (w(x)[x) = (Ax|x) > 0 donc Al[x||* > 0 d’on

A >0 car |[x||? > 0. Ainsi Sp(u) C R% et u est bien un endomorphisme symétrique défini positif.

(<) Si Sp(u) C R%, soit x # O € E et B = (v1,---,vn) une base orthonormée de E formée de vecteurs
n

propres de u associés aux valeurs propres Aj, - -, Ay strictement positives. On décompose x = > x v et
k=1

D(x,x) = (u(x)|]x) = (u( k§1 xkvk)‘ k§1 xkvk) = (k§1 ArXK VK

orthonormée donc ®(x,x) > 0 car au moins 1'un des xy est non nul et alors AgxZ > 0. Ainsi, ® est une forme

n n
> xkvk) = > Mxi car ‘B est une base
k=1 k=1

bilinéaire symétrique définie positive donc un produit scalaire.

c. u est diagonalisable d’aprés a. et son rang vaut 1. Comme dim(Ker(u)) =n — 1 > 0 par la formule du
rang, 0 est valeur propre de u. Comme E est la somme orthogonale de ses sous-espaces propres, il n’y a
qu’une valeur propre non nulle de u, on la note A. Alors, E = Ker(u) @ Ex(u) donc Ex(u) = Vect(v) = Im (u)

(avec v # Og) est une droite et Ker(u) L Im (u) donc Ker(u) = (Vect(v))*.

Tout vecteur x de E s’écrit x = x — wv + wv = p(x) + o(x)v avec p(x) = x — ‘(E;Lgv le projeté
(xv)

||v||2v v) = (xjv) = (x|v) =0 et o(x) = |(\)\()‘|\\2 L’application ¢ est une

forme linéaire sur E par bilinéarité du produit scalaire. Ainsi ®(x,y) = ®(p(x) + ¢ (x)v,p(y) + ¢(y)v) donc
2(x,y) = 2(p(x),p(v)) + @(X)2(v,p(y)) + @(V)2(p(x),v) + @(x)(y)®(v,v). Mais, comme p(x) € Ker (u),
P(p(x),v) = (u(p(x))lv) = (0e|v) = 0. De méme, il vient ®(v,p(y)) = 2(p(y),v) = (ulp(y))lv) = (0elv) =0
et B(p(x), p(y)) = (u(p(x))[ply)) = 0 car p(x) € Ker(w) et ply) € Ker(u). Ainsi ®(x,y) = @(x)o(y)D(,v)

On considére alors trois cas :

orthogonal de x sur Ker(u) car (x —

e Si ®(v,v) =0, on pose { = 0 € E* la forme linéaire nulle et on a bien V(x,y) € E2, ®(x,y) = L(x)l(y).
e Si ®(v,v) >0, on pose y = 1/®(v,v) et £ = L € E* et on a V(x,y) € E?, ®(x,y) = L(x){(y).
Y

e Si ®(v,v) <0, on pose y = /—®(v,v) et £ = L € E* et on a V(x,y) € E2, ®(x,y) = —L(x)l(y).
Y

Dans les trois cas, il existe £ € E* tel que V(x,y) € E2, ®(x,y) = el(x)l(y) avec ¢ = +1.



a. La matrice A est symétrique réelle donc, d’apres le théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale
P € O(n) et une matrice diagonale D = diag(A1,---,An) O A7, - - -, Ay sont les valeurs propres de A (comptées
avec leur ordre de multiplicité) telles A = PDPT. Comme PT = P~! A est diagonalisable.

b. Avec les notations précédentes, comme Sp(A) C R,, posons A = diag(yv/A1, -, v/An) de sorte que
D = A? donc que A = (PA)(APT) = M™M en posant M = (APT) car A est symétrique car diagonale.

c. Comme 0 ¢ Sp(A), on a Sp(A) C R par hypothese. L’application ¢ : (X,Y) — XTAY est bien définie
si on identifie XTAY & un réel. Sa bilinéarité vient de la distributivité du produit matriciel par rapport
4 la somme et de la linéarité de la transposition car, par exemple si (X,X,Y) € (R™)3 et A € R, on
a @(aX +X,Y) = (aX + X)TAY = (aXT + X'TAY = aXTAY + X'TAY = ap(X,Y) + @(X',Y). De plus,
e(Y,X) = YTAX = (XTAY)T = ¢(X,Y) car A est symétrique donc ¢ est aussi symétrique. Si X € R™ tel que
X # 0, en notant B = (Vq,- -+, Vy) une base orthonormale de vecteurs propres de A (avec AVy = A Vi), on

n n n n
décompose X = 3 xx Vi et on a @(X,X) = XTAX = (X|AX) = ( SoxiVi| Y. ijjvj) = > Akxg car B est
=1 k=1

k=1 i=1
une base orthonormale. Comme X # 0, I'un des xj est non nul donc 'un des )\kxﬁ est strictement positif. On

en déduit que @(X,X) > 0 donc que ¢ est définie positive. Au final, ¢ est une forme bilinéaire symétrique

définie positive, c’est-a-dire que ¢ est un produit scalaire sur R™.

Soit la base canonique By = (E1,---,En), alors si A = (aij)i<ij<n, O & ajj = EiTAEj = ¢(Ey, Ej).
On peut donc construire par le procédé d’orthonormalisation de GRAM-SCHMIDT une base orthonormale
B = (Wj,---,Wy) pour le produit scalaire ¢ qui vérifie Vk € [[1;n], Vect(Eq,---,Ex) = Vect(Wq,---,Wy)
et @(Ex, Wx) > 0. La matrice de passage de B & Bg est donc de la forme B € M, (R) triangulaire supérieure
avec ses coefficients diagonaux strictement positifs. Comme B est une base orthonormale pour ¢, on a

B = (¢(Ej, Wi))1<i,j<n. Ainsi, B'B est la matrice de GRAM telle que B'B = (@(Ei, Ej))1<ij<n = A.

a. Supposons U et V non inversibles, alors det(U) = det(V) = 0 et I'inégalité se résume & det(U + V) > 0.

Or U+ V est symétrique donc, par le théoréme spectral, U+ V = PDPT avec P € 0,,(R) et D diagonale. Or
les valeurs propres de U + V sont positives car, si (U4 V)X = AX avec X # 0 donc ||X||> > 0, alors il vient

(U+V)X|X) = A|X]]? = (UX]X) + (VX|X) = 0 donc A > 0. Ainsi, la diagonale de D est composée uniquement
de termes positifs donc det(U + V) = det(D) > 0 et on a I'inégalité attendue.

b. e Si U = I, comme V est matrice symétrique positive, par le théoréme spectral, il existe & nouveau
Q € O(n) et D' = diag(u1,---,pn) avec uy,-- -, un positifs telles que V.= QD’QT. Ainsi, on peut écrire
det(I, +V) = det(QQT +QD’QT) = det(Q(I, + D')QT) = det(Q)det(I,, + D’)det(QT) = det(I,, + D’) donc,

n n n n
comme [[ (T4+wue) =1+ me+ >, winj+---+ [ uxe =1+ [] uk, on parvient a I'inégalité souhaitée,
k=1 K 1<igj<n k=1 k=1

=1
n n
c’est-a-dire det(In + V) = [[ (1 + ) <1+ [] me =1+ det(V) = det(In) + det(V).
k=1 k=1

e Supposons seulement U inversible. En notant Aq,---, A, les valeurs propres strictement positives (comme
avant et puisque 0 ne peut pas faire partie des valeurs propres d’une matrice inversible) de U (éventuellement

répétées), U = PDPT avec P orthogonale et D = diag(A1,---,An). En posant A = diag(v/A1,---,vAn) et



n
S = PAPT il vient S = ST donc S est symétrique et inversible car det(S) = [] v/Ax > 0 et, comme
k=1

PTP=1I,,onalU=SS" =82 Alors U+V = S? +SS7'V§71S = S(I,, + W)S avec W = S~'Vs~!. La
matrice W est aussi symétrique car WT = (S1)TVvT(s~1)T = (sT)=Tv(sT)=T =s~Tvs~! = W et elle vérifie
(WX|X) = XTS7TVS=1X = YTVY > 0 en posant Y = S™'X. D’aprés le cas U = I, traité avant, on en
déduit que det(I, + W) > 1+ det(W). Comme det(U + V) = det(S(I, + W)S) = det(S)*det(I, + W) et
det(U) + det(V) = det(S?) + det(SWS) = det(S)?(1 + det(W)), on a bien det(U + V) > det(U) + det(V).
e Si U est non inversible et V inversible, on échange les roles et (I) est encore vérifiée.
Dans tous les cas, on a établi 'inégalité (I) : det(U+ V) > det(U) + det(V) si U et V symétriques positives.
c. D’apres la disjonction de cas précédente, (I) devient une égalité :
esin=1car U= (u)etV=(v)avecu,v>=0etdet(U+V)=u+v=det(U)+ det(V).
e si U, V, U+ V sont toutes trois non inversibles car alors det(U + V) =0 =0+ 0 = det(U) + det(V).
e si U est inversible et n > 2 et ki] M+ Y, WiMj+ - =0<= 1 =--- = un = 0 car ces valeurs

1<i<j<n
sont toutes positives, et dans ce cas W = 0 donc V = SWS = 0.

e si V est inversible et n > 2 et U = 0 par symétrie entre U et V.

Au final, il y a égalité dans (I) si n = 1, si 'une des matrices U et V est nulle ou si les trois matrices U, V,
U + V sont toutes non inversibles (par exemple si U =E;; et V =E; ;) quand n > 3).

a. D’apres le cours, l'application (A,B) + (A|B) = Tr (ATB) définit un produit scalaire (le produit scalaire
canonique) dans My (R). Ainsi, n : My (R) — R vérifie n(A) = Tr (ATA) = Tr (AAT) = ||A]|%.
Soit (A,B) € (Mn(R))?, n(AB) = Tr ((AB)T(AB)) = Tr (BTATAB) = Tr (BBTATA) par propriété de la
trace donc n(AB) = Tr (S'S) avec S’ = BBT € S,(R) et S = ATA € S, (R). Or, pour tout X € My 1(R),
on a X'SX = XTATAX = [|AX||? = 0 et XT$'X = X"BBTX = ||BTX||? > 0, donc les matrices S et S’ sont
symétriques positives (donc dans S (R)). D’aprés le théoréme spectral, il existe P € O(n) telle que S = PDPT
avec D = diag(A1,--+,An) OU A7, -+, Ay sont les valeurs propres positives de S (répétées avec leurs ordres de
multiplicité). Posons C = PTS’P, donc §’ = PCPT et Tr (S'S) = Tr (PCPTPDPT) = Tr (PCDPT) = Tr (CD) car
PCDP' et CD sont semblables. Comme n(A) = Tr (AAT) = Tr (ATA) = Tr (S) et n(B) = Tr (BBT) = Tr (§'),
il s’agit donc d’établir que n(AB) = Tr (§'S) < Tr (S)Tr (') = n(A)n(B). Comme Tr (S) = Tr (D) (resp.
Tr (C) =Tr (§')) car S et D (resp. S’ et C) sont semblables, on veut montrer que Tr (CD) < Tr (C)Tr (D).
La matrice C est symétrique car CT = (PTS'P)T = PTS'T(PT)T = PTS’'P = C car S’ est elle-méme symétrique.
De plus, si X € Mn,1(R), on a XTCX = XTPTS'PX = YTS'Y = |[BTY||> > 0 en posant Y = PX. Ainsi,

C € S (R). En notant C = (ci,j)1<i,j<n, On sait que ¢; ; = EJ CEj done cx x = ELCEx > 0 donc les termes

diagonaux de C sont positifs. Ainsi, comme on a CD = (cijAj)1<i,j<n par calcul matriciel, on obtient
n n n n
T (CD) = % e < (L i) x (X A) = T (OTr (D) car Tr ()T (D) = 3 cphic + 3 iy
k=1 i=1 j=1 k=1 1<E,j<n
i#j

et ci,3 = 0 et Aj > 0. Ainsi, Tr (CD) < Tr (C)Tr (D) donc Tr (S'S) < Tr (S)Tr (S’) et n(AB) < n(A)n(B).
b. A € S (R) donc, d’apres le théoréme spectral, il existe P € O(n) et D = diag(Aq, - -+, An) diagonale telles

n
que A = PDPT. Ainsi, AAT = PDPTPDTPT = PD?PT donc n(A) = Tr (AAT) = Tr (D) = > M. Pour
k=1



n
tout couple (i,j) € [1;n]? tel que i # j, on a donc 2n(A) = 3 (2AF) donc 2n(A) > 20 + 277 > (i — \j)?
k=1

car 207 + 207 > (At — M)? <= 207 + 200 = A7 = 2MA) + A <= AT 4 20iA5 + A7 <= (At +Aj)? = 0 ce
qui est clairement vrai. Ainsi, comme on a aussi 2n(A) = 2||A[|? > 0 = (A{ — A;)?, on peut affirmer que
V(i,j) € [1;n]%, 2n(A) > (A; —A;)?. Mais comme les valeurs propres de A sont classées dans 1'ordre croissant,
la plus grande valeur de (A; — Aj)? quand (i,j) € [1;n]? est (An — A1)? de sorte que la meilleure minoration

de n(A) obtenue par ce procédé est (A, —A7)? < 2n(A) (I).

n n—1 n—1
On a2n(A) =2 k21 A2 =20 +2A2 + kZz (2A2) = (An = A1)+ (A1 +An)2 + kzz (2A2) donc on a égalité dans

n—1
(1) si et seulement si (A7 + An)? + Zz (2A%) = 0. Traitons plusieurs cas :
k=
eSin=1,A=(a)€S1(R)et n(A) =Tr (AAT) = a? donc, comme A, —A; = a — a = 0 car la seule
valeur propre de A est a, on a égalité dans (I) si et seulement A est la matrice nulle de M;(R).
e Sin =2 2n(A) = (A2 — A1)? + (A1 + A2)? donc on a égalité dans (I) si et seulement si Ay = —Aq

donc si et seulement si Tr (A) = 0 puisque Tr (A) = A1 + Az.

e Sin >3, de méme, on a égalité dans (I) si et seulement si (An + A7) + ni; (2A\2) = 0, c’est-a-dire si
et seulement si Ay, + A1 =A2 =--- =Ap_7 =0 qui équivaut & A =0 ou (r];?jg (A)=2et Tr (A) =0).
Il y a égalité dans (I) si et seulement A =0ou (n=2et Tr (A) =0) ou (n >3 et Tr (A) =0 et rang (A) = 2).
a. L’application f va de M, (R) dans lui-méme et sa linéarité provient de celle de la transposition ; on vérifie
que YA € R, V(A,B) € M, (R)?, f(AA + B) = Af(A) + f(B). Ainsi, f est un endomorphisme de M (R).
b. Méthode 1 : pour M € M, (R), (M) = f(f(M)) = M+MT + (M +M"NT = 2f(M) car (MT)T = M. Par
conséquent, X? — 2X = X(X — 2) est annulateur de f et scindé & racines simples donc f est diagonalisable.

Méthode 2 : munissons M, (R) du produit scalaire canonique (A|B) = Tr (ATB) = > ai;jbij. Soit
1<i,jsn

(A,B) € M, (R)?, alors (f(A)|B) = (A + AT|B) = (A|B) + (AT|B) = (A[B) + Tr (AB) = (B|A) + Tr (BA)
par bilinéarité et symétrie du produit scalaire et car on sait qu Tr (AB) = Tr (BA). Ainsi, on a la relation
(f(A)|B) = (BJA)+(BT|A) = (f(B)|A) = (A|f(B)). Ceci prouve que f est autoadjoint donc, d’apres le théoréme
spectral, f est diagonalisable.

Si on a utilisé la méthode 1 ci-dessus, on sait que Sp(f) C {0,2}.

Si M est symétrique, f(M) = 2M. De plus, f(M) = 2M <= M + MT = 2M <= M = M <= M € S$,,(R)

pour M € M, (R). Par conséquent, Ez(f) = Sn(R) est de dimension n(nz—l— 1).

Si M est antisymétrique, f(M) = 0. De plus, f(M) =0 <= M +M" =0 &= M = —-M" &< M € A,(R)
pour M € M, (R). Par conséquent, Eo(f) = An(R) est de dimension M
Comme Sn(R) et An(R) sont supplémentaires (méme orthogonaux pour le produit scalaire choisi) dans
Mn(R), il n’y a pas d’autres valeurs propres de f. Ainsi, on a Sp(f) = {0,2}, Mn(R) = Eo(f) & Ex(f),
Tr (f)=n(n+1) et det(f) =2sin=1et det(f) =0sin > 2.

La matrice ATA est symétrique réelle donc, par le théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale
P € O(n) et une matrice diagonale D = diag(A1, -+, An) € Mn(R) (ot Ay, -+, Ay sont les valeurs propres de



ATA) telles que ATA = PDPT. Comme ATA est inversible car A (et donc AT) I'est, les A; sont non nulles (et
méme strictement positives). Pour j € [1;n], notons X;j la j-ieme colonne de P. On sait que les colonnes de P
constituent une base orthonormale de E donc (Xj,---, Xy ) est une base orthonormale de E. Par formule de
changement de base, on a AX; = AjX; et [|AX;[|2 = (AX;|AX;) = X]ATAX; = X[AjX; = Aj|[X; |2 = Aj pour
j € [1;m] donc [|AX;|| # 0 d’olt AX;j # 0 et on a comme attendu Aj = ||AX;[|* > 0.

De plus, si (j,j') € [1;n]* avec j # 7', on a (AXj|AXj) = XJATAX; = X[ A X5 = Ay (X51X57) = 0 car X; L Xj.

La famille (AX1,---,AXy) est donc constituée de vecteurs non nuls et orthogonaux, on sait d’apres le cours
AX1 . AXn)

VAT T VA

qu’elle est libre donc que c’est une base orthogonale de E car dim(E) = n. La famille (

quant a elle est une base orthonormale de E.

X—a 0 —c
a. Posons P = xm(a,b,c) = 0 X—b 0 |. En développant par rapport a la deuxiéme colonne,
—c 0 X—a
X — —
P=(X—-0) ’ 7Ca N fa = (X=1b)((X — a)? — c?) donc Sp(M(a,b,c)) = {a —c,a+c,b}.

b. Comme P est scindé sur R (on le savait déja car M(a,b,c) est symétrique réelle), on sait d’apres le
cours que d = det(M(a,b,c)) = —P(0) = b(a? — ¢?) (ou avec SARRUS). On sait déja que Im (M(a,b,c)) et
Ker(M(a,b,c)) sont orthogonaux car M(a,b,c) est symétrique. Traitons quelques cas :
e Sia="b=c=0,alors M(a,b,c) =0 donc Ker(M(a,b,c)) = R3 et Im (M(a,b,c)) = {0}.
e Sib=0eta=c#0,alors rang (M(a,b,c)) =1 et on a Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1),(0,1,0)) et
Im (M(a,b,c)) = Vect((1,0,1)).
eSib=0et a=—c#0, alors rang (M(a,b,c)) = 1 et on a Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,1),(0,1,0)) et
Im (M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1)).
e Sib=0eta’ #c?, les colonnes 1 et 3 de M(a,b,c) sont indépendantes donc rang (M(a,b,c)) = 2
et Ker(M(a,b,c)) = Vect((0,1,0)) et Im (M(a,b,c)) = Vect((1,0,1), (1,0, —1)).
eSib#0eta=c=0,alors M = bE,, donc rang (M(a,b,c)) = 1 et on trouve comme avant
Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,0),(0,0,1)) et Im (M(a,b,c)) = Vect((0,1,0)).
eSib#£0et a=c#0,les colonnes 1 et 2 de M(a, b, c) sont indépendantes donc rang (M(a,b,c)) =2
et Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1)) et Im (M(a, b,c)) = Vect((1,0,1), (0,1,0)).
eSib#0eta=—c#0, les colonnes 1 et 2 de M(a, b, ¢) sont indépendantes donc rang (M(a,b,c)) =2
et Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,1)) et Im (M(a, b, c)) = Vect((1,0,—1),(0,1,0)).
c. M(a,b,c) est symétrique réelle donc diagonalisable, et méme orthodiagonalisable par le théoréme spectral.
d. Les conditions imposées & a,b,c montrent que a —c¢ # a+c¢, que a+c # b et que a — ¢ # b. La matrice

M(a, b, c) admet donc trois valeurs propres distinctes donc les sous-espaces propres associés sont des droites.

—c 0 c
Comme M(a,a,c) —(a+c)l3=| 0 —c 0 |, on constate que (M(a,a,c)— (a+ c)l3)v; =0 donc que
0 —c

M(a, a,c)vi = (a + ¢)vy avec vi = (1,0,1). Il est clair que M(a, a,c)vy = bvy pour v2 = (0,1,0). De méme,

on M(a,a,c)vs = (a — c)vz avec vz = (1,0,—1). La famille B = (vq,v2,v3) est libre car formée de vecteurs



0 1
1 0

0 -1
de cette famille B dans la base canonique est donc inversible. Par formule de changement de base, on a
M(a,a,c) = PDP~! avec D = diag(a +¢,a,a — c).

1
propres associés & des valeurs propres différentes donc c’est une base de R3. La matrice P = | 0
1

En général, pour a,b,c quelconques, avec les mémes vecteurs vy, vz et vz et la méme matrice P, on a
M(a,b,c)vi = (a + c)vi, M(a,b,c)va = bvz et M(a,b,c)vs = (a — c¢)v3 dong, par la formule de changement

de base, on a M(a,b,c) = PDP~! en notant D = diag(a + ¢,b,a — ¢). On pourrait imposer P orthogonale

1/V2 0 1/V2

grace au théoreme spectral en prenant plutot P = 0 1 0 mais ce n’est pas demandé.

1/V2 0 —1/V2
a. Soit X € R™, en se rappelant que si U = (u) € M (R) et Y € My, 1(R), on a MU = uM, on a ’équivalence
X € Ker(M) <= (ABT +BAT)X = 0 <= ABTX+BATX = 0 <= (B|X)A + (A|X)B = 0 <= (A|X) = (B|X) =0
car ATX = (A|X), BTX = (B|X) (il est implicite que R™ est muni de sa structure euclidienne canonique) et
que (A,B) est libre. Ainsi, Ker(M) = (Vect(A))t N (Vect(B))t = Vect(A, B)= .
Ainsi, dim(Ker(M)) =n — dim(Vect(A,B)) =n — 2 car (A, B) est libre. Par la formule du rang, rang (M) =
n — dim(Ker(M)) = 2. Soit Y € Im(M), 3X € R™, Y = MX et Y = (B|X)A + (A|X)B € Vect(A,B) donc
Im (M) C Vect(A,B). Par égalité des dimensions, Im (M) = Vect(A, B).
b. Comme M" = (ABT + BAT)T = BAT + AB" = M donc M est symétrique réelle donc diagonalisable

d’aprés le théoréme spectral. Mieux, il existe P € O(n) et D diagonale telles que M = PDPT.

Comme R™ = Vect(A,B): @ Vect(A,B), en prenant (Vq,---,Vn_2) une base de Ker(M), la famille B =

(Vi,-+,Vn—2,A,B) est une base de R™. Si on note Q la matrice de passage de la base canonique de R™

4 B, comme Ker(M) et Im (M) sont stables par M, on a Q7'MQ = <OT52‘”2 O“N2’2> = M’ (par
2n-2

blocs) qui représente la matrice de 'endomorphisme f canoniquement associé & M dans la base B. Comme
on a MA = (ABT + BAT)A = (A[B)A + ||A||?B et MB = (ABT + BAT)B = |[B||?A + (A|B)B, on connait

N — <(AIB) 1Al

IB]1> (A[B)
XM = xmr = X"y = XPT2(XE = 2(AB)X + (A[B)? — [JA|* |[B][?) = X™2((X — (A[B))? — (|A][[[B][)?)-

) qui représente la matrice dans (A, B) de 'application induite par f dans Im (M). Ainsi,

Par identité remarquable, on trouve donc xpm = X"~ 2(X — (A|B) + [|A||||B|])(X — (A|B) — ||A]|||B]]) ce qui
montre que Sp(M) = {0, (A[B) + ||A]||/B]], (A|B) — ||A]|||B]|}. Ces deux dernieres valeurs propres vérifient
(A|B) + [|A]|||B]| > 0 et (A|B) — [|A]]]|B]] < 0 par 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ et son cas d’égalité.

a. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans M;(R) d’apres le théoréme spectral et

A0
0 A2
semblables, on a Tr (A) = Tr (D) = Dy + D3 = A + Az et det(A) = det(D) = D7D, — a? = AjAz.

il existe donc une matrice P € Oz(R) telle que A = PDPT avec D = ( ) Comme A et D sont
Méthode 1 : comme (Eq, E,) est une base orthonormale de R? euclidien canonique, on sait que D7 = (E1|AEq)
et D2 = (E2|AE3). Soit (Vq,V2) la base orthonormale de R? telle que V; est la premiere colonne de P € O(2)

et V, sa seconde. Les vecteurs colonnes Vy et V, sont donc des vecteurs propres de A associés respectivement



aux valeurs propres A1 et A2. On peut décomposer E1 = x1Vq + x2V2 dans la base (Vi,V2), ce qui revient
a poser X = (? > =P 'E; = PTEq, ce qui équivaut & E; = PX (formule de changement de coordonnées).
2

Ainsi, D7 = (Eq |AE1) =(x1Vi —|—X2V2|A(X1 Vi +X2V2)) = (X] Vi +x2V2|[A1x1 Vi + Aaxa Vo) = A]X% + 7\2X%, ce
qui donne Dy < Aq (x% +x%) = A7 car Ay < A7 et x% > 0 et que x% +x% =1 car ||[E1]|? = 1. On pouvait aussi
écrire D1 = (E1]AEy) = ETAE1 = ETPDPTE1 = XTDX et effectuer directement le calcul matriciel.

On a donc A1 +A2 = D7 4+ D2, Ay > Dy et)\zzDz—()q —D1)<D2.

) . ([« B _[an B2 T (Ao +A2B2 x _
Methodez.enposantP(y 5)’PD(V?\1 o donc PDP' = 3 Mv2 + Ags2 =A

et, en identifiant, D1 = Aja? +A2B% < Aja? +A1B2 = A1 («? + B2) = A car «® + B2 =1 car PPT =1,. De
méme, Dy = Ay + A28% > Ayy2 + 1282 = Ay car y2 + 8% = 1.
b. Soit A € Mz(R) symétrique telle que Ay et A, soient ses deux valeurs propres réelles (pas forcément

distinctes - grace au théoréme spectral) et Dy > D3 des réels tels que Ay > Az, Ay +A2 = Dy + D2, Ay > Dy,

o . . N . D
on va montrer qu’il existe un réel a tel que A soit orthosemblable a la matrice ( a1 N )

D2
M —;7\2 - D _;Dz le milieu commun des segments [Az;A1] et [D2; D] car A7 + A2 = Dy + D3,

leréela =Dy—m>=0car Dy > Daet B=A1—m = acar \; > Az et Ay = Dy (tracer A\; < D2 < Dy < Aq).
Alors, D1D2 —MAz = (m+ a)(m — &) — (m+ B)(m — ) = m? —«? — (m? — p2) = p2 —«? > 0. On

peut donc poser a = 1/D1D2 — A1A; de sorte que D1D; — a? = AjA;. Comme on a D1D; — a? = A2

. A 0 D
et D7 + Dy = A1 + A2, on est en bonne voie pour montrer que D = ( 01 A ) et M = ( a1 Da ) sont
2 2

Posons m =

semblables car Tr (M) = Tr (D) et det(M) = det(D).

0 A2
A1, A2 sont les deux valeurs propres de A. Or xp = X% — Tr (M)X + det(M) = X? — (D7 + D)X+ DD, — a?

R L . . A 0
D’apres le théoréme spectral, il existe une matrice P € O2(R) telle que A = PDP' avec D = ( ! ) car

done xm = X% — (A1 + A2)X +A1A2 = (X — A1)(X — A2). Traitons deux cas :

Si A1 = Ay, alors A et M sont orthosemblables & D = A1l donc A=M =Ml etonai; =Dy =D =)\
dans ce cas avec a = 0 donc M = IZAIE avec I, € 02(R).

SiA1 >As, A et M étant symétriques réelles avec xaA = xm = (X —2A1)(X —2A2), il existe deux matrices P, Q
orthogonales telles que A = PDPT et M = QDQT donc M = (QPT)D(QPT)T avec QP € 0,(R)
par stabilité e O, (R) par produit donc A et M sont orthosemblables.

Ainsi, M et D sont orthosemblables dans les deux cas. Il suffisait de montrer que A et D (resp. M et D) sont
orthosemblables, et comme la relation binaire d’orthosimilitude est une relation d’équivalence car O2(R) est

un groupe multiplicatif, M et A sont elles aussi orthosemblables.

Pour aller plus loin : si on veut expliciter une matrice P € O2(R) telle que M = PDPT, on peut chercher P

sous la forme d’une matrice Rg (le faire aussi avec des Sg). Pour 8 € R, on pose Mg = RgDRg = RgDR_g donc

M (cose —sinﬁ) <7\1 O)( cos @ sinG) (7\100329+7\zsin29 (A]-?\z)sin90059>
e = = ‘

sin® cos6 0 A —sin® cosH (A1 —A2)sinBcos® Apsin?0 4 Az cos? 0
Traitons deux cas :

Si A1 = Ay, alors A est semblable & D = A1I; donc A = A7I;. De plus, comme A; < D; < D7 < Aj,ona



Dj =Dy = A7 donc a =0 et M = D et on peut prendre P = I, = Rg.

Si A > Ay, avec le calcul précédent, on veut prendre 6 € R tel que (A7 — A2)sinBcos® = a, ce qui
2a
A=Az
positives, 2a < A1 — A2 <= 4a? < (A1 — A2)? <= 4(D1D2 — MA2) < A — 2A\1A2 + A3 done
on a encore 2a < A1 — Ay <= 4D1Dy < (A1 +A2)2 = (D7 + D3)2. Or, il est classique que

s’écrit aussi sin(20) = . 11 faut donc vérifier que 2a < A7 — A;. Ces quantités étant

4D1D2 < (A1 +A2)% = (D7 + D3)? < (D7 — D3)? > 0 est vrai. Ainsi, —29— € [0;1],

A —A2
posons donc 6 = %Arcsin (}\12_(1}\2) € [0; %} d’on sin(20) = }\12_‘1}\2. Comme 20 € {0; 721},
— 2a 2 \/(7\1 — )\2)2 —4-(12
cos(20) > 0 donc cos(20) = /1 —sin“(20) = /1 — ( ) = et on
A —A2 A=A
trouve Aj cosZ 0+Az sin? 0 = A 1+ c;s(ZG) +)\2] — c;s(Ze) — M —;)‘2 + A ; A2 cos(20), ce qui

252 442 _ 2
D +D; S _Dy+D,  V(P1-D2)
2 2 2 2
(voir ci-dessus). On obtient, par un calcul analogue, A1 sin® @ +A; cos?> 6 = D,. Par conséquent,

donne A cos?20+A,sin? 0 = = D;

v (D1oa) T
onaMe—M—(a DZ)—RQDRe.

T
22.10| a. Soit f autoadjoint, on sait qu’alors E = @E)\k(f) en notant Sp(f) = {A1,---,Ar} C R avec ces
=1

k=
sous-espaces propres qui sont orthogonaux et A7, -- -, A, distincts.
(=) Si f est une contraction (je dirais plutdt f 1-lipschitzienne), soit k € [1;7], il existe xx # O tel que

f(xk) = Akxk et |[F(xi)|| = |Ax]Ixk|| < |[xk|] done, comme |[x|| > 0, on en déduit que |Ax] < 1.

T
(«<=) pour un vecteur x € E, on le décompose avec x = > xx avec Vk € [1;7], xx € Ex,(f). Ainsi, par
k=1

T T T

PYTHAGORE, on a |[f(x)[|? = || 3 Aokl = 3 A2|xkll? < X0 AZ|[xk|[? = |[x|[? car Vk € [1;7], AZ < 1.
= k=1 k=1

En passant & la racine, ||f(x)|] < ||x|| et f est contractante.

Par conséquent, si f est autoadjoint, f est une contraction si et seulement si VA € Sp(f), |A| < 1.

b. f2 est autoadjoint si f I'est car Vx € E, (f2(x)|x) = (f(f(x))|x) = (f(x)|f(x)) = (x[f(f(x))) = (x|f*(x)).

) d .
Par une récurrence simple, on établit que Vi € N, f' est aussi autoadjoint. Ainsi, si P = Y a;X', alors
i=0
d .
P(f) = > aif* est auto-adjoint. De plus, si B = (eq,---,en) est une base orthonormale de vecteurs propres
i=0
d . d .
de f telle que Vj € [1;n], f(ej) = pjej, on a Vj € [1;n], P(f)(e5) = 'Z:o aif'(ej) = 'Z‘B aiAjej = P(Aj)ej donc
1= 1=

B est encore une base orthonormale de vecteurs propres de P(f) et Sp(P(f)) = {P(A1),---,P(An)} = P(Sp(f))

car Sp(f) = {A1,---,Ar} = {1, -+, un} (les valeurs propres Ay sont distinctes, pas les p;).
T T T
Enfin, pour x € E, en décomposant x = Y «jej, on a P(f)(x) = > «P(f)(ej) = > ajP(Aj)e; donc,
) &
2 ~ 2 ]2 2 2 2
avec PYTHAGORE, |[P(f)(x)|]? = j; o2P(\)? < (A;S;;‘if)“')(”')) Yol = ( Sup (|P(7\)|)) IIx||? donc

IP(F)(x)]| < ( Sup (|P(?\)|)>||XH en passant & la racine.
AESP ()

—_
—.
—_



a. Soit f: E — R définie par Vx € E, f(x) = (u(x)[x). Ona f=gohavec h: E — E X E telle que
h(x) = (u(x),x) et g : E* — R définie par g(x,y) = (x|y). Comme h est linéaire et g bilinéaire en dimension
finie, h et g sont continues donc f I’est aussi par composition. Comme S est un fermé borné et que E est de
dimension finie, par le théoréeme des bornes atteintes, f est bornée et atteint ses bornes sur S.

Comme u est autoadjoint, par le théoreme spectral, il existe une base orthonormale B = (vq,---,v,) de E

P
composée de vecteurs propres de u tels que Vk € [1;p], w(vk) = Axvk. Pour x € S qu’on éerit x = > xyvy,
k=1

P P
on a u(x) = > Awxvk donce f(x) = > Axg car B est orthonormée. Comme Vk € [1;p], Ax = Ay, il
k=1 k=1

P
vient f(x) = A1 > x2 = Aq[|x||* = Ay donc Ay est un minorant de f sur S. De plus, comme vy est dans S
k=1

et que f(vi) = (u(vi)[vi) = (Avi|v1) = A1][v1]|*> = A1, ce minorant fait partie de f(S) ce qui justifie que

A1 = Inf(£(S)) = Min(f(S)) de sorte que A; = Min (u(x)]x)).

c. Minorant : soit F € €, et 'hyperplan H = Vect(va,---,vp), d’aprés la formule de GRASSMANN, on
a dim(FNH) = dim(F) + dim(H) — dim(F + H). Or F+ H C E donc dim(F + H) < p et on a donc
dim(FONH) > 24+ (p—1) —p =1 et il existe un vecteur v unitaire dans FAOH NS car FN H est au moins
une droite. Pour v = kiz o v, comme avant f(v) = (u(v)|v) = kiz Ao = Az kiz o = A2|[v||> = A2 donc

A2 < Max ((u(x)|x)) (ce maximum existe car f est continue sur le fermé borné S N'F comme avant). On
xesn

vient de montrer que A, est un minorant de ’ensemble A = { MSaXF (u(x)|x)) ‘ Fe 82}.
xesn

Minimum : Soit Fy = Vect(vy,v2) € €2, on a f(v2) = (w(va)|v2) = (A2v2|v2) = Az||v2]|?> = A2 et v2 € Fy donc

A= M t Ay €A
2= Max ((u(x)[x)) et A2 €

Par conséquent, A, = Min(A) = TF\A? ( MsaxF ((u(x)|x)))
€C2 \x€5N

22.12| a. La suite (fn)nen est appelée suite de FIBONACCI et ses premiers termes sont fo = 0, f1 = 1, f2 = 1,

0 1 o 11 X 1 ; g

f3 =2,f4 =3, f5 =5, fg = 8. Ainsi, A; = A3 =1 1 2] et Ay =
1 1 12 3 12 3 5
2 3 5 8

Les deux premieres colonnes de A,, forment une famille libre car fo = 0 et f; = 1. De plus, par construction,
en notant Cj la j-ieme colonne de A, on a Vj € [1;n — 2], Cj;2 = Cj41 + Cj ce qui montre que les colonnes
C3, -+,Cn sont des combinaisons linéaires des colonnes précédentes donc des colonnes Cq et C,. Ainsi,
rang (An) = 2 de qui montre, avec la formule du rang, que dim(Ker(Ay)) = dim(Eo(An)) =n — 2. Comme
An est symétrique réelle car fi1j_> = fj4i_, la matrice A,, est diagonalisable d’apres le théoreme spectral.
Par conséquent, l'ordre de multiplicité de 0 dans xa, est égal & dim(Eo(An)) =n — 2.

b. D’aprés la question précédente et toujours grace au théoreme spectral, xo, = X™72(X —An)(X — un ) avec
des réels An, o car on sait que xa, est scindé sur R, et qu’il est unitaire de degré n.

e Soit X € My,1(R) défini par XT = (1 =10 --- 0) #0. On a X"A,X = —1 < 0 donc A, n'est pas

symétrique positive, il existe donc d’apres le cours une valeur propre o, < 0 de Ay,.



e Soit X € My,1(R) défini par XT = (110 --- 0) #0. On a XTApX =3 > 0 donc A, n'est pas symétrique
négative, il existe donc d’apres le cours une valeur propre f,, > 0 de Ay.

Les valeurs propres de A;, sont donc 0,0,---,0, &n, Pn-

n—2 fois
c. Soit Xy, € Mp,1(R) un vecteur propre unitaire de A, associé a la valeur oy, d’ot AnXn = anXn. On

1 X A
considere le vecteur Y11 = ( O”) € Mu41(R). Par un calcul par blocs, comme A, 1 = ( *“ f* >,
2n

Y1+]An+1Yn+1 = XJAnXn = an X[ Xy = on||Xn||? = an. Grace au théoréme spectral, les espaces propres
de A1 sont supplémentaires orthogonaux et R™ ! = Eq(Ani1) ® Ea, y (Ans1) ® Ep, .y (Any1). Ainsi,
Y1 = Ung1 + Vgt + Wagr avee (Ungt, Ve 1, Wng1) € Eo(Ang1) X Eapy (Ang1) X Epoyy (Anyr) et
Xn = YTT1+1An+1Yn+1 = on1|[Vnt1 ||2 + Bt [[Wnya ||2 1] [Vt ||2 + oty 1 [ Wiy H Z Gn41 Caron a
Vet 12+ [Waga [ < [Una 12+ Vs [12 4 ([Wasa |12 = (Yo [ = [[Xal]? =

Ainsi, an > any1 et on peut conclure que la suite (on)n>2 est décroissante.

Avec la méme méthode, la suite (Bn)n>2 est croissante.

Comme f1 =1 € N*, f; =1 € N*et que Vn € N*| f,,42 = 41 + fn, par récurrence, on montre que

Vn € N* f, € N*, A1n51 comme Vn > 2, fnp1 —fn = fn_1 > 1, la suite (fn)n>2 est strictement croissante
n

et Vn>2, f, =1+ E (fk41 — fx) = n— 1 donc 1111 fn = +00. Comme Tr (An) = > fax = fan, 0n a
k=0

im Tr (An) = +00. Or Tr (An) = an + Bn < Pn done, par encadrement, lim B, = +oo.

n—-+oo n—+oo

Il semble que (an)n>2 soit convergente, mais c’est une autre histoire !

Analyse : soit M € M, (R) telle que MTMMT = 1,,. La matrice A = MM est symétrique réelle, et
on a M = A~ par hypothese. Ainsi, MT = (A=)T = (AT)™! = A=1 = M ce qui justifie que M est
aussi symétrique réelle. Par conséquent, on a MTMMT = M3 = I,,. D’apres le théoreme spectral, il existe
P € O(n) et une matrice diagonale D € My (R) telles que M = PDP', ce qui donne M3 = PD3PT =1, = PPT
donc D3 = 1. Mais comme les termes diagonaux de D sont des réels et que I’application t — t3 est bijective
de R dans R, on a forcément D = I,,. Par conséquent, M = PI,PT =PPT =1,.

B =1,

Synthese : si M = I,,, on a bien MTMMT =
Conclusion : la seule matrice M € My, (R) telle que MTMMT =1,, est M = ,,.

a. Pour (P,Q) € E?, la fonction t ++ P(t)Q(t) est continue sur le segment [—1; 1] donc Iapplication < .,. >
est bien définie sur E2 et & valeurs dans R car le réel < P,Q >= f_]1 P(t)Q(t)dt existe.
Symétrie : pour (P,Q) € E2, comme PQ = QP, on a < P,Q >=< Q,P > donc < .,. > est symétrique.
Bilinéarité : pour (P1,P2,Q) € E3 et A € R, < AP7 +P2,Q >= f_11 (AP1(t) + P2(t))Q(t)dt donc on obtient
< APy + P2, Q >= fj1()\P1(t) + P2 (1)Q(t)dt + fj1(?\P1(t) +P2(1)Q(t)dt = A < P1,Q > + < P2,Q > par

linéarité de l'intégrale et < .,. > est linéaire en la premiere variable ce qui montre, par symétrie, que < .,. >

est aussi linéaire en la seconde. Ainsi, < .,. > est bilinéaire.

1
Définie positivité : pour P € E, < P,P >= f : P(t)2dt > 0 par positivité de I'intégrale car P(t)? > 0 pour




t € [~1;1] et que —1 < 1. De plus, si < P,P >= 0, comme la fonction t — P(t)? est continue et positive sur
[—1;1], elle y est nulle donc le polynéme P admet une infinité de racines et P = 0.

Ainsi, < .,. > définit bien un produit scalaire sur E.

b. Soit (P1,P2) € E? et A € R, par définition de fa, on a P; = AQq + Ry et P2 = AQ2 + Ry ot Ry = fo(P7)
et Ry = fa(P2) donc APy 4+ P2 = A(AQ1 + Q2) + (ARy + R2) donc R = ARy + Rz est bien le reste de la division
euclidienne de APy + P, par A car deg(ARy 4+ R2) < Max(deg(R7),deg(R2)) < deg(A) < mn, ce qui montre la
linéarité de fa car fo (AP71+P2) = AR1 +R2 = Afa(P1)+fa(P2). Comme VP € E, fo(P) € E par construction,
fa est bien un endomorphisme de E.

c. Soit P € E et R = fa(P) de sorte que P = AQ+R avec Q € R[X]. Comme R = A.0+R avec deg(R) < deg(A),
R est le reste de la division euclidienne de R par A donc fa(R) = R = f4 (P) = fa(P) ce qui montre que fa
est un projecteur de E quelle que soit la valeur de A. Notons p = deg(A) € [0;n].

Méthode 1 : on procede par analyse synthese :

Analyse : supposons que fa est un projecteur orthogonal, on sait d’aprés le cours que fao est alors un
endomorphisme autoadjoint. Pour (i,j) € [0;p—1] x [0;n—p], posons P; = X" "PA+X! € Eet P, = XIA € E,
alors fa(P1) = X' et fa(P2) = 0 de sorte que (Xi|X'A) = (fa(P1)|P2) = (P1]fa(P2)) = 0 donc (A|X'H)) = 0.
On en déduit que que A € R, _1[X]*.

Synthese Si A € R,,_1[X]*, pour (P1,P2) € E?, si P = AQ7 + Ry et P2 = AQ2 + Ry olt Ry = fa(Pq) et
Ry = fa(P2),< fa(P1),P2 > — < P1,fa(P2) >=<Ry,AQ2 + Rz > — < AQq +R1,R2 >=< A,R1Q2 — R2Q7 >.
Or (R1,R2) € (Rp_1[X])? et (Q1,Q2) € (Rn_p[X])? donc U € Ry_1[X] et on a bien < AU >= 0 donc
< fa(P1),P2 >=< P1,fa(P2) > et fo est autoadjoint donc fa est un projecteur orthogonal.

Méthode 2 : pour P € E, fo(P) = 0 <= A divise P car f5o(P) est le reste de la division euclidienne de P
par A. Ainsi, Ker(fa) = Eo(fa) = ARn_p[X] (les multiples de A de degrés inférieurs ou égaux a n). Par
définition du reste, Im (fa) = E1(fa) C Rp_1[X] et on a méme égalité car VR € Ry_1[X], fa(R) = R. Par
conséquent, fa est un projecteur orthogonal si et seulement si AR,_,[X] L R, _1[X], ce qu’on peut écrire
Y(U,V) € Ry_p[X] x Rp_1[X], (AU|V) = (A|UV) = 0. Comme tout polynéme de Ry,_;[X] s’écrit UV avec
(U, V) € Rn_p[X] x Rp_1[X], on a ARn_p[X] L Rp_1[X] <= A € (Rn_1[X])*.

Quelle que soit la méthode, fa est u projecteur orthogonal si et seulement si A € (R, _1[X])*.

d. Dans cette question, on prend n = 3 et on cherche A = aX3 +bX? +cX+d € R, [X]L.

Méthode 1 : A € Ry[X]* si et seulement si < A, 1 >=< A, X >=< A, X? >= 0 car (1,X,X?) est une base de

R, [X]. Or<A,1>:z?bJer,<A,X>:2?a+23—cet<A,X2>:2?b+2?d. Orz?a+2§:0<:>c:73?aet

z?b-i-Zd: 2?b+2?d =0<=b=d=0. Ainsi, A € Ry[X]* si et seulement siA:a<X3—3?X> avec a # 0.

Méthode 2 : avec 'algorithme de GRAM-SCHMIDT, on orthogonalise la base canonique (1,X,X? X3) de

E = R3[X]. On prend Ey = 1, puis B = X — %’%Eo =X- %Eo = X (on ne norme pas les vecteurs),
0
2 2
<X’E°>E0—<X>E‘>E1:X2—(2/3)E 0 ¢ _x2_]1

2
|[Eol|

0— — — et enfin le dernier vecteur
IEa])? 2 (2/3)

puis B, = X% —



< X3 Eo > < X3 E; > <X3E; > 3.0 (2/5) 0 33X

Eo— 2 — > Er) =X°—ZEp— E1— Er) =X —==
[[Eoll® [[E4]2 [[E2]|? 27 (2/3) (8/45) 5
R, [X] = Vect(Eo, E1,E2) et que (Eo,Eq,E2, E3) est une base orthogonale de E = R3[X], Ra[X]* = Vect(E3).

Quelle que soit la méthode, les polynomes A tels que fa est une projection orthogonale sont les polynémes

E3 =X3— . Comme

Eq

=x3 - 3X

non nuls proportionnels au polynome Ej3 =

22.15| Comme S est symétrique réelle, il existe une matrice diagonale D € M, (R) et une matrice orthogonale
P € O(n) telle que S = PDPT. Puisque S est définie positive, VY € My, 1(R) \ {0}, Y'SY > 0. Soit A
une valeur propre de S, alors A € R par le théoreme spectral et il existe Y # 0 tel que SY = AY. Ainsi,

N
YTSY = AYTY = AJ|Y||? donc A = HY|S|\Z( > 0. Classons les valeurs propres de S, notons-les 0 < A\j < -+ < A,

'
(avec r < m). On sait d’apres le théoréeme spectral que R™ = @ Ex (S).
i=1

N
Pour tout vecteur X # 0 € My, 1(R), on le décompose X = >~ Xj avec (X1,---,Xy) € Ex, (S) & --- @ Ex,(S).
i=1
T
Ainsi, pour tout entier k € N, S¥X = Y~ S¥X;. Or SX; = A;X; par définition donc, par une récurrence simple,

i=1
r

on a Vk € N, S*X; = AFX;. Par conséquent, S*X = 3 AFX;.
i=1
Soit j = Max ({i € [1;7] | Xi # 0}) le plus grand entier tel que X; est non nul, j existe bien car, comme

j
X # 0, il existe forcément un indice i € [1;7] tel que que X; # 0. Par définition de j, S*X = > AKXy # 0

i=1
j

pour k € N. Par PYTHAGORE, comme (X7,---,X;) est orthogonale, on a [[S*X||? = > A#¥[|Xi||* donc
i=1
k

SEX||2 ~ AKX % et |[S*X|| ~ AF||X;]| (tout est positif). C vie ;5 —1], lm —Si—=0
[ISEXIE o ATEIX5 17 et [[STXI] ~ ASIIX5]] (tout est positif). Comme Vi € 135 —1], MRSV car

A SNy i X
Ai < Aj et que Yy = X; ——Xi, i préced t lim Y= U Xj =
LA € aue Vi = TR+ 2 gy X 0 i précedemontre que B Vie = B 1w = Ty

(car ||S*X]]| o 7\}‘||Xj ||) qui est bien un vecteur propre (et méme unitaire) de S associé a la valeur propre A;.
(o]



