SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 15
FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

[1.1 Aspect C' ou C? d’une fonction}

a. —1< 1+xy <1 = (1+xy)2 < (1+x3)(1 +y?) car 2xy < x2 +y? (clair).
V45201 +2)
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b. Apres des calculs assez sympathiques, on trouve : 5~ = siy>xe =
p ymp q X T2 Yy x 1+x

5 siy < x et

o _ 1 of _ 1

Y T 14y Yy 14y?
c. Sur l'ouvert convexe {(x,y) € R? | y > x}, on a grad’ (f—g) = T donc f — g est constante et vaut
(f—g)(0,1) = % De méme sur l'ouvert convexe {(x,y) € R? | y < x}, on a grad’ (f+ g) = T donc f+ g est

——5 siy>xet siy < x.

constante et vaut (f + g)(1,0) = % Comme pour x =y on a f(x,y) = % et g(x,y) =0, il vient :

2 +9(xy) et poury <x: f(xy) =7 —g(x,y).

Pour y > x, on a f(x ,y)zz

us
2

[1.2 Equations aux dérivées partielles}

g a. ¢ est bien définie et de classe C' par opérations sur D,. De plus, pour (x,y) € Dy et (u,v) € Dy,

(p(u,v):(x,y)<:>(u2+v2:ZX,u:vy)<:>(v2y2+v _Zx,u—vy = u=y ]+ = _\/7

1

car v > 0 donc ¢ est bijective et @' est clairement de classe C! toujours par opérations.

2., .2
b. Si f: D7 — R est une solution C', posons g = fo ¢ <= V(u,v) € D3, g(u,v) = f(x,y) = f(%, E)
v

ou encore Y(x,y) € D1, f(x,y) = g(u,v . Alors g est C' par composition. Comme

1 + yz)
(1+y )%( ) = 2xf(x,y), comme @ est une bijection de D, sur Dy, cela donne :

_|_

Y(x,y) € Dy, ny%(x y)

u(u? +v2) of

V(u,v) € Dy, U (p(u,v)) + u? ng Ot (o(w,v)) = (u2 +v2)f(@(u,v)) ce qui s’écrit encore :

v oy

¥(u,v) € D2, (“—“’ w8 (o) + 18 (p(u,v))| = (w2 +vD)f(o(,v)).

Mais : V(w,v) € D2, §2(wv) = FE ) F (o) + G ) I (0w v) = ufl(o(uv) + 18 (o (uv))
(u

donc Y(u,v) € D2, 99 _ vf(e(u,v)) = vg(u

T ,v) (équation différentielle linéaire en la variable u) .

Comme g est de classe C', il existe  : R — R de classe C' telle que V(u,v) € D2, g(u,v) = P(v)e™ . Ainsi,

2x 2x 2xy . .
V(x, € Dy, f(x, ( /7) ex (—EL) = 6(7) ex ( ) en ayant posé la fonction
( U) 1 ( U) P T+ 1Y ]+y2 ]_|_y2 P ]+y2 Yy p

0=1vo,/ qui, par composition, est elle aussi de classe C! sur R%.
Réciproquement, si f est de cette forme, %(x,y) = [ 2 9’( Zx ) + 2y 9( 2x )] exp (AL)

T+y? \T+y?) 14y T hy? 1+y?
2
of _ [ —4xy /( 2x ) 2x(1 —y°) ( 2x )} ( 2xy ) -
et ~—(x = 0 + 0 ex our (x € Dy. Ainsi, f de
ay( 'Y) (1 +yz)z 1442 a +y2)2 1442 P 1442 P (%) 1
classe C! sur Dy par opérations et si on reporte dans I’équation aux dérivées partielles (E), on a bien (apres
simplifications) V(x,y) € Dy, 2xy 2 x f+ 14y )ﬁ = 2xf.



En conclusion, par analyse-synthese, les solutions de (E) sur Dy sont les fonctions f : D7 — R pour lesquelles

il existe une fonction 0 : R% — R de classe C' telle que V(x,y) € D1, f(x,y) = 9(41 ix 2) exp (124? 2)'
y Y

a. U = 7 (Jo;+oo]) est ouvert comme image réciproque d'un ouvert par ¥ : (x,y) > y — x qui est

continue. De méme V est ouvert. De plus, par théoremes généraux ¢ est de classe C! et bijective avec
e T(u,v) = (v —vu+2vZ,v) et ¢! est bien de classe C' : ¢ est un C'-difféomorphisme.

b. Soit F: U — R de classe CZ et G = Fo @~ ! qui est aussi de classe C? car la fonction ¢ est en fait un

C®°-difféomorphisme. Alors, en appliquant la formule de la chaine : % = %% + %% =2(x— y)% et

OF _ 9Gou | %% = —-2(x —|—y)% + % Ainsi : F est solution de (E) sur U est équivalent & G solution

dy ~ Judy
de (F) : %:Gsurv.

On résout ceci en fixant u et en travaillant & u + 2v? > 0 :
esiu>0,v— %(u,\)) est définie sur R, il existe C(u) tel que Vv € R, G(u,v) = C(u)e".
esiu<0,v— %(u,\)) est définie sur I; U1y avec I =] — co; —v/—u/2[ et 12 =] — vu/2; +o0], donc
il existe Cy(u) et Ca(u) tels que Vv € Iy, G(u,v) = Ci(u)e” et Y € I, G(u,v) = C2(u)e”.
Le fait que G, donc F, est de classe C! revient & l'aspect C! de 91 : R — R et ¢, : R — R définies par
e1(W)=Ci(u)siu<0et @r(u) =C(u) siu>0et ea(u) =Ca(u) siu<0et a(u) =C(u) siu>0.
L’application ¢ : R? — R? définie par ¢(x,y) = (x + ay,x + by) est un C>-difféomorphisme car c’est méme

un isomorphisme si son déterminant b — a est non nul. On suppose donc a # b dans la suite.

Sif: R?> = R de classe C%, on pose g = fo @~ ! <= f = go ¢, alors on dérive et g—i = %&—&-%3 et
of _ g 440 e : 001 — %9, 0%, 2%g o’ _ 2% g 0%
ag = aaujbav' OI; contmuez. o2 = oul + 250y T ovl By — 450 + (a+b) 35y eravz et
% = azg—% + 2ab%§% + bzg—g. En remplagant dans 1’équation : f solution de (E) <= g solution de
y u v
2 2 2
(2—3a-— 2(12)24921 +(4—-3(a+b) —4ab)aa—ua% +(2-3b— ZbZ)g—%. Pour que cela se simplifie, il suffit d’avoir
u v
—3a—2a=2-3b— = 0 ce qui revient a prendre a = —— et b = —2 par exemple. Il vient donc
2-3a—2a2 =2-3b—2b2 =0 i revient & prend ;tb 2 le. 11 vient d

2
aa—ua% =0 donc g(u,v) = hy(u) + hz(v) avec hy et hy de classe C2 sur R.

Les solutions de (E) sont les f telles que f(x,y) = hy (x + }21) +h2(x — 2y) avec hy et hy de classe C% sur R.

[1.3 Recherche d’extrema}

e D est la boule unité fermée pour la norme 2 donc c’est un compact.

e Si I'aspect borné est clair, on peut aussi vérifier que D est fermé en posant g : (x,y) — x? + y? qui est
continue car polynomiale et on a D = g~ (] — 0o; 1]) donc D est fermé en tant qu’image réciproque par une
application continue d’un fermé de R.

Ainsi f est continue (car polynomiale) sur les compact D donc elle est bornée et y atteint ses bornes.

Points critiques : on résout % =2x—1=0=4y = g—; ce qui donne 'unique point critique A(%, O).
2 ¢(1 —f(lo)=1 2 2_1_ 1_p2 2
Or V(h,k) € R, 2—l—h,k f 2,0 —4+h—|-h + 2k 5 h+4—h + 2k* > 0 donc f admet en A

un minimum absolu sur D (et méme sur R?).

f ne peut donc admettre son maximum absolu sur D qu’en un point du bord de D (sinon ce serait un point
critique ce qui est absurde), on parameétre donc le bord de D qui est le cercle unité par x = cos(t), y = sin(t)
et on étudie la fonction h : t +— f(cos(t),sin(t)) = 14 sin?(t) — cos(t) sur R. Comme h est 2n-périodique et

vérifie h(2r — t) = h(t), on peut chercher le maximum de h sur R dans Uintervalle [0; 7.

Or h'(t) = sin(t)(2cos(t) + 1) ne s’annule sur [0;7] qu'en t =0, t = 2?” et t =m.



Comme h(0) =0, h(z?n) = % et h(m) = 2, le maximum de h sur R vaut donc %
Par conséquent : Minf = 1 et Max f = 2.
D 4 D 4

a. Par théoremes généraux, f est de classe C* sur [0;1]%\ {(1,1)} car le seul point de [0; 1]? en lequel 1 — xy

s’annule est le point (1,1) : en effet, si (x,y) € [0;1)? et (x,y) # (1,1), alors 0 < x < 1et 0 <y < 1 avec

x<louy<T1doncxy<l.

Comme V(x,y) € [0;1]%, (1—x)(1—y)T—x—y+xy < 1-2/xg+xy = (1—/xy)? <= (Vx—/¥)* > 0 ce qui est

vrai, on a la majoration ¥(x,y) € [0;1]2\ {(1,1)}, [f(x,y)| < @]?11 H\/_l < 1 — /xy par identité remarquable

Xy

donc f est continue en (1,1). En effet, la fonction g : (x,y) — 1 — \/xy est continue par théorémes généraux

sur RZ et vérifie g(1,1) =0 donc  lim  g(x,y) = 0 et on conclut par le théoreme des gendarmes.
5y)—(1,1)

En conclusion, la fonction f est continue sur [0;1]2\ {(1,1)} et en (1,1) donc sur [0;1]%.

b. La fonction f est continue sur le compact [0;1]% et est nulle sur son bord, ainsi son maximum est atteint
a lintérieur de [0;1]2 ou f est de classe C! donc ce maximum est atteint en un point critique (xo,yo) :

of (x _ yo(l —yo) 2 _ of _ xo(T —x0) 2y _
0,Yo) = (1 = 2x0 +x§yo) = 0 et X0,Yo0) = (1 — 2yo + xoys) = 0. Comme
Ox 1T (1 —xoyo)* o40) ay( "Yo) (1 —xoyo)* 0

X0 #0,%x0 # 1,yo # 0, yo # 1, 0on a 1—2x0+x3yo = 1—2yo+x0y5 = (x0 —Yo)(2—xoyo) = 0 en soustrayant

les deux équations donc xg = yo. Il vient ensuite 1—2xg+x3 = (xo—1)(x3+x0—1) = 0 donc xp = @ =1Yo

car xo €]0;1[. Apres calculs, on trouve que  Sup  f(x,y) = f(x0,%0) = 5V5 —11 ~0,09.
(x,u)€[0:1)2 2

a. D’apres le théoreme spectral, il existe une base orthonormale B = (vq,---,v;,) de vecteurs propres. Soit

X = f: Ak Vk # 0, alors (f(x)|x) = ( i Ak XK Vi

n n
Z ockvk) = Z Akoci > 0 car les Ay sont strictement
k=1 k=1

k=1 k=1

positifs par hypothese et les o non tous nuls.
b. La fonction g est polynomiale (en n variables) en les coordonnées de x donc de classe C' sur R™. Si on

pose A = Mat s, (f) = (ai,j)1<ij<n € SET(R), si on associe & x et u les vecteurs colonnes X et U de leurs

n
coordonnées dans la base canonique, g(x) = %(f(x)|x) —(ux) = %XAX —tux =1 Do aigxixj — k21 UrXk

I<hjsn
pour tout vecteur x € R™. Ainsi, pour entier p € [1;n] et en tout point de espace x € R™, comme
n n
a (- X
on a g(x) = ﬁx% + ( > ai,pxi>xp — upxp + 1 Y aijxixj — Y. ukxy, en dérivant par rapport a
2 i=1 2 1<ig<n k=1
i#p i#p, j#p k#p

n mn
ient 09 — oxi ) — Uy = i —
Xp, on obtient 3, — GppXp T 21 A pXi ) — up = 21 ap,jXj — up. En recomposant le vecteur, comme
= j=

i#p
n

n
grad’g(x) = (%‘l, N %‘L), cela donne grad'g(x) = ( Do A1 X — gy, D AngiXy — un) =f(x) —u.
! n j=1 =1
c. On cherche un vecteur x tels que grad'g(x) = T ce qui équivaut & f(x) = u. mais comme f est un

automorphisme de R™ car toutes ses valeurs propres sont strictement positives, f(x) = u <= x = f~'(u).
Ainsi z = f~"(u) est 'unique point critique de g et on a g(z) = f%(uhﬁ1 (w)).

d. Pour h€ R", g(z+h) = %(f(z +h)|lz+h)— (u|z+h) = %(u + )T (W) +h) — (u[f () — (u|h).
Donc g(z+h) = %(u|h) + %(uh‘_1 (w)+ %(f(h)|f‘1 (w)+ %(f(h)\h) — (u[f (1)) — (u|h) mais f est symétrique

donc (f(h)[f~1(w)) = (h[f(f~T(w))) = (h|u) d'ot g(z+h) = g(z) + %(f(h)|h) > g(z) dés que h # 0 d’apres a..

g admet donc un minimum absolu sur R™ valant —%(u|f*1 (1)) et uniquement atteint en z.



a. En notant et ' les centres respectifs de € et €', on se place dans le repere orthonormé direct R =

Alors

!/
(0, 7,7) ot T = @ On pose M(R — Rcos(8),Rsin(6)),, et M'( — R’ + R’ cos(8),R"sin(0))

QQ R

sin(0) + sin(0’) — sin(0 + 0')|.

sin(0) sin(0') 2
b. On note £(8,6") = sin(8) + sin(6’) — sin(8 + 0’) et on en cherche ses extrema sur [0;271]% sachant qu’elle
est nulle sur les bords de ce compact, y est bornée et y atteint ses bornes car continue. Elle atteint donc son

maximum en un point critique : g—g = cos(0) —cos(0+0") =0 =cos(0’) —cos(0+0") = f —po=0 =20

20’ 3
3v3RR’
P

I'aire de OMM’ est ’ RR' [1— cos(0) —1+ cos(6') ‘ RR’

et on trouve que 'aire maximale de tous les triangles OMM’ est

a. Pour un point M(x,y), alors f(M) = f(x,y) = v/x2 +y2 +/(x = 1)2 +yZ + /x2 + (y — 1)2. De plus,
Papplication da : M — AM est continue car lipschitzienne : en effet, pour M, M’ dans le triangle plein

— —
ABC : [da(M) —da (M) = < ||AM = AM/|| = [[M'M|| = MM". Et comme

f=da + dg + dc, elle est continue par somme de fonctions continues, ou plus simplement par opérations
avec ’expression en fonction de x et y car c’est la somme de racines de fonctions polynomiales prenant des
valeurs positives. Ainsi f est continue sur le fermé borné K = {(x,y) € [0;1]2 | x +y < 1} qui est le triangle
plein ABC. Par le théoreme des bornes atteintes, f est bornée sur K et y atteint ses bornes.
b. Si f admet un minimum sur K en M, notons s la réflexion d’axe D : x = y (hauteur issue de A), M’ = s(M).
Comme s est une isométrie, que A = s(A), B =s(C), C = s(B), on a AM = AM’, BM = CM’ et CM = BM'
donc f(M) = f(M') et f admet aussi en M’ un minimum sur K. Supposons que M ne fasse pas partie de la
droite D, si I est le milieu du segment [M; M'], Al < AM et :

BI+ CI = 2BT = |[Bf + BI|| = |[BM + M1 + BM’ + M'T]| = |[BM + BM'|| < |[BM]| + [[BM]| = BM + BM/
par inégalité triangulaire car Ml + Mi=T (définition du milieu).
Par conséquent, f(I) = Al 4+ BI+ CI = Al +2BI < AM +BM + CM = f(M) ce qui contredit la minimalité de
f en M. On en déduit que f admet son minimum en un point de la premiere bissectrice D.

1l reste donc & étudier f en M(x,x) € D NK. Posons f1(x) = f(x,x) = v/2x +2v/2x2 — 2x + 1 pour x € {O; l}.

2
La fonction f; est dérivable sur {0; l] et f1(x) = V2 + —Ax -2 et, si 0 < x < l, avec les quantités
2 2x2 —2x +1 2
o , V2v/2x2 — 2x +1 —2(1 — 2x) 2(2x% — 2x + 1) — 4(1 — 2x)?
conjuguées, on a f(x) = =
VX2 = 2x 41 VX2 = 2x £ 1(V2V/2x2 — 2x + 1+ 2(1 — 2x))
or on simplifie 2(2x? — 2x + 1) — 4(1 — 2x)?> = —2(6x? — 6x + 1) dont les racines sont x| = % % et
=1, L [WA f1 est t 0;x1] et dé t [ 1] lle atteint d
x2 =5+ ir) ¢ insi, f1 est croissante sur [0;x7] et décroissante sur |x1; 7|+ elle atteint donc son
maximum en xj = %f ﬁ et f1(xq) = @ ~ 1.93. Le point Mo = (x1,%71) en lequel f admet son

minimum est le point de FERMAT (ou de TORRICELLI) du triangle ABC.
a. Ona Sq(x,y) =xy + 27(1 + zy—a donc aas—xa(x,y) = aas—y“(x,y) =0=x=y=x0 =Yo = v2a. On trouve
apres simplification que Sq(x0,x0) = 3 V/4a2.

b. Point 1 : K est un compact de (R*)2. Six < X0 3 0 alors Sq(x,y) > ba _ Sa(x0,Y0) ; méme chose siy < }3@
X0



et si xy > 3xoyo avec expression de Sq(x,y) sous forme de somme. Comme S, est continue, elle est bornée
et atteint son minimum sur le compact K et pas au bord d’apres ce qui précede donc en un point critique :
ce ne peut donc étre qu'en (xo,yo). Ce minimum sur K est aussi sur (Ri)z.

Point 2 : puisque In est concave sur R* : In (; (och B +y)> > %(m(cx) +n(p) +1n(y)> d’apres Pinégalité

de JENSEN et on passe ensuite a 'exponentielle. Ainsi : Sq(x,y) > 3 s/xy. 28 20 — Sa(x0,Yo0) et on conclut.
Xy

c. La surface en fonction du volume V fixé vaut S = xy + 2xz + 2yz = Sy (x,y) car V = xyz. On a donc

Smin = S\/(Xo,yo) avec xp = Yo = Y2V et zo = Xo\;o = X0

. Donc la base est carrée et la hauteur est la

moitié de la longueur d’un c6té de la base.
La fonction f est continue sur le compact D = F; NF2 NF3 N [—1;1]? (qui est donc une partie bornée) avec

F = (p1_1 ([-1;400]) qui est fermé comme image réciproque d’un fermé par ¢ : (x,y) — y continue, de
méme Fy = @5 ' ([0; +00[) avec @2 : (x,y) = x —y, de méme F3 = @3 ' (] — 00;0]) avec @3 : (x,y) — x.
L’intérieur du compact D est D' = {(x,y) ER?| —1<y<x<] } et en calculant les points critiques de f
sur D, on trouve apres résolution de % = % =0: (x,y) = (%, —%) avec f(%) —%) = —%. Comme il n’y
a qu’'un point critique, le minimum ou le maximum (ou les deux) est atteint sur la frontiere de D.
Frontiere 1 : f(x, —1) = x3 + 3x? — 3x + 1 étudié sur [—1; 1] nous montre un maximum en x = 1 qui vaut 6 et
un minimum en v2 — 1 qui vaut 6 — 4v/2 > 0.

Frontiere 2 : f(x,x) = 6x? sur [—1;1] donne un maximum en x = &1 qui vaut 6, un minimum en 0 valant 0.
Frontiere 3 : f(1,y) = —y> + 3y? + 3y + 1 étudié sur [—1;1] donne un maximum en y = —1 qui vaut 6 et un
minimum en 1—+/2 qui vaut 6—4v/2 > 0 (c’est un cas symétrique par rapport au cas 1 car f(x,y) = f(—y, —x)).

Comme —% est inférieur strictement au minimum de f sur la frontiére de D : MDin(f) = —% et MDax(f) =6.

f est définie sur D = R x R, y est de classe C* et ses points critiques vérifient g—i =2xy=0=x=0

et g—; =x?+ (Iny)? +2n(y) =0 =y = e 2 ouy = 1. Le point (0,1) est un minimum absolu donc
local de f sur D car V(x,y) € D, f(x,y) = 0 = f(0,1). Par contre, sans utiliser les notations de MONGE :

f(hye 2 +k) = (e72 + k)(h? + (In(e™2 + k))?) (0:0)4(2 +h?e % — k?e? + o(||(h, k)||?) aprés DL. Ainsi, le
point (0, e_z) est un point selle : ce n’est pas un extremum local.

[1.4 Courbes et surfacesj

Un point M(r,0) de cette surface paramétrée est régulier si acaTi\X et @ forment une famille libre, or
a0M , 20M
or 00
Sen M est : (sinGg—g —rcosG%)(x —71cos0) — (rsineg + cos 6%)(9 —1sin0) +r(z—f(r,0)) = 0. Alors
I'intersection entre (Oz) et ce plan est le point (0,0,z) avec z = f(r,0) — r%(r, 0) (méme si r = 0).

= (sineg—é —Trcos G%, —rsin®d % —cos 0 g—é, r) ; si ce vecteur n’est pas nul, le plan tangent a

S est d’équation f(x,y,z) = z> — xy = 0 donc les points réguliers de S sont tels que grad’f # 0. Comme
grad’f(x,y) = (—y, —x,3z?), seul le point (0,0,0) n’est pas régulier sur S. Si M = (xo,y0,20) # (0,0,0) et
Mo € S, le plan tangent Py & S en My a pour équation Py : —yo(x —x0) — x0(y —yo) + 32(2)(7. —2zp) =0ou

encore Pp : yox +xoy — 3z%z+zg = 0. La droite D est paramétrée par x =2,y =3(t+1),z =t pour t € R.
Analyse : si My convient, D C Py donc, en remplagant, Vt € R, 2yo + xo(3t +3) — SZ%’( + 2(3) = 0 ou encore
vVt € R, 3(xo — zé)t + (2yo + 3x0 + zg) = 0 ce qui équivaut a xo = zé et 2yo + 3xo + zg = 0. Alors, on a

2,3
X0 = 25, yo = —320% done xoyo = z3 implique 2z3 + 323 + 23 = z3(2 + 320 + z3) ce qui donne zy = 0



(exclu car alors xp =yo =0 et Mg # (0,0,0)) ou zg = —1 ou zg = —2.
Sizg=—1,onaxp=1etyo=—1etsizyg=—2, on trouve xo =4 et yo = —2.

Synthese : réciproquement, le plan Py tangent & S en My = (1, =1, —1) est d’équation Py : —x+y—3z—1=0
et il contient bien D comme le plan P, : —2x +4y — 12z — 8 = 0 tangent & S en My = (4, —2, —2).

En conclusion, il existe exactement deux plans tangents & S et contenant la droite D, ce sont les plans

P : —x4+y—3z—1=0et Py : x—2y+6z+4=0tangents a S en My = (1,—1,—1) et M = (4,2, -2).

a. Soit f: R3 — R définie par f(x,y,z) = x? +y? + 22 — 2xyz — 1. f est de classe C* par opérations et
Wf(x,y,z) = (2x — 2yz,2y — xz,2z — 2xy). Alinsi, (x,y,z) est un point singulier (non régulier) de S si et
seulement si (2x — 2yz,2y — xz,2z — 2xy) = (0,0,0). Dans ce cas, on a xyz = (xyz)? en multipliant les trois
relations ce qui prouve que xyz = 0 ou xyz = 1. Si xyz = 0, alors x = 0 ou y = 0 ou z = 0 mais dans ce
cas, si par exemple x =0, onay =xz =0et z=xy = 0 donc (x,y,z) = (0,0,0) qui n’est pas dans S. Par
contre, sixyz =1,onax =yz = i donc x = #£1 et, de méme, y = £1 et z = +1. En testant les huit cas, les
seuls points critiques de f sont les points (1,1,1), (1,—1,-1), (—=1,1,=1), (=1,—1,1). Or ces quatre points
critiques sont dans S, et ce sont donc des points singuliers de S (ils forment un tétragdre régulier).

b. Six?+y?+2% —2xyz =1 et z = 0, alors x* +y? = 1 ce qui est I’équation du cercle de centre (0,0,0)
et de rayon R = 1 inclus dans le plan z = 0. Aucun des points Mo = (x0,Y0,0) de ce cercle n’est un
point singulier de S d’apres la question a., et on a donc en ce point un plan tangent Py & S en M. On
calcule Wf(xo,yo, 0) = (2x0,2y0, —2x0Yo) et on sait que ce vecteur est normal a Py qui passe par Mo d’ou

Péquation de Py : xo(x —x0)x0 + Yo(y —yo) — xoyo(z — 0) = 0 <= xox + Yoy — xoYoz = x(z) —&—yé =1.

Soit f : R® — R définie par f(x,y,z) = x? +y? + 222 — 1. f est de classe C> par opérations et on calcule
grad’f(x,y,z) = (2x,2y,4z). Ainsi, le seul point critique de f est (0,0,0) qui n’appartient pas & S. La surface
S est donc réguliere par définition puisque tous ses points sont réguliers : c’est un ellipsoide de révolution

dont les huit sommets sont les points (1,0,0), (—1,0,0), (0,1,0), (0, —1,0), (0, 0, L), (O, 0, f\i[z)

V2
. — .
En un point My = (x0,Yo0,20) de S, comme grad’f(My) est orthogonal au plan Py tangent & S en My, une
équation de Py est Py : xo(x —x0) +Yo(y —yo) +2z0(z — z0) = 0 <= xox + Yoy + 2z0z = x5 + y3 + 223 =1
(& nouveau obtenue par dédoublement comme pour toute quadrique).
Analyse : le vecteur v = (1,3, —2) est un vecteur directeur de D. On cherche donc les points My tels que

V est normal & Pg, ce qui équivaut au fait que les vecteurs non nuls ¥ et grad'f(Mo) sont colinéaires. Si

Mo convient, IA € R*, xo = A, yo = 3\ et 2zo = —2A. Puisque Mg €S, (1 +9+2A2 =1 < A = 121%

donc My = M; ouM0:M2:<

(1 3 1 ) 131 )

<z\/§’z\/§’ 2V3 2v3 2v3'2V3

Synthese : réciproquement, d’apres les calculs précédents, les deux plans tangents Py et P a S en My et M3

. . . 3 z X 3y z :

respectivement ont pour équation Py : —X- 4+ 2 — Z —Jet P, : ——X- — + 2 =1 etils ont
P pott e L R WERRVE 2 a3

bien des vecteurs normaux colinéaires & ¥ donc P7 et P, sont bien orthogonaux a D.

En conclusion, il existe exactement deux plans qui sont a la fois tangents a S et orthogonaux a D, ce sont

les plans P; et P, tangents a S respectivement aux points M1 et M.
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Soit f: R3 — R définie par f(x,y,z) = x? 4+ 2y? + 32> — 21. f est de classe C> par opérations et on calcule

Wf(x,y,z) = (2x,4y,6z). Ainsi, le seul point critique de f est (0,0,0) qui n’appartient pas & S. S est donc
réguliere par définition puisque tous ses points sont réguliers : c’est un ellipsoide mais pas de révolution.
En un point My = (x0,Yo0,20) de S, comme ngd>f(M0) est orthogonal au plan Py tangent & S en My, une
équation de Py est Py : xo(x—x0)+2yo(y —yo)+3z0(z—20) = 0 <= xox+2yoy+3z0z = x%+2y%+3z% =21
(4 nouveau obtenue par dédoublement comme pour toute quadrique).

Le vecteur v = (1,4,6) est clairement un vecteur normal & P. On cherche donc les points My tels que V¥ est
aussi normal & Py, ce qui équivaut au fait que les deux vecteurs non nuls V et W f(Mo) sont colinéaires.
Si Mo convient, IA € R*, xo = A, 2yo = 4A et 3zo = 6A. Puisque Mg € S, (1 4+ 8 + 12)A? = 21 <= A = +1
donc Mo =M; = (1,2,2) ou My = My = (—1,-2,-2).

Réciproquement, d’apres les calculs précédents, les plans tangents Py et P, & S en My et M, respectivement
ont pour équation Py : x 44y +6z =21 et P, : x4+ 4y + 6z = —21 et ils ont bien des vecteurs normaux
colinéaires & ¥ donc Py et P, sont bien paralleles & P.

Par analyse-synthese, il existe deux plans qui sont a la fois tangents a S et paralleles a P, ce sont les plans

P; et P, tangents a S respectivement aux points My et Mj.
Soit la fonction f : R3® — R définie par f(x,y,z) = z> — xy. f est de classe C* par opérations et

ngd>f (x,y,2) = (—y, —x,2z) donc le seul point singulier de S est le sommet (0,0,0) de ce cone de révolution.
En un point Mg = (x0,Y0,20) # (0,0,0) de S, comme ngd>f(Mo) est orthogonal au plan Py tangent a S en My,
une équation de Py est Py : —yo(x—x0) —x0(y—yo)+2z0(z—20) = 0 <= 2zpz—yox—xoy = Zz(z)—ZXOyo =0
(& nouveau obtenue par dédoublement comme pour toute quadrique en remplagant 2xy par xoy + yox).
Analyse : si Mo # (0,0,0) est un point de S et que le plan tangent Py contient la droite D, alors en
paramétrant la droite D par x =y = z = t avec t € R, on doit avoir Vt € R, (229 —yo — x0)t = 0 donc
x0+Yyo = 2z9. Mais comme Mgy € S, on aussi 4xoyo = 42(2) = (220)? = (x0+yo)? donc x%+2x0yo+y% = 4x0Yo
qui se transforme en (xp —yo)? = 0 <= xo = yo. Ainsi, xo = yo = zp donc My € D.

Synthese : réciproquement, si Mo € D et My # (0,0,0), alors le plan tangent Pp & S en Mg a pour équation
Po : 2x0z — xox — xoy = 0 d’apres ce qui précede ou Py : 2z = x +y et la droite D est bien incluse dans P.
En conclusion, les points M de S en lesquels le plan tangent a S en M contient D sont justement les points

de D sauf lorigine O = (0,0,0).
2

2
1.19) La fonction f est de classe C> par opérations et 9F = Yz — 2xy“z Arct , et
- p p ax(x’y’z) (1 + (XUZ)Z)Z (] +(Xyz)2)2 an(xyz)
2.2
par symétrie entre les variables x, y et z, on a aussi g—g(x,y,z) = 0+ (XZ 72 - 0 _ix(y 2)2)2 Arctan (xyz)
xXyz xXyz
2.2
of _ Xy 2zx7y
et =~~(x,y,z) = — Arctan(xyz).
02 V2 = T G g T 00
Comme (1,1,1) € S car f(1,1,1) = @—g =0 et que grad’f(1,1,1) = (i—ﬁ)(1,1,1) # 0, le point (1,1,1)

8
est régulier sur S et le plan tangent P & S en M a pour équation P : (x—1)+(y—1)+(z—1) = 0 <= x+y+z = 3.
C’est logique car on constatait une symétrie totale entre les trois coordonnées x, y, z dans la fonction f.
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[1.5 Exercices aux oraux des étudiants de PSIlj

a. e Pour n = 2, on étudie gy : x1 — f(x7,2A —x7) = x7 In(x7) + (22 — x7) In(2A — x7) sur |0; 2A[. Elle est

dérivable, se prolonge par continuité sur [0; 2A] avec g(0) = g(2A) = 2AIn(2A).

Onadgh(x1)=mx1)+1-n2A—x1)—1=1n (ZAM ) Ainsi, g est décroissante sur [0;A] et croissante
—x

sur [A;2A]. On en déduit que My = 2AIn(2A) et mp = 2AIn(A).

e Pour n = 3, on fixe d’abord x; €]0;3A[ et a ensuite x2 + x3 = 3A — x1 = 2(32)‘ Xz]) = 2\'. Alors,
avec des notations évidentes : f(x71,x2,x3) = x7 In(x7) + f(x2,x3). On peut majorer avec le cas précédent :
f(x1,%2,x3) < x1 In(x1) + Mar = x7 In(x1) + 2V In(2N) = x3In(x7) + (3A —x71) In (3A — x7) = h(x1). Une
étude comme celle qui précede montre que h est majorée par 3AIn(3A), valeur limite quand par exemple x5
tend vers 3\ et donc x et x3 vers 0 : par conséquent My = 3A1n(3A).

De méme, f(x1,%2,%3) = x1 In(x1)+ma = x7 In(x1)+ (37\7x1) n (32}‘ )‘21 > = k(x1). Une étude en fonction
de x7 permet d’établir que k(x7) = 3AIn(A), obtenu pour x; = A. Ainsi : my = 3A1n(37).

b. Il est naturel de conjecturer : ¥n > 2, M) = nAln(nA) et my = nAln(A). Sic’est vrai pour unn—1 2> 3,

méme méthode qu’avant, on fixe x; €]0;nA[et x2 + - +xn =nA —x; = (n — ])<n77\] — XJ) =(mn—-1)\.
n— n

Alors f(x1,++yxn) = x1 In(x7) + f(x2, - -, %n ). On peut maintenant majorer par hypotheése de récurrence :
f(x1,+yxn) <x1I(x1)+My = x1 In(x1)+(n—T1)N In((n=1)A") = x; In(x1)+ (nA—x1) In (NA—x7) = h(x1).
Une nouvelle étude montre que h est majorée par nAln(nA), valeur limite quand par exemple x; tend vers
nA et donc xz et x3 vers 0 : par conséquent M) = nAln(na).

De méme, f(x1, - +,xn) = x1In(x1) + mpy = x7 In(x1) + (NA —x7) In (nf)\] - X711) = k(x71). Une étude
n— n—

en fonction de x; permet d’établir que k(x7) > nAIn(A), obtenu pour x; = A. Ainsi : m) = nAln(nA).
On conclut par principe de récurrence que Vn > 2, M, = nAln(nA) et my = nAln(A).

a. A (x,y) € R? fixé, on dérive avec regle de la chaine, puisque f et t — t® sont de classe C', la relation

f(tx, ty) = t*f(x,y) pour avoir Vt > 0, a(at x) gi (tx, ty) + 6(6;3) aa; (tx, ty) = at® f(x,y) ce qui s’écrit aussi
vt > 0, xg—i(tx, ty) + yg—lj(tx, ty) = at® 'f(x,y). 11 suffit ensuite de prendre t = 1 dans cette relation pour

obtenir la relation voulue : xgi (xy)+y ng (x,y) = af(x,y) qui est valable pour tout (x,y) € R2.

b. A (x,y) € R? fixé, soit g : Ry — R définie par g(t) = f(tx, ty) —t*f(x,y). g est dérivable sur R car f est
de classe C! sur R? et Vt > 0, tg’(t) = txgi (tx, ty)+ty gf (tx, ty) —at*f(x,y) = af(tx, ty) —at?f(x,y) = ag(t).
On résout cette équation différentielle et on a o € R, Vt > 0, g(t) = at® mais comme g(1) = 0, on trouve
« =0 et g nulle sur R*%. De plus f(0,0) = 0 en prenant t = 1 et x =y = 0 dans (Eq) : xg—i —&—yg—lj = af.
Or lino1+ t®* =0 car a > 0 donc on peut écrire 0% = 0 et g(0) = f(0,0) — 0%f(0,0) = 0 ce qui prouve que g est
nulle sur Ry : Vt >0, V(x,y) € R?, f(tx, ty) = t%f(x,y) (on dit alors que f est homogene de degré a).

c. Ce qu ‘on a falt aux questions précédentes marche encore si a = 0 car 0° = 1. Ainsi, si on pose

(Eo) : Xax + y = 0 l’équation homogene associée & (E), on peut déduire de la question b que 'on
a VvVt > 0, V(x,y) € R? f(txty) = t%f(x,y) = f(x,y) ce qui montre qu’en polaires (avec x = rcos@ et
y = rsin@), f ne dépend que de 0 et pas de r. Il existe donc une fonction h : R — R de classe C' 2r-périodique
telle que f(x,y) = h(8). Comme la fonction g : U — R est de classe C' et vérifie Vt > 0, g(tx, ty) = t>g(x,y),

la question a. montre que x%g —l—y%& = 2g donc que la fonction 521 est solution particuliere de (E) sur U. Par



théoréme de structure pour cette équation aux dérivées partielles linéaire avec second membre (comme pour

2

les équations différentielles), les solutions générales de (E) sur U sont de la forme f : (x,y) — h(0)+

(le probléme est de trouver une expression de 8 en fonction de x et y qui ne consideére pas des cas particuliers).

On aurait aussi pu passer en polaires en posant h : (r,0) — f(rcos0,7rsin®) et trouver I’équation % =0

que doit vérifier h si f vérifie (E) en raisonnant par analyse/synthése.

a. Soit D = {(x,y) € R? | y # 0}. D est un ouvert de R? (formé de deux demi-plans) et pour tout

(x,y) €D, on a f(x,y) = y? sin (1) donc f est continue sur D par théorémes généraux.

Y
Comme |[sin||oc = 1, on a ¥Y(x,y) € R?, |f(x,y)| < y? (valable aussi si y = 0). Par conséquent, si
xo € R, comme lim 2 = 0 (par continuité des fonctions polynomiales), on a par encadrement :

Yy

(X»H)H(XOvO)
lim  f(x,y) = 0 = f(x0,0) donc f est continue en (xq,0). On en conclut que f est continue sur R?.
(%,y)—(x0,0)

; ; . of _ X _ (X X :
b. Si (x,y) € D, on a par calcul direct : 5-(x,y) = ycos (;J) et ay( x,Y) = 2ysin (g> — xcos (g> Si

. f(xo +t,0) — f(x0,0 f(xo,t) — f(x0,0
XOER,%(XO,())ZL% (xo ,)[ (xo ):o7 g;(xo 0)—1% (xo )t (xo )7%%““1(:) 0.

Ainsi, les dérivées partielles de f existent partout dans R2.

of

c. Comme avant, par théoremes généraux, les fonctions X et of

dy
of ( ,y)‘ < |y, comme avant, par encadrement, on a la continuité de %

sont continues sur D.

e Sixp € R, comme Y(x,y) € R?,

en (xo,0) donc sur g—f est continue sur R2.

e Encore une fois, en majorant |sin| par 1, on a la continuité sur R? de (x,y) + 2ysin <l) Mais, si
Y

xo # 0, la fonction ¥y, : y — xp cos (X—O) n’admet visiblement pas de limite en 0 (prendre y = ZX—O puis
y nmw

y = ( T dans Py, ), a fortiori ¥ : (x,y) — xcos (5> n’en admet pas non plus donc g—; (en tant que
Yy

2n + 1
somme d’une fonction continue et d’une fonction qui ne l'est pas) n’est pas continue en (xo,0).
1 1

Sixp =0, llTood)()(n 2111 ) 400 et hm 1])0( m) —oo alors que nl—l>Too (E’ ﬂ) = (0,0)

et nl_i>11100 (%, (Zn]T)n) = (0,0) : ¥o n’est pas continue en (0,0) donc gTj n’est pas continue en (0,0).

a. Comme f(x,y) = e* (e +y%) g (x,y) # (0,0), f est de classe C' sur R?\ {(0,0)} par opérations. Puisque
£(0,0) et In(t?) _ 4 et n(t?) _ 4

f(0,y) =1, 0n a a (0 0)=0. Sit#0, ft,0) = x In(t?) qui tend vers

t t T tin(t?)
2 e 1 et nt?) 4 [
—oo quand t tend vers 0 car limtin(t) = 0 et lim = 1 donc lim =———— = 1 par composée.
£—0 x=0 X t»0  tln(t9)

Ainsi, la dérivée partielle g—: n’existe pas en (0,0), la fonction f n’est pas de classe C' sur R2.
La fonction f est-elle continue en (0,0) 7 Par continuité de exp en 0, si ¢ > 0, il existe « > 0 tel que
Vz € [~ af, |e* — 1] < e. Comme |x| < /x2+y?2, on a [xIn(x* +y?)| < v/*x2+y2|In(x* +y?)|. Or

lin}) V't In(t) = 0 par croissances comparées, donc il existe f > 0 tel que Vt €]0; 8], [v/t In(t)| < «
t—

Par conséquent, deés que ||(x,y)|l2 = VX% +y2 < B, on a | x2 +y2 In(x? +y?)| < « et on traite deux cas :
-six >0, |f(x,y) — £(0,0)| = f(x,y) — 1 = exIn(x*+y?) eV XA+ In(+y%) g ¢

e(—x)ln(x +y?) _ ] < () ln(x2+y2)7] <e /x21y? ln(x2+y2)7] <

-six <0, [f(x,y)—F(0,0)| = 1—f(x,y) = NES ety




On a donc ||(x,y)||2 = VX2 +y2 < B = |f(x,y) — £(0,0)| < ¢ d’ont la continuité de f en (0,0) donc sur RZ.
b. Six €]0;1], f(x,0) = eX™*) < 1 = £(0,0) donc f n’admet pas en (0,0) un minimum local.

Six €] —1;0], f(x,0) = e* ne?) 51 = (0,0) donc f n’admet pas en (0,0) un maximum local.

f n’admet donc pas d’extremum local au point (0,0).

c. Extrema locaux : comme R?\ {(0,0)} est un ouvert, si f y admet un extremum local, c’est en un point

.. SR of _ 2.2 2x? of - 2y
critique d’apres le cours. On calcule 5 (x,y) = (ln(x +y )+x2 +y2)f(x,y) et 5 (% y) = (xz _’_yZ)f(x,y).

Comme f(x,y) > 0, en supposant grad’f(x,y) = (0,0), on a aa—;(x,y) =0<=xy=0<= (x=00uy=0).

Si x =0, alors g—i(x,y) =0<=In(y?) =0<=y==1.

Siy =0, alors %(x,y) =0<=In(x?)+2=0+=x=+e .

1l existe donc 4 points critiques : (0,1), (0,—1), (e71,0) et (—e™',0).

Comme on a f(x,y) = f(x, —y), la surface S d’équation z = f(x,y) est invariante par la réflexion de plan
y = 0. Il suffit donc d’étudier f au voisinage de (0,1), (e™',0) et (—e~',0).

e Comme (0,1 4 t) = £(0,1) = 1, rien & dire dans cette direction. Mais f(t,1) = e*'™+t) donc f(t,1) < 1
sit<Oetf(t,1)>1sit>0. Donc f n’admet pas en (0,1) d’extremum local. En (0, —1) non plus donc.

e En ce qui concerne I'étude de f au voisinage des points (e™',0) et (—e™',0), on va montrer que ce sont
des extrema locaux en considérant une restriction de f & un fermé borné. Il semble logique de considérer
la boule fermée unité B = {(x,y) € R? | x> + y2 < 1}. Comme f est continue sur le fermé borné B, f
y est bornée et y atteint ses bornes. Sur la frontiere de B, c’est-a-dire sur le disque unité D = {(x,y) €
R? | x2 +y2 = 1}, la fonction f est constante et vaut 1. Comme les valeurs en ces deux points sont
fle=1,0) = (e72)¢ = e /¢ < 1et f(—e=',0) = (e72)"¢ ' = e2/¢ > 1, on a donc MBax(f) > e?/¢ et
Méln(f) < e%/¢. Ainsi, la restriction de f & B n’atteint pas son minimum et son maximum sur sa frontiére
D mais dans son intérieur B = {(x,y) € R? | x* +y? < 1}, c’est-a-dire sur un ouvert. On sait alors d’apres le
cours que ce minimum et ce maximum sont atteints en des points critiques de f, qui ne peuvent étre d’apres
I’étude précédente que les points (e~',0) et (—e~',0). On en déduit donc que f atteint son minimum absolu
sur B en (e~',0) et que M];Ln(f) = f(e",0) = e7?/¢ et que f atteint son maximum absolu sur B en (—e~',0)
avec MBax(f) = f(—e~',0) = e?/¢. Ces points sont donc des extrema locaux de f en tant que fonction de R?

dans R, f admet en (e~',0) un minimum local (sur B) et f admet en (—e~',0) un maximum local.

Extrema absolus : on a f(x,0) = (x?)* qui tend vers 0 quand x tend vers —oc donc f n’admet pas de minimum

absolu car f est strictement positive sur R?. Ce qui précéde montre que Inzf f = 0 alors que 0 ne peut pas
R

étre une valeur prise par la fonction f. De méme f(x,0) = (x?)* tend vers +oc quand x tend vers +oo donc

f n’admet pas de maximum absolu sur R? car f n’est pas majorée sur R2.
3 3

2 2
a. Pour x € R, g(x,x) = x?. Six#y:g(x,y):;d( —x):y —I—?;y—&-x .
y—x

2 2
On a donc V(x,y) € R?, g(x,y) = %’il donc g est de classe C' car polynomiale (méme C*).

. . e y
b. Comme f est continue sur R, par le théoréme fondamental de I'intégration, ¢ : (x,y) — f f(t)dt est de
X

classe C' sur R? car %‘z—(x,y) = —f(x) et %(x,y) = f(y) et %‘)‘Z— et %‘yﬁ sont donc continues sur R? comme
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la fonction f I’est sur R. Comme (x,y) — y — x est de classe C' car polynomiale et ne s’annule pas sur D

par définition, g est de classe C! sur D par opérations.

DeMmV@@ED,%@&%:G%S;UﬂQﬁff@): 1 z(ﬁ“”“*@‘“W”)

y—x (y—x)

~ o] Y y
De méme, on a @q(x,y) = _(y—]ix)z fx f(t)dt + ij(y) = (y—]ix)z((y —x)f(y) — fx f(t)dt).

c. Soit a € R, pour t # 0, g(a,a+t)—g(a) = l(

+t +t
fa f(u)du) —f(a). La fonction F : t — fa f(u)du est
t a

a

de classe C% sur R car F/(t) = f(a+t) (fest de classe C! sur R) et ona Vt # 0, g(a+t,a)—g(a) = M.

D’aprés TAYLOR-YOUNG, puisque F est de classe C2 sur R, le développement limité d’ordre 2 de F en 0
//
est donné par F(t)§F(O) + F(0)t + (0)t2 + o(t2). Or F(0) = 0, F(0) = f(a) et F/(0) = f'(a), donc

F(t) — tf(a)

/ / !
fla) (z(l)t2 + o(t?) donc g(a’a + t‘)c —9laa) _f (Za) +0(1). On en déduit que %yq(a)a) = Ma) (Za)'

f/(a
2
(f(t) — f(x))dt. Soit a € R, par continuité de f’

0

—

Comme g(a+t,a) = g(a,a +t), on a aussi : %g(a, a)=

d-%ﬂ@ﬂﬁﬁX#ymnw%ww:(;iﬁfy

X

sur R, pour ¢ > 0, il existe o > 0 tel que Vt € R, |t — a| < « = |f'(t) — f'(a)] < 2¢. Essayons de

majorer ‘%%(x,y) - %%(a,a)‘ au voisinage de (a,a) pour établir la continuité de %% en (a,a). Soit donc

(%,y) € [a — a;a + aJ? de sorte que ||(x ,y) — (a,a)||eo < «, alors considérons deux cas :

Gy — 99y 4y — 394 () = Ffla)] ¢ 2e _ _

—mx—y,alors’ax(x,y) 3x ( ’ 3 < ) =ccar|x—a| <«
ag 1 Y fl(a) , .
-six # vy, 6 (xy) = 3x(a,a)| = |——7 f (f(t) — f(x))dt — ——| qu’on peut majorer en
(y—x)7 Jx
0
00w -G a)| = L] [T 00 -1 - (-or@na < L] [T —(t—0)f'(a)]at
(y—x)

puis, avec le théoreme des accroissements finis, Vt € [x;y], ¢ € [x; ] C [ —oa+af, f(t)—f(x) = (t—x)f(c)
donc [f(t) —f(x) — (t —x)f'(a)| < |t — x\ [f'(c) — f'(a)| < 2¢|t — x|, on obtient par conséquent la majoration

. 0 0
suivante ’ﬁg(x,y) - ﬁg(a,a ’ <—— ‘f 2¢elt —x|dt‘

Ceci prouve que %g est continue en (a, a) pour tout a € R donc, avec b., que %% est continue sur R?. De
méme, %3 est aussi continue sur R?. Par définition, la fonction g est donc de classe C' sur R?.
Méthode 2 : si x # y, en posant t = @(u) = x + u(y — x), comme @ est de classe C', strictement monotone
et bijective de [0;1] dans [?;7;], onag(x,y) = f()] f(x—l—u(y —x)) du. Cette expression est aussi valable quand
x =y. On a donc l'expression plus simple de g : V(x,y) € R? g(x,y) = f; f(x +uly —x))du.
On fixe y € R, alors en notant @y (x,u) = f(x +u(y — x)) définie sur [0;1] x R, pour a >0 :

e Vx € [—a;al, la fonction u — ¢y (x,u) est continue et intégrable sur [0;1].

o Vu € [0;1], x — @y (x,u) est dérivable sur [—a; a] et sa dérivée est x — (1 —w)f' (x + u(y —x)).

o V(u,x) € [0;1] X [—a;d], ag; (x,u)‘ = ‘(1 —u)f' (x + u(y —x))’ < Max [/].

Min(—a,y);Max(a,y)]

1
Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, 41 existe sur Rz, % (xy) = j;) (1—w)f (x+u(y —x)) du.

1
De méme, %S existe sur R? et on a %g(x,y) = j; uf’ (x + u(y — x))du.
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Soit (x0,y0) € R? fixé et une suite ((an,bn)) qui converge vers (xo,yo), montrons alors que la suite

neN
(%%(an, bn))neN converge vers %%(xo,yo) ce qui garantira la continuité de %;% sur R2.

1
Pour n € N, on %)%(an,bn> - f (1- u)f’(an + u(bn — an))du.
La suite ((anvbn))nEN

La fonction f' est bornée sur [—M; M] donc il existe B > 0 tel que Vt € [-M;M], |f'(t)

converge donc est bornée. Soit donc M > tel que Vn € N, |an| < M et |bn| <M
<B

|
|
Posons gn :u— (1 — u_)f’(aTL +u(bn — an)) alors 99 a (an,bn) f In-
e Toutes les gn sont continues et intégrables sur [0;1].
e Par continuité de la fonction f' sur R, la suite (gn)nen converge simplement vers la fonction
h:ue (T—u)f (xo +u(yo —xo0)) qui est continue sur [0;1].
eVne N, Yue [0;1], |gn(u)| < B et u+ B est intégrable sur [0;1].
Par le théoreme de convergence dominée, on a lim f gn = f (1T —u)f (xo +ulyo — xo)) du ce qui s’écrit

n—-+oo

aussi nEToo %g(an,bn) = %q(xo,yo). Par caractérisation séquentielle de la continuité, la fonction %(q est

donc continue sur RZ. De méme %S est continue sur R? et la fonction est donc de classe C! sur R2.
a. Si AUB = Q et A, B incompatibles, alors P(A) + P(B) = P(£2) = 1 donc en notant x = P(A), on a

|P(ANB) — P(A)P(B)| = P(A)P(B) = x(l —x) et ’étude sur [0; 1] de la fonction x — x(1 —x) montre qu’elle

admet son maximum en % ot elle vaut 1 (parabole) Ainsi |[P(ANB) — P(A)P(B)| < %

b. Si A et B sont incompatibles, P(A N B) =0. Avec x = P(A), P(AUB) = P(A) + P(B) < P(2) =1 donc
P(B) < 1—x. Ainsi |[P(ANB) — P(A)P(B)| = P(A)P(B) < x(1 —x) < JI

c. K est un tétraedre et F est la réunion de 4 triangles dans ’espace dont 3 sont rectangles isoceles et le
dernier équilatéral : Ty = {(x,y,z) € (Ry)3 |x =0ety+z<1}, To = {(x,y,2) € (Ry)} |y =0et x+2z < 1},

T3 ={(xy,2) € (Ry)* [z=0et x+y <1} et Ty = {(xy,2) € (Ry)? [x+y+z=1}.
e Si (x,y,z) € Ty, on a h(x,y,z) = h(0,y,z) = —yz donc f% < —y(1—y) < h(xy,z) <0. Or (0,0,0) € Ty et

2’2 2’2
e Si (x,y,z) € T2, on a h(x,y,z) = h(x,0,z) = x(1 —x —z) donc 0 < h(x,y,z) < x(1 —x) <

h(0,0,0) =0 et (o 1 ‘) €T eth(O 1 l) =1 Ainsi: Minh=-1 et Maxh =o0.

Or (0,0,0) € T,

ENT

et h(0,0,0) = 0 et (12’0")) €Ty et h(%,o,o) - JI' Ainsi : Minh =0 et Maxh = le.

e Par symétrie entre y et z dans h, on a aussi N%inh =0et T\/_lrax h = %
3 3
e Si (x,y,z) € T4, on a h(x,y,z) = —yz et comme avant N#inh = _411 et T\/_lraxh =0.
4 4

Ainsi Minh = —1 et Maxh = L.

F 4 F 4
d. h est continue sur le compact K : h y est bornée et y atteint ses bornes. Comme g%(x,y, z) =1-2x—y—z,
g—g(x,y,z) =-—x—zet %—}Z‘(x,y,z) = —x — vy, il n’y a pas de point critique de h dans K.

Alinsi, les extrema de h sur K sont atteints en des points de sa frontiere sur laquelle |h| < 1 par conséquent

N

Min h = -1 et Maxh = 1 atteint en (O, l, l), (1,0,0> par exemple.
K 4 K 4 2°2 2
e. Soit A, B deux événements, posons x = P(ANB) > 0,y = P(A\B) > 0etz = P(B\A) > 0.

Comme x +y +z = P(AUB) < 1, le point (x,y,z) appartient a K. Alors P(A) = x+vy, P(B) = x+z et
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P(ANB) — P(A)P(B) = x — (x +y)(x+2z) =x—x*> —xy —xz—yz = x(1 —x —y — z) —yz = h(x,y,z). D’apres
la question c., on a |h(x,y,z)| < 411 donc ‘IP’(A NB)— P(A) IP’(B)’ < %

a. Puisque U = ( Ri)z est un ouvert de 'espace vectoriel normé R? et (xo,yo) un point de cet ouvert ol f
admet un minimum absolu, f admet donc a fortiori en (xp,yo) un minimum local et le cours nous apprend

alors que f admet en (xp,yo) un point critique.

Si on veut la preuve, g(xo,yo) = lim flxo + tyo) = f(x0,yo) etsit>0ona f(xo +tyo) = f(x0,y0) >0
x t—0+ t t

f(xo + t,y0) — f(x0,Yo)
t

etsit<O0

donc, en passant & la limite, ﬁ(xo,yo) > 0. De méme, ﬁ(xo,yo) = lim
ox ox 0

f(xo + t,y0) — f(x0,Yo)
t

on a

< 0 donc, en passant a la limite, g—i(xo,yo) 0. Ainsi, E)f (xo,yo) = 0 et, par

symétrie, on a aussi g—iy(xo,yo) = 0 donc f admet un point critique en (xp,yo).

b. D’abord, on décompose S, en “éléments simples” en écrivant Sq(x,y) = xy+ 2—“ + Zia donc S est de classe

C' par opérations sur (R% )? et on a les dérivées partielles aas—xa(x,y) =y—=5 et aasy (% y) =x— fTa Ainsi,
s
grad’Sq(x,y) = (0,0) < (y — )2(7(21 =x— 1.247(21 = O) — (yxz =xy? = 2(1) < (x =y =x%0 =yo = V2a).

f admet un unique point critique (xo,yo) = (v2a, ¥/2a) et, apres calculs, Sq(xo,yo) = 3V4a2 = 3x% = 3y3.

c. K est une sorte de triangle délimité par deux droites (x = X0 ot y = %) et de l'autre coté par une

3
hyperbole (xy = 3xoyo). De plus, K est bornée car si (x,y) € K, on a 0 < x = 4 < ?LO/% = 9% et
Yy Yo
y= < Sxoyo = 9yo. Enfin, K est fermé car si une suite ((ambn))neN de points de K converge vers

X S (x0/3)
(a,b) € R?, en passant & la limite dans les trois inégalités a, > Xs—o et bn > }? et anbn < 3x0yo, on obtient

a> X?O et b > % et ab < 3xpyo donc (a,b) € K. Comme Sq est continue sur le fermé borné (compact) K

(on est bien en dimension finie), elle est bornée et atteint son minimum sur K donc MKin Sq existe.

2a

oSixgg—oalors Sa(x,y):xy—&—%—l— J >0+ —|—O—3x0—S (x0,Y0)-

e Siy < %,de méme, Sa(x)y)zxy—i-f 20 040+ 00 = 3y3 = Sq(x0,Y0)-
X Yy Yo
e Sixy > 3x0yo, Sa(x,y) =xy + 2a + 2170. > SX% +0+0=Sq(x0,Y0)-

Comme Y(x,y) € U\ K, Sqa(x,y) > Sa(xo,yo) > M]}n Sa,on aV¥(x,y) €U, Sqalxy) = MKin Sq ainsi Sq admet
son minimum absolu a I'intérieur de K donc en un point critique.

Or il n’existe qu'un point critique de S, et il est en (xo,yo) € K. Enfin, le minimum absolu de S, est atteint

n (x0,Yo) : M&n(sa) = M]}n(Sa) = Min(Sq) = Sa(x0,y0) = 3V4a2 = 3x(2).

K
d. La surface en fonction du volume V fixé vaut S = xy +2xz+2yz = Sv(x,y) = xy + 2t y)Vv car
~—  N—— Xy
fond cotés
V = xyz. On a donc Smin = Sv(x0,Yo) avec xo = yo = V2V et zo = - XTO.
XoYo

La boite de surface minimale est de base carrée et la hauteur est la moitié de la longueur d’'un coté.

U est un ouvert de R? sur lequel g est définie et de classe C2. Par hypothese, g = f o h ou la fonction
h:U— R% est définie par h(x,y) = x* +y2.
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Par composition de fonctions C2, V(x,y) € U, %q(x,y) = 2xf'(x? +y?) et %yq(x,y) = 2yf’(x* +y?2). On dérive

2 2
une fois de plus et g—xg(x,y) =2/ (x2 +y?) + 42" (x* +y?) et g—y%(x,y) = 2f"(x* +y?2) + 4y2f" (x* + y?).
2 2
VY(x,y) € U, on a g—g(x,y) + g—%(x,y) = (X% +y2)P = 4 (x? +y?) +4(x% +y2)f"(x* +y?) = (x2 +y?)P.
X Y

Comme h est surjective de U dans R, on en déduit la nouvelle équivalence :

22 22
Y(x,y) € U, a—g(x,y) + a—ﬁ(x,g) = (x* +y?)P =Vt € RY, 4 (1) + 4tf"(t) = tP.
X Y

P
On résout (E) : ty”" +y' = % en distinguant selon la valeur de p :

P
e sip # —1, la fonction ' est de la forme : t — % + 4(;7_“) avec A € R.
e si p = —1, la fonction ' est de la forme : t — % + % avec A € R.

On inteégre a nouveau et on a la forme des fonctions f vérifiant les conditions imposées :

P+
e si p # —1, la fonction f est de la forme : f:t+— Aln(t) +p+ 2 L > avec (A p) € R2.

(P+1)

n?(t)

e si p = —1, la fonction f est de la forme : f:t+— Aln(t) +p+ avec (A, n) € R2,

La fonction f est de classe C' par opérations sur I'ouvert U = (Rj_)z. Si f admet en (xo,yo) un extremum
@ _byo _y_ b _axo _ of 2 2

=0= = 0,Yo) < axj = byg.
. xo  ul oy (x0,Y0) 0 0
Il convient donc de distinguer selon les signes de a et b :

e Sia="b=0, f est nulle sur U donc Ml}n(f) = ML(lIX(f) =0.

local, (x0,yo) est un point critique de f. %(Xo, Yyo) =

e Sia=0etb>0, fx,y) = by donc f est strictement positive, la borne inférieure de f vaut 0 car
X

lim f(1,y) = 0 par exemple et f n’est pas majorée car lim f(x,1) = lim f(1,y) = +oo. Mais f n’admet

y—0+t x—0+ y—+oo

pas de point critique (by(z) = 0 est impossible) donc ni extremum local ni extremum absolu.

e Sia=0etb<0, f(x,y) = YY done f est strictement négative, la borne supérieure de f vaut 0 car
X

lim f(1,y) = 0 par exemple et f n’est pas minorée car lUim f(x,1) = (1,y) = —oo. Mais f n’admet
y—0+t x—0+

lim f
y——+oo
pas de point critique (by% = 0 est impossible) donc ni extremum local ni extremum absolu.

eSi(a<0etb=0)ou(a>0etb=0),on fait comme avant.

e Sia>0etb<0, axi = by ne peut pas étre vérifié sur (Ri)2 donc f n’admet pas de point critique donc

pas d’extremum local. lim f(x,1) = +oo et lim f(1,y) = —oo donc f n’est ni majorée ni minorée..
x—+00 y—+oo

e Sia>0etb<0,de méme f n’est ni majorée ni minorée sur (Rj_)z et n'admet pas de d’extremum local.

eSia>0etb >0, les points critiques de f se situent sur la droite D d’équation D : y = \/Ex. La fonction

f est strictement positive sur (R%)? et 1111 f(x,1) = +oo donc f n’est pas majorée. Si (x,y) € D, on a
X—r+00

2
f(x,y) = 2/ab. Or, pour (x,y) € (R%)?, on a f(x,y) — 2v/ab = ( /% - /%) > 0 donc le minimum

absolu de f vaut 2v/ab et est atteint en tout point de la droite D dans (R?)2.
e Sia<0etb<0,onseramene au cas précédent en prenant I’opposé de f.

a. La surface ¥ est définie par f(x,y,z) = 0 ol f(x,y,z) = xyz — 1. Un point Mgy € ¥ est régulier
si grad f(Mo) # 0. Or, si Mo = (x0,Y0,20), alors grad f(xo,yo,20) = (yozo,x0z0,x0yo) # (0,0,0) car
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xoYozo = 1 # 0 : X est une surface réguliere. ¥ est formée de 4 composantes connexes située dans les “zones”
1={x>0y>0,z>0}, Ho={x>0y<0,z<0}, Hz3={x<0,y>0,z<0}et Hg = {x <0,y <0,z>0}
b. Soit My = (x0,Y0,20) € X, x0yozo = 1 et le plan Py tangent & ¥ en My a pour équation, comme

grad f(xo,Yo,z0) lui est normal : Py : (x —x0)yozo + (Y —yo)xozo + (z—zo)xoyo = 0 = X + 4 4 Z —3
X0 Yo 2o

N (xOy) N (xOz) ne contient que le point I = (3x0,0,0).
Py N (Oy) = Po N (yOx) N (yOz) ne contient que le point ] = (0,3yo,0).
N

Py N (0z) = Py N (zOx) N (z0y) ne contient que le point K = (0, 0,3z0).
3x0 0 7
OIJK a pour volume V = é det ((ﬁ, CTT, O_K))’ = é 0 3yo O |= LOQM = % qui est constant.
0 0 3z0
a. Pour n = 1, Vx € R, Vu(x) = u/(x). Par exemple pour u = ch, on a bien u de classe C' sur R,

ol
x—Fo0 |X|
on sait que u’ est bijective de R dans R.

+oo par croissances comparées car |ch (x)| = ch (]x]) o % ; dans ce cas, on a u’ =sh et
o0

Par contre pour u = sh, on a aussi u de classe C' sur R, lim [sh )l _ +oo car [sh (x)| = sh(|]x]) ~

x— oo |x| +o0 2

mais 1 = ch est surjective de R dans [1;+oo[ mais pas de R dans R.

b. Pour tout vecteur v € R?, la fonction f : R? — R définie par f(x) = u(x) — (x|v) est de classe C' car u
l'est et que g : x = (x|v) est polynomiale en les coordonnées de x donc de classe C' aussi, d’ailleurs elle est

aussi linéaire donc continue car on est en dimension finie. De plus, Vx € R?| Vf(x) = Vu(x) — Vg(x) par
linéarité des dérivées partielles. Or, si v = (vi,v2), g(x1,%2) = x1v1 + x2v2 donc Vg(x1,%x2) = (vi,v2) = v.
Ainsi, Vf(x) = Vu(x) —v. Il suffit donc de choisir v ¢ Vu(R?) (on le peut car Vu est non surjective
par hypotheése) pour que Vf ne s’annule pas sur R?. De plus, d’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

Vx € R?, |(x[v)| < |[x]||[v|]| done, par inégalité triangulaire :
Y€ R?, ()] = [u(x) = ()] = [l = [ = ()l = [(ev)] = [u)l =[xl V]

[f(x lim G
x| lIx||—+oo |[x]]
| _

Ainsi, dés que x # (0,0), ||x|| > 0 donc ) > utol _ [lv|]. Or

|
par minoration, on a aussi lim [fx)
lIxli—+oo |[x]]

400 par hypothese donc,

=

c. Soit v > 0 et (a,b) € (R2\ B,)?, alors ||a]| > r et |[b|| > r. Ecrivons a et b en coordonnées polaires,

a = (||a|| cos(a),||a|| sin(x)) et b = (||b]| cos(B),||b|| sin(B)) avec («, p) € R2. Définissons alors I'application
v :[0;1] = R2 par Vt € [0;1], v(t) = ((1 — t)||a|| + t[[b]])-(cos((1 — t)e + tB),sin((1 — t)a + tB)). Alors y
définit un arc paramétré dans le plan, bien siir de classe C*, tel que y(0) = a, v(1) = b et tel que 'on ait
vt € [051], (DIl = (1 — )llall + tlIbl] > Min(llall, [b]}) > r. Ainsi v([0;1]) € (R2\ By).

Soit (p,q) € f(R?\ B,)?, alors par définition il existe (a,b) € (R?\ B;)? tels que p = f(a) et q = (b).
On suppose que p < q et on choisit r € [p;q]. Alors avec la fonction y précédente, h : [0;1] — R définie
par h(t) = f o y(t) est continue en tant que composée de fonctions continues (elle est méme de classe C') et
h(0) = f(a) = p, h(1) = f(b) = q. D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe t € [0;1] tel que
h(t) = r ce qui signifie que r = f(y(t)) et on a vu que y(t) € (R?\ B;) donc r € f(R? \ B,).
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En conclusion, f(R? \ B,
(

[f(x)

) est un intervalle car ¢’est un convexe.

d. Comme lim =400, Ir>0, Vx € R?, ||x|| = r = [f(x)| > |[x]| > 0 = f(x) # 0. Ainsi, pour

lIx[[=+oc |[x]

|
un tel réel v, on a 0 ¢ f(R?\ B;). Comme lm [f(x)| = +oo puisque |f(x)| = [l X |[x||, Vintervalle

[Ix[]=+oo [I]]
f(R? \ B;) ne peut pas étre borné. Il ne reste plus que quatre possibilités : f(R? \ B,) =]a; +oo[, [a; +o0],
]

] — oo;b[ ou | — oco; b]. Supposons (les autres cas sont identiques) que f( R? \ B,) =]a; +oo[ (avec a € R).

Comme f est continue donc bornée sur le fermé borné B, et qu’elle est minorée par a sur R? \ B,, f est

minorée sur R?. Puisque | lllim [f(x)] = +oo, I’ > 1, ¥x € R2, ||x|]| = v = [f(x)| = f(x) = £(0,0).
X||—+o00

Comme f est continue sur le fermé borné B,/, elle y admet un minimum m = Min(f) < £(0,0). Six € R?, on

allx|| <7 = f(x) 2 m = Min(f) et |[x|| > = f(x) > £(0,0) > m. Par conséquent, m = Mm( ) = f(x0)

!

avec xo € By,. Mais comme ce minimum de f est atteint dans 'ouvert R?, il Pest en un point critique de f.

On obtient donc une contradiction puisqu’on a construit f pour que son gradient ne s’annule pas.

On conclut donc, dés que n > 2, que u € C' (R™, R) telle que ! lllim |1|L|(T|)| = 400 vérifie Vu surjectif.
x||—+o00 X

a. f est polynomiale donc continue et A est fermé bornée dans I’espace vectoriel de dimension finie R?,
ainsi, par un théoreme du cours, f est bornée sur A et elle atteint ses bornes. Par conséquent, f admet bien
des extrema sur A un minimum absolu et un maximum absolu.

b. Soit un extremum local de f est atteint & I'intérieur de A =] — 2;2[?, et alors c’est en un point critique de
f ; soit cet extremum local est atteint sur la frontiere de A, c’est-a-dire sur I'un des quatre cotés du carré A.
Or %t(x’y) = x> —4(x—y) et g—;(x,y) = 4y3 +4(x—1y) donc grad f(x,y) = 0 équivaut au systéme suivant :
3 —xF+y=x34+y3=0<=x+y=x3—-2x=0car t — t> est bijective de R dans R.

Ainsi, les seuls points critiques de f dans A (et d’ailleurs dans R?) sont (0,0), (v/2, —v/2) et (—v/2,v/2) avec
pour images (0,0) = 0, f(v/2, —v/2) = f(—v/2,/2) = —

c. Comme f(x,x) = 2x* > 0 si x # 0 et f(x,—x) = 2x* — 8&? = 2x2(x*> —4) = 2x*(x — 2)(x + 2) < O si
x ¢ {0,—2, -2}, le point (0,0) est un point selle pour f.

d. Comme f(0,0) = 0 > f(v/2, —v2) = f(—v/2,v/2) = —8, les deux autres points critiques ne peuvent étre
que des minima locaux (ou absolus).

e. Comme f(x,y) = f(y,x) = f(—x, —y) = f(—y, —x), une étude sur un bord suffira & savoir ce qui se passe

sur les quatre bords du carré A. Or, en ce concerne le bord droit de A, h(y) = f(2,y) = y* + 16 — 2(y — 2)?

donc h(y) = y* —2y? + 8y +8 = (y +2)(y> — 2y + 2y +4). Comme h'(y) = 4y> — 4y + 8 ne s’annule qu’en

o~ —1,52 ott h(a) ~ —3,44 > —8, que h(—2) =0 et h(2) = 32, [lei‘rzt](h) =h(x) et [le(lgc](h) = 32.

Avec I’étude des points critiques qui précede, on a donc MAin(f) = f(v/2,—v2) = —8 et M/ilx(f) = f(2,2) = 32.
a. Par opérations, la fonction f est de classe C? (et méme C*) sur l'ouvert D = R?\ {(0,0)}. Comme

[f(x,y)| < |xy|—.L Ix|ly| < ||(x,y)||3 donc, comme  lim [|(x,y)||2 = 0, par encadrement, on
+y (%y)—(0,0)
trouve ( l)lm(o 0 f(x,y) = 0 = £(0,0) et f est aussi continue en (0,0). Par conséquent, f est continue sur R?.
xX,y)—
b. af £(0,0) = lim f(t,0) — (0,0) _ (O 0) = m FOY =00 _ ) revenant & la définition et, par
t—0 t t—>O t

y(x +4X vy oar gy Xt eyt —xF)

. Le second calcul
(XZ _|_92)2 ay (XZ _|_y2)2

un calcul brutal, on a %(x,y) =
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n’était pas nécessaire puisque f(x,y) = —f(y,x) (1) donc g—i(x)y) L1 f (y,x) en dérivant (1) par rapport

~dy
a x avec la regle de la chaine. De méme, g—i et g% sont continues sur 'ouvert D par opérations. De plus,

4
gf( y)’ < [yl 2x* + y +2y ) _ 2yl < 2||(x,y)|]2 et, comme en a., ﬁ est aussi continue en (0,0).
x (x* +y%)°* ox
Comme g (x,y) = g—;(y, x), g—; est aussi continue en (0,0).
Ainsi, par définition, f est de classe C' sur R2.
of of of of
o2f TR TR 02t w59
c. W(O,O) = Pj}) " = 113(1){ =1et yox (0,0) = 111(1) " = —1. On peut
of of of of
azf 7(1:)0) - 7(0)0) 2 ai(o’t) - 67(050)
aussi calculer 91(0,0) = 1im 09X ox =0et (O 0) = lim & Y =0.
ox t—0 t ay t—0 t

d. Par contraposée du théoréme de SCHWARZ, f n’est pas de classe C? sur R? car a?(ay (0,0) 7é ayax (0,0).

a. La condition s’écrit encore Vt € [0; T], g’(t)—Ag(t) < 0. Sion se rappelle la démonstration du cas homogene

des équations différentielles linéaires du premier ordre, on 1’écrit aussi Vt € [0;T], (g’(t) — Ag(t))e ™™ < 0 ce
qui prouve que h : t — g(t)e ' est décroissante sur U'intervalle [0; T]. Ainsi, Vt € [0;T], h(t) < h(0) = g(0).
Par conséquent, on obtient la majoration Vt € [0;T], g(t) < g(0)e .

b. D’apres le cours, le polynome caractéristique de A vaut xa = X? — Tr (A)X + det(A) dont le discriminant
vaut A = Tr (A)? — 4det(A) > 0 par hypothese. Ainsi, A posséde deux valeurs propres réelles distinctes A
et Az telles que A7 + A2 = Tr (A) et AjA2 = det(A) > 0. A est donc diagonalisable dans Mz(R) : A = PDP~!
avec P € GL(R) et D = diag(A1,A2). Distinguons deux cas :

e Si les deux valeurs propres A1 et Ay sont strictement positives, X’ = AX <= Y’ = DY avec X = PY
(classique) et si 'Y = (y7 yz2), 'équation Y/ = DY équivaut a existence de deux constantes réelles a7 et o
telles que Vt € R, yq(t) = areMt et y2(t) = aze??t. Il y a & nouveau deux cas, soit Y = 0 et alors X = 0,
soit Y # 0 donc (a1, 02) # (0,0) et, comme |[Y||? = afe?? 1t + ade??2t il vient tE:ri-noo [[Y(t)|]* = +oo ce qui
montre avec 'implication admise (et démontrée en fin d’exercice) que tE'Too [|[X(t)]| = +o0.

e Si les deux valeurs propres A1 et A, sont strictement négatives, on a toujours X' = AX <= Y’ = DY avec

At Azt

X = PY et lexistence de deux constantes réelles aq et o telles que Vt € R, y1(t) = cje™ et y2(t) = aze

Dans tous les cas cette fois-ci, on a lim yi(t) = lim y2(t) = 0 donc tlhj: Y(t) = 0. Par continuité (par
—+00

linéarité en dimension finie) de ¢ : V — PV, on a donc 111_?_1 X(t) = 0.
t——+o00

c. Comme Tr (J(f))? = 16 > 8 = 4det(J(f)) et que Tr (J(f)) = —4 < 0, la matrice J(f) est diagonalisable dans
M, (R) avec deux valeurs propres A7 et A, strictement négatives d’apres b.. Comme xa = X? +4X + 2, les
valeurs propres de J(f) sont A7 = —2 + /2 et A; = —2 — /2 avec des vecteurs propres associés vi = (v/2,1)
V2 ﬁ)
—1

et va = (v/2,—1). On peut donc écrire J(f) = PDP~! avec D = diag(A1,A2) et P = ( : inversible.

Siy: R — R?C! vérifie y’ = f(y), on définit g : R, — R, par Vt > 0, g(t) = [[y(t)||* = (y(t)[y(t)). On

(1))-
£(0,0) + J(F)h + o([[n]]) ce

sait que g est dérivable car y l'est et que 'on a g'(t) = 2(y'(t)|y(t)) = 2(f ( )|y

La jacobienne donne le développement limité de f au voisinage de (0,0) : f(h)

ol

qui sécrit aussi Ve > 0, Jo >0, Vh € R2, ||h]| < o« = [|f(h) — J(£)h]| < e]|n]l.
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Pour ¢ > 0 fixé, majorons d’abord g’(t) en supposant que ¥t € [0;T], |[y(t)||] < « (& associé a ¢), ainsi
g'(t) = 2(f(y(6)) — IO + IOy D) et ¢'(t) — 20(OIy(R) = 2(7(¥(1) — 1EyBly() dot Ton
déduit | (£) =20 (F)y (Dly(1)] < 2¢ly]12 d'aprés Cavony-Scmwarz d'on o' (t) < 20(F)y(0)y(6)+ 2 ly(0) .
Or si on décompose y(t) = y1(t)vi +y2(t)v2 dans la base (vi,v2), alors J(f)y(t) = A1y (t)v1 +A2y2(t)v2 done
JOYOE) =My (£ vi ]2+ A1 +A2)y1 (Dy2 (1) (viv2) +A2y2 (1) ||v2||* qu'on simplifie avec A +2, = —4
en (J(Ny(Wy(1)) = 3My1(t)? — 4y1 (y2(t) + 3A2u2()%. Or, [y = [lyr(tvr + ya(t)v2]® et il vient
Iy (11 =y1 (O va]1>+2y1 (Yy2(t) (vi]v2) +y2(0)?[Vall? = 3y (1)2+2y1 ()y2(t)+3y2(t)? et, par caleuls avec
les valeurs de Ay et Az = (J(y(t)ly(t)) < —[ly(v)]|*. Ainsi, ¢'(t) < —[[y()[]> +2¢[[y(V)[]> = (=1+2¢) [y (V)]

Soit donc ¢ = 411’ on prend « associé ci-dessus, si on impose ||[y(0)|] < (par exemple), alors par continuité
de y, il existe T > 0 tel que Vt € [0;T], |[y(t)|]| < « et alors on peut utiliser les inégalités précédentes
pour montrer que g'(t) < (=1 + 2¢)|ly(t)||* = —?. D’aprés a., on a vVt € [0;T], g(t) < g(0)e™*/2 donc

aussi ||[y(T)|| < [[y(0)]] < %. Comme le systeme est autonome (le temps n’apparait pas dans 1’équation),

on peut recommencer & partir de y(T) car les solutions sont invariantes par translation temporelle. On

obtient alors ||y(2T)|| < % et ainsi de suite. Par récurrence, on a donc Vk € N, |jy(kT)|| < ﬁ donc,

Vi e KT (ke + )T (o) < &

qui justifie bien que tliT y(t) = (0,0) des que y(0,0) est assez petit en norme.
—+o0

. Par conséquent, I'inégalité g(t) < g(0)e™*/2 est valable pour tout t > 0 ce

En plus : on peut montrer ’assertion admise avant la question b., supposons donc que I'on se donne une
fonction vectorielle Y : I — My, 1 (R) et une matrice inversible P € GL,(R) telles que tEErnoo [[Y(t)]| = +oo.

Alors ||X]|? = XX = 'Y'PPY. Or M = 'PP est inversible, symétrique et réelle. Comme ‘UMU = |[PU||? > 0
siU # 0 € My,1(R), cette matrice M est symétrique définie positive donc ses valeurs propres A7, ---,An (pas
forcément distinctes) sont strictement positives. Si on décompose Y = i yiV; dans une base orthonormale

i=1
(elle existe d’apres le théoréme spectral) de vecteurs propres de M (telle que Vi € [1;n]], MVi = AiVy),

comme cette base est orthonormale, ||Y||? = E yi — +oo quand t — 400 mais en notant A = Min A; >0,

i=1 1<isn

n
on a aussi [|X||2 = (YIMY) = > Ay? > A Z yZ = AJ|Y||?. Ainsi, par minoration, lim |[X(t)|| = +o0.
i=1 i=1 t=+o0

On pouvait aussi dire que les deux applications U — ||U|| et U — ||PU|| sont deux normes sur R™ (car P est

inversible) donc elles sont équivalentes : «||U|| < ||PU|| < B||U|| avec «, B > 0. Ainsi, en remplacant U par

Y(t), on a [[X(t)|| = [|[PY(t)|] = «||Y(t)|| donc lim ||X(t)|| = +oo par minoration si lim [|Y(t)|| = +oo.
t—+oc0 t—+o0

D’ailleurs, la double inégalité ci-dessus donne I'équivalence : lim ||Y(t)|| = 400 < Um |[|X(t)|| = +o0.
t—+o0 t—+o0

(1)Sif: R? — Rdeclasse C' vérifie % = 0, alors pour tout réel y, la fonction fy : x — f(x,y) est dérivable et

a une dérivée nulle par hypothese donc il existe une constante ¢(y) telle que Vx € R, fy(x) = f(x,y) = ¢(y).
Comme f est de classe C! sur R?, la fonction f admet une dérivée partielle continue selon y donc ¢ est de
classe C! sur R. Réciproquement, s’il existe une fonction ¢ : R — R de classe C', alors f : (x,y) — o¢(y)
est de classe C! sur R? car af < (xy)=0et g; (x,y) = @’(y). Ainsi, les solutions f : R* — R de classe C' de
% =0 sont les f: R? — R définies par f(x,y) = ¢(y) avec ¢ : R — R de classe C' sur R. Bien siir, si on
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impose f de classe C? sur R?, cela équivaut au fait que ¢ soit de classe C? sur R.
2 2
(2) Si f: R? — R de classe C? vérifie % = 0, comme % = 0 signifie %% = 0 avec g = %, Pétude

de I'équation (1) montre qu’il existe ¢ : R — R de classe C' telle que V(x,y) € R2 g—i(x,y) = ¢(y).

Avec le méme raisonnement que ci-dessus, il existe une autre fonction ¢ : R — R de classe C' telle que
Y(x,y) € R%, f(x,y) = @(y)x +U(y). Mais comme f est de classe C? sur R?, elle doit admettre des dérivées
partielles premieres et secondes continues, donc %t s (xy) = ely), g—; :(xy) = @' (y)x + V'(y) sont
continues (on le savait) mais aussi de classe C' par rapport & x et y, ce qui impose que ¢ et P soient de
classe C? sur R. Alors 272‘; :(xy) = 0, % C(xy) = @' (y) et aaiﬁ s (x%y) = 9" (y)x + 9" (y) sont bien
continues sur R?. Réciproquement, on vérifie comme ci-dessus que ces fonctions sont de classe C? sur R?

2
et vérifie (2). Par conséquent, les solutions f : R?> — R de classe C? de % = 0 sont les f : R? — R définies
X

par f(x,y) = o(y)x + (y) avec @, : R — R de classe C% sur R.

(3) Si f: R? — R de classe C? vérifie a?czag = 0, comme a?;g = 0 signifie %% =0 avec g = g—; (avec
SCHWARZ), I’étude de (1) montre qu'il existe ¢ : R — R de classe C! telle que ¥(x,y) € R?, g—;(x,y) = o(y).
Avec le méme raisonnement que ci-dessus, en notant ® une primitive de ¢ sur R (il en existe), il existe une
autre fonction ¥ : R — R de classe C' telle que V(x,y) € R?, f(x,y) = ®(y) + ¥(x). Mais comme f
est de classe C? sur R?, elle doit admettre des dérivées partielles premieres et secondes continues, donc
% s (xy) = (%), % : (x,y) = ®'(y) = @(y) sont continues (on le savait) mais aussi de classe C!
par rapport & x et y, ce qui impose que ® et ¥ soient de classe C? sur R. Alors 272; D (xy) = ¥(x),
% : (xyy) — 0 et gyig : (x,y) — ®"(y) sont bien continues sur R?. Réciproquement, on vérifie que ces

2
fonctions sont de classe C2 sur R? et vérifie (3). Au final, les solutions f : R? — R de classe C? de a?(ag =0

sont les f : R? — R définies par f(x,y) = ®(y) + ¥(x) avec &, ¥ : R — R de classe C? sur R.
a. La fonction f est de classe C' sur R? par opérations car V(x,y) € R?, 4+y? > 0. De plus, %(x,y) = 2xy
et g—f(x,y) =x?+ —zy—z Ainsi, si (x,y) € R? est un point critique de f, on a xy = 0 = x? + —ALZ donc
Y 4+y 44y
soit x = 0 => y = 0, soit y = 0 == x = 0. Le seul point critique de f sur R? est le point (0,0).
6 6
b. Pour x € R, on a e(x) = x> + n(4 +x°) — n(4). Alors e(x) = x° +1n (1 + %) §x5 + XT + o(x®) FXS'

c. Si f admettait des extrema locaux sur 'ouvert R?, on sait d’apres le cours que ce serait en un point critique

donc ce serait en (0,0) puisqu’il n’y a qu’un seul point critique. Or e(x) FX5 donc e est strictement négative
au voisinage de 0~ et strictement positive au voisinage de 07 ce qui interdit 'existence dun extremum local

n (0,0). Par I'absurde, il n’y a donc aucun extremum local pour la fonction f sur R2.
a. K = [0;7]? est un carré fermé borné et T est un triangle ouvert. Dessins & faire.

X+y*|X*y‘ et

b. Par construction F(x,y) = Min(x,y)(m — Max(x,y)) pour (x,y) € K. Or Min(x,y) = 5

Max(x,y) = %‘X_yl On peut donc rééerire F(x,y) = %(x—i—y —x—y|) - i((x—&-y)z —[x—y|?) dou
F(x,y) = %(ery —x=y])+ i((x+y)2 —[x—yl?) = %(ery —|x —y|) +xy. Cette expression universelle

montre que F est continue sur K car t — [t| est continue sur R.
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c. Comme T est un ouvert car R* est un ouvert de R et que T = f; ' (R%)Nf, ' (R%)Nf3'(R%) en posant
f1:(xy) = x, f2: (x,y) =y —xetf3:(x,y) = m—1y qui sont continues sur R? car polynomiales. Si F
admet un extremum local sur T, c’est forcément en un point critique. Comme V(x,y) € T, F(x,y) = x(m—1y),

grad’F(x,y) = (m —y, —x) ne peut pas s’annuler sur T : F n’admet aucun extremum local sur T.

d. Comme K est un fermé bornée (compact) en dimension finie et que F est continue sur K, la fonction F est
bornée et atteint ses bornes sur K donc F admet sur K un minimum et un maximum. Le compact K est formé
des quatre bords du carré K, By = {(x,0) | x € [0;7]}, B2 = {(x,7) | x € [0;7]}, B3 = {(0,y) | y € [0;7]}
et B4 = {(my) | y € [0;n]}, de sa diagonale D = {(x,x) | x € [0;n]} et enfin des deux triangles T et
T ={(x,y) € R? |0 <y < x < n}. Comme F(x,y) = F(y,x), il ne peut pas non plus y avoir de point
critique de F dans T’. Ainsi, F atteint ses extrema sur By, B2, B3, B4 ou D. On étudie F sur chacun de ces
5 segments, ce qui donne F(x,0) = F(0,y) = F(x,n) = F(m,y) = 0 et F(x,x) = x(m — x). La fonction F étant
par construction positive sur K, son minimum vaut clairement MKin(F) = 0 atteint sur les bords du carré K,

2
et son maximum est atteint en (E E) ol M]?x(F) = %

2’2
a. f est polynomiale sur D donc elle y est de classe C'. Par conséquent, F est aussi de classe C! sur D x R. De

plus, on a clairement %(x,y,z) = %(X,y) = —dx(x* +y?) + 3x, %(x,y,z) = a—\j(x,y) = —4y(x* +y?) + 3y

et %(x,y,z) = —1 donc grad’F(x,y,z) = (—4x(x? +y?) + 3x, —4y(x* + y2) + 3y, —1).
b. S est la surface d’équation F(x,y,z) = 0 par définition et tous les points de cette surface sont réguliers
car grad'F(x,y,z) # I pour (x,y,z) € D x R d’apres la question a.. Le plan tangent en un point (x,y,z)

de cette surface admet d’aprés le cours comme vecteur normal grad’F(x,y,z). On cherche donc (x,y,z) tel
—dx(x* +y?) +3x =0

dy(x* +y?) =3y =1
la condition —4x(x% +y?) + 3x = 74x(x2 +y? — %) =0 équivaut & x = 0 ou x> +y? = % Deux cas :

que grad F(x,y,z) et ¥ = (0,1, —1) sont colinéaires, ce qui se traduit par { . Or

2
oSix:0,4y(X2+yz)—3y:—1<:>4y3—3y:—1<:>(y+1)(y—%) =0<:>(y=—1 ouyz%).

o Six?+y? = %, 4y(x? +y?) — 3y = 0 # —1 donc ceci ne correspond pas & un point critique.

Ainsi, les points M = (x,y,z) de S en lesquels le plan tangent & S en M est normal & ¥ sont (0, —1,f(0, —1))

et (0, %,f(o, %)) Or f(0,—1) = % et f(O, %) = % Les points de S cherchés sont (O, 1, %) et (0, 15, %)

c. Comme f est définie sur D et que (t,t) € D <= t> +t> < 1 <= |t| < \1—6, les applications f et t — t étant

de classe C! sur leurs ensembles de définition respectifs (D et [— %; %} ), g 'est aussi par composée sur

[fi; g [fL; i} L 0'() = 1 O (6, ) 11 I (1) = (~863+3t) + (—8t3 4 3¢) = 2¢(3-8t2) par
V2'V2 V2'V2 X Y

la régle de la chaine. Comme g : t — —4t* 4-3t2 41 est paire, il suffit de I’étudier sur I = {O; \%] . La dérivée

V3

précédente montre que g est croissante sur {0; ﬁ} et décroissante sur [ﬁ i} Ainsi, g est maximale

22" V2
V3

en - et minimale en 0 ou en a1 les extrémités de I). Or g(0) = 1 et (i> =3 donc Min =1.
33 7 ( ) 9(0) i\ 5 in(g)

}etVtE

c (22) = —ax 2 43x3 1= B il vient Max(g) = 2. Par parité de g, si ] = [~ —=: -]
omme on a g 33 64+ 8—|— 7¢Il vien Iax(g) 1¢ Far parité eg,si] > 50
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: 25 : V2 +y? y/x2 +y2) (\/xz +y2)
=1 =25 Enfi D = 1( = gLyt
Min(g) =1 et Max(g) = 7. Enfin, si (x,y) € D, on a f(xy) = f{~—7=, 7 I\

image de (x,y) par f ne dépend que du “rayon” r = /x< +y ou Min(f) =1 et Max(f) = =.
i d dépend que du “rayon” 2 4 y%) d'ol Mi et Mc %2

a. Les fonctions (x,y) = x> —y3 et (x,y) = x? + y? sont polynomiales donc de classe C>* sur R?. Comme
x? + y? ne s’annule quen (0,0), par rapport de fonctions de classe continues, la fonction f est continue

2 : 2 x> —y? |X|3 + |1J|3
sur U = R\ {(0,0)}. De plus, si (x,y) € R*\ {(0,0)}, [f(x,y) — (0,0)] = | ~| <
x~+vy x Jrg

x| < VAT 92 = (|0 u)ll2 et Jul < VA2 32 = [[(6)]l2 done [f(xy) — £(0,0)] < H = 2|60 v)ll2

donc Ve > 0, In = 3> 0, Y(x,y) € R% ||(x,y) — (0,0)|]2 < n = [f(x,y) — £(0,0)| < ¢ ce qui garantit la

continuité de f en (0,0). Ainsi, la fonction f est continue sur R?.
b. De méme, en tant que rapport de telles fonctions, f est de classe C! sur U. Par exemple, si (x,y) € U,

3 2
of _ox(x” +3xy” + 2y ) of i f(t,0) — £(0,0) .. ¢ _
Brlow) = T o it 0,0 =y R = -

gf (0,y) = 0 donc hm g (Oy)=0#3 of ~(0,0) ce qui interdit la continuité de 2 —X en (0,0). Ainsi, f n’est

de classe C! sur R? (on aurait pu vérifier aussi que g—f existe partout mais n’est pas continue en (0,0)).

2
c. Encore une fois, comme f est de classe C? sur U, E)?T; existe sur U. La quantité aa a‘; (0,0) existe si
of of

5y (10) = 5:(0.0)
t—0

1. Pour y € R*, on

admet une limite finie quand t tend vers 0 (par valeurs différentes). Or, comme avant,

3 2 3 _

yly” £33y +2¢7) 9 (0,0) = lim O =100 _ iy =t — 1. Ajnsi,
(X +y ) Yy t—0 t—20 t—0 t

of of

ai(tao) - 67(0,0) 1
axay (0,0) n’existe pas car < T Oy =1 n’a pas de limite finie en 0.

a. f est polynomiale donc de classe C*® sur R? et gf( y) =322 (1 —x —y) — x3y? = x?y2(3 — 4x — 3y)

of
et ay

grad f(x,y) =0<«<= (x=0o0uy=0o0u4x+3y—3=2x+3y—2=0) ce qui donne, en résolvant ce petit

si(x,y) € U, %(X,y) =

(x,y) = 2x3y(1 —x —y) — x3y? = x3y(2 — 2x — 3y). Les points critiques de f sont ceux qui vérifient

systéme : (x,y) est un point critique de f <= (x =0ouy=0ou(x= %,y = %))

b. Comme R? est un ouvert de R? et que f y est de classe C', si f admet en (a,b) un extremum local, alors

(a,b) est un point critique pour f donc ce ne peut étre qu’en les points (xp,0), (0,y0) ou en (%, %)

Méthode 1 : brutale et superflue dans ce cas

e En (0,0) : f(x, —x) = x> qui change de signe au voisinage de x = 0 donc f n’admet en (0,0) ni un maximum
ni un minimum local, ¢’est un point selle !

e En (1,0) : f(1,y) = —y> qui change de signe au voisinage de y = 0 donc f n’admet en (1,0) ni un maximum
ni un minimum local, ¢’est un point selle !

e En (x0,0) avec xg > 1 : soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (x0,0)||oc < on— 1, par inégalité triangulaire :

1—><—y:1—xo—}—xo—x—y<1—xo—|—|xo—x|—|—\y|<1—xo—|—2><M

=0donc1—x—y <0. De

plus, x > xg — %

> 0. Ainsi, f(x,y) = x3y%(1 —x —y) < 0 donc f admet en (xp,0) un maximum local.
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e En (x0,0) avec xg < 0 : soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (x0,0)]||00 < —7 Alors x < xp — XZ—O = X7° <0Oet

T—x—y>=1-— X70 + on =1 car —y > —|y|. Ainsi, f(x,y) = x3y?(1 — x —y) < 0 donc f admet en (xo,0) un

maximum local.
e En (x0,0) avec 0 < xo < 1 : soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (x0,0)||ec <

1 Min(xo,1 —xo) = r. Comme

2
avant,x>0(:arx>xofr<xofx7°>Oet1fxfy 1—xo+x0—x+y=1—%x0—2r > 0 car

Xo—x = —|xo —x| = —rety > —|y| > —r. Ainsi, f(x,y) = x3y?(1 —x —y) > 0 donc f admet en (xo,0) un

minimum local.

e En (0,y0) avec yg # 0 et yo # 1: f(x,y0) = x>y3(1—yo—x) f(\;xsyéﬂ —1yo) qui change de signe au voisinage
de x = 0 donc f n’admet en (0,yo) ni un maximum ni un minimum local, c’est un point selle !

e En (0,1) : f(x,1) = —x* < 0 alors que f(x, 1 —2x) = x*(1 — 2x)? > 0 donc f change de signe au voisinage

du point (0,1). Ainsi, f n’admet en (0,1) ni un maximum ni un minimum local, c’est un point selle !

e En (1/2,1/3) : on a gng(x,y) = 2xy?(3 — 4x — 3y) — 4x%y? donc r = 272;(%,%) = —%, mais aussi
%(x,y) =x3(2—2x —3y) — 3x3y donc t = gi;(%, %) = f% et aiza]; (x,y) = 2yx?(3 — 4x — 3y) — 3x*y?
donc s = a?;il (%, %) ]2 Ainsi, rt — ﬁ > 0 avec r < 0 donc, d’apres le cours, f admet en (E g)
un maximum local tel que f (E g) = 4;—2 (aprés calcul).

Méthode 2 : élégante mais encore faut-il y penser !

Comme ’expression de f fait intervenir des produits, et que la grande majorité des points critiques sont

des points ou f est nulle (a part (l l)), on peut s’intéresser au signe de f. D’abord, f est nulle sur les

2’3

trois droites d; : x =0,d2 : y=0etds : x+y =1 et que le signe de f(x,y) est celui du produit
xy%(1 —x —y) donc f est positive sur les trois domaines D1 = {(x,y) € R* | x >0, y = 0et 1 —x —y = 0},

={lyy) € R? | x>0, y<O0etl—x—y=0},D3={(xy) € R |[x<0etl—x—y <0} et
elle est négative sur les quatre autres domaines Dy = {(x,y) € R? [ x > 0, y = 0et 1 —x —y < 0},
Ds ={(xy) € R? [ x>0, y<O0etl—x—y<0},Dg={(x,y) € R? | x<0, y=0etl—x—y=0}et
D7 ={(x,y) € R? | x<0,y<O0etl—x—y=>0}
e En (0,0) : il est a I'intersection de Dy,D3,Dg et D7 ou f change de signe donc il s’agit d’un point selle.
e En (1,0) : il est a I'intersection de Dq,D3,D4 et D5 ou f change de signe donc il s’agit d’un point selle.
e En (0,1) : il est a 'intersection de D1,D3,D4 et Dg ou f change de signe donc il s’agit d’un point selle.

e En (0,yp) avec yp # 0 et yo # 1: ce point est entre les domaines D3 et Dg siyo > 1, D7 et DgsiO <yg < 1

ou Dy et D7 siyp < 0, & chaque fois f change de signe au voisinage de (0,y¢) donc c’est encore un point selle.

e En (x0,0) avec xo > 1 ou xg < 0 : ce point est entre les domaines D4 et Ds si xg > 1 ou entre les domaines

D¢ et D7 sixp < 0 donc f reste négative au voisinage de (xo,0) donc f admet en ce point un maximum local.

e En (x0,0) avec 0 < xg < 1 : ce point est entre les domaines D7 et D, donc f reste positive au voisinage de

(x0,0) donc f admet en ce point un minimum local.

e En (1/2,1/3) : f est continue sur le fermé borné (compact) Dy (c’est le triangle entre les trois droites
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d1,d2,d3) donc y est bornée et y atteint ses bornes. Or f(f l) — 16t  est nulle sur les bords de ce

2’3 432

triangle. Ainsi, f admet son maximum sur D7 en un point intérieur & D et c’est donc forcément en (l, l).

2°3

Ainsi, f admet en (l l) un maximum local.

2’3
Comme f(x,1) = —x? et f(x, —x) = x>, ona Um f(x,1) = —oc et lim f(x,1 — 2x) = +oc donc f n’est ni
X——+00 X— 400

majorée, ni minorée donc elle n’admet pas d’extremum absolu.

a. Soit x € [a;b] et wy : R — R3 définie par wy(t) = ve(x) = (%, 91(x), @4 (x)) = v(x) + (0, ¢ (x), ¢ (x)).
Comme les trois coordonnées de w, sont affines en fonction de t, elles sont continues sur R donc w, 'est
aussi par théoreme. Or wy(0) = vo(x) = v(x) € U par hypothese et U est un ouvert donc il existe ¢ > 0 tel
que B(v(0),e) C U. Par continuité de wy en 0, Ja > 0, Vt € [—a; ], [wy(t) — wx(0)] = [ve(x) — v(x)| < .
Ainsi, Vt € [—o; a, [ve(x) —v(x)] < e donc vi(x) € B(v(0),e) C U d’otr v¢(x) € U.

b. D’abord, l'intégrale I, est bien définie car, par opérations, x — f(vi(x)) = f(x, @ (x)+tg(x), ¢’ (x)+tg’(x))
est continue sur le segment [a;b]. Dérivons sous le signe somme en définissant ¢ : [—o; «f X [a;b] — R par
la relation @(t,x) = f(vi(x)) = f(x, @ (x) + tg(x), @’ (x) + tg’(x)).
e Vx € [a;b], t = @(t,x) est de classe C' sur [~«; a] par la regle de la chaine et on a la relation
L i) + o' (0) L (v (x)-
oVt € [—o; o, x — @(t,x) est continue sur le segment [a; b] donc y est intégrable. De plus, application

X %tg(t, x) est continue sur [a;b] par opérations.

)
)

suivante : %,g(x, t) =g(x

e Comme f est de classe C2 sur U, o et gf y sont de classe C! donc continues. Comme ¢ et g sont de

’ ay
classe C! sur [a; b], @ est de classe C! sur [a; b] donc (t,x) = vi(x) = (x, @ (x)+tg(x), @’ (x)+1tg’(x)) est
continue sur le fermé borné X = [—o; ] X [a; b]. Par opérations, %(tg est continue sur K donc elle y est

bornée par le théoréme des bornes atteintes. Il existe M > 0 tel que V(t,x) € K,

% ()| <M= (1)
et VP est continue et intégrable sur [a;b].

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, h est dérivable sur [—«; oc] donc en particulier en 0 ou 'on

ah'(0) = fab (9( )glj( vo(x)) + g'(x )SZ(VO( )))dx. Ainsi, W(0) = fbg (x) a dx+f g'( v(x))dx

par linéarité. Dans la seconde intégrale, on pose u(x) = g(x) et w(x) = gf( (x)), u et w sont bien de classe

C' sur [a;b] car f est de classe C? sur U. Comme w'(x) = dd (g; (v(x))), u(a) = u(b) = 0, par intégration

b
par parties, on trouve f g'(x )g—( = — f ( (v(x)))dx de sorte qu'on a comme attendu
b
0) — of d (of
W) = [ [3Ewix) - £ (3

b
c. Posonsc:x — glj (v(x))— 4 (gi (v(x))), la question précédente montre que fa c(x)g(x)dx = 0 pour toute

<

(x)))} g(x)dx par linéarité de l'intégrale.

fonction g : [a;b] — R de classe C' telle que g(a) = g(b) = 0. Par la régle de la chaine, on obtient la relation

c(x) = g;( v(x)) — af;afz( ) — ¢'(x) a%zafz( (x)) — " (x )ng(v(x)) donc ¢ est de classe C' car @ et f sont

supposées de classe C3. Si on prend g(x) = c(x)(x — a)(b —x), alors g est bien de classe C! sur [a;b] et, pour
b

€ [a;b], c(x)g(x) = c¢?(x)(x —a)(b —x) > 0 donc f c(x)g(x)dx = 0 = Vx € [a;b], c?(x)(x —a)(b—x) =0
a
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donc ¥x €]a;b[, ¢(x) = 0. Enfin, par continuité de ¢ en o et en b, on en déduit que c(a) = c¢(b) = 0 donc ¢

est la fonction nulle sur [a;b] et ¥x € [a;b], 2 (v(x)) — 2ok (v(x)) — @’ (x) Do (v(x)) — 0" (x) E (w(x)) = 0
) ’ dy 0x0z ® dyoz @ -
a. On définit f: R3 — R par f(x,y,z) = z — g(x,y) de sorte que S : f(x,y,z) = 0. Les points réguliers

M = (x,y,z) de S sont ceux pour lesquels on a ¥V = grad’f(x,y,z) # (0,0,0) et ce vecteur V est alors normal

au plan tangent II & la surface S en M. Or gﬁTd)f(x,y,z) =¥ - %}%(x y)T> - ﬁ%(x y) de sorte que g
vérifié la propriété (P) si et seulement si (Wf (x,y)|T) =0 <= 2@% + @q =0 car B est orthonormée.
Ainsi, g vérifié (P) si et seulement si g est solution de (E).
b. ¢ est clairement un endomorphisme de R? et ¢(x,y) = (0,0) <= x =y = 0 donc Ker(p) = {(0,0)} de
sorte que @ est injectif. ¢ est donc un automorphisme car R? est de dimension finie. On résout le systeme
1) = e(xy) = (x = 2y,y) <= (x =% +2y',y' =y). Ainsi o~ (x,y) = 0(,y') = (' + 2y',y).
c. Si on pose h(s,t) = go(s,t) = g(s + 2t,t), alors h est de classe C' par composée car g et P le sont puis
%—}Sl(s,t) = %%(s + 2t,t) et %]:(s t) = Zﬁq(s + 2t,t) + a4‘1(5 + 2t,t) par la régle de la chaine.
d. Soit g : R? — R solution de (E), alors V(x,y) € R2 Zj( ) + %S( y) = 0. Comme ¢ est une
bijection de R? dans R? d’aprés b., on peut aussi écrire V(s,t) € R?, 2%9( (s,t)) + (d)(s,t)) =0 ce
qui, d’apres la question c., s’écrit aussi V(s,t) € R2, 2%%((\0(5,&) + %g( (s,t)) = %—h( ) = 0. On a donc
Y(s,t) € R?, h(s,t) = f(s) avec f de classe C! sur R donc V(x,y) € R?, g(x,y) = h(e(x,y)) = f(x — 2y).
Réciproquement, si V(x,y) € R?, g(x,y) = f(x — 2y) avec f de classe C' sur R, alors g est de classe C' sur
R? et V(x,y) € R?, 2%%()@1_;) + %S(x,y) =f(x—2y) —2f'(x —2y) = 0.
Les solutions de (E) sont donc, par analyse-synthese, les fonctions g : R? — R telles qu'’il existe une fonction
f: R— R de classe C' avec ¥(x,y) € R?, g(x,y) = f(x — 2y).
a. Comme f est continue sur R, par le théoréme fondamental de U'intégration, ¢ : (x,y) — f t)dt est de

classe C' sur R? car %‘g(x,y) = —f(x) et %‘S(X,y) =f(y) et ax et %y sont donc continues sur R? comme
la fonction f. Comme (x,y) — y —x est de classe C' car polynomiale et ne s’annule pas sur D par définition,

g est de classe C! sur D par opérations.

dg _ 1 Y _f)
De plus, V(x,y) € D, §3(x,y) T fx flae— 0 T
Y 99 1 Y
on a (y —x)f(x) = f f(x)dt, on a la formule plus compacte 33 (x,y) = — % f (f(t) — f(x))dt.
x X —x x

. 0 1 Y 1 1 Y
Dememe,onajx,g = f(t)dt + ——f(y :7<y—xfy—
3 (0w =~ 2z Sy T0ee s ) = o (=t -
%g(x,g) = % fy (f(y) — f(t))dt, relation qu’on aurait pu obtenir aussi car g(x,y) = g(y,x) ce qui
X (y—x)7 Jx

montre, en dérivant ceci par rapport & x par la régle de la chaine, que ﬁ( y) = é%‘L(y, ).

+h
b. Soit h # 0, g(a,a +h) — g(a) = %(fa f(t)dt) — f(a). La fonction F: h — f f(t)dt est de classe
a a

F(h) — hf(a)
——
D’apres TAYLOR-YOUNG, puisque F est de classe C? sur R, le développement limité d’ordre 2 de F en 0

est donné par F(n) =F(0) + F/(0)h + "<°)h2 +o(h?). Or F(0) = 0, F(0) = f(a) et F/(0) = f(a), done

C? sur R car F/(h) = f(a+ h) (f est de classe C! sur R) et on a Vh # 0, g(a+h,a) — g(a) =
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/ / /
F(h) —hf(a) 5 la) (Za) h? 4 0(h?) d’ou g(a,a+ h}z —9(ea) _f (za) +0(1). On en déduit que %(a,a) T (2a>.
_ : 99 _ f(a)
Comme g(a+h,a) = g(a,a +h), on a aussi 52(a,a) = -

—~

c. Six # vy, dapreés a., on a gj(x,y) = %fy f(t) — f(x))dt. En posant u : t — f(t) — f(x)
X (y —x)

et v : ( —t), les fonctions w et v sont de classe C' sur [;\y/] donc, par intégration par parties,
og 1 ( Y ) _ 1 Yy
ax(x,y g > [ () —1(0)at = eend (CONOIESS [Tw-vrwa e [ w-vrwa
! y y —(y—1t)27Y
Or %g(a,a) - (Za) =f'(a) x (g—]ix)z fx (y—t)dt car fx (y—t)dt = [—%L. Ainsi, en soustrayant
y

les deux expressions, %%(x,y) — %%(a, a) = (17)2 f (y —t)(f'(t) — f'(a))dt si (x,y) € D.

y—x x

d. Comme f est de classe C! sur R, f est continue en a. Soit ¢ > 0, il existe donc a« > 0 tel que
Yt €]la —oza+ «f, |f(t) — ()| < 2e. Soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (a,a)||ec < , traitons deux cas :

/ /
e si x =y, alors ’%}%(x,y) - EL1((1,(1)‘ _ 1) = #(a)| <ecar|x—a|l <a.

ox 2
e si x # y, avec la question précédente et par inégalité de la moyenne, on obtient la majoration
2
9g _9g ‘< AAJAA,’ YOI () — ‘ 3 ‘[_,—(y-ﬂ }y _
Ry = o) < | [0l 0 - ] < = ] =

Ceci prouve que %% est continue en (a, a) pour tout a € R done, avec a., que %% est continue sur R?. De

méme, %13 est aussi continue sur R?. Par définition, la fonction g est donc de classe C! sur R2.

a. Par opérations, la fonction f est de classe C? (et méme C*) sur 'ouvert D = R?\ {(0,0)}. Comme

[f(x,y)| < |xy\—EL Ix|ly| < ||(x,y)||5 donc, comme  lim  [|(x,y)||2 = 0, par encadrement, on
+y (x,y)—(0,0)
trouve « l)lm(o 0 f(x,y) = 0 = £(0,0) et f est aussi continue en (0,0). Par conséquent, f est continue sur R?.
Yy —

b. af < (0,0) = lim f(t,0) —£(0,0) _ 6 f(0,0) = 1 M = 0 en revenant a la définition et, par

tﬁo t dy tﬁo t

syt —yh) oor x(y’ + 4y? —x")
un calcul brutal, on a of (x = U(X t y Y ) et 9 (x = — . Le second calcul
ax( 'Y) (Xeryz)z ay( 'Y) (Xeryz)z
n’était pas nécessaire puisque f(x,y) = —f(y,x) (1) donc %(x,y) = —g—;(y,x) en dérivant (1) par rapport
a x avec la regle de la chaine. De méme, g—i et % sont continues sur 'ouvert D par opérations. De plus,
2.2 4
‘%(x,y)’ < [yl (2x —;4X % 2+2y ) 2|yl < 2||(x,y)||2 et, comme en a., % est aussi continue en (0,0).
(" +y7)
Comme gi (xy) = g; (y,x), gTj est aussi continue en (0,0).
Ainsi, par définition, f est de classe C' sur R2.
of of of of
d @(t,O) - @(O)O) . &(O’t) - &(O’O)
c. W(O,O) = P_T)% " = ll_T)T(L)E =1et ayax (0,0) = 11_1:}) " = —1. On peut
of of of of

% 7(t’0> - 7(0>0) aZ a*(O,t) - 67(0,0)
aussi calculer 23.(0,0) = lim 0 ox =0et (0 0) = lim & Y =0.

ox t—=0 t ay t—0 t

02
d. Par contraposée du théoreme de SCHWARZ, f n’est pas de classe C? sur R? car axay (0,0) # 0 ayax (0,0).

a. En posant les matrices M = (mij)i<ijcn €t N = MTAM = (ni,j)1<i,j<ns la matrice N est bien
symétrique car (MTAM)T = MTATM = N puisque AT = A par hypothese. Comme N est symétrique, elle

peut étre décrite par ses coeflicients au dessus de la diagonale donc on peut poser (M) = (nyj)1<i<j<n- En
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ce sens, ¢ peut étre considérée de R™ dans R~ 2. Par définition du produit matriciel, les coordonnées

ny; dépendent polynomialement (de degré 2) des coordonnées m;j. Ainsi, comme toutes les composantes

N ~ 2
ni; sont de classe C!, d’apres le cours, ® est elleeméme de classe C! sur R™.

b. La différentielle d’une fonction f : 2 — RP en un point a € 2 C R™, si elle existe, est 'unique application

linéaire dqf : R™ — RP telle que f(a + h) ﬁf(a) + daf(h) + o(||h]]).

c. e Pour H € My (R), on a ®(I, +H)—®(I,,) = (In + H)TA(I, +H) =[] AL, = A+HTA+AH+HTAH - A
par linéarité de la transposée et en développant le produit. Ainsi, ®(I,, +H) — ®(I,,) = HTA + AH + HTAH.

L’application u : M — MTA + AM est une application linéaire de M (R) dans S, (R), elle peut donc étre
n(n+1)
vue comme une application linéaire de R™ dans R~ Z ~ comme ci-dessus.

e Prenons le produit scalaire canonique (A,B) € (Mn(R))? — Tr (ATB) € R et la norme euclidienne
associée ||Al|2 = 4/Tr (ATA), en notant respectivement Li(M) et Cj(M) la ligne i et la colonne j de la

n 2
matrice M, [|AB|[3 = 3O ( ai,kbk,]-) = Y (L(A)[Cj(B))2. Avec CAUCHY-SCHWARZ, on a
1<hj<n M k=1 1<hjsn
n n
I'inégalité (Li(A)|Cj(B))* < ||Li(A)]2]|C;(B)]|*> = ( > af‘k) x( > b%’j) Par conséquent, on a la majoration
k=1 (=1

B < » ekt = (X ad)x (X v3) = AIBIBIE Ainsi, [1AB[l2 < [IA]l2][B[l2
1<i,),k,0<n 1<ikgn 1<j,0<n

(c’est une norme d’algebre). Ainsi, |[HTAH||2 < ||[HT||2||AH|2 < [|A]2|[H]|3 car |[HT||2 = ||H||2 et on a bien
®(I, +H) — ®(I,) —u(H) = HTAH = o(]|H|]2). D’apres la définition de la différentielle, on a donc di, ® =u
donc VH € M, (R), di, ®(H) = HTA + AH.

e Pour H € My (R), di, ®(H) = 0 <= H'A + AH = 0 <= HTAT = (AH)T = —AH <= AH € A,(R)
(matrices antisymétriques) car A est symétrique. Ainsi, Ker(dr, ®) = {H € M»(R) | AH € A (R)}.

e Comme A est symétrique, pour H € M, (R), on a d;, ®(H) = HTA + AH = (AH)T + AH est symétrique.

Réciproquement, si M est symétrique, comme A est inversible, on peut poser la matrice H = %A_l M et on

.
adp ®(H) = (AH)T + AH = MT + % =M donc Im (d;, ®) = Sn(R).

d. L’application f : M — AM est un automorphisme de M, (R) car A est inversible (f~! : M — A~'M).
Comme S, (R) et An(R) sont supplémentaires dans M, (R), leurs images réciproques par f le sont aussi.
D’apres la question précédente, on a Ker(dy, @) = {H € M, (R)|AH € An(R)} = (A, (R)) et aussi
F={M € Mp(R)|AM € S, ,(R)} = f1(Su(R)). Ainsi, F = {M € M,(R) | AM € S,(R)} et Ker(dy, ®)
sont supplémentaires dans My, (R).
e. La fonction det est polynomiale donc continue sur M, (R), et R* est un ouvert de R. On sait d’apres le
cours qu’alors det™' (R*) est un ouvert de M, (R). Or GL,(R) = det™'(R*) et I,, € GL,(R) donc il existe
par définition une boule ouverte U = B(In,r) centrée en I, et de rayon r > 0 telle que U C GL,(R).

a. Le carré C = [0; 1]? est composé de trois morceaux : C; = {(x,y) € C | x <y}, C2 = {(x,y) €C | x>y}

et C3 = {(x,y) € C | x =y}. Cz est la diagonale du carré C et constitue la frontiere commune entre les

adhérences des triangles C; et C;. Comme K est polynomiale sur C; et Cy, elle y est continue. Par contre, la

définition de K en les points de C3, K(x,x) = x(1 —x), ne permet pas de conclure directement a la continuité

26



de K car il y a des expressions différentes de K(x,y) dans Cy et C3.

Soit (x0,%0) € C3 et (x,y) € C. On va majorer |K(x,y) — K(x0,yo0)| selon (x,y).
esi(x,y) € Cz,onay =xet |[K(x,y)—K(x0,y0)| = [x(1—x) —x0(1—x0)| = [x—x0]-]T—(x+x0)| < [x—x0]
car x + xo € [0;2] donc [K(x,y) — K(x0,y0)| < |x — xo| < [|(x,y) — (x0,%0)]]00-
esi(x,y) € Cr,onay >xet |K(xy)—K(x0,y0)| = [x(1—y)—x0(1—x0)| = [x—x0—(x—x0)y+x0(x0—y)|
donc [K(x,y) = K(x0,Y0)| < |x = xo| +y[x — xo| + x0ly = xo0| < 3/(x,y) — (x0,%0)]loc-
esi(x,y) € Cz,onay < xet |[K(x,y)—K(x0,y0)| = [y(1—x)—x0(1—x0)| = [y—x0—(y—x0)x+x0(x0—x)|
done [K(x,y) = K(x0,y0)| < [y = xo| + x|x —xo| +xox —x0| < 3|[(x,y) = (x0,%0)]|c-

Ainsi, Ve > 0, V(x,y) € C, ||(x,y) — (x0,%0)||oo < § = |K(x,y) — K(x0,%0)| < ¢ et la fonction f est continue

en (xo,%0) donc en tout point de C3. D’apres ce qui précede, K est continue sur le carré C = C; U C2 U Cs.
b. La surface S est définie localement autour du point Mo = (x0,yo0,z0 = K(x0,Yo0)), comme (x0,yo) € Cr1,
par la relation S : z —x(1 —y) =z — K(x,y) = f(x,y,z) = 0. Comme f est de classe C' car polynomiale et
que, en ce point My de S on a Wf(xo,yo,zo) = (=141yo,x0,1) # (0,0,0), le point Mg est régulier dans S
et une équation du plan tangent P en Mo a S est donnée par P : (yo —1)(x —xo) +x0(y —yo) +(z—2z0) =0
qu’on peut simplifier, puisque zo = xo(1 —yo) = x0 — xoyo, en P : (yo — 1)x + xoy + z = xoyo. Un vecteur

non nul normal & P est d’apres le cours le vecteur gradient grad’f(xo,yo,2z0) = (=14 yo,x0, 1)

2 . 2 .
a. Pourn € N, f,, : t — t"e™" est continue sur Ry et fi(t) = o(e_t /2) = o(t]—z) par croissances
(oo} oo
comparées donc f,, est intégrable sur R} par comparaison aux intégrales de RIEMANN et I, existe.
+oo 2 L . .
b. Dans I, = fo t"F1(te~t")dt, on effectue une intégration par parties en posant w : t — t"! et

2

—t
vite— =& 7 qui sont de classe C' sur R4 avec tliT u(t)v(t) = 0 par croissances comparées. Ainsi,
— 400

_ n+1l T n 24, _n+1
Insz =0+ 2F1 fo thear =ty

2
+ +
c. Par parité de t — e_tz, on a f Ooe‘tz dt = Zfo = e tdt = V/m donce Iy = é Classiquement, on
— 00
obtient I, = g:’ziIprz - ZJ% % é:)zihpfﬁl S (2p —1) x (2};)— 3) X -+ x 1 Io qu'on transforme
2p)(2p —1)2p —2)(2p —3)---.2.1 (2p)!
Iy = ( Ih = .
on f2p (2p)(2p —2)---.2x 2P 0 ZZP—H'p!ﬁ
+ —t2 9400 — ce |
Comme I = fo OOte’tzd’c = [— ez }0 = %, de méme, Izp41 = (2p) x (2p 2]32) X X 211 = %

d. Pour (x,y) € R?, par linéarité de l'intégrale, comme tout converge et que I'intégrale des fonctions impaires

+
sur R est nulle, on a V7F(x,y) = [ T = 2(x + )t + 2xyt? + (x + )22 — 2xy(x + y)t + x2y2)e tdt
— 00

puis /7F(x,y) = 2I4 +2(2xy + (x + y)?)2 + 2x%y?ly = %\/E + (2xy + (x + y)z)é + x?y?\/% et enfin

2
F(x,y) = % + w + x2y?. Comme F est polynomiale, elle est de classe C> sur R? car toutes ses
dérivées partielles a tout ordre sont encore polynomiales.

e. Comme g—i(x,y) =2xy? +2y+xet %(x,y) = 2yx? + 2x +y, (x,y) est un point critique pour F si et

seulement si 2xy? 4 2y + x = 2yx? + 2x +y = 0. Ceci équivaut, en faisant la somme et la différence de ces

deux relations, a (2xy +3)(x +y) = (2xy +1)(x —y) = 0.
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® 2xy + 3 = 2xy + 1 = 0 est impossible.
ex+y=x—y=0revient a x =y = 0.

e 2xy + 3 =x —y = 0 conduit & 2x*> + 3 = 0 ce qui est impossible car x € R.

ony—i—]:x+y:Oconduit52x2:letyz—xdoncxzi%.

On a exactement trois points critiques pour F : My = (0,0), M = (i —]—) et M3 = ( ) Les
’ V2 V2 f V2

2

2 2
dérivées partielles secondes de F sont gXF( xy) =2y? +1, gyg (xy) = 2x* + 1 et F (x,y) = 4xy + 2.

0
0xdy
1

- . 2 R
Au voisinage de My = (0,0) : la hessienne de F en (0,0) vaut H = H¢(0,0) = ( ]> et son polynome

2
caractéristique vaut x = X?> — 2X — 3 qui admet deux racines de signes opposés car det(H) = —3. Ainsi,
2
(0,0) est un point selle pour F. On pouvait le voir en considérant F(x,0) = % + X? > % = F(0,0) et

F(x, —x) = % —x2 +x% donc F(x, —x) — F(0,0) N —x? < 0 donc est localement négatif au voisinage de 0 ce qui

montre que F(x, —x) < F(0,0) si x est assez petit.

.. . 2 0 . . o
Au voisinage de M5 : la hessienne de F en M, vaut H' = H¢(M;y) = < > = 21, qui est clairement définie

0 2
positive donc F admet en M, un minimum local.

.. . 2
Au voisinage de M3 : la hessienne de F en M3 vaut H' = H¢(M3) = o

(2)) = 2I, et on a encore un

minimum local pour F en M3. On pouvait le voir en constatant que F(—x, —y) = F(x,y) donc la surface

d’équation z = F(x,y) est invariante par la rotation d’angle  autour de la droite d’équation x =y = 0 (axe

vertical). Comme M3 est 'image de M par cette rotation, ce qui se passe au voisinage de M se passe aussi

au voisinage de M3. On a d’ailleurs F(M,) = F(M3) = i - % + 411 = %
2 2 2
s, o ) {5 ) i1 B e B 1P (5

donc Y(x,y) € R?, F(x,y) = F(M2) = F(M3) donc F admet en M et M3 un minimum absolu.

Avec un dessin en dimension 1, on se rend compte que si f : R — R de classe C? admet un minimum local

en xo, alors f/(xp) = 0. On s’attend donc & avoir Af(xg,yo) > 0 en généralisant !

2 2
Méthode 1 : on peut écrire la relation Tr (H¢(x0,y0)) = %(xo,go) + aay—g(xo,yo) = Af(x0,yo) si on pose
2 2
%(XO)UO) aEE(TL(XO>UO)
H¢(x0,Y0) = ’ﬁf > la hessienne de f en (x0,yYo). Si He(x0,yo0) est définie positive,
6;3@(X0>UO) ggj(Xano)

alors ses deux valeurs propres A1, Az sont strictement positives par définition. Comme Tr (H¢(x0,yo0)) est la
somme de ces valeurs propres, on a Af(xg,yp) > 0. Le probleme est que f peut admettre un minimum local
en (xo,yo) sans que He(xp,yo) soit définie positive. Raisonnons par I’absurde et supposons que Af(xo,yo),
alors Tr (H¢(x0,Y0)) = A1 + A2 < 0 done, par exemple, A7 < 0. Soit un vecteur propre unitaire vi de

H¢(x0,yo) associé & Ay. Comme on connait le développement limité d’ordre 2 de f au voisinage de (xo,y0)

.
; JE H
qui est f((xo +yo) +v) L0 f(x0,yo0) + (gradf(xo,yo)v) + w
v )
(x0,Y0) et que R? est un ouvert, grad f(xo,yo) = (0,0). En restreignant le développement & v = tvy, on a

2. T
t2vTH
f((xo +yo) +tv1) = f(xo,y0) + Aa! f(;‘o’y")“

+o(|[v||?). Comme f admet en

+o(t?). Or H¢(x0,yYo0)v1 = A1vy et A7 est unitaire donc
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f((x0,Y0) +tv1) — f(x0,Y0) . A1
t2 o 2

f((xo +yo) + tv1)tj0 f(x0,Y0) + % + o(t?) ce qui montre que
contredit la minimalité locale de f au voisinage de (xo,Yo).
Méthode 2 : soit les deux fonctions f1 : R — Ret f, : R — R définies par f1(x) = f(x,yo) et f2(y) = f(xo0,y)-
Puisque f est de classe C2 sur R2, 1 et £, sont aussi de classe C? sur R par composition avec les fonctions
@1 :x = (x,yo) et @2 :y > (x0,y) car f; = fo @ et f2 = fo @z. De plus, ¥(x,y) € R?, fj(x) = %(x,yo),
fi(x) = %(x,yo) et fh(y) = g—;(xo,y), i(y) = gyi;(xo,y). Puisque R? est un ouvert et que f admet en
(x0,Yo) un minimum local, d’apres le cours, Wf(xo,yo) = (0,0) donc ] (xo) = f5(yo) = 0.

Comme f; et f, sont de classe C?, elles admettent en tout point un développement limité d’ordre 2 par le

o2
théoréme de TAYLOR-YOUNG. Notamment, f1(x) o T (x0)+(x—x0)f7 (x0)+ Mf’{(xo) +o((x—x0)?)
0

2

2
et fa(x) = fz(yo)—l—(y—yo)f’z(yo)—i—wf’j(yo)—i—o((y—yo)z). Comme on a localement les minorations
Y—Yo

f(x,y0) — f(x0,yo0) = 0 et f(xo,y) — f(x0,Yo)
localement 1 (x) —f1(x0) = 0 et f2(y) —f2(yo)

0 quand x est proche de x¢ et y proche de yg, cela donne

0. Comme fy(x) —f1(x0) N Mf’{(xo)—ko((x—xo)z)

>
> 2

2
et fa(x) — f2(xp) = wf’z’(yo) 4+ 0((y —yo)?), les signes précédents imposent que {(xo) = 0 et
Y—Yo

/
5(yo) > 0, sinon, par exemple fi ((x) f1)(zxo) ~ 0 (ZXO) < 0 si on avait f](xo) < 0 ce qui est absurde.
X — X0 X—X0

Par conséquent, Af(xo,yo) = 272]2‘(%0,130) + gyi;(xo,yo) = 1 (x0) + 3 (yo) = 0
a. La fonction f est de classe C' sur R™ par opérations car les fonctions polynomiales (x7,---,xn) — i Xk
k=1
et (x1, " ,%Xn) — i] xZ et méme exp sont de classe C'. Pour (x1,--+,xn) € R™, on calcule le gradient
k=
W}f(xh---,xn) = exp (— ilxi>(1 — 2x7 ilxk,---,l — 2Xn i:xk).
k= k= k=

n
Analyse : si (x1,---,xn) est un point critique de f, alors Vj € [1;n], 1 —2x; > xx = 0 donc xj # 0 et
k=1

n
S oxk = i donc x7 = -+ =xn = A et en reportant dans les équations, 1 — 2A(nA) = 0 donc A = £
= j

51
; .

n
Synthese : réciproquement, si (x1,---,xn) = :I:(L L), comme Xk = +n x —— =+ et
Qyntnese proq ( Ty ) n) \/271’ ) \/271’1 k2=:1 k \/an

n
E]Xk n , 01l a gra (X], ,Xn) exp —_— s y \/7

Ainsi, il y a deux points critiques de f sur R™ qui sont a,, = (\/%) N ﬁ) et —an.

m

Y=

b. De méme, la fonction f est de classe C2 sur R™ et, pour tout (x ,~--,xn) € R™ et tout j € [1;n],
2 n n

on calcule aa—];(x1,~-~,xn) = (— 2% — 2 Z XKk — 2] (1 — 2% Z xk)) - > x ) ce qui montre que
X]' k=1 k=1

o%f _ ( 1 n 1 ( e—1/2 — 2 2 -

—an)=(—-2—-2 [ —2—(1— = avec i

asz (an) Vn P Von r Si (i, in] 73,

n

2 n n
%@ij("h'“»"ﬂ) = ( 2% —2x4 (1 —2x; Z )) exp (_1;::1 Xk) = (—in—ZXj+4Xin kz:% xk) exp (— > xi)

k=1

1 + 4 /n )8—1/2 = /2, Ainsi, la matrice hessienne de f en a, vaut
2n 2n\/ 2 en

(oW
]
=
I
o
e,
-
—
3
N—
VN
|
~
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n+l o1 e T n+1 1 -1

H=— |2 ] . Soit la matrice symétrique réelle M = ] R : )
en : L . —
: . . 1 : . . 1
1 e T n+1 1 e 1 41
1 e
M—nl, = est de rang 1, d’apres la formule du rang, dim(Ker(M —nl,)) =n—1doncn
1 e
est une valeur propre de M d’ordre de multiplicité supérieure & n — 1. De plus, en notant v = (1,---,1), on a

Mv = 2nv avec v # 0 donc 2n € Sp(M) de sorte que Sp(M) = {n,2n} C R% (avec xp = (X—n)"~(X—2n)).
Ainsi, M est symétrique définie positive donc H est symétrique définie négative ce qui montre que f admet
en a, un maximum local.

c. Comme f(—x1, -+, —xn) = —f(x1," - *,xn), puisque f admet en a, un minimum local, la fonction f admet

un maximum local en —ay car si Vx € B(an, 1), f(x) > f(an), alors V —x € B(—an, 1), f(—x) < f(—an).

n n
d. Pour x = (x1,+,xn) € B, [f(00)] < (3 bel) exp (= X2 x2) et on sait que [[x|ly < vallxl[2 (par
k=1 k=1
CAUCHY-SCHWARZ) donc [f(x)| < g(||x]|2) avec g : v — \/Hre*rz. Comme liil g(r) par croissances
T—+00

comparées, on a bien  lim  f(x) = 0 par encadrement.
[1x[]2—+00

e. Posons oy, = f(an) > 0, il existe ry > 0 tel que Vx € R™, |x||2 = th = |f(x)] < ‘XZ—“ d’apres la question
précédente. La fonction f étant continue sur le fermé borné K;, = B¢(0, ), comme on est en dimension finie,
d’apres le théoreme des bornes atteintes, f admet un maximum absolu sur K. Comme f est inférieure a 0(2—“

sur la frontiere de Ky, et que f(an) = on > %, le maximum de f sur K,, est atteint dans l'intérieur de Ky,

o
¢’est-a-dire dans 'ouvert K;, = B(0,7y,) donc en un point critique, donc en an ou en —ay avec les calculs de

la question a.. Mais f(an) >0 et f(—an) < 0 donc my, = T\<l<ax(f) = f(an)-

Pour x € R™, on a deux possibilités :
e Si x € Ky, alors f(x) < mp = f(an).

o Six & Ky, alors f(x) < O;—“ < f(an).

Ainsi, Vx € R"™, f(x) < f(an) = my, donc Max f(x) = f(an) et f admet bien en an un maximum absolu.
xeR™

La fonction x — |[x|| est de classe C? par composée sur R™\ {0} car |[x|| = y/x? + - + x2 et que la fonction

(x1,"**yxn) > x5 + - -+ + x4 est polynomiale donc C? sur R™\ {0} & valeurs dans R7 et que t — /t est de

classe C? sur R?. Par composition, la fonction F : x — f( X34+ X3 ) est de classe CZ sur R™\ {0}.

Pour k € [[1;n], on a %(X) = ZX—kf'(HxH) = ﬁf’(”x”) On dérive une fois de plus et on a
Zy/x%—l—n-—&-x%
62F2 (x) = 1—‘d(HXH) ) 2 3721 (|[X]]) + %f”(”x”) qui se met sous
oxi X34 oo 200 4o+ xq) Y A0+ )
n

2 ! 20 2.1
forme plus compacte en 2°F () = FUXID 2Pl | < (lxl)
OxKc [Ix] [Ix]| [Ix]




n
Or, par hypothese, on a ¥x € R™\ {0}, AF(x) = Z F(x) = 0 donc, en regroupant tous les termes, on

2
ent 28Ul P el IIPEhel) iy}
obtient = WE NP ]

est surjective de R™\ {0} dans R*, on a Vt € RY, tf’(t) + (n — 1)f’(t) = 0. Ainsi, ' est solution sur R’

de (E) : ty’ + (n— 1)y = 0 qu’on sait résoudre et IA € R, Vt >0, f'(t) = t% Traitons deux cas :

n

D) 4 ¢((1x][) = 0. Comme 1a fonction x — [|x]|

e Sin =1, onadoncVt >0, f'(t) = A donc, comme R’ est un intervalle, Ju € R, Vt >0, f(t) = At+p
et f est affine ce qui est logique pour une fonction dont la dérivée seconde est nulle !
e Sin =2 on adonc, & nouveau, Iu € R, Vt >0, f(t) = Aln(t) + p.

A
n 2+u'

e Sin > 3, il vient, encore, Iu € R, Vt >0, f(t) = —W
n—

a. Comme (x,y) — x%, (x,y) = y? et (x,y) = xy sont polynomiales donc de classe C' sur Q et que la

derniere ne s’annule pas, la fonction f est de classe C' sur  par inverse et somme de fonctions de classe C'.

0 a taf

b. Les fonctions a—i s (hy) = 2x — a et §y a

: (x,y) = 2y — —%5 sont continues sur ) pour les mémes
x
raisons et on a l’expression du gradient : V(x,y) € df(xy) = (2x — 5,2y — %
p gradient : V(x,y , grad’f(x,y) = (2x 25 y 5 ).

c. Comme lm f(t,t) = lim (2’(2 + %) = +o0 alors que lim (t,t) = (0,0), la fonction f n’est pas
t—0t t—0t t t—0+t

prolongeable par continuité en (0,0).
d. Comme ) est un ouvert de R?, si f admet en un point un extremum local, ce point sera un point critique

de f d’apres le cours. Or, si gradf(x,y) = (0,0) pour (x,y) € 2, ona2x — -5 =0 (1) et 2y — % =0 (2).
Xy Xy

2 2
En multipliant (1) et (2), il vient 4xy = —§— donc (xy)* = (17 d’ot xy = \/E. Alinsi, en reportant ceci dans
Xy

1/4
(1) et en multipliant par x, 2x*> = v/2a donc x = (%) = xo. Par symétrie entre x et y dans ces équations,

1/4 1/4 1/4
y= (%) =1yo = xp. Il y a un seul point critique de f sur , le point (xo,yo) = ((%) , (%) )

La valeur de f en (xo,yo) est f(x0,yo) = \/E + \/g—i— V2a = 2v/2a = m. La fonction f est de classe C? sur

2 o2f
Q2 pour 1 tet Cf(gy) =2+ 20 O yy=2 ¢ & d
pour les mémes raisons qu’avant e o2 (% y) =2+ By oy? ( \y) = + 20 y e axay( xY) = 2,7 onc
la hessienne de f en (x0,yo) vaut H = (i Z) Puisque x = X2 — 12X +32 = (X —4)(X —38), Sp(H) = {4,8}

donc H est une matrice symétrique définie positive et f admet en (xo,yo) un minimum local.
Soit T = {( y) € (RA)? [x < yvm, y < ymyxy = } Comme T est borné par définition, fermé (grace aux
m

SR . . a\'/4 1/4 A% a4 1(a\?
inégalité larges), et non vide car (xp,yo) € T puisque (z) < ym (Sa) et (z) > == 3 (z) ,
m

la fonction continue f admet un minimum absolu sur le “triangle” T par le théoréme des bornes atteintes.

Si (x,y) est sur la frontiere de T, on a x = y/m ouy = /m donc f(x,y) > m = f(x0,yo) ou xy = -+ donc
m

f(x,y) > m = f(x0,yo). Ainsi, le minimum de f sur T est atteint & l'intérieur de T donc en un point critique,
donc forcément en (xo,yo). Ainsi, MTin(f) = f(x0,Yo0) = m.

Par conséquent, pour (x,y) € €, soit (x,y) € T et on a vu que f(x,y) > f(x0,y0) = MTin(f), soit (x,y) € T et,
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comme avant, x > y/m ouy > y/m donc f(x,y) > m = f(x0,yYo) ou xy > -+ donc f(x,y) > m = f(x0,yo). On
m

a donc m = f(x0,yo0) = M&n(f) et f admet en (xp,yo) un minimum absolu.

a. Par opérations, la fonction f est de classe C? (et méme C*) sur l'ouvert D = R?\ {(0,0)}. Comme

2 2
¥(oy) €D, [fx,y)] < xyl s = Iyl < [0 y)lI3 et que  lim [[(xy)l2 = 0, par encadrement, on

X" +y (x,y)—(0,0)
trouve ( l)in}o )f(x,y) =0 =1(0,0) et f est aussi continue en (0,0). Par conséquent, f est continue sur R2.
xX,y)—
b. af ~(0,0) = lim f(t,0) —£(0,0) _ gf (0,0) = lim f(0,t) —£(0,0) _ 0 en revenant a la définition et, par
t—0 t Y t—0 t
2.2 4 2.2 4
of y(t +ax?y? —yt) oar x(y? + axPy? —xY)
un calcul brutal, on a = (x = et = — . Le second calcul
ax( 'Y) (Xeryz)z ay( %Y) (Xeryz)z

n’était pas nécessaire puisque f(x,y) = —f(y,x) (1) donc g—i(x,y) = —g—;(y,x) en dérivant (1) par rapport

a x avec la regle de la chaine.

of of

c. De méme, les fonctions rationnelles W et dy sont continues sur I'ouvert D par opérations. De plus,

V(x,y) €D, |5 (x y)‘ [ul2x* + 4y ZJF ") _ = 2y| < 2||(x,y)]|2 et, comme en a., gf est aussi continue
(< +v?)

n (0,0). Comme %(x,y) g; (y,x), % est aussi continue en (0,0).
Ainsi, par définition, f est de classe C' sur R2.

of of of of

52 T T o2 509 —=2(0,0)
of of of 0
22 —(t,0) — —(0,0) o2 35 (01) = 5-(0,0)
peut aussi calculer —(0 0) = lim 9% 0x =0et 25(0,0) = lim ¥ Y = 0. Par
ox? t—0 t dy t—0 t

o2f
contraposée du théoréme de SCHWARZ, f n’est pas de classe C? sur R? car 6xay (0,0) ;é ayé)x (0,0).

a. La surface S est définie implicitement par S : F(x,y,z) = 0 avec F(x,y,z) = f(x,y) —z =xy + 1,12
Xy

La fonction f est de classe C! par opérations sur (]R*Jr)2 et, de méme, F est de classe C' par opérations sur
(R%)? x R. Comme V(x,y,z) € (R%)3, grad F(x,y,z) = (yfiz,xfiz, 71) # (0,0,0), la surface S n’admet
Y

que des points réguliers donc %(a, b,c)(x—a)+ %(a, b,c)(y—b)+ 2L (a,b,¢)(z—c) = 0 est une équation du

2
0z
plan tangent P & S en (a,b,c) € S. Ceci se simplifie en P : ( — %) x—a) (af i)(y b)—(z—c)=0.

b. Comme la fonction f est de classe C' l'ouvert (R%)?, si elle admet en un point (x,y) € (R%)?

extremum local, c’est forcément en un point critique de f d’apres le cours. Or, pour tout x > 0 et tout y > 0,

1 1 2 2 iy 2 2 x2
Vf(x,y):(y——z,x——2> =(0,0) <= (yx* =xy= =1). Orsi yx* = xy :1,onaL2 X — 1 donc
x Y Xy Y
x =y et x> = 1 impose x = 1 donc y = 1. Comme réciproquement, si x =y = 1, on a bien Vf(x,y) = (0,0),

le seul point critique de f sur (R%)? est (1,1).
Orr—a—zfﬂ 1)—2—ﬁ(1 1)=tets= 0°f (1,1) = 0’t (1,1) = 1 donc la hessienne de f en (1,1)
T2 T T ayl A — ox0y oyox - )

. 21 Lo Lo
est la matrice H = ( : 2) et elle est symétrique (normal avec le théoreme de SCHWARZ car f est de classe

C? par opérations sur (R%)?) et elle est définie positive car xy = X2 —4X +3 = (X — 1)(X — 3) donc

Sp(H) = {1,3} € R%. Ainsi, f admet en (1,1) son unique extremum local et c’est un minimum local.
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c. Soit ((X“’y“))neN une suite de points de K qui converge vers (x,y) € RZ, alors ¥n € N, x,yn ,

<3
Xn = % et yn > % par définition de K donc, en passant a la limite dans ces inégalités larges, on a xy < 3,

X = % ety > l donc (x,y) € K. Ainsi, K est fermé. De plus, si (x,y) € K, on a x = ¥ < m =9et
Y
y=Y < 2 —9donc K est borné.
X 1/3

d. Comme K est un fermé borné en dimension finie et que f est continue sur K, f admet un minimum absolu
sur K par le théoréme des bornes atteintes. Comme (1,1) € K, MKin(f) < f(1,1) = 3. Mais f est strictement
supérieure a 3 sur la frontiére de K. En effet, K est un sorte de triangle avec un bord hyperbolique :
e Si (x,y) € K vérifie xy =3, on a f(x,y) =3+ 1,153
x y
e Si (x,y) € K vérifie x = %, on a f(x,y) =xy +3+ 1.
Y

1 1

e Si(x,y) € K vérifiey = 3 ona f(x,y) =xy+ - +3>3.
x

Ainsi le minimum de f sur K est atteint a 'intérieur de K donc en un point critique or il n’en existe qu'un.

Par conséquent, f atteint son minimum sur K en (1,1) et MKin(f) =f(1,1) = 3.
Maintenant, pour un point (x,y) € (R*)2, on a deux possibilités :
e Si (x,y) € K, d’apres ce qui précede, f(xx,y) = MKin(f) =f(1,1) = 3.
1 1

e Si(x,y) ¢ K, on a f(x,y) > 3 en distinguant selon que xy >3 ou x < 30Uy <.

Par conséquent, (Mn)mz( )= MKin(f) = f(1,1) = 3 et f admet un unique minimum absolu en (1,1).
+

2 2
a En définissant le cercle C = {(x,y) € R? | x*+y? = 1}, comme x? +2y? = 8 <= (2\[> (H) =1,o0n
Fannlicats : ‘i :(X )
a(x,y) € & << (2\[ 2) € C et lapplication a : & — C définie par a(x,y) ENE est donc bijective

Or, les applications b : (x,y) € C+—>z=x+1y € Uet c:t € [0;2n]— cos(t) +isin(t) € U (argument
principal) sont des bijections classiques, de sorte que ® = a~' ob~! o ¢ est une bijection de [0; 27| dans €.
Comme cos et sin sont de classe C' sur [0; 7], ® est aussi de classe C! (coordonnée par coordonnée).

b. A est un fermé borné de R? car si (x,y) € A, ||(x,y)]|3 = x* +y? < x? +2y? < 8 donc ||(x,y)||2 < 2v2
et h: (x,y) = x? + 2y? est polynomiale donc continue (en dimension finie) et A = h=1([0;8]) est I'image
réciproque d’un fermé par une application continue donc est lui-méme un fermé. Comme f est continue par
théoréme généraux sur R? donc a fortiori sur A, le théoreme des bornes atteintes permet de conclure que f
est bornée sur A et y atteint ses bornes.

c. e Clairement V(x,y) € A, f(x,y) = V1 +02+02+0% =1=f(0,0) et (0,0) € A donc MAin(f) = £(0,0) = 1.

e Si le maximum de f sur A est atteint en un point intérieur (x,y) & A, on a grad’f(x,y) = (0,0). Or
2y x? 4 y? )et af (x,y) = J—ceqm montre que

af(x _ X
y) = +2x = (
ox V1 +x2 4 y? V12 +y2 V1 +x2 4 y?

grad’f(x,y) = (0,0) <= (x,y) = (0,0). Mais comme f atteint en (0,0) son minimum et qu’elle n’est pas

constante, car par exemple, f(0,1) = v/2 > (0,0) avec (0,1 € A, ce n’est pas & l'intérieur de A que f admet
son maximum sur A donc forcément & la frontiere de A, c’est-a-dire sur € (ellipse). Pour tout (x,y) € €&,

3t € [0;2n], (x,y) = (2v2cos(t),25sin(t)) et f(x,y) = g(t) = /1 + 8cos2(t) + 4sin?(t) + 8cos?(t). Il s’agit
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donc de déterminer le maximum de g sur [0;2n]. Or g est dérivable sur [0;2n[ et on obtient la relation
o(t) = —8sin(t) cos(t) + 4sin(t) cos(t) 1

\/1 +8cos2(t) +4sin?(t) 14 8cos?(t) +4sin?(t)
g est décroissante sur [0;7/2] et [m;3m/2] et décroissante sur [n/2;m] et sur [3r/2;2n].

—165sin(t) cos(t) = —2sin(2t) donc

Comme ¢(0) = 11 = g(m) donc g est maximale sur [0;27[ en t = 0 et en 7 donc f est maximale sur A en

(x,y) = (2v/2,0) et (x,y) = (—2v/2,0) et MAax(f) =11.

a. H est borné car V(x,y) € H, ||(x,y)||cc < 1 par construction. De plus, si ((Xn’y“))neN est une suite
d’éléments de H qui converge vers (x,y) € RZ , onavn € N, -1 < x, <1 (1),0 < yn <1 (2),

Um xn, =xet hm yn =y (passage par les coordonnées en dimension finie) donc, en passant a la limite
n—-+oo

dans les inégalités larges (1) et (2), on obtient —1 < x < 1 et 0 <y < 1 ce qui prouve que (x,y) € H. Par
caractérisation séquentielle d’un fermé, on en conclut que H est fermé. Or f est continue sur H par théoremes
généraux car t — 1/t est continue sur Ry et que V(x,y) € H, y —yx? = y(1 —x?) > 0. Ainsi, comme f
est continue sur un fermé borné en dimension finie, d’apres le théoréeme des bornes atteintes, f admet un
minimum et un maximum sur H et ces valeurs sont atteintes.

b. La partie O est un ouvert de R? car, par exemple, si (x,y) € 02, en posant r = Min(1—x,x+1,y,1—y) > 0,
la boule ouverte de centre (x,y) et de rayon r est incluse dans O (faire un dessin). La fonction f est de classe
C! sur O par théorémes généraux car V(x,y) € O, y(1 —x?) > 0 donc si f admet un extremum en (x,y) € O,

le point (x,y) est un point critique de f. De plus, en écrivant f(x,y) = x(1 —y),/y V1 —x2, on a la relation

) oy (1 =2H1 —y)
S00y) = (1= VT =2 4+ x(1 _y)‘/g(z\/lz— ) - Vi —Xzy "

aalj( )*fxf\/ﬁwc(lfy)( \[)W:X“_?\)@“_xz
1

grad f(x,y) = (0,0) si et seulement si x = iﬁ ety = l d’apres les expressions précédentes. Il y a donc

et, de méme, on obtient

. Pour un point (x,y) de O, on a

deux points critiques de f dans O, ce sont les points (— l) et ( - — 7)

V2’3 \/ 3
Comme f est de classe C? sur O par théoremes généraux, on peut considérer la hessienne de f en ces deux
points. Or a?;]; (x,y) = { _31;) /1 —x2 XZ(] —3y) donc aazaf (L,l) = aazaf (— 1—,1) =0
vy 21—y X0y \ /2’ 3 x0y V2’3
2 —2%2)(1 = _
LE(XHJ) = X (]2x_ 2((21)3/;)\/15 4xi]/] _U))(\[ donc
0%t 8 o O%f

Kl oy l) = -5 —( - — 7> — 8 Enfin, on calcule la derniere dérivée partielle seconde
2 (\/2’3 V3 a2 \f 3 /3 : P

et les deux hessiennes sont diagonales. De plus,

aZ

4y3/? 2y V2’3 4
1

f
2
1 1
H (— 7> a des valeurs propres strictement négatives donc f admet en ( n maximum local et
f ﬁa 3 prop g ﬁ)

N——

2 _ 2 2 2 2
g (oy) = — x(1=3y)V1—=x* 3x\/1—x d,Oﬁaig(lil)_ 3\fetaf( 1):M_Amsi7
1
3
1

) un minimum local.

UJ\—‘

Hel — —, 7> a des valeurs propres strictement positives donc f admet en ( 7

Les valeurs de f en ces points sont f( ) =1 et f( -1 l) = ——=
P V2'3) "33 723 =5
Les deux études n’étaient pas nécessaires en se rendant compte que V(x,y) € O, f(—x,y) = —f(x,y).
(xy)

c. Le maximum de f sur H existe d’apres la question a.. En les points de la frontiere du rectangle
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H, on a soit x = —1, soit x = 1, soit y = 0, soit y = 1 et, dans tous les cas, f(x,y) = 0. Comme f n’est

as une fonction négative sur H car par exemple f( ) = 1_ 0, le maximum de f sur H n’est pas
p g p p V22 "2 p

atteint sur la frontiere de H donc il est atteint a l'intérieur O de H, donc en un point critique. Puisque
Y(x,y) € H, f(—x,y) = —f(x,y), la recherche du maximum de f sur H nous permettra aussi de déterminer le

minimum de f sur H. Comme il n’existe que deux points critiques de f dans O d’apres la question précédente,

et que 'on a déja calculé f( ) = - - et f( — 1 l) = - , on peut affirmer que f atteint son

a ! V2’3 3V3 V2’3 3V3 P 4
maximum sur H en ) et son minimum sur H en (— — = 7) et que Max(f) = 7] et Min(f) = —7] .
(\[ 3 \[ 3 d H ( ) 3\/3: H ( ) 3\6

a. Lafonction h : RY : x 5 x* = (¥ est dérivable sur R*. par opérations et Vx > 0, h/(x) = (In(x)+1)x¥

donc h est croissante sur ]0; l{ et décroissante sur }l; +oo[ avec h(l) =e ¢ lim h(x) =1 =0° car
e e e x—0+

lim xIn(x) =0et lim e*=1et hm h(x) = 400 car lim xIn(x) = oo et lim e' = +oo.
x—0+t t—0— x— 400 x——+00 t—+o0

b. Comme f(x,y) = X IOV i (x, y) # (0,0), f est de classe C' sur R? \ {(0,0)} par opérations. On a
— tin(t? tin(t?
Yy € R, f(0,y) = 1 done §5(0,0) = 0. Sit 0, f(6,0) = (0,0) _ ™) 3 _ ) g

x In(t?) tend

t t T tin(t?)
2 —1 / 0 ettt g
vers —oo quand t tend vers 0 car lim tIn(t ) =0et im & = exp’(0) = e® =1 donc lim TRy vaan 1
t—0 x—=0 X t—0 tln( )

par composée. Ainsi, la dérivée partlelle n’existe pas en (0,0), la fonction f n’est pas de classe C! sur RZ.

La fonction f est-elle continue en (0,0) ? Par continuité de exp en 0, si ¢ > 0, il existe & > 0 tel que

Vz € [~a;a, [e* — 1] < e. Comme |x| < /2 +y2, on a |xIn(x? + y?)| < /*x2 +y2|In(x? + y?)|. Or

lim V't In(t) = 0 par croissances comparées, donc il existe B > 0 tel que Vt €]0; 8], [Vt In(t)] < «.
t

Par conséquent, des que ||(x,y)||2 = VX2 +y2 < B, on a |[v/x2 +y2 In(x? + y?)| < « et on traite deux cas :
Y Y Y Y
Ssix =0, [f(xy) — £(0,0)] = f(x,y) — 1 = XM+ _ 1 VY2 InGPHu?) g

. (=) In(x*+y?) _ [<ZuZ
_six < 0, \f(x,y)—f(0,0)| _ 1—f(x,y) _ € ( X)ln(XZ_;,_yZ) 1 < e(—x) ln(XZJ,-UZ)_] <e x24y2 ln(xz-i,-yz)_] <e.

On a donc ||(x,y)|2 = V** +y2 < p = |f( ,y) — £(0,0)] < & d’ott la continuité de f en (0,0) donc sur RZ.

x? of 2x
c. On calcule ﬁ(x y) = (m(x +y%) + 2—|—y ) (xy) et 5. (xy) = (ﬁ)f(x,y).

Comme f(x,y) > 0, en supposant grad f(x,y) = (0,0), on a aa—(x,y) =0<=xy=0<= (x=00uy=0).
oSisz,alorsg—i( y)=0<=In(y?) =0 <=y = +1.
e Siy =0, alors %(X»U) =0<=In(x?)+2=0+=x=+e .
1l existe donc 4 points critiques : (0,1), (0, —1), (e~1,0) et (—e~',0).
d. Extrema locaux : comme R?\ {(0,0)} est un ouvert sur lequel f est de classe C', si f y admet un
extremum local, c’est en un point critique d’apres le cours. Comme on a f(x,y) = f(x, —y), la surface S
d’équation z = f(x,y) est invariante par la réflexion de plan y = 0. Il suffit donc d’étudier f au voisinage de
(0,1), (e71,0) et (—e1,0).
e Comme (0,1 4 t) = £(0,1) = 1, rien & dire dans cette direction. Mais f(t,1) = e*™1+t) donc f(t,1) < 1
sit<Oetf(t,])>1sit>0. Donc f n’admet pas en (0,1) d’extremum local. En (0, —1) non plus donc.

e En ce qui concerne I'étude de f au voisinage des points (e™',0) et (—e™',0), on va montrer que ce sont
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des extrema locaux en considérant une restriction de f a un fermé borné. Il semble logique de considérer
la boule fermée unité B = {(x,y) € R? | x* +y? < 1}. Comme f est continue sur le fermé borné B (en
dimension finie), f y est bornée et y atteint ses bornes. Sur la frontiere de B, ¢’est-a-dire sur le disque unité
D = {(x,y) € R? | x2 + y? = 1}, la fonction f est constante et vaut 1. Comme les valeurs en ces deux points
sont f(e=1,0) = (e72)¢ " =e=2/¢ < 1 et f(—e ',0) = (e72)"¢ ' =e2/¢ > 1, on a donc MBax(f) > e?/¢€ et
Mén(f) < e?/¢. Ainsi, la restriction de f & B n’atteint pas son minimum et son maximum sur sa frontiere
D mais dans son intérieur B = {(x,y) € R? | x? +y? < 1}, c’est-a-dire sur un ouvert. On sait alors d’apres le
cours que ce minimum et ce maximum sont atteints en des points critiques de f, qui ne peuvent étre d’apres
I’étude précédente que les points (e~1,0) et (—e™',0). On en déduit donc que f atteint son minimum absolu
sur B en (e~',0) et que MBin(f) =f(e™1,0) = e72/€ et que f atteint son maximum absolu sur B en (—e~',0)
avec MBax(f) = f(—e~',0) = e?/¢. Ces points sont donc des extrema locaux de f en tant que fonction de R?
dans R, f admet en (e~',0) un minimum local (sur B) et f admet en (—e~',0) un maximum local.

d. Six €]0;1], f(x,0) = e* n(x*) o = £(0,0) donc f n’admet pas en (0,0) un minimum local.

Six €] —1;0], f(x,0) = e* () 51 = £(0,0) donc f n’admet pas en (0,0) un maximum local.

f n’admet donc pas d’extremum local au point (0,0).

Extrema absolus : on a f(x,0) = (x?)* qui tend vers 0 quand x tend vers —oo donc f n’admet pas de minimum
absolu car f est strictement positive sur R?. Ce qui précede montre que IHT{lzf f = 0 alors que 0 ne peut pas
étre une valeur prise par la fonction f. De méme f(x,0) = (x?)* tend vers 4+oo quand x tend vers +oo donc
f n’admet pas de maximum absolu sur R? car f n’est pas majorée sur R2.

f(x
|||

—

a. Pour tout A € R, par définition il existe r > 1 tel que Vx € R™, ||| > r = > A. Prenons

A = f(0) € R, il existe donc v > 1 tel que Vx € R™, ||| > + = ﬁ > f(0). Comme f est continue
X

(puisqu’elle y est C') sur la boule fermée bornée K = B¢(0,r) (en dimension finie), la fonction f est bornée
sur K et y atteint ses bornes donc on peux poser m = M]}n(f) = f(a) avec a € K. Traitons deux cas :

e Si x € K, par définition, on a f(x) > m.

e SixgK, |[x|| > r donc f(x) > % > £(0) > m.

Alnsi, f est minore sur R™ et on a l\ﬁl&n(f) = m. Or f est de classe C' et R™ est un ouvert donc, comme f
admet en a un minimum absolu donc local, a est un point critique pour f donc Vf(a) = 0.

b. Pour tout vecteur v € R™, la fonction f, : R™ — R définie par f,(x) = f(x) — (x|v) est de classe C' car
f l'est et que gy : x > (x|v) est polynomiale en les coordonnées de x donc de classe C' aussi, d’ailleurs elle

est aussi linéaire donc continue car on est en dimension finie. De plus, Vx € R™, Vf,(x) = Vf(x) — Vgy(x)

n
par linéarité des dérivées partielles. Or, si v = (vi,-++,vn) et x = (x1,+*,xn), gv(x) = > xxvi donc
k=1
Vgu(x) = (v1,-++,vn) =v. Ainsi, Vf,(x) = Vf(x) —v.
De plus, d’apres l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, Vx € R?, |(x|v)| < |[x|| |[v|| donc, par inégalité triangulaire,
Vx € R, [fy(0)] = [f(x) = (<) = [[F0)] = (W) = [F0)] = 1) = [£G)] = [Ix[] [IV]] -
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[ (x
[Ix[]
| _

minoration, on a aussi  lm [fv (9
lIxll=+o0 |x[]

—

> el [[v[|. Or lim 1ed] +00 par hypothese donc, par
[IxIl lIxll=-+o0 |[x[]

Ainsi, des que x # 0, |[x|| > 0 donc

D’apres la question précédente appliquée a f,, il existe un point x € R™ tel que Vf,(x) = Vf(x) —v = 0 donc

Vf(x) = v. Puisque ceci est valable pour tout vecteur v € R™, la fonction V£ est surjective de R™ dans R™.

[1.6 Officiel de la Taupe}

La fonction f est clairement continue sur R? et de classe C! sur R?\ {A,B} ot A = (0,1) et B = (1,0) (la

ol ce qui est dans les racines s’annule). Bien sir qu’en notant M = (x,y), on a f(M) = AM + BM.

e Si OM > 3, il est clair géométriquement que AM > 2 et BM > 2. Comme f(O) = 2 et que f est continue
sur le compact B¢(0,3), elle y est bornée et y atteint ses bornes donc f admet un minimum absolu sur R?
(qui est méme atteint & U'intérieur du compact B¢(0,3)).

e Comme f(x,x) =2+/x?> + (1 —x)%, on a Jim f(x,x) = +oo donc f n’est pas majorée.

Sif admet en M # A et M # B un extremum local M est un point critique pour f donc gf M) = ﬁ(M) =0

donc on obtient le systeme 1—x =0et 1-y =0.
\/ +(1—y)? \/y + (1 —x)?2 \/y + (1 —x)? \/x2+(1—y)2

En effectuant une combinaison linéaire de ces deux équations (de maniere & faire disparaitre une des deux

racines) : xy — (1 —x)(1 —y) = 0 <= x +y = 1. Les éventuels points critiques sont donc sur (AB).

On pouvait le justifier géométriquement, si M est un point du plan et P sa projection orthogonale sur (AB),

alors AM + BM > AP + BP par PYTHAGORE.

Comme f(x,1 —x) = v2[x| + V2|1 — x|, on a f(x,1 —x) = /2 si x € [0;1] et f(x,1 —x) = 2(2x — 1) > /2 si

x>1et f(x,1 —x) =v2(1 —2x) > V2 si x < 0. Par conséquent, les minima locaux et absolus de la fonction

f sont sur le segment [AB].

On pouvait aussi le faire avec la différentielle, en effet pour un vecteur v :

F(M +v) = [|[AM +v]] + [[BM + ]| = \/IAMI[2 + 2AMP) + [v]12 + /IBMI 2 + 2(BMv) + [v] 2.

. _ AM | BM ) s _ AM , BM
Quand [|v|| tend vers 0 : f(M +v) = f(M) + (AM + ik +o(|[v|]|) par DL. Ainsi gradf(M) = M + BM

donc les points critiques sont ceux pour lesquels ce vecteur est nul ce qui correspond bien & M €]AB|.

f va d’un ouvert U de R? dans I'espace R?, elle est de classe C! sur U par composée, rapport de fonc-

tions de classe C! (x> +y? > 0 et x # 0 dans U). La matrice jacobienne de f en a = (xo,yo) € U est

X0 Yo
2 2 2 2 \/x% +1y2
Xoiyo o ]+ Yo | dont le déterminant vaut ~—>—° = 0. Le théoréme d’inversion globale nous
_ 1 X0
X3 X0

permet d’affirmer que f est un C'-difféomorphisme de U sur f(U).
Bien str ici, on n’avait pas besoin de ce théoreme car si (r, t) € Uet (x,y) € U, on a par calculs (car x > 0) :

(rt) =f(x,y) = (r =x2+ylett= H) = x= tir) Donc f est bien bijective
V1 +t2 V1+t?

de U dans U et 7! ) est aussi de classe C! par théorémes généraux.

<\/ 142 \/ 1+ t2
Par conséquent : f est bien un C'-difféomorphisme de U dans U (méme un C*-difféomorphisme).
2
La matrice hessienne de h est (%(x,y,z)) ou x; = x, x2 =y et x3 = z. Dans notre cas,
0x{0%; 1<4,§<3

0 z+1 y
H=|z+1 0 x+1 |. Oncalcule et on trouve xyy = —X>+ (y2 +(x+1)2 4+ (z4+1)?)X+2(x+1) (z+1)y.
y x+1 0
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Comme H est symétrique réelle, elle est diagonalisable et ses valeurs propres Ay, A2 et Az vérifie par les
relations coefficients/racines : A1 + A2 + A3 = 0, MA2 + AMA3 + AA3 = —y2 — (x + 1) — (z + 1)% et
AMA2As3 =2(x + 1)(z+ 1)y. Si H est positive, ses valeurs propres sont positives or A7 + A2 + A3z = 0 implique
que Ay =Xy =A3=0doncy? + (x +1)2+(z+1)2=0=y=x+1=z+1=0.

Par conséquent : H est positive si et seulement si H = 0 et ceci se passe au point (—1,0, —1).

Revenons maintenant au cas général :

Supposons que f admette en Xo un minimum local : Ir >0, Y € R3, ||v|]| < = f(Xo + V) > f(Xo). Soit
(v1,v2,v3) une base de vecteurs propres de H associés aux valeurs propres (A1,A2,A3). On note (eq,e2,e3) la
base canonique de R3. Alors la fonction hy : t — f(Xo + tvy) admet un minimum local en 0 (pour k € [1;3])
en restreignant I'inégalité ci-dessus. Si on note @y : t — Xp + tey, comme hy = fo @y et d’apres le théoreme
15.2 : hy est dérivable (et méme de classe C* cr f et @y le sont) et, en notant v, = ae; + Pez + yes, on a
hi (t) = a%(xo + tvi) + Bg—;(xo + tvi) +yg—£(Xo + tvi). On continue & dériver et on trouve de méme :

x> 9z°

%f %f o%f
+2(XB W(XO + t\)k) + ZOC’YW(XQ + th) + ZﬁYW(XQ + t\)k).

2 2 2
hl(t) = oczM(Xo +tvy) + Bzgy—g(xo + tvy) +Y2M(Xo +tvy)

t
2
donc h{ (0) = dx,f(vk) = (mf(xoﬂvk) = 0 et on reconnait h{/(0) = "ViHVy si "V = (« B y) grace a
la définition de la matrice hessienne : cela donne Vi HVy = Ai|[Vi||?. Si cette quantité était strictement
négative, on aurait un développement limité qui garantirait que hy est localement strictement inférieure a
hi(0) ce qui contredirait le minimum local.

D’aprés TAYLOR-YOUNG : hy(t) ?hk(O) + thi (0) + £h{(0) + o(t?) mais Xo est un point critique pour f

Les valeurs propres de la matrice hessienne sont donc positives en un minimum local. Bien str on aurait pu
se servir du développement limité vu en cours a la remarque 14.18 mais c’est hors programme.

Revenons & notre fonction h, son seul point candidat pour étre un minimum local est donc Xo = (1,0, —1)
et les valeurs propres de la matrice hessienne sont nulles. Mais le gradient de h en ce point Xo est (0, —1,0)
donc Xo ne peut pas étre un minimum local car ce n’est déja pas un point critique (on est sur un ouvert).

Au final, h n’a pas de minimum local.

L'ouvert U = R?\ {(x,0) | x € R} est la réunion de deux composantes connexes toutes les deux ouvertes, ce
sont U = Rx R* et Uy = Rx R*. La fonction ¢ : RY X}O;Tc[ — Uy définie par ¢1(p,0) = (pcos 0, psind)
est de classe C' et bijective (changement de variable polaire). De méme, la fonction ¢, : R% ><] - O[ — Uz
définie par ¢2(p,0) = (pcos8,psin®) est de classe C' et bijective.

Analyse Soit f : U3 — R de classe C! solution de (E) sur Uy, posons Fi = fo ¢ qui est aussi de classe

C' par composition mais sur R% x ]0;71[. Par la formule du cours, comme Fy(p,0) = f(pcos0,psin®), on

a V(r,0) € R x]0;m], %i‘;(p,e) = coseg—i(p cos0,psind) + sineg—lj(p cos0,psin®) (inutile mais on a aussi

%(p,e) = —pSineg—i(pcose,psinG) + pcose%(pcose,psinﬂ)). En notant x = pcos® et y = psino,

on en déduit que p%(p,e) = xg—i(x,y) + yg—;(x,y). Puisque f est solution de (E) sur Uy, on a donc

V(p,0) € R% x |0s7[, (F) : p%(p,e) —F1(p,8) = —p?. Pour chaque valeur de 6, on a donc une équation
2
différentielle linéaire qu’on sait résoudre classiquement : 3C1(0) € R, Vr € RY, F(r,0) = C1(0)r — % (la
2
solution particuliere r — — % se voit ou on la trouve par variation de la constante). La fonction Cy doit étre de

classe C' sur ]0; 7| car f est de classe C! sur U (en effet aaie] = C}(0) en cas d’existence). Or, pour (x,y) € Uy,

on a cotan (0) = X donc 6 = Arccotan <l) (facile & définir comme Arctan, Arccotan : R —]0;m|) et, en
Y Y

2.2
définissant hy : R — R par hy(t) = Cy(Arccotan (t)), V(x,y) € Uy, f(x,y) = Vx2 +y?hy (1) - X——;EL
Y
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On trouve de méme que si f : Uy — R de classe C' solution de (E) sur U, en posant F, = f o ¢;, alors

2
il existe une fonction C; :] — ;0[— R de classe C' telle que Vr € R%, F2(r,0) = C2(0)r — % Pour

(x,y) € Uz, on a cotan(8) = * donc 8 +m = Arccotan( ) donc il existe hy : R* — R (en posant
Y Y

2

hy @t + Cz(Arccotan (t) — 7)) de classe C! telle que V(x,y) € Uy, f(x,y) = v/x2 +y hz( ) ——;L
2
Synthése : réciproquement, soit f : Uy — R telle que V(x,y) € Uy, f(x,y) = /x4y h1( ) — %L

avec hy : R* — R de classe C'. Alors, f est une fonction de classe C! sur U; par opérations et on trouve
T , par op

2 2 2 2
o (x,y) = ——X—h, (1> p VXY (l) xet L) = Y, (l> —@h’] (&) .
Y Y

A () =
ox VxZ+y? y %y X2y Y y?

2
Ainsi, en reportant, on a xg (x,y) +yay( x,y) — [\/x 0 \/xzy—i—yz — /X2 —s—yz}h] (3) +

2.2 2.2
[X\/X YT _ xv/? +y }h’] (5) —x? —y? = —x? —y?. Méme chose sur U,.
Yy Yy Yy

2, .2
Conclusion : les solutions de (E) sur Uy sont les f : (x,y) — hy (5) VX2 +yZ— %L ot hy est C! sur R}
2., .2
et les solutions de 'équation (E) sur U; les f: (x,y) — hz( )\/ +y2 —JZFEL oil hy est C! sur R* .

f est polynomiale donc de classe C' sur R3 qui est un ouvert donc si f admet en M = (x,y,z) un extremum

local, on a forcément V(M) = T = (2x —2yz, 2y — 2xz,2z — 2xy) = (0,0,0). On en déduit que y(1 —2z%) =0

par exemple doncy = 0 ou z =1 ou z = —1. Par symétrie, on a {x,y,z} C {—1,0,1} et en reportant dans le
systéme : (x,y,z) € {(0,0,0), (1,1,1),(1,=1,=1), (1,1, =1), (=1, =1, 1) }.

o f(t,t,0) = 2t2 — 400 quand t tend vers +o0o donc f n’a pas de maximum absolu.

o f(t,t,t) = 3t — 2t> — —o0 quand t tend vers +o00 donc f n’a pas de minimum absolu.

sz( _ %

2
En prévision des calculs futurs, %(x,y,z) ==(xyz) = a—z(x,y,z) = 2 et, avec SCHWARZ car f est de
X z

2 e e O % f %t % f
classe C*~ puisqu’elle est polynomiale, m(x,y,z) = W(X’y’z) = -2z, 55- (% Y,2) = 55: (% Y,2) = —2y
> 2 2 -2z -2y
o°f o f . .
et dydz (xy,2) = m(x,y,z} = —2x donc la matrice hessienne vaut H¢(x,y,z) = —gz 22 —ZZX
2y —2x

e Au voisinage de (0,0,0), H¢(0,0,0) = 213 est symétrique définie positive car sa seule valeur propre est 2 > 0

donc f admet en (0,0,0) un minimum local d’apres le cours.

2 -2 =2
e Au voisinage de (1,1,1), H¢(1,1,1) = [ =2 2 —2 | dont le polynome caractéristique est (X+2)(X —4)?
-2 -2 2

donc H¢(1,1,1) ayant des valeurs propres strictement négatives et strictement positives, f admet en (1,1,1)
un point selle, ce qu’on pouvait aussi constater car f(1,1,1) =1 et f(1+1t,1,1 —t) = 1 +4t*> > (1,1,1) pour

tout t #0 et f(141t,14+1t,14+1t) =1—3t> —2t3> < £(1,1,1) pour t non nul et assez petit.

2 2 2
e Au voisinage de (1,—1,—1), H¢(1,—1,—1) = [ 2 2 =2 | dont le polynéme caractéristique est aussi
2 -2 2

(X+2)(X—4)? donc f admet en (1, —1, —1) un point selle, ce qu’on pouvait aussi constater car f(1, —1,—1) =1
et f(14+t,—1,=141t) = 14+4t2 > £(1,1,1) pour tout t # 0 et f(1 —t, —14+t, —1+t) = 1 —3t> +2t3 < £(1,1,1)

pour t non nul et assez petit.
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e Comme f(x,y,z) = f(y,z,x) = f(z,x,y), c’est pareil pour les deux derniers points (—1,1,—1),(—1,—1,1) en

lesquels f admet aussi des points cols.

e Avec la convexité (HP), en posant f : x — In(sin(x)) sur }0; % [, on a f'(x

~
|
o
o
w
—~
x
—

= = = cotan (x) donc

sin(x)
f(x) = —+ < 0 donc f est strictement concave et on a f(la +lp4+ 1) > lf(a) + lf(b) +1 f(c)
sin“(x) 3 3 3 3 3 3
ce qui équivaut a f(%) > %(ln(sin a) + In(sinb) + 1n(sinc)) <~ In (%) > In(sin(a) sin(b) sin(c)). Et

comme In est une fonction croissante, on a bien sin(a) sin(b) sin(c) <

e Sinon, soit g : K — R définie par g(a,b) = sin(a) sin(b) sin (% —a— b) = sin(a) sin(b) cos(a + b) définie
sur K= {(a,b) € R4 | a+b < 725} g est de classe C! sur K et elle admet donc un maximum sur K (car

continue sur le compact K). Or K est un triangle et sur les trois cotés du triangle, g est nulle et g est positive
sur K donc le maximum est atteint a l'intérieur de K en un point critique.

o
Or pour (a,b) €K Fq(a b) = ﬁ%(a b) =0 <:> cos(2a+b) = cos(2b+a) = 0 apres formules de trigonométrie

donc Vg(a,b) = T e2a+b=2b+a= z < a=b= % Comme il n’y a qu'un point critique, c’est

forcément le maximum de g sur K qui vaut donc M]?x g = sin (%) sin (%) cos <731) =1

La fonction f est de classe C! sur (Ri)z (par opérations car le dénominateur ne s’annule pas).

Cherchons les points critiques de f : Vf(x,y) = (0,0) = < - iz,x - %) équivaut (en divisant) &
X Y

ng—4:xy2—2:o<:> (x2y=4etx:29) <~ (yzzl etszy).
Il y a donc un seul point critique de f sur (R%)? qui est a = (2,1) et £(2,1) =
Méthode 1 : Soit K = {(x,y) € (RL)? | xy<6etx> % ety > 3} (faire un dessin). Alors si (x,y) € K, on

ax:&i<ézzetyzﬂ<ﬁ=4doncKestborné. De plus K est fermé car K = F; N F, N F3 avec
y X

Fr={0u) € (BD? [xy < 6f et Fa = {(xy) € (RY? [ x> 3} et Fa = {(xy) € (BD)? |y < 3} aqui

sont fermés car par exemple F; = f]_1 ([0;6]) qui est 'image réciproque d’un fermé par 'application continue

w

f1: (x,y) — xy. Ainsi K est compact et f admet donc un minimum absolu sur K. Comme a € K, le minimum

est inférieur ou égal & 6. Mais f est strictement supérieure & 6 sur les bords de K (c’est fait pour car par

2

exemple si xy = 6 on a f(x,y) = 6 + % + 2 > 6) ainsi le minimum de f sur K est atteint a I'intérieur de K
x Yy

donc en un point critique or il n’en existe qu’'un donc f atteint son minimum sur K en a : MKin(f) = f(a) = 6.
Mais si (x,y) € K, on a f(x,y) > 6 (c’est fait pour aussi), donc (Mﬂ)’l (f) = MKin(f) = f(a) = 6. Ainsi f admet
R
un unique minimum local en a qui est aussi un minimum absolu.
Méthode 2 : on effectue un DL & lordre 2 de D = f(2+ h,1 4+ k) — f(Z 1) pour connaitre son signe :
h , h?

— . £ 2 2 :
D_(2+h)(1+k)+2+h+1+k 6= h+2k—|—hk+2( 2+4)+2( —k+%2) +o([[(h, k)||?) ce qui

donne f(2+h,1+%k) —f(2,1) = hk+ +2k2+o(||(h k)| )OtHAH+o(||(h,k)||2) avec '"H = (h k) et la

1/2 1/2

12 2 ) telle que Tr (A) > 0 et det(A) > 0 donc A est définie positive.

matrice symétrique A = <
Ceci prouve que f admet en a un minimum local !

40



— 0Oxdy
on vérifie que 1t — s =4 —1=3 >0 avec r > 0 donc f admet en (2,1) un minimum local.

H est de classe C! sur R?\ {(0,0)} par théorémes généraux avec les dérivées partielles sur cet ouvert :

Méthod h . leul | — 2%f _ _ % _ _ % _
éthode 3 hors programme : on calcule r,s,t ! r—W(Z,l)—Ls A (2,1) =1 ett—ay—z(z,l)—4et

aj(x y): 4x3y( +y ) ZX y 2x5y+4x3y ot aH( ): x4(x2+yz)—2x4y2 _ X6*X4y2.
Ot (o +y?)? o +y?)? o (¢ +y?)? (¢ +y)?
Séparément : a—H(O,O) = lUim H(5,0) — H(0,0) _ 0 et 9H (0,0) = lim HO,H) —H(©,0) _ 0. Il reste & vérifier
ox t—0 t 9y tﬁo t
que ces dérivées partielles sont continues en (0,0).
27y +4 6/|(x, y)5
Pny) - Jhoo)] = [23E5E] < DOBE o eyl = F R < lIw)le et

¥ +y%)? 1 v)l12
|2x3y+4x3y3| < 2\x|5|1_4|—|-4|x|3\y|3 < 6|/(x,y)||S. Par conséquent ‘%(x,y) x (O 0)‘ < 6||(x,y)]|3 donc pour
un e > 0 fixé, il existe o = \/§> 0 tel que V(x,y) € R?, [|(x,y) — (0,0)]]2 < « = ’%(x,g)—%—]:(o,o) e

C’est la définition de la continuité de m en (0,0).

‘_‘x —x ) < 23
H(xy)l\%

= 2||(x,y)||3 donc % est aussi continue en

De méme ‘ ay xY)
(0,0). Conclusion : H est de classe C 1 sur RZ.
En continuant de la sorte, on montrerait que H est de classe C? sur R? mais pas de classe C3.

f est de classe C' (méme C°°) sur 'ouvert R? donc si f admet un extremum local, celui-ci ne peut étre qu’un
point critique. Or % = g—lj =0<=2x+y—-5=x+2y—1=0<= (x=3ety=-1).
Etudions f au voisinage du point (3, —1). f admet en (3, —1) un minimum absolu valant —7 car, aprés calculs :

Y(hk) € R f(3+h,—1+k):—7+h2+hk+k2:f(3,—1)+<h+ ) +3L > f(3,—1).

La partie K = [~1;1]% est un fermé borné (autrement dit un compact) de R? (de dimension finie) et f est

continue sur K par opérations. On sait alors d’apres le cours que f est bornée sur K et atteint ses bornes.
On constate que V(x,y) € K, x*y> <1 et 1 +y* <1 donc, par croissance de In, f(x,y) < 1+ In(2) = £(1,1)

ce qui prouve que f admet en (1,1) son maximum absolu sur X : Maxf =f(1,1) =1+ 1n(2) ~ 1,69.

3
Trouvons les points critiques de f, sachant qu’on a facilement gf = 4x3y3 et Z% =3xMy? + ﬂj, il vient

_1.112 ¢ (Of _ of _ _ 242 4y 3xy+3xy —|—4y
V(x,y) € —1;1[* =K, (ax—ay—0)<:>(4x =3x"y —l—]+ T = T4y =0).
Si (x,y) €] —1;1[? est un point critique de f, alors (af 0) <= (x =0ouy = 0) et on a aussi les
implications (x = 0 et g—; =0) = (y =0) et aussi (y =0) = (g; = 0). Ainsi, les points critiques de f

dans 12 sont tous les points (x,0) avec x €] — 1;1][, il sont situés sur une droite qui sépare le carré K en deux.
Mais si x €] — 1;1[ avec x # 0 est fixé, on a f(x,t) = x> + n(1 + t%) fgx4t3 donc f(x,t) change de signe
(quand t varie) au voisinage de 0 et f n’admet pas en (x,0) un extremum local.

Six =0, f(t,0) = 0 et f(O,t)?t4 qui reste positif. Mais f n’admet pas d’extremum local en (0,0) car
(I, £3) = t' + (1 +t'2) Ftﬂ qui change de signe au voisinage de 0 alors que E%(\/m, t3) = (0,0).
Comme f n’admet en aucun de ses points critiques un extremum local, elle ne peut atteindre son minimum

absolu sur K qu’en un point de la frontiere de K. Faisons les études sur les quatre cotés du carré K :
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o hy(t) = f(1,t) = t3 + In(1 +t*) = f(—1,t) (f(x,y) = f(—x,y) donc la surface z = f(x,y) est invariante par
a3 PR3t 4

14+t 14+t

ainsi hy est strictement croissante sur [—1; 1] et son minimum vaut h(—1) = f(1, —=1) = f(=1,—1) = —=1+1n(2).

la réflexion de plan x = 0), alors h (t) = 3t% + qui reste positif (étude de fonction)

e hy(t) = f(t,1) = t* +In2 qui est paire et atteint son minimum en 0 ot elle vaut h(0) = n(2).
e h3(t) = f(t,—1) = —t* +1n2 qui est paire et atteint son minimum en +1 ot elle vaut h3(+1) = —1+1n(2).
Par conséquent, le minimum absolu de f sur K est atteint en (£1,—1) et il vaut —1 + In(2) ~ —0.306.

f est, par opérations, de classe C' sur I'ouvert D = (R* )?. Si f admet en (a,b) € D un extremum local, c’est

un point critique de f. Or %E =lny—Yet g—f =X _1nx. Ainsi gi Of — 0= tny— H =lnx—%X=0.
x Yy Y

Yy dy
Dans ce cas x = —— donc lny — In(lny) = 1 Ainsi gla) =0avec a =lny>0etg:t—t— L
Iny Iny t
/ T 1 _ 2=t : : ;
Comme ¢'(t) =14+ 5 — T2 0, g est strictement croissante et g(1) = 0 donc g ne s’annule

qu’en 1 = Iny. Le seul point critique est donc (x,y) = (e, e).

Or f(e+h,e+k)=(e+h) (1 +1n (1 + k) (e +k) (1 +1n ( + ) ce qui donne avec les développements
e
h2
limités & l'ordre 2 : f(e+h,e+k):(e+h)(1+77—f ( h——z>+0(hz+k2) (car h? < h? +k?
et k2 < h? +k?). Par conséquent, apres simplification :

2 2 2 2
flet+he+k)=eth+k+ M K o ph_hk  h oy om2 4 2)=ht Ky om2 442),
0 e 2e e 2e 0 2e 2e

Alors, f n’admet pas en (e, e) de minimum local. f(e + h,e) =e+h —eln(e ( ( h)) >0

et fle,e +k) =eln(e+k)—e—k= e(ln (1 + K) — K) < 0: c’est un point selle !
e e

T est le triangle plein ABC avec A = (0,0), B = (1,0) et C = (0,1). f est continue par opérations sur le
compact T, f est bornée et atteint ses bornes sur T. f est positive et nulle sur Fr(T) donc MTin(f) =0.

Par conséquent, le maximum de f sur T est atteint & 'intérieur de T. Comme f est de classe C' (toujours

par opérations) sur T : f admet son maximum en un point critique de f.
y(2 —3x — 2y) of x(2—3y —2x)

S ey . E . De méme : A (x,y) =
Or Foy) = y/T=x—y Wiox—y | iy PDememe: gyloy) = SO

On

résout donc le systeme 2 —3x —2y =2 -3y —2x =0<=x =y = % Il existe un seul point critique dans

2 ;)_L
5'5

25V

Pintérieur de T, ¢’est donc forcément en ce point que f admet son maximum : Max( ) = f(

a. A (x,y) € R? fixé, on dérive (régle de la chaine) f(tx, ty) = t*f(x,y) par rapport  t :

Yt > 0, O(tx )af(t ty)+a( >af(t ,ty) =kt f(x, y)<:>ng(tx ty)+ya (tx, ty) = kt*"Tf(x,y)

ot 0x ot dy dy
et on prend t = 1 pour obtenir xg—x( Y) +y@( xY) = kf(x,y).
2
11 vient xz%(tx ty) +xy a%ax (tx, ty) +y2%(tx ty) +yxa?(—afy(tx, ty) = k(k — 1)t*"2f(x,y) en re-dérivant
2 2
par rapport a t et t = 1 donne : ng—(x y)+2xy aia]; (xy) +y2§—£(x,y) = k(k—1)f(x,y) (avec SCHWARZ).
x

Sih(6) = f(cos 8,sin8), comme f est C2, on obtient h/(8) = — sin 0 gf (cos6,sin6)+cos6 gf (cos6,sin6) et on

32
recommence pour avoir h”(0) = — cos 0 g (cos,sin0)—sind aa; (cosB,sin®)—sind (—sm Ga—g(cos 0,sin6)+
x
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2 2 2
cos© a%afx (cos©,sin® )) + cos® ( —sin ea?(—a;(cos 0,sin0) + cos egy—g(cos 0,sin 0 )) qui se simplifie avec les

2 2
relations précédentes et puisque %(cos 0,sind) + g—g(cos 0,5in0) = 0 en h’(0) = —kf(cos0,sind) +
x Yy
cos? Gza—zf(cos 0,sinB) + 2sin O cos O 0°f (cos8,sin ) + sin? Ga—zf(cos 0,sin0) = —kh(0) + k(k — 1)h(0)
X2 ’ 0x0y ’ oy? ) - :

On a donc : 3(A,B) € R? ¥o € R, h(8) = Acos(kf) + Bsin(k8) = ARe((e'9)*) 4+ BIm((e!®)¥).
Comme e = cos@® + isin®, en développant, on trouvera h(8) comme combinaison linéaire de terme du
type cosP 0sin90 avec p + q = k. Enfin, pour (x,y) € R?, en écrivant (x,y) = v/x2 +y2(cos6,sino),
f(x,y) = (v/x2 +y2)*h(0) s’écrit comme la méme combinaison linéaire de xPy9 : f est donc polynomiale en

x et y mais homogene de degré total k.
Sik € R\ Netk > 1, on recommence et on trouve f(x,y) = (/x? —l—yz)k(Acos(kG) + Bsin(ke)) avec

0 = 2 Arctan (#) sur Pouvert U = R?\ {(x,0) | x < 0} par exemple.
X+ Vx? +y?

U est un ouvert de R? sur lequel g est définie et de classe C?. Par hypothése : g = f o h o1 la fonction
h:U— R% est définie par h(x,y) = x* +y2.
Par composition de fonctions C? : V(x,y) € U, %%(x,y) = 2xf'(x? +y?) et %yq(x,y) = 2yf'(x* +y%). On

2 2
dérive une fois de plus : g—%(x,y) = 2f'(x? +y?) + 4" (x* +y?) et g—%(x,y) = 2 (x% +y?) +4y% " (x> +y?).
x Y
2 2
Y(x,y) € U, —92 3 (x,y)—i——ggyz (x,y) = (P +y?)P <= V(x,y) € U, 4f' (x?+y?)+4(x*+y2) ' (x* +y?) = (x*+y?)P.
X

Comme h est surjective de U dans R, on en déduit la nouvelle équivalence :
2 2
V(x,y) € U, %(x,y) + g—y%(x,y) = (X2 +y?)P =Vt € R, 4 (t) + 4t (t) = tP.
P
On résout classiquement (E) : ty” +y' = t? en distinguant selon la valeur de p :

tP

e si p # —1, la fonction ' est de la forme : t — % + m avec A € R.
. S A, In(t)
e si p = —1, la fonction f’ est de la forme : t — n + g 2vec A e R

On intégre a nouveau et on a la forme des fonctions f vérifiant les conditions imposées :

p+1
e sip # —1, la fonction f est de la forme : f:t— Aln(t) + u+ AI(JLT)Z avec (A, p) € R2,
P

In?(t)

e si p = —1, la fonction f est de la forme : f:t— Aln(t) +u+ avec (A, u) € R2.

Par opérations (fonctions polynomiales, racine, inverse), la fonction H est continue partout ot son dénomi-

nateur ne s’annule pas donc sur R?\ {(0,0)}.

2
Soit (x,y) # (0,0), alors on sait que x* + y? < 2x?|y| car (x*> — |y|)? > 0. Ainsi % < =. On a donc

x +vy
2,2 2 /<2 1+ 42
H,y)l < —; X EX [yl) < X < VXU 2 (v/x2 +y2)%. On en déduit que, pour
UV + Y2 2V 4y 2
e > 0 fixé, en posant « = (2¢)? > 0, ¥(x,y) € R2, [|(x,y)|l2(= Vx? +y2) < o = |H(x,y) — H(0,0)| < ¢
(marche méme si (x,y) = (0,0)). C’est la continuité de H en (0,0). La fonction H est bien continue sur R?.

Pour t € Ry, on a un(t) = O<i2) donc 3 un(t) converge absolument donc la série > u, converge
o \n

n>1 n>1

simplement vers une fonction S sur Ri. Sit <0, lim un(t) = +oo donc Y un(t) diverge.
n—-+oo n>1

N [—

Comme ||un||oo,r, = # et que Y, iz converge d’apres RIEMANN, la fonction S est continue sur R, car

n>1n
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toutes les u, sont continues sur R, . Ainsi, par composée, f est continue sur R? car (x,y) = x* + y? est

continue en tant que fonction polynomiale.
—nt —na
Comme uj (t) = —&—, si a > 0, on a |[u)|[o,[aitoo] = & donc > uj, converge normalement sur
n n n>1
[a;+00[ @ S est de classe C' sur RY. Par composée, f est de classe C' sur U = R?\ {(0,0)}.
Pour (x,y) € U, il vient gradf(x,y) = 28'(x* + y?).¥ avec ¥V = (x,y) donc grad'f(x,y) est bien colinéaire
& (x,y). Les lignes de niveaux du graphe de f sont concentriques de centre (0,0).
Comme vy est 1-périodique, y(R) = v([0;1]). On s’intéresse donc aux extrema de f oy sur [0;1]. Or, en
notant y(t) = (x(t),y(t)) et d : t > x%(t) +y2(t), foy = Sod. Ainsi f(y(R)) = Sod([0;1]) or S et d sont de
classe C' donc continues, $ o d I'est donc aussi et est donc bornée et atteint ses bornes sur le segment [0;1].
Par conséquent : la restriction de f & K = y(R) atteint son minimum (et aussi son maximum).

a. La fonction f est de classe C' sur R? par opérations car V(x,y) € R?, 4+y? > 0. De plus, g—i(x,y) = 2xy
ot of

oy
soit x = 0 = y = 0, soit y = 0 = x = 0. Le seul point critique de f sur R? est le point (0,0).

(x,y) =x* + ﬁy—z Ainsi, si (x,y) € R? est un point critique de f, on a xy = 0 = x% + ﬁ? donc

6 6
b. Pour x € R, on a e(x) = x> + In(4 +x°) — In(4). Alors e(x) = x° + In (1 + %) ?xs + XT +0(x) f(\;xs.

c. Sif admettait des extrema locaux sur 'ouvert R?, on sait d’apres le cours que ce serait en un point critique
donc ce serait en (0,0) puisqu’il n’y a qu’un seul point critique. Or e(x) "SJXS donc e est strictement négative

au voisinage de 0~ et strictement positive au voisinage de 0T ce qui interdit I'existence d’un extremum local
n (0,0). Par I'absurde, il n’y a donc aucun extremum local pour la fonction f sur R2.
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