TD 24 : CALCUL DIFFERENTIEL

PSI 1 2025-2026 mercredi 25 mars 2026

Géométrie :

S est d’équation f(x,y,z) = z> — xy = 0 donc les points réguliers de S sont tels que ngd>f * 0. Comme
Wf(x,y) = (—y, —x, 32%), seul le point (0,0,0) n’est pas régulier sur S. Si M = (xo0,Yo,20) # (0,0,0) et
Mo € S, le plan tangent Py & S en My a pour équation Py : —yo(x —x0) — x0(y —yo) + 37,%(7. —2zp) =0 ou
encore Py : yox+xoy — 3zéz+z(3> = 0. La droite D est paramétrée par x =2,y =3(t+1),z=t pour t € R.
Analyse : si My convient, D C Py donc, en remplagant, Vt € R, 2yo + xo(3t +3) — 32%’( + 2(3) = 0 ou encore
vVt € R, 3(xo — zé)t + (2yo + 3x0 + zg) = 0 ce qui équivaut a xo = zé et 2yo + 3xo + zg = 0. Alors, on a

2.3
X0 = z(z), yo = 7320% donc xpyp = zg implique Zzg + SZg + zg = 28(2 + 3z0 + zg) ce qui donne zog = 0
(exclu car alors xo =yo = 0 et Mo # (0,0,0)) ou zo = —1 ou zg = —2.
Sizg=—1,onaxp=1etyo=—1etsizyo=—2, on trouve xo =4 et yo = —2.

Synthese : réciproquement, le plan P tangent & S en My = (1, —1, —1) est d’équation Py : —x4+y—3z—1=0
et il contient bien D comme le plan P, : —2x +4y — 12z — 8 = 0 tangent & S en My = (4, —2,—2).

En conclusion, il existe exactement deux plans tangents & S et contenant la droite D, ce sont les plans

Pi ¢ —x4+y—3z—1=0et P, : x—2y+6z+4 =0 tangents a S en My = (1,—1,—1) et M = (4,—-2,-2).

Soit f: R® — R définie par f(x,y,z) = x> +y? + 22> — 1. f est de classe C> par opérations et on calcule
grad f(x,y,z) = (2x,2y,4z). Ainsi, le seul point critique de f est (0,0,0) qui n’appartient pas & S. La surface
S est donc réguliére par définition puisque tous ses points sont réguliers : c’est un ellipsoide de révolution

dont les huit sommets sont les points (1,0,0), (—1,0,0), (0,1,0), (0, —1,0), (0,0, 1—), (0,0, —i)

V2 V2
En un point Mo = (x0,Y0,20) de S, comme grad f(My) est orthogonal au plan Py tangent & S en My, une
équation de Py est Py : Xo(X7X0)+yo(y75‘0)4’220(2720):0<:>X0X+yoy +ZZoZ:X%+y%+ZZ% =1

(a nouveau obtenue par dédoublement comme pour toute quadrique).

Analyse : le vecteur ¥V = (1,3, —2) est un vecteur directeur de D. On cherche donc les points Mg tels que

V est normal & Py, ce qui équivaut au fait que les vecteurs non nuls Vv et grad f(Mg) sont colinéaires. Si

My convient, IA € R*, xo = A, yo = 3\ et 2z9 = —2A. Puisque My €S, (1 +9+2)A\2 =1 <= A = :I:;W

done Mo — M :<LL_L>OHM M :<_L_i 1.
0 1 2\/§’2\/§, 2\/3: 0 2 2\/5» 2\/§a2\[3

Synthese : réciproquement, d’aprées les calculs précédents, les deux plans tangents Py et P, & S en My et M3

. , . 3 3 .
respectivement ont pour équation P; : —X— + 2% — Z —1etP, : ——X_ 2 4 Z —1etilsont
P pouted "3 T3 V3 2 23 23 V3

bien des vecteurs normaux colinéaires & ¥ donc Py et P, sont bien orthogonaux a D.
En conclusion, il existe exactement deux plans qui sont a la fois tangents a S et orthogonaux a D, ce sont

les plans Pq et P, tangents a S respectivement aux points M7 et M.



Soit la fonction f : R3® — R définie par f(x,y,z) = z> — xy. f est de classe C* par opérations et

W f(x,y,2) = (—y, —x,2z) donc le seul point singulier de S est le sommet (0,0,0) de ce cone de révolution.
En un point Mo = (x0,Y0,20) # (0,0,0) de S, comme mf(Mo) est orthogonal au plan Py tangent & S en My,
une équation de Pg est Py : —yo(x—x0) —xo(y—yo)+220(z—20) = 0 <= 2z0z—yox —xoy = 223 —2xoyo = 0
(& nouveau obtenue par dédoublement comme pour toute quadrique en remplagant 2xy par xoy + yox).
Analyse : si Mgy # (0,0,0) est un point de S et que le plan tangent Py contient la droite D, alors en
paramétrant la droite D par x =y =z = t avec t € R, on doit avoir Vt € R, (2zp —yo — x0)t = 0 donc
x0+Yo = 2z9. Mais comme Mg € S, on aussi 4xoyo = 425 = (220)? = (xo0 +yo0)? donc x3 +2xoyo +y3 = 4xoyo
qui se transforme en (xo —yo)? = 0 <= xo = yo. Ainsi, xo = yo = zp donc My € D.
Synthese : réciproquement, si Mg € D et Mo # (0,0,0), alors le plan tangent Py & S en Mg a pour équation
Po @ 2x0z — xox — xoy = 0 d’apres ce qui précede ou Py : 2z = x +y et la droite D est bien incluse dans P.
En conclusion, les points M de S en lesquels le plan tangent a S en M contient D sont justement les points
de D sauf lorigine O = (0,0,0).

Calcul différentiel :

a. ¢ est bien définie et de classe C' par opérations sur D,. De plus, pour (x,y) € Dy et (u,v) € Dj,

e(u,v) = (xy) <= (Vv =2x, u=wy) < (Vy2+v? =2x, u=wy) < u=y /]iXZ, = /

car v > 0 donc @ est bijective et ¢! est clairement de classe C! toujours par opérations.

2, .2
b. Sif: D7 — R est une solution C', posons g = fo ¢ <= VY(u,v) € D2, g(u,v) = f(x,y) = f(%, %)

ou encore Y(x,y) € D1, f(x,y) = g(u,v) = g(y —|—Xy2’ X 2). Alors g est C! par composition. Comme
Y(x,y) € Dy, ny%(x y)+(1 +y2)g—;(x,y) = 2xf(x,y), comme @ est une bijection de D, sur Dy, cela donne :
V(u,v) € D2, W%(@(u,v)) + %g—g(@(u,v)) = (u? +v?)f(@(u,v)) ce qui s’écrit encore :
¥uv) € D2, VDT (o(uv)) + L2 (pfusv))] = (62 +92)1(0(10,v)

Mais : V(u,v) € D2, §2(u,v) = () & (0w v) + G v) & (0w v) = ud (0 w,v) + 18 (p(u,v))
donc V(u,v) € Dy, %& =vf(p(u,v)) = vg(u,v) (équation différentielle linéaire en la variable u) .

Comme g est de classe C', il existe y : R — R de classe C' telle que V(u,v) € D2, g(u,v) = $(v)e™ . Ainsi,

2x 2x 2x ) .
V(x,y) € Dy, f(x, ( )ex (—}L) = 6(7> ex (—L> en ayant posé la fonction
(%) 1, fuy) =¥ 1/]_’_ P T T P T yant p

0=1vo,/ qui, par composition, est elle aussi de classe C! sur R%.

Réciproquement, si f est de cette forme, ax( x,Y) = [ 2 29’( Zx ) + 2y 9( 2x )} exp (AL)

1+y 1+y2 1+y2 1+y2 l+y2
2
of . [ —4xy ,( 2% ) 2x(1 —y~) ( 2% )} ( 2xy ) ..
et =-(x,y) = 0 + 0 ex our (x € Dy. Ainsi, f de
ay( y) (]+y2)2 1+y2 (]+UZ)2 ]+yz P 1‘1‘1:]2 p ()y) 1

classe C! sur Dy par opérations et si on reporte dans 1’équation aux dérivées partielles (E), on a bien (apres

simplifications) V(x,y) € Dy, 2xyg—i +(0+y )ay = 2xf.

En conclusion, par analyse-synthése, les solutions de (E) sur Dy sont les fonctions f : D7 — R pour lesquelles



il existe une fonction 6 : R% — R de classe C' telle que V(x,y) € D1, f(x,y) = 9(] ix 2) exp (IT 2)'
Y Yy
3.3

2 2
a. Pour x € R, g(x,x) =x%. Six#y: glx,y) =2 —*_ =1 tXy X

3(y —x) 3
On a donc Y(x,y) € R?, g(x,y) = wﬂ donc g est de classe C! car polynomiale (méme C*).

b. Comme f est continue sur R, par le théoréme fondamental de I'intégration, ¢ : (x,y) — f t)dt est de

classe C' sur R? car %i%(x,y) = —f(x) et %‘S—(x,y) = f(y) et %’% et %ye sont donc continues sur R? comme

la fonction f I’est sur R. Comme (x,y) — y — x est de classe C' car polynomiale et ne s’annule pas sur D

par définition, g est de classe C! sur D par opérations.

De plus, ¥(x,y) € D, %g(x,y) — (yjix)z fxy f(t)dt — yf(lc)x - = jx>2 (fxu f(t)dt — (y — x)f(x)).

De méme, on a %g(x,y) - —@_‘7)()2 [P+ ﬁf(g) = (y_]ix)z«y —x)f(y) - [ f(t)dt).

c. Soit a € R, pour t # 0, g(a,a+t)—g(a) = l(

" fa+t f(u)du) f(a). La fonction F : t — f (u)du est

a

de classe C% sur R car F/(t) = f(a+t) (fest de classe C! sur R) et ona Vt # 0, g(a+t,a)—g(a) = M.

D’apres TAYLOR-YOUNG, puisque F est de classe C? sur R, le développement limité d’ordre 2 de F en 0
//
est donné par F(t)?F(O) + F(0)t + (O)tz + o(t?). Or F(0) = 0, F(0) = f(a) et F/(0) = f'(a), donc

/ , ,
F(t) — tf(a) = f(27a)t2 + o(t?) donc 9(a,a +t2 —9(aa) _f (Za) + 0(1). On en déduit que Ea%(a, ) = 1) (za).
= . %9 _ f(a)
Comme g(a+t,a) =g(a,a+1t), on aaussi: 3Z(a,a) = R
y

(f(t) — f(x))dt. Soit a € R, par continuité de f’

X

; g 9g — 1
d. Méthode 1 : si x # y, on a 57 (xy) = T f
sur R, pour ¢ > 0, il existe « > 0 tel que Vt € R, |t —a| < a« = |f'(t) — f'(a)] < 2e. Essayons de

majorer

%%(x,y) — %%(a, a)‘ au voisinage de (a, a) pour établir la continuité de %% en (a,a). Soit donc
(x,y) € [a — «; a + «]? de sorte que ||(x,y) — (a, a)||oo < «, alors considérons deux cas :
2 g, 0| = 7= la)

—SiX:y,alors’%g(x,y)—ax(a,a 3 S%zscar [x —a| <«

/
- si x # vy, alors il vient ’%%(x,y) - %g(a, a)‘ = ;) f (f(t) — f(x )) - m‘ qu’on peut majorer en

‘ (y—x
0 0
%(X)y)—aj%(a,a‘: o U (f(t —(t—x)f(a ) U —(t—x)f'(a)lat
puis, avec le théoréme des accroissements finis, Vt € [:(-:J/] ce [ ; ] C [a —oa+af, f(t)—f(x) = (t—x)f'(c)
donc [f(t) — f(x) — (t —x)f'(a)| < |t — x\ [f'(c) — f'(a)] < 2¢|t — x|, on obtient par conséquent la majoration
. d y
suivante j( \y) — ﬁg(a, a)’ < 7X)2 ‘ fx 25|t—x|dt‘ =c.
Ceci prouve que %% est continue en (a,a) pour tout a € R donc, avec b., que %% est continue sur R?. De
meéme, %3 est aussi continue sur R?. Par définition, la fonction g est donc de classe C! sur R2.
Méthode 2 : si x # y, en posant t = @(u) = x + u(y — x), comme ¢ est de classe C', strictement monotone
— 1
et bijective de [0;1] dans [x;y], on a g(x,y) = fo f(x+u(y —x))du. Cette expression est aussi valable quand
1
x =1y. On a donc I'expression plus simple de g : V(x,y) € R? g(x,y) = fo f(x +u(y — x))du.

On fixe y € R, alors en notant @y (x,u) = f(x + u(y — x)) définie sur [0;1] x R, pour a >0 :



e Vx € [—a;al, la fonction u — @y(x,u) est continue et intégrable sur [0;1].
o Vu € [0;1], x — @y (x,u) est dérivable sur [—a; a] et sa dérivée est x — (1 —w)f’ (x + u(y —x)).

o ¥(u,x) € [0;1] x [~a; a], | 22 (X,u)‘ - ‘(1 — W (x + uy —x))] < Max 7).

[Min(—-a,y);Max(a,y)]

1
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, %% existe sur R?, %q(x, y) = fo (1—w)f (x+u(y —x))du.

1
De méme, %yq existe sur R? et on a %S(X,y) = j;) uf’ (x + u(y — x))du.
Soit (x0,yo) € R? fixé et une suite ((an,bn))neN qui converge vers (xp,Yo), montrons alors que la suite

(%g(an, bn))HEN converge vers %g(xo,yo) ce qui garantira la continuité de %)% sur R2.

1
Pourn € N, on a %g(an,bn) = fo (1 —w)f' (an + u(bn — an))du.

La suite ((an,bn)) converge donc est bornée. Soit donc M > tel que Vn € N, |an]

nenN Met |br| <M
B

<
La fonction ' est bornée sur [-M; M] donc il existe B > 0 tel que Vt € [-M;M], |[f'(t)| <

Posons gn : u— (1 —w)f (an +u(bn — an)), alors gx (an,bn) f gn-
e Toutes les g, sont continues et intégrables sur [0;1].
e Par continuité de la fonction ' sur R, la suite (gn)nen converge simplement vers la fonction
h:u (1 —u)f(xo +u(yo — xo)) qui est continue sur [0;1].
eVne N, Vu e [0;1], |gn(u)| < B et u+— B est intégrable sur [0;1].
Par le théoreme de convergence dominée, on a lim f gn = f (1T—u)f (xo +u(yo — xo)) du ce qui s’écrit

n—-+oo

aussi nEToo %q(an,bn) = %g(xo,yo). Par caractérisation séquentielle de la continuité, la fonction %g est

donc continue sur R?. De méme %& est continue sur R? et la fonction est donc de classe C' sur R2.

U est un ouvert de R? sur lequel g est définie et de classe C?. Par hypothese, g = f o h ou la fonction
h:U— R% est définie par h(x,y) = x* +y2.
Par composition de fonctions C2, V(x,y) € U, %(x y) = 2xf’(x2+y ) et J(x y) = 2yf'(x? +y?). On dérive
une fois de plus et %g(x,y) =2/ (x? +y?) + 42" (x* +y?) et TQ( x,y) = 2f' (x? + y?2) + 442" (x* + y2).
V(x,y) € U, on a a—g(x y) + TJQ( y) = (x2 +y2)P = 4/ (x2 +y?) +4(x* +y2) ' (x* +y?) = (x* +y?)P.
Comme h est surjective de U dans R, on en déduit la nouvelle équivalence :

9?2 9?2
?(x,y) + ay—g(x,y) =2 +yP)P = Vte RY, 4f'(t) + 4tf"(t) = tP.

«

V(x,y) € 4,

P
On résout (E) : ty” +y' = Z en distinguant selon la valeur de p :

P
e sip # —1, la fonction ' est de la forme : t — Ayt avecAe R
t 4p+1)

e si p = —1, la fonction ' est de la forme : t — % + % avec A € R.

On inteégre a nouveau et on a la forme des fonctions f vérifiant les conditions imposées :

P 2
———— avec (\,n) € R%,
Alp +1)

2
e si p = —1, la fonction f est de la forme : f:t+— Aln(t) +p+ % avec (A, i) € R2,

e sip # —1, la fonction f est de la forme : f:t— Aln(t) +p+



a. Pour n = 1, ¥x € R, Vu(x) = v/(x). Par exemple pour u = ch, on a bien u de classe C' sur R,

Ix]
lim leh (I _ +00 par croissances comparées car |ch (x)| = ch (|x]) ~ e ; dans ce cas, on a ' =sh et
x—Foo |x| +o0
on sait que u’ est bijective de R dans R.
3 x|
Par contre pour u = sh, on a aussi u de classe C! sur R, lim [sh )l _ +00 car |sh (x)| = sh (|x]) ~ &—

x—Fo0 |X|
mais 1 = ch est surjective de R dans [1;+oo[ mais pas de R dans R.

b. Pour tout vecteur v € R?, la fonction f : R? — R définie par f(x) = u(x) — (x|v) est de classe C' car u
l'est et que g : x — (x|v) est polynomiale en les coordonnées de x donc de classe C' aussi, d’ailleurs elle est

aussi linéaire donc continue car on est en dimension finie. De plus, Vx € R?, Vf(x) = Vu(x) — Vg(x) par

linéarité des dérivées partielles. Or, si v = (vi,v2), g(x1,x2) = x1v1 + x2v2 donc Vg(x1,%x2) = (vi,v2) = v.

Ainsi, Vf(x) = Vu(x) —v. 1l suffit donc de choisir v ¢ Vu(R?) (on le peut car Vu est non surjective

par hypotheése) pour que Vf ne s’annule pas sur R?. De plus, d’apres l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,
)

Vx € R?, |(x]v)] < |[x]||[v|| donc, par inégalité triangulaire :

¥x € R2, [f(x)] = [u(x) = (xv)| = [[u()] =[] = ()] = [e)] = fue)] = [l IV

Ainsi, des que x # (0,0), |[x|| > 0 donc [l > utol _ [[vl]]. Or lm ut] _ +o00 par hypothese donc,
I ] lIxl[=+eo [[x]]

par minoration, on a aussi lim
lIxll=+o0 |[x[]

c. Soit r > 0 et (a,b) € (R?\ B,)2, alors |[a]| > r et |[b|| > r. Ecrivons a et b en coordonnées polaires,
a = (||a]| cos(), ||a]| sin(x)) et b = (||b]| cos(B), ||b]| sin(B)) avec («, B) € R?. Définissons alors I’application
v [0;1] = RZ par Vt € [0;1], v(t) = ((1 —t)|[a]| + t[[b]]).(cos((1 — t)a + tB), sin((1 — t)x + tB)). Alors y
définit un arc paramétré dans le plan, bien sir de classe C*, tel que y(0) = a, v(1) = b et tel que l'on ait
vee 01, [yl = (1 = t)llall + tlfb]| > Min([[all, [[b][) > r. Ainsi y([0;1]) € (R?\ By).

Soit (p,q) € f(R?\ B,)?, alors par définition il existe (a,b) € (R?\ B;)? tels que p = f(a) et q = (b).
On suppose que p < q et on choisit v € [p;q]. Alors avec la fonction y précédente, h : [0;1] — R définie
par h(t) = f o y(t) est continue en tant que composée de fonctions continues (elle est méme de classe C') et
h(0) = f(a) = p, h(1) = f(b) = q. D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe t € [0;1] tel que
h(t) = r ce qui signifie que r = f(y(t)) et on a vu que y(t) € (R?\ B;) donc r € f(R? \ B,).

En conclusion, f(R? \ B,) est un intervalle car c’est un convexe.

Comme lim [l oo, Ir >0, ¥x € R?) ||x|| = v = [f(x)| = ||x|| > 0 = f(x) # 0. Ainsi, pour

Il Il
un tel réel v, on a 0 ¢ f(R?\ B;). Comme lim |f(x)| = +oo puisque |f(x)| = ()]
][ =00 x|

f(R? \ B,) ne peut pas étre borné. Il ne reste plus que quatre possibilités : f(R? \ B,) =]a; +oo], [a; +o0],

x |[x||, Vintervalle

] — oo;b[ ou | — 0o; b]. Supposons (les autres cas sont identiques) que f( R? \ B,) =]a; +oo[ (avec a € R).

Comme f est continue donc bornée sur le fermé borné B, et qu’elle est minorée par a sur R? \ B,, f est

minorée sur R?. Puisque | lllim [f(x)] = +oo, I’ > 1, ¥x € R2, ||x|]| = v = [f(x)| = f(x) = £(0,0).
x||—=+o0

Comme f est continue sur le fermé borné B,/, elle y admet un minimum m = Min(f) < £(0,0). Six € R?, on

a|[x|] <7 = f(x) = m = Min(f) et ||x|]| > v = f(x) > £(0,0) > m. Par conséquent, m = Min(f) = f(x0)
R

!



avec xo € B,,. Mais comme ce minimum de f est atteint dans 'ouvert RZ, il I'est en un point critique de f.

On obtient donc une contradiction puisqu’on a construit f pour que son gradient ne s’annule pas.

u(x)| _

= 400 vérifie Vu surjectif.

On conclut donc, dés que n > 2, que u € C'(R™, R) telle que  lim
lIxll=+oc |||

a. f est polynomiale sur D donc elle y est de classe C'. Par conséquent, F est aussi de classe C! sur D x R. De

plus, on a clairement 9T (x,y,2) = 9 (x,y) = —4x(x? +y?) + 3x, %(X,y, z) = g; (x,y) = —4y(x? +y2) + 3y

et 88 (x,y,2) = —1 donc grad F(x,y,2) = (—4x(x® +y2) + 3x, —4y (< + y?) + 3y, —1).
b. S est la surface d’équation F(x,y,z) = 0 par définition et tous les points de cette surface sont réguliers
car grad'F(x,y,z) # g pour (x,y,z) € D x R d’apres la question a.. Le plan tangent en un point (x,y,z)

de cette surface admet d’aprés le cours comme vecteur normal grad F(x,y,z). On cherche donc (x,y,z) tel
—dx(x*> +y?) +3x =0

dy(x* +y*) =3y =1
la condition —4x(x? +y?) + 3x = —4x(x2 +y? — %) =0 équivaut & x = 0 ou x> +y2 = 531 Deux cas :

que grad F(x,y,z) et ¥ = (0,1, —1) sont colinéaires, ce qui se traduit par { . Or

2
OSiX=0,4y(X2+y2)—3y:—1<:>4y3—Sy:—1<:>(y—|—1)(y—l) :0<:>(y:—1 ouy:%).

2
o Six?4y?= i, 4y(x? +y?) — 3y = 0 # —1 donc ceci ne correspond pas & un point critique.
Ainsi, les points M = (x,y,z) de S en lesquels le plan tangent & S en M est normal & ¥V sont (0, —1, (0, —1))
et (0 1 f(O 2)) Or f(0,—1) = ; et f(O,%) . Les points de S cherchés sont (O,l,;) et (0 ; %16)

c. Comme f est définie sur D et que (t,t) € D <= t2 +1?2 <1+ Jt| < \—67 les applications f et t — t étant

de classe C! sur leurs ensembles de définition respectifs (D et [ — %; %} ), g 'est aussi par composée sur

1.1 } 1.1 1(5) — 15 Of _ 3 3 _ 2
——=—F ctVte{——,—} t) =1x t,t)+1x t,t) = (=8t>+3t)+(—8t°+3t) = 2t(3—8t°) par
7575 T3 g5 0 =1x g0 Gy = ( )+ ( )= 2t(3-8t2) p
la regle de la chaine. Comme g : t — —4t* 4-3t2 41 est paire, il suffit de I’étudier sur I = {O; %} . La dérivée
précédente montre que g est croissante sur {0; ﬁ} et décroissante sur [ﬁ, i} Ainsi, g est maximale

22 2W2'V2
en V3 et minimale en 0 ou en —— (les extrémités de I). Or g(0) =1 et g<i> = 3 donc Min(g) = 1.

2V2 V2 V2) 2 I

Comme on a g(%) = —4x 614+3 X %Jrl = 16 il vient Max(g) = %—‘Z Par parité de g, si | = [f%; \Lﬁ}’
; 25 VX2 4+ 42 \/x2+y2) x? +y?
Min(g) =1 et Max Enfin, si € D, on a f(x,y) = f( = <7)

] (9) ] (9) = 16" (%) (%) V2 ) V2 9 V2
(I'image de (x,y) par f ne dépend que du “rayon” r = /x? +y?) d’out MDin(f) =1et MDax(f) = %—2

a. f est polynomiale donc de classe C* sur R? et %(x,y) =3x%y?(1 —x —y) —x3y? = x2y?(3 — 4x — 3y)
et glj( xy) = 2x3y(1 —x —y) — x>y = x3y(2 — 2x — 3y). Les points critiques de f sont ceux qui vérifient
grad f(x,y) =0<= (x=0ouy=0o0u4x+3y—3=2x+3y—2=0) ce qui donne, en résolvant ce petit

systéme : (x,y) est un point critique de f <= (x =0ouy=0ou (x= %,y = %))

b. Comme R? est un ouvert de R? et que f y est de classe C', si f admet en (a,b) un extremum local, alors

(a,b) est un point critique pour f donc ce ne peut étre qu’en les points (xo,0), (0,y0) ou en (l l).

2’3



Méthode 1 : brutale et superflue dans ce cas

e En (0,0) : f(x,—x) = x° qui change de signe au voisinage de x = 0 donc f n’admet en (0,0) ni un maximum
ni un minimum local, ¢’est un point selle !

eEn (1,0) : f(1,y) = —y> qui change de signe au voisinage de y = 0 donc f n’admet en (1,0) ni un maximum

ni un minimum local, ¢’est un point selle !

e En (x0,0) avec xg > 1 : soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (x0,0)||0c < on_ ], par inégalité triangulaire :

xo =1

T—x—y=1—-x0+x0—x—y<T—x0+xo—x|+ [yl <1T—%x0+2x =0donc1—x—y <0. De

plus, x = xo — % > 0. Ainsi, f(x,y) = x3y%(1 — x —y) < 0 donc f admet en (x(,0) un maximum local.

e En (x0,0) avec xg < 0 : soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (x0,0)||00 < —7 Alors x < xo — XZ—O = X7° <0et

T—x—y=>1- X—O + XO =1 car —y > —|y|. Ainsi, f(x,y) = x>y?(1 — x —y) < 0 donc f admet en (xo,0) un

maximum local.
e En (x0,0) avec 0 < xo < 1 : soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (x0,0)||o0 < %Min(xo,l —x0) = r. Comme

avant,x>00arx>xo—r<xo—x7°>Oet1—x—y 1—x0+x0—x+y =1—x%x0—2r =2 0 car

X0 —x = —|xo —x| = —rety>=—|y| > —r. Ainsi, f(x,y) = x>y?(1 —x —y) > 0 donc f admet en (xo,0) un

minimum local.

e En (0,yo) avec yg # 0 et yo # 1: f(x,y0) = x>y3(1—yo—x) r;xSyéU —1yo) qui change de signe au voisinage

de x = 0 donc f n’admet en (0,yo) ni un maximum ni un minimum local, ¢’est un point selle !

e En (0,1) : f(x,1) = —x* < 0 alors que f(x,1 —2x) = x*(1 — 2x)? > 0 donc f change de signe au voisinage

du point (0,1). Ainsi, f n’admet en (0,1) ni un maximum ni un minimum local, c’est un point selle !

2 2
e En (1/2,1/3) : on a %(x,y) = 2xy?(3 — 4x — 3y) — 4x%y? donc r = %(%,%) = —%, mais aussi
2 2
%(x,y) (2 — 2x — 3y) — 3x3y donctfg (; ;) = —1 et Dok (xy) = 20x2(3 — 4x — 3y) — 3x%y?
donc s = 0%f (l, l) =1 Ainsi, rt —s2 = -1 > 0 avec r < 0 donc d’apres le cours, f admet en (l, l)
0xdy \2’ 3 12 ’ 144 ' ’ 2’3
un maximum local tel que f(%, %) = 4;—2 (apres calcul).

Méthode 2 : élégante mais encore faut-il y penser !

Comme ’expression de f fait intervenir des produits, et que la grande majorité des points critiques sont

des points ou f est nulle (a part (l l)), on peut s’intéresser au signe de f. D’abord, f est nulle sur les

2’3

trois droites d; : x =0,dy : y=0etds : x+y =1 et que le signe de f(x,y) est celui du produit
xy2(1 — x —y) donc f est positive sur les trois domaines D7 = {(x,y) € R? [ x >0, y > 0et 1 —x —y > 0},
D ={(xy) € RZ | x>0, y<0etl —x—y=>0}),D3={(xy) € R%|x<0etl—x—y<O0}et
elle est négative sur les quatre autres domaines Dg = {(x,y) € R* | x > 0, y > 0et 1 —x —y < 0},
Ds ={(x,y) € R? [ x>0, y<Oetl—x—-y<0},Dg={(x,y) € R? | x<0, y=0etl—x—y=0}et
D7 ={(xy) € R? | x<0, y<O0etl—x—y=>0}

e En (0,0) : il est a I'intersection de Dq,D3,Dg et Dy ou f change de signe donc il s’agit d’un point selle.

e En (1,0) : il est a I'intersection de Dy,D3,D4 et D5 ou f change de signe donc il s’agit d’un point selle.



e En (0,1) : il est a I'intersection de Dy,D3,D4 et Dg ou f change de signe donc il s’agit d’un point selle.

e En (0,yp) avec yo £ 0 et yo # 1 : ce point est entre les domaines D3 et Dg siyo > 1, D7 et Dgsi0 < yo < 1

ou Dy et D7 siyp < 0, a chaque fois f change de signe au voisinage de (0,yo) donc c’est encore un point selle.

e En (x0,0) avec xo > 1 ou xg < 0 : ce point est entre les domaines D4 et Ds si xg > 1 ou entre les domaines

D¢ et D7 sixp < 0 donc f reste négative au voisinage de (xo,0) donc f admet en ce point un maximum local.

e En (x0,0) avec 0 < xo < 1 : ce point est entre les domaines D7 et D, donc f reste positive au voisinage de

(x0,0) donc f admet en ce point un minimum local.

e En (1/2,1/3) : f est continue sur le fermé borné (compact) Dy (c’est le triangle entre les trois droites

d1,d2,d3) donc y est bornée et y atteint ses bornes. Or f(%, %) = 4]5 et f est nulle sur les bords de ce
triangle. Ainsi, f admet son maximum sur D en un point intérieur & D et c’est donc forcément en (%, %)
Ainsi, f admet en (%, %) un maximum local.

Comme f(x,1) = —x* et f(x,—x) = x>, on a lim f(x,1) = —oco et lim f(x,1 —2x) = +o0 donc f n’est ni

X—+00 X—+00

majorée, ni minorée donc elle n’admet pas d’extremum absolu.

24.10) a. En posant les matrices M = (myj)i<ij<n €6 N = MTAM = (nyj)i<ij<n, la matrice N est bien
symétrique car (MTAM)T = MTATM = N puisque AT = A par hypothese. Comme N est symétrique, elle

peut étre décrite par ses coeflicients au dessus de la diagonale donc on peut poser ®(M) = (nyj)1<i<j<n- En

ce sens, ¢ peut étre considérée de R™ dans R~ 2. Par définition du produit matriciel, les coordonnées

nij dépendent polynomialement (de degré 2) des coordonnées my ;. Ainsi, comme toutes les composantes
ni; sont de classe C!, d’apres le cours, ® est elle-méme de classe C' sur R™.

b. La différentielle d’une fonction f :  — RP en un point a € Q C R™, si elle existe, est 'unique application
linéaire dqf : R™ — RP telle que f(a + h) ﬁf(a) + dqof(h) + o(||h]])-

c. e Pour H € My (R),ona ®(In+H)—®(In) = (In + H)TA(In + H) = IJAL, = A+ HTA+ AH+HTAH - A
par linéarité de la transposée et en développant le produit. Ainsi, ®(I,, +H) — ®(I,,) = HTA + AH + HTAH.
L’application u : M+~ MTA 4+ AM est une application linéaire de M, (R) dans S,,(R), elle peut donc étre

e 2 n(n+1) .
vue comme une application linéaire de R™ dans R™ 2~ comme ci-dessus.

e Prenons le produit scalaire canonique (A,B) € (Mn(R))? + Tr (ATB) € R et la norme euclidienne

associée ||Al|2 = 4/Tr (ATA), en notant respectivement Li(M) et Cj(M) la ligne i et la colonne j de la
n 2
matrice M, [|AB[[Z = 3O (z ai,kbkj) = Y (L(A)[Ci(B))2. Avec CAUCHY-SCHWARZ, on a
I<ijsn k=1 1<ijsn
n n
I'inégalité (Li(A)|C;j(B))? < ||Li(A)]|?]|C;(B)]|* = (g_% ai{k) X (g:] b%‘j) Par conséquent, on a la majoration

aBlE< > arof = (X b x (X vd;) = AIZIBI3. Ainsi, [|AB]l2 < [IA]l2][B]l2
1<y, k,bsn I<iksn 1<, esn

(c’est une norme d’algebre). Ainsi, [|[HTAH||2 < |[H"|]2 [[AH||2 < ||A]|2 |[H]|3 car [[HT||2 = ||H]||2 et on a bien

®(I, +H) — ®(I,,) —u(H) = HTAH S o(]|H]]2). D’apres la définition de la différentielle, on a donc di, ® =u

donc YH € M, (R), di, ®(H) = HTA + AH.

e Pour H € M, (R), di, ®(H) = 0 <= H'A + AH = 0 <= HTAT = (AH)T = —AH <= AH € A,(R)



(matrices antisymétriques) car A est symétrique. Ainsi, Ker(d;, @) = {H € M (R) | AH € A,,(R)}.
e Comme A est symétrique, pour H € M, (R), on a d;, ®(H) = HTA + AH = (AH)T + AH est symétrique.

Réciproquement, si M est symétrique, comme A est inversible, on peut poser la matrice H = %A*1 M et on
T
ad; ®(H) = (AH)T + AH = MT + % =M donc Im (d1, ®) = Sn(R).

d. L’application f : M — AM est un automorphisme de M, (R) car A est inversible (f~! : M — A~'M).
Comme Sy (R) et An(R) sont supplémentaires dans My, (R), leurs images réciproques par f le sont aussi.
D’aprés la question précédente, on a Ker(d;, ®) = {H € M,,(R)|AH € A, (R)} = f T(A,(R)) et aussi
F={M € My(R)|AM € Sy (R)} = f~1(Sx(R)). Ainsi, F = {M € Mn(R) | AM € S,,(R)} et Ker(dy, ®)
sont supplémentaires dans My, (R).

e. La fonction det est polynomiale donc continue sur M, (R), et R* est un ouvert de R. On sait d’apres le
cours qu’alors det™' (R*) est un ouvert de M, (R). Or GL,(R) = det™'(R*) et I,, € GL,(R) donc il existe

par définition une boule ouverte U = B(I,,,r) centrée en I,, et de rayon v > 0 telle que U C GL,(R).

24.11)a. Pour n € N, f, : t — t"e~t" est continue sur Ry et fo(t) = o(e_tz/z) = 0(1—2) par croissances
+o00 +oo t

comparées donc fy, est intégrable sur R} par comparaison aux intégrales de RIEMANN et I, existe.

2
e t

“+ o0 2 .
Dans I 42 = fo t" T (te™t")dt, on pose w:t >t et vt — qui sont de classe C! sur R avec

. . ) . n+1 too n_—t?
lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées. Ainsi, Iy12 =0+ 21— f the Vdt =
t—+o0 2 0

nTHIn'

+oo +oo
b. Par parité de t — e~t", on a f et dt = Zfo et dt = /7 done Iy = ? Classiquement, on
— 00

obtient I, = @2;]121)_2 _ ZJ?Z;‘ % 9%31213_4 _ . _(@p=1x (ZEP— 3) % .- x 1 Io qu'on transforme
2p)(2p —1)(2p —2)(2p —3)---.2.1 (2p)!
o fzp 2p)(2p —2) -2 x 2P 0 22P+‘p!ﬁ
+o0 2 —t?7+00 2 2p—2)x--- %2 !
_ —t _ e _ 1 A _ (2p) x(2p ) _p
Comme [ = fo te b dt = [— 3 }0 =5 de méme, I;p41 = % I = R

c. Pour (x,y) € R?, par linéarité de I'intégrale, comme tout converge et que I'intégrale des fonctions impaires
+

sur R est nulle, on a /ntF(x,y) = f Oo(t4 —2(x + y)t> + 2xyt? + (x +y)?t? — 2xy(x +y)t + xzyz)e*tZ dt
—0o0

puis 7TF(x,y) = 214 + 2(2xy + (x + y)?)I2 + 2x%2y?1ly = %\/7? + (2xy + (x + y)ﬂ? + x?y2y/m et enfin

2y + (x +y)*
2
dérivées partielles a tout ordre sont encore polynomiales.

F(x,y) = % + +x2y?. Comme F est polynomiale, elle est de classe C> sur R? car toutes ses

d. Comme %(x,y) =2y +2y +xet %(X,y) = 2yx? + 2x +y, (x,y) est un point critique pour F si et
seulement si 2xy? + 2y + x = 2yx? 4+ 2x +y = 0. Ceci équivaut, en faisant la somme et la différence de ces

deux relations, & (2xy +3)(x +y) = (2xy + 1)(x —y) = 0.
® 2xy + 3 = 2xy + 1 = 0 est impossible.
ex+y=x—y=_0revient ax =y =0.
® 2xy + 3 =x —y = 0 conduit & 2x? + 3 = 0 ce qui est impossible car x € R.

ony+1:x—l—y:OconduitéZxZ:]ety:—xdoncx:i\%.

On a exactement trois points critiques pour F : My = (0,0), M = (L —1—) et M3 = (— 1 i) Les
) b \/E’ \/Z \/27

N



dérivées partielles secondes de F sont azF( ) =2y% +1, o%F (x y=2x%+1et 0°F
p o2 %Y Y y Y X0y

1

(x,y) = 4xy + 2.

- . 2 R
Au voisinage de My = (0,0) : la hessienne de F en (0,0) vaut H = H¢(0,0) = ( ) et son polynome

2 1

caractéristique vaut xq = X — 2X — 3 qui admet deux racines de signes opposés car det(H) = —3. Ainsi,
2

(0,0) est un point selle pour F. On pouvait le voir en considérant F(x,0) = % + X? > % = F(0,0) et

F(x,—x) = % —x2 +x% donc F(x, —x) — F(0,0) N —x? < 0 donc est localement négatif au voisinage de 0 ce qui
montre que F(x, —x) < F(0,0) si x est assez petit.

2 0
0 2

Au voisinage de M5 : la hessienne de F en M; vaut H' = H¢(M3) = ( > = 21, qui est clairement définie

positive donc F admet en M, un minimum local.

0 2
minimum local pour F en M3. On pouvait le voir en constatant que F(—x, —y) = F(x,y) donc la surface

.. . 2 0
Au voisinage de M3 : la hessienne de F en M3 vaut H' = H¢(M3) = ( ) = 2I, et on a encore un

d’équation z = F(x,y) est invariante par la rotation d’angle 7 autour de la droite d’équation x =y = 0 (axe

vertical). Comme M3 est I'image de M, par cette rotation, ce qui se passe au voisinage de M, se passe aussi
1

au voisinage de M3. On a d’ailleurs F(M,) = F(M3) = 4 —|— bt
. 1.1 2xy+(x+y) s 2 (2xy +1)? (x+y)2>
Mieux, comme F(x,y) — (\[ \[) F(x,y)— 5= 4-|-—2 +x%y? = ; + 5 >0

donc V(x,y) € R?, F(x,y) = F(M2) = F(M3) donc F admet en M3 et M3 un minimum absolu.
24.12 | a. La surface S est définie implicitement par S : F(x,y,z) = 0 avec F(x,y,z) = f(x,y) —z =xy + 1,1,
Xy

La fonction f est de classe C! par opérations sur (Ri)z et, de méme, F est de classe C' par opérations sur
(R*)? x R. Comme V(x,y,z) € (R*%)3, grad'F(x,y,z) = (y—iz,x—iz, —1) #(0,0,0), la surface S n’admet
x Y

que des points réguliers donc gF (a,b,c)(x—a)+ %(a, b,c)(y—b)+ %(W b,c)(z—c) = 0 est une équation du
1 1

plan tangent P & S en (a,b,c) € S. Ceci se simplifie en P : ( - —2>(x —a)+ (a - b—)(y b)—(z—c)=0.
a
b. Comme la fonction f est de classe C' l'ouvert (R%)?, si elle admet en un point (x,y) € (R%)?

extremum local, c’est forcément en un point critique de f d’apres le cours. Or, pour tout x > 0 et tout y > 0,

2
Vi(x,y) = (y - iz,xf Lz) =(0,0) <= (yx> =xy? =1). Orsiy? =xy?> =1, 0ona L =X =1 donc
X Y

X _
Xy Y

x =y et x> = 1 impose x = 1 donc y = 1. Comme réciproquement, si x =y = 1, on a bien Vf(x,y) = (0,0),
le seul point critique de f sur (R%)? est (1,1).

o°f °f o o’ i
Orr= W(L]) =2= 817(1’1) =tets= axay(] 1) = ayaxm 1) = 1 donc la hessienne de f en (1,1)

. 2 - PR
est la matrice H = ( et elle est symétrique (normal avec le théoreme de SCHWARZ car f est de classe

1 2
C? par opérations sur (R7)?) et elle est définie positive car xy = X* —4X +3 = (X — 1)(X — 3) donc
Sp(H) = {1,3} C R%. Ainsi, f admet en (1,1) son unique extremum local et c’est un minimum local.

c. Soit ((xn,yn))neN une suite de points de K qui converge vers (x,y) € RZ, alors ¥n € N, x,yn

<
Xn = % et yn = 1§ par définition de K donc, en passant a la limite dans ces inégalités larges, on a xy <

WV

x@w\~

x ety > % donc (x,y) € K. Ainsi, K est fermé. De plus, si (x,y) € K, on ax = 4 < 2 =9 et

y 1/3

y= < = 9 donc K est borné.

3
1/3



d. Comme K est un fermé borné en dimension finie et que f est continue sur K, f admet un minimum absolu

sur K par le théoreme des bornes atteintes. Comme (1,1) € K, MKin(f) < f(1,1) = 3. Mais f est strictement

supérieure a 3 sur la frontiére de K. En effet, K est un sorte de triangle avec un bord hyperbolique :
e Si (x,y) € K vérifie xy =3, on a f(x,y) =3+ 14153
X Yy

e Si (x,y) € K vérifie x = ]g, on a f(x,y) zxy+3+l > 3.
Y

1

e Si (x,y) € K vérifiey = %, on af(x,y)=xy+ - +3>3.
x

Ainsi le minimum de f sur K est atteint a 'intérieur de K donc en un point critique or il n’en existe qu'un.

Par conséquent, f atteint son minimum sur K en (1,1) et MKin(f) =f(1,1) =3.
Maintenant, pour un point (x,y) € (R* )2, on a deux possibilités :
e Si (x,y) € K, d’apres ce qui précede, f(xx,y) > Mlgin(f) = f(1,1) = 3.
1 1

e Si (x,y) ¢ K, on a f(x,y) > 3 en distinguant selon que xy > 3 ou x < 30Uy <3

Par conséquent, (MiT)lz (f) = MKin(f) = f(1,1) = 3 et f admet un unique minimum absolu en (1,1).
R*
+

2 2
24.13 | a. En définissant le cercle C = {(x,y) € R? | x*> +y? = 1}, comme x? +2y? = 8§ = (Z\Lﬁ) + (%)

X

=1

)

€& <= (5%, ¥) € C et l'application a : & — C défini = (%5, %) esta
on a (x,y) W32 et application a éfinie par a(x,y) 332 est donc

bijective. Or, les applications b : (x,y) € C+—z=x+1iy € Uet c : t € [0;2n]— cos(t) +isin(t) € U

(argument principal) sont des bijections classiques, de sorte que ® = a~' ob~! o¢ est une bijection de [0; 27|

dans €. Comme cos et sin sont de classe C' sur [0;7t[, ® est aussi de classe C! (coordonnée par coordonnée).

b. A est un fermé borné de R? car si (x,y) € A, ||(x,y)||3 = x* +y? < x? +2y% < 8 donc ||(x,y)||2 <

2V2

et h: (x,y) = x? + 2y? est polynomiale donc continue (en dimension finie) et A = h=1([0;8]) est I'image

réciproque d’un fermé par une application continue donc est lui-méme un fermé. Comme f est continue par

théoréme généraux sur R? donc a fortiori sur A, le théoreme des bornes atteintes permet de conclure que f

est bornée sur A et y atteint ses bornes.
c. o Clairement V(x,y) € A, f(x,y) = V1 + 02 +0240% =1=f(0,0) et (0,0) € A donc MAin(f) = £(0,0)

e Si le maximum de f sur A est atteint en un point intérieur (x,y) & A, on a gradf(x,y) = (0,0).

=1.
Or

of % T+2V14+x2 +4y? of Y i

~~ (%Y :7—|—2x:x( )et—xy = ce qul montre que
ax (0v) V1 4x2+y? V1 +x2 +y2 oy (0] V1 4x2 +y?

grad f(x,y) = (0,0) <= (x,y) = (0,0). Mais comme f atteint en (0,0) son minimum et qu’elle n’est pas

constante, car par exemple, f(0,1) = v/2 > £(0,0) avec (0,1 € A, ce n’est pas & I'intérieur de A que f admet

son maximum sur A donc forcément & la frontiere de A, c’est-a-dire sur € (ellipse). Pour tout (x,y) € €&,

3t € [0;2n], (x,y) = (2v/2cos(t),2sin(t)) et f(x,y) = g(t) = \/1 + 8cos2(t) + 4 sin®(t) + 8cos?(t). Il s’agit

donc de déterminer le maximum de g sur [0;2n[. Or g est dérivable sur [0;27] et on obtient la relation

1
\/1 + 8cos?(t) + 4sin?(t) 14 8cos2(t) +4sin?(t)
g est décroissante sur [0;7t/2] et [rt;37/2] et décroissante sur [n/2; 7] et sur [37/2;2n].

o(t) = —8sin(t) cos(t) +4sin(t)cos(t) 16 sin(t) cos(t) = —2 sin(2¢)

+4| donc

Comme g(0) = 11 = g(m) donc g est maximale sur [0;27] en t = 0 et en 7 donc f est maximale sur A en

(x,y) = (2v/2,0) et (x,y) = (—2v/2,0) et MAax(f) =1T.



24.14) a. H est borné car V(x,y) € H, ||(x,y)]lec < 1 par construction. De plus, si ((xmyn))neN est une
suite d’éléments de H qui converge vers (x,y) € R?>, onaVn € N, —1 < xp <1 (1),0<yn <1 (2),

im xn, =xet lim y, =y (passage par les coordonnées en dimension finie) donc, en passant a la limite
n—-+oo n—+oo

dans les inégalités larges (1) et (2), on obtient —1 < x < 1 et 0 <y < 1 ce qui prouve que (x,y) € H. Par
caractérisation séquentielle d’un fermé, on en conclut que H est fermé. Or f est continue sur H par théoremes
généraux car t — \/t est continue sur R, et que ¥(x,y) € H, y —yx* = y(1 —x?) > 0. Ainsi, comme f
est continue sur un fermé borné en dimension finie, d’apres le théoréeme des bornes atteintes, f admet un

minimum et un maximum sur H et ces valeurs sont atteintes.

b. La partie O est un ouvert de R? car, par exemple, si (x,y) € 0%, en posant r = Min(1—x,x+1,y,1—y) > 0,
la boule ouverte de centre (x,y) et de rayon r est incluse dans O (faire un dessin). La fonction f est de classe
C' sur O par théoremes généraux car V(x,y) € O, y(1 —x?) > 0 donc si f admet un extremum en (x,y) € O,

le point (x,y) est un point critique de f. De plus, en écrivant f(x,y) = x(1 —y),/y V1 —x%, on a la relation

oy (=231 —y)
$L00w) = (1 - y)VIVT T +x(1 — )y (2 ) = B2y
~ x(1=3y)V1—x2
)V =R

d’apres les expressions précédentes. Il y a donc

et, de méme, on obtient

. Pour un point (x,y) de O, on a

of

ot — 1 — 1 —

$E00w) = VT2 a0 -y (51
. 1 1

radfx, = (0,0) si et seulement si x = +—= ety = =

grad’f(x,y) = (0,0) 5 =3

deux points critiques de f dans O, ce sont les points (7 5) et ( — \%, %)

Comme f est de classe C? sur O par théorémes généraux, on peut considérer la hessienne de f en ces deux
)= (=3uvi=x? (1 =3y) g 0% (L 1) _ % (_17 1) — 0
2y 2\/1 NG 0x0y \ /2’3 oxoy V2’3
M1=22)0 -0V 60w
5372 onc
(1—x%) V1—x2

a—zg(i) l) = 8 ot 2%t ( — i, l) = 8 Enfin, on calcule la derniere dérivée partielle seconde
ox*\y2’3 V3

\/3: x?
(—— 7> 3\[ Ainsi,
1
3
1

2
points. Or 6x6y (x%y

32
et les deux hessiennes sont diagonales. De plus, 5 f(x y) =
x

4

4y3/2 2y V2'3

azf( )= — x(1=3y)V1—x* 3x ]_de" a2f<17 l>_ L
2\%Y ou ~—
Yy y 4
) a des valeurs propres strictement négatives donc f admet en (L\[ ) un maximum local et

w

Hs

(i
-

7 ) a des valeurs propres strictement positives donc f admet en ( 7 3) un minimum local.

Les valeurs de f en ces points sont f(\[ 3) = 31—\/5 et f( — 7 5) 3]—\@

Les deux études n’étaient pas nécessaires en se rendant compte que V(x,y) € O, f(—x,y) = —f(x,y).

Le maximum de f sur H existe d’apres la question a.. En les points (x,y) de la frontiére du rectangle H,
on a soit x = —1, soit x = 1, soit y = 0, soit y = 1 et, dans tous les cas, f(x,y) = 0. Comme f n’est

pas une fonction négative sur H car par exemple f( N 2) # > 0, le maximum de f sur H n’est pas

atteint sur la frontiere de H donc il est atteint a l'intérieur O de H, donc en un point critique. Puisque
Y(x,y) € H, f(—x,y) = —f(x,y), la recherche du maximum de f sur H nous permettra aussi de déterminer le

minimum de f sur H. Comme il n’existe que deux points critiques de f dans O d’apres la question précédente,



et que l'on a déja calculé f(i, l) = 1 _ e f( — L, l) = —L, on peut affirmer que f atteint son
4 J V2'3) T 33 V2'3) T T P a

. 1 1) B ( 1 ]) 1 .
maximum sur H en (—=, = | et son minimum sur Hen | — —, - ) et que Max(f) = —= et Min(f) = ———.
(\fz’s V2 3) A ® 3V3 Hin() 3V3

24.15) a. La fonction h : R% : x — x* = *!"(%) est dérivable sur R* par opérations et Vx > 0, h/(x) = (In(x) +

1)x* donc h est croissante sur }O; l[ et décroissante sur }l; +oo[ avec h(l) =e e lim h(x)=1=0°
e [ e x—0t

t

car Um xIln(x)=0et lim e*=1et lim h(x) =+oocar lim xIn(x) =+ocoet lim e' = +4o0.

x—0t t—0— X—+00 X—+00 t—+o0
Comme f(x,y) = X4y (x,y) # (0,0), f est de classe C! sur R?\ {(0,0)} par opérations. On a

_ tn(t? tn(t?
Yy € R, £(0,y) = 1 donc g—;(o,o):o. Sit£o HLO)—F(00) ottt 7 ttn() g

x In(t?) tend

t t tin(t?)
: 2 et —1 ' 0 ettn) g
vers —oo quand t tend vers 0 car lim tIn(t”) = 0 et im =—— = exp’(0) = e° =1 donc lim &*———— =
t=0 x—0 X t=0  tin(t?)

par composée. Ainsi, la dérivée partielle % n’existe pas en (0,0), la fonction f n’est pas de classe C! sur R2.

La fonction f est-elle continue en (0,0) ? Par continuité de exp en 0, si ¢ > 0, il existe o > 0 tel que

Vz € [~o;qaf, |e* — 1] < e. Comme |x| < /x2+y?, on a [xIn(x* +y?)| < /*x2+y2|In(x* +y?)|. Or
1in(1) V't In(t) = 0 par croissances comparées, donc il existe p > 0 tel que Vt €]0; ], |Vt In(t)] < «.
t—

Par conséquent, dés que ||(x,y)||2 = /X2 +y2 < B, on a [y/x2 +y2 In(x? +y?)| < « et on traite deux cas :
-six 20, |f(x,y) — f(0,0)| = f(x,y) — 1= X 4y?) g VXY In(PHy?) _y g

(-0 In(x+y?) _
(0 In(x+y7)

six < 0, [f(x,y)—F(0,0)] = 1—F(x,y) = L e(PIMOTHYY) 1  VXPHUT IS HYT) g g

On a donc ||(x,y)|]2 = V*2 +y2 < B = [f(x,y) — f(0,0)| < & d’olt la continuité de f en (0,0) donc sur R2.
of _ 2, .2 2x? of _(_2xy

b. On calcule §(x,y) = (ln(x +y°) + . +y2)f(x,y) et 5 (%y) = <x2 +y2>f(x,y).

Comme f(x,y) > 0, en supposant grad f(x,y) = (0,0), on a g—;(x,y) =0<=xy=0<= (x=00uy=0).

e Si x =0, alors g—i(x,y) =0<=In(y?) =0 <=y = +1.

e Siy =0, alors %(X»U) =0<= () +2=0+=x=de .
1l existe donc 4 points critiques : (0,1), (0,—1), (e71,0) et (—e~',0).
Extrema locaux : comme R?\ {(0,0)} est un ouvert sur lequel f est de classe C', si f y admet un extremum
local, c’est en un point critique d’aprés le cours. Comme on a f(x,y) = f(x, —y), la surface S d’équation
z = f(x,y) est invariante par la réflexion de plan y = 0. Il suffit donc d’étudier f au voisinage de (0,1),
(e71,0) et (—e1,0).
e Comme (0,14 t) = £(0,1) = 1, rien & dire dans cette direction. Mais f(t,1) = e*'™1+t*) donc f(t,1) < 1
sit<Oetf(t,1) >1sit>0. Donc f n’admet pas en (0,1) d’extremum local. En (0, —1) non plus donc.
e En ce qui concerne I'étude de f au voisinage des points (e™',0) et (—e™',0), on va montrer que ce sont
des extrema locaux en considérant une restriction de f & un fermé borné. Il semble logique de considérer
la boule fermée unité B = {(x,y) € R? | x> + y? < 1}. Comme f est continue sur le fermé borné B (en
dimension finie), f y est bornée et y atteint ses bornes. Sur la frontiere de B, c¢’est-a-dire sur le disque unité
D = {(x,y) € R? | x? + y? = 1}, la fonction f est constante et vaut 1. Comme les valeurs en ces deux points

sont f(e=1,0) = (e72)¢ ' = e 2/ < Tet f(—e',0) = (e72)"¢ ' =e2/¢ > 1, on a donc MBax(f) > e?/¢ et



Min(f) < e~2/¢. Ainsi, la restriction de f & B n’atteint pas son minimum et son maximum sur sa frontiere
B

D mais dans son intérieur B = {(x,y) € R? | x* +y? < 1}, c’est-a-dire sur un ouvert. On sait alors d’apres le
cours que ce minimum et ce maximum sont atteints en des points critiques de f, qui ne peuvent étre d’apres
I'étude précédente que les points (e~',0) et (—e™',0). On en déduit donc que f atteint son minimum absolu
sur B en (e~',0) et que MBin(f) = f(e",0) = e7?/¢ et que f atteint son maximum absolu sur B en (—e~',0)
avec MBax(f) = f(—e~',0) = e?/¢. Ces points sont donc des extrema locaux de f en tant que fonction de R?

dans R, f admet en (e~',0) un minimum local (sur B) et f admet en (—e~',0) un maximum local.
d. Six €]0;1], f(x,0) = e* ) < = £(0,0) donc f n’admet pas en (0,0) un minimum local.

Six €] —1;0], f(x,0) = e* () 5 = £(0,0) donc f n’admet pas en (0,0) un maximum local.

f n’admet donc pas d’extremum local au point (0,0).

Extrema absolus : on a f(x,0) = (x?)* qui tend vers 0 quand x tend vers —oo donc f n’admet pas de minimum

absolu car f est strictement positive sur R?. Ce qui précede montre que Insz = 0 alors que 0 ne peut pas
R

étre une valeur prise par la fonction f. De méme f(x,0) = (x?)* tend vers 4+o0o quand x tend vers +oo donc
f n’admet pas de maximum absolu sur R? car f n’est pas majorée sur R2.
24.16 ] a. Pour tout A € R, par définition il existe r > 1 tel que Vx € R", ||x|]| > r = ﬁ > A. Prenons
x

A = f(0) € R, il existe donc r > 1 tel que Vx € R™, ||| 2 r+ = ﬁ > f(0). Comme f est continue

(puisqu’elle y est C') sur la boule fermée bornée K = B¢(0,r) (en dimension finie), la fonction f est bornée
sur K et y atteint ses bornes donc on peux poser m = Mlgin(f) = f(a) avec a € K. Traitons deux cas :
e Si x € K, par définition, on a f(x) = m.

e SixgK, [x|| > r donc f(x) > ﬁ > £(0) > m.
X

Ainsi, f est minore sur R™ et on a A%En(f) =m. Or f est de classe C' et R™ est un ouvert donc, comme f
admet en a un minimum absolu donc local, a est un point critique pour f donc Vf(a) = 0.

b. Pour tout vecteur v € R™, la fonction f, : R™ — R définie par f,(x) = f(x) — (x|v) est de classe C' car
f L'est et que gy : x > (x|v) est polynomiale en les coordonnées de x donc de classe C' aussi, d’ailleurs elle

est aussi linéaire donc continue car on est en dimension finie. De plus, ¥x € R™, Vf,(x) = Vf(x) — Vgy(x)
n

par linéarité des dérivées partielles. Or, si v = (vi,---,vn) et x = (x1,-*,%n), gv(x) = Y xxvk donc
k=1

Vgv(x) = (vi,-+-,vn) =v. Ainsi, Vf,(x) = Vf(x) —v.

De plus, d’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, Vx € R?, |(x|v)| < |[x]|||v|| donc, par inégalité triangulaire,

vx € R™, [fu(x)] = [f(x) = ()| = [IF()] = (x| = [1()] = [(e)] =[£G = [Ix][ ][ -

|fy(x)
|||XH

minoration, on a aussi  lim [fv(x)
[Ix]|[ =400 |[x]]

Ainsi, deés que x # 0, ||x|| > 0 donc

> |]|c|(;|)|| —|v|]. Or le‘l‘mw |]‘c|(;|)|| = 400 par hypothese donc, par

= +4-00.

D’apres la question précédente appliquée & f,,, il existe un point x € R™ tel que Vf,,(x) = Vf(x) —v = 0 donc

Vf(x) = v. Puisque ceci est valable pour tout vecteur v € R™, la fonction V£ est surjective de R™ dans R™.



