DEVOIR 24 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

PSI 1 2025-2026 mardi 24 mars 2026

QCM

Equations linéaires du premier ordre : soit a : R — R et b : R — R deux fonctions continues, I’équation

différentielle (E) : y' —ay =b, (Eo) : y' — ay =0, on note Sg Iensemble des fonctions réelles y solutions
de (E) sur R, So 'ensemble des fonctions réelles y solutions de (Eo) sur R, et A une primitive de a sur R

Yy € Sp = (EIA eR y= ?\eA) St est un R-espace vectoriel
Yy € Sg = (3?\ : I — R dérivable, y = AeA) So est un R-espace vectoriel

Systemes linéaires du premier ordre : soit A € Mn(R), B € My, 1(R) et le systeme (E) : X' = AX+B. On
note So I'ensemble des solutions de (Eo) : X' = AX. On suppose A diagonalisable avec A = PDP~!

X' = AX <= Y' =DYsi Y = PX (VX € So, lim X =0) <= Sp(A) C R-
— 400

X' =AX+B <= Y =DY+PBsiY=P'X (VX € So, lim |[X|| = +00) <= Sp(A) C R%.
—+00

Equations linéaires avec second membre (A € R puis (A,B) € R?)
Les solutions réelles sur Rde (E) : y +y=x+1sonty=2Ae *+x
Les solutions réelles sur R de (E) : xy’ —y = —1In(x) sont y = Ax + In(x)
3.3| Les solutions réelles sur R de (E) : y” —y =1 sont y = Ash(x) + Bch(x) — 1
Y Y Y
3.4| Les solutions réelles sur Rde (E) : y"+y +y=0sonty = eZ (Acos ﬁx + Bsin ﬁx
2 2

Existence de solutions : soit (E) : ay” +by’ +cy =0 avec (a,b,c) € R3 quelconques mais avec a # 0. On

note Sg 'ensemble des solutions de E sur R et A = b% — 4ac

[41]) A<o=Sg =0 [4.3] 3y € Sg, y(0)=Tety(l)=3
Sy € Se, y(0) =1 Ay € Se, y(0) = Tet /(%) =

Soit I un intervalle ouvert de R et a,b,c: 1 — K = R ou C trois fonctions continues. Enoncer les

résultats relatifs & un probléeme de CAUCHY linéaire associé a équation (E) : y” — ay’ —by =c.

Soit (E) : X’ = AX + B un systeme différentiel avec A : I — M, (K) et B : I — My,1(K) continues

sur lintervalle I. On note (Ep) : X' = AX le systéme homogene associé, S 'ensemble des solutions de (E)
sur I et Sp I'ensemble des solutions de (Eo) sur I. Soit X, une solution particuliere de (E).
Montrer I’équivalence, pour X : I = My, 1 (K) dérivable : X € S <= X — X, € So.

Résoudre sur l'intervalle R 1’équation différentielle (E) : (14 t?)y’ + ty = S —
V1+t2

Parmi ces solutions y, laquelle est intégrable sur R, : vous donnerez alors un équivalent de y en +oo.

X = —x+2y+z
Soit le systeme différentiel suivant (E) : ¢ y' = —x+2y+z . Donner A € M3(R) telle
Z = —2x+2y+2z

que (E) s’écrive X’ = AX avec X! = (x y z). Calculer xa (on pourra commencer par C; +— Cq + C3) et
trouver une matrice P € GL3(R) et une matrice D € M3(R) diagonale telles que A = PDP~'. Résoudre (E) :
c’est-a-dire donner I’expression générale de (x,y,z) (en fonction de t) solution de (E).
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Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-j 11|23 |4 ]| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2
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i-3 | 11213 |4 | Fautes
1 X X
2
3 X X | X
4

1.1 Vrai : cours 1.2 Faux : A doit vérifier e\’ = b pour que y € Sg 1.3 Faux : si b # 0 1.4 Vrai :
So = Vect(e?).

2.1 Faux : c'est Y = P~ 'X 2.2 Faux : c’est Y = DY + P~ 'B 2.3 Faux : si 0 est valeur propre, l'une des
composantes de Y est constante et peut donc tres bien ne pas tendre vers 0 en oo 2.4 Faux : la fonction
nulle est toujours solution et ne tend pas vers +0o en norme.

3.1 Vrai : x — Ae™ ™ solutions de (Ep) et x — x solution de (E) 3.2 Faux : x — In(x) n’est pas solution de
(E) 3.3 Vrai: (sh,ch) est une famille libre de solutions de (Eo) et x — —1 solution de (E) 3.4 Vrai: j et
j2 sont les solutions de (E¢) : z2+z+1=0etj= —% + i?.
4.1 Faux : (E) a un plan de solutions réelles 4.2 Faux : il faut aussi imposer y’(0) pour avoir unicité 4.3
Faux : par exemple (E) : y” + n?y/4 = 0 car les solutions sont alors les y = acos(mt/2) + bsin(mt/2),
y0)=1<=a=1lety' (1) =3 <= —an=6 4.4 Faux : par exemple (E) : y’ +y=0.

Soit I un intervalle ouvert de R, a,b,c : I =& K = R ou C trois fonctions continues, ’équation

y” = ay +by+c
(E) : y" —ay —by=cetty €l Pour (yo,yj) € K?, le probleme de CAUCHY { y(to) = yo
I !/
y'(to) = yo

admet une unique solution y définie sur I en entier.
Xp une solution particuliere de (E) sur I donc X; =AXp +B < B = X; — AXp. Soit maintenant

X : T — Mnu,1(K) une fonction vectorielle dérivable, alors on a I'équivalence : X € S <= X' = AX + B <=
X' = AX+X], = AXp <= X' — X, = AX — AXp <= (X = Xp)' = A(X = X) <= X — X;, € So par linéarité de
la dérivation et la distributivité du produit matriciel par rapport a la somme.
Eo) : y' +—H 5 =0. Comme (l In(1 42 ) = #, lesy :t— —=2— sont les solutions
_(0) vyriia ) ( ) 1+ 12 El 1+
N 1 ' 1
) - — N = <= A = Arctan(t).
Viee i+ 1+ 12
AN . o+ Arctan(t) .
Par théoreme de structure, les solutions de (E) sur R sont les y4 : t = ————~ oll « parcourt R. Les
V1412

de (Eo). Variation de la constante : (1 + t?

Y« sont bien str continues sur Ry et si o # —g, on ayq(t) o m+2a qone Yy« N'est pas intégrable sur R
(o]

2t
d’aprés RIEMANN. Par contre si « = — 2, on a yu(t) = ————F——ot" Arctan(1/t) ~ —lz et y« est intégrable sur R..
2 V1412 +oo  t
-1 2 1
(E) : X’ =AXavecA=[ -1 2 1 |.Onayxa=X(X—1)(X-2) en effectuant C; + C; +Cs,
-2 2 2
en factorisant C; par X puis en effectuant C, < C, +2C;. Siu' = (abc),onaAU=0<=a—c=b=0;
1T 1 1
AU=U<=a-b=c=0et AU=2U<=a=b=cdoncA =PDP " avecP = [0 1 1] et
1 0 1
0 0 0
D= [0 1 0|.LesystemeY = DY (équivalent & (E)) a pour solutions sur R les t — *((x) (Be') (ve?!)).
0 0 2

Comme X = PY, les solutions de (E) sont les t — Y(x y z) avec x = a+pet +ye?t, y = pet +ye?t, z = atye?t.



