DEVOIR 25 : CALCUL DIFFERENTIEL

PSI 1 2025-2026 vendredi 27 mars 2026

QCM

Régularité : soit f: R> — R

Les dérivées partielles de f existent = f continue %(1,2) = }llin}) f —h, 2})L f(1,2)
5

Les dérivées partielles de f sont continues = f continue a—;(z, 1) = }Ein}) f2,1+ h})1 f(2,1)
N

. Changement de coordonnées : Soit U et V des ouverts de R?, f:V — Ret x,y: U — R de classe C' vérifiant
Y(u,v) € U, (x(u,v),y(u,v)) € V. Soit g : U — R définie par g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v))

. 0
[2.1] fest C' sur V=>gest C' sur U sifcC!: T&(u,v) = gﬁ(u v)%(x(u,v),y(u,v)) + J(u ")z%( )
[2.2] gest C! sur U= fest C! sur v - sifcCl: ﬁg(u,v) = gﬁ(u v)g—i(x(u,v),y(u,v)) + %(U»V)%(-»-)

Coordonnées polaires : Soit f: R7 x R — Ret g: R* x} %, % [ — R définie par g(r,0) = f(rcos 0, 7sin 0)

2 2¢
fest C2 —> g est C2 3.3 Slsz'a—g os ng-l-anLOcoseaaay-i-stn 0]
or U
0
g est C2 = f est C? m Sifc!: i*cosefgfsme,c%
Extrema : soit f : (Ry)?* — R, une fonction de classe C'
V(x,y) € (Ry)2, (f(x,y) = 0 = gradf(x,y) = (0,0)) f admet un min. abs. sur [0;1]2

V(x,y) € (RY)?, (fx,y) =0 = gragf(x,y) = (0,0)) f admet un min. abs. sur (R, )?

Soit U un ouvert de R% et f: U — R de classe C'.

Donner le développement limité d’ordre 1 de f au voisinage de a € U.

Soit les ouverts U = R% x] —m/2;7/2[ et P = R x R (demi-plan x > 0). Si f: P — R est de classe
C?, on pose g : U — R telle que V(r, 6) €U, g(r,0) = f(rcos0,rsin®) = f(x,y) en posant x = rcos(0) et
y = rsin(0). Déterminer J 99 o —9

T’ 00
2
Soit £ R? — R définie par f(x,y) = % si (v y) # (0,0) et 1(0,0) = 0.
Ty

Montrer que f est continue sur R?. Calculer ﬁ(x,y). En déduire que f n’est pas de classe C! sur R2.

m Soit f: R?2 — R de classe C' telle que ax + ay = f sur R?.
Soit aussi @ : R? — R? définie par ¢(x,y) = (x +y,x — y).

a. Montrer ¢ est bijective de R? dans R? et donner une expression de ¢~ (u,v).

b. On définit g : R? — R par g(u,v) = fo @ '(u,v). Calculer %% et %3 en fonction de a—i et g; En
déduire une relation entre %‘% et g. Exprimer f(x,y) (pour (x,y) € R?) & l'aide d'une fonction ¥ : R — R
de classe C'.



| DEVOIR 25 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 25 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-j 11|12 3] 4] Fautes
1 X X
2 X
3 XX | X]|X
4 X | X

1 1 Faux : on a vu un contre-exemple dans le cours 1.2 Vrai : f est de classe C! donc continue 1.3 Faux :

a (1 2) = f(] +h,2) —£(1,2) 1.4 Vrai : définition.
x o h

2.1 Vrai : par composée 2.2 Faux : U =V = R? f(x,y) = (x'/3,y"/3), x(u,v) = u?, y(u,v) = v* alors
g(u,v) = (u,v) 2.3 Faux: % a la place de % 2.4 Vrai : cours.

3.1 Vrai: car ¢ : (r,0) — (rcos 8,rsin8) est de classe C? sur R ><] - ,g[ 3.2 Vrai: car o7 : (x,y) =

( x2 +y2, Arctan (H)) est aussi de classe C2 3.3 Vrai : %2 = cos —|— sin Ga— et on re-dérive par
X

rapport a r 3.4 Vrai : cours.

4.1 Faux : f(x,y) = xy, f(1,0) = 0 et gradf(1,0) = (0,1) 4.2 Vrai: (R%)? est un ouvert et, f(x,y) = 0, f
admet en (x,y) un minimum local (car absolu) car f est positive 4.3 Vrai : [0;1]? est un compact et f et
continue car C' 4.4 Faux : f(x,y) = e ¥V et xEToc f(x,0) = 0% (jamais atteint).

Soit U un ouvert de R?, f: U — R de classe C' et a € U, alors on a le développement limité de f
en a & lordre 1 : f((l‘l’h)?f( a) +hy af( )+ h2 af( )+ o(|[n]]) ot h = (hy,h2).

Par un théoréme du cours : %?, g’T‘ gi + % glj cos(e)g—i + sin(e)g—lj. De méme en dérivant par

rapport a o, %g gg gi + % glj = —r sme —|— Tcos 9 y On continue en dérivant la premiere relation

2 2
par rapport & r, et on trouve g—rg = cos(e)(cos(e)ﬁ + sin(0) a?(a];) + sin(e)(cos(e) a%afx + sin(0 ) )

af
oy*

Par opérations, f est continue sur R? \ {(0,0)} (fraction rationnelle). De plus, en prenant la
norme 2, on a x| |y| < VA2 T 7 = [|(x,y)]l2 done Y(xy) € B2\ {0,0)) [y < HE9IE — ey

2 2 2
ce qui donne avec le théoréme de SCHWARZ : %g = cosz(e)% + 2sin(0) cos(e)a?(iafy +sin?(0) &5
T X

(x,y)l12
donc  lim  f(x,y) =0 =f(0,0) et f est continue sur R2.
(x,y)—(0,0)
of e F(60) = (0,00 of _ vy —x%) _
ﬁ(0,0) — ,}E;% % = 0. Sl (X,y) 7é (O)O), on a H(X,y) = W Or t]i:gl (O,t) = (0,0) et

pourtant tlirg1+ %(O,t) =1#40= %(0, 0). % n’est pas partiellement continue en (0,0) donc pas continue

du tout. f n’est donc pas de classe C' sur R2.
a. ¢ € L(R?) et det(g) = —2 # 0 donc ¢ est bijective avec @~ (u,v) = (uTJrv, %)

b. %&7;(gi+g}§> et %37 ;(%f%) Comme aerg; =f, onadoncz%:gdonc il existe une

fonction C : R — R telle que ¥(u,v) € R?, g(u,v) = C(v)e*/?. Comme g est de classe C' par composée,
C doit elle-méme étre de classe C! sur R. Ainsi V(x,y) € R?, f(x,y) = C(x —y)e®**t¥)/2, Réciproquement
si V(x,y) € R?, f(x,y) = C(x —y)e*t¥)/2 avec C: R — R de classe C', alors f est C' par opérations et

% =C (x—y)e(x+9)/2+%C(x—y)e(’”y)/z et g—; = —C’(x—y)e(x+9)/z+%C(x—y) e(+tY)/2 donc gf—i- glj






